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Abstrakt

Diplomova prace se zabyva urcenim vlastniho a vynuceného kmitani realné kapaliny
ve valcové oblasti a v mezikruzi. Zameéruje se také na piipad rezonance, jenz ma ne-
priznivy vliv na hydraulicky obvod.

Vysledkem prace jsou analytické vztahy pro urceni vlastnich a vynucenych tvart pri-
toku a tlaku v uzaviené valcové oblasti, a to pro dvé zvolené varianty kinematického
buzeni. V prvni varianté je uvazovano buzeni prutokem ve tvaru sinové funkce. Druha
varianta je vyjadfena pilovitym pribéhem funkce.

Pro mezikruzi je popsano kmitani kapaliny vyvolané pohybem télesa. Déale jsou v této
oblasti TfeSeny vlastni tvary kmitt kapaliny bez vnéjsiho buzeni.

Summary

The diploma thesis deals with the determination of the self-excited and forced pulsation
of the real fluid in the cylindrical area and in the annulus. It also focuses on a case
of resonance that has an unfavorable effect on the hydraulic circuit.

The result of the thesis is the analytical relations for determination of self-excited
and forced shapes of flow and pressure in the closed cylindrical area, for two selected
variants of kinematic excitation. In the first variant, excitation is performed in the form
of a sinus function. The second variant is expressed as a sawtooth function.

A pulsation of the fluid caused by the movement of the body is described for the an-
nulus. Further, in this area, the shapes of fluid pulsation are solved without external
excitation.
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kapalina, vlastni kmitani, vynucené kmitani, kritickd frekvence, rezonance
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SKOPALOVA, K. Viastni a vynucené kmitini kapaliny v rotacné symetrické oblasti. Brno:
Vysoké uceni technické v Brné, Fakulta strojniho inZenyrstvi, 2017. 80 s. Vedouci prof.
Ing. Frantisek Pochyly, CSc.






Prohlasuji, ze jsem diplomovou praci na téma Viastni a vynucenée kmitani kapaliny
v rotacné symetrické oblasti vypracovala samostatné pod vedenim prof. Ing. Frantiska
Pochylého, CSc. a v seznamu literatury uvedla vSechny pouzité zdroje.

Bc. Kristyna Skopalova






Chtéla bych na tomto misté podékovat panu prof. Ing. Frantisku Pochylému, CSc.
za vedeni mé diplomové prace, ochotu a cenné rady.

Dale bych rada podékovala mé rodiné za podporu v pribéhu celého studia a nejen
béhem né;j.

Bc. Kristyna Skopalova






FSI VUT Vlastni a vynucené kmitani kapaliny VUT-EU-ODDI-

BRNO v rotacné symetrické oblasti 13303-15-17
Obsah

1 Uvod 3

2 Matematicky aparat 4

2.1 Einsteinova sumacni konvence . . . . . . . ... ... 4

2.2 Laplaceova transformace . . . . . . . . . ... ... L. 6

2.2.1 Definice Laplaceovy transformace . . . . . . .. .. ... ... ... 6

2.2.2  Laplaceovy obrazy vybranych funkei . . . ... .. .. ... ... 6

2.2.3 Vlastnosti Laplaceovy transformace . . . . . . ... ... ... ... 8

2.3 Besselovy funkce . . .. ..o 9

2.3.1 Besselovy funkce prvnitho druhu . . . . . . . ... 0000 9

2.3.2 Besselovy funkce druhého druhu . . . . . . ..o 0000 10

2.3.3 Modifikace Besselovy funkce . . . . . .. ... 12

3 Fyzikalni aparat 13

3.1 Rovnice kontinuity . . . . . . . . .. ... 13

3.1.1 Rovnice kontinuity v cylindrickych souradnicich . . . . .. ... .. 16

3.2 Navier-Stokesova rovnice . . . . . . . . . .. ... 19

3.2.1 Navier-Stokesova rovnice v cylindrickych soufadnicich . . . . . . .. 22

4 VlInova rovnice pro tlakovou funkci 23

5 Kmitani kapaliny v roviné 27

6 Kmitani tekutiny ve valcové oblasti 36

6.1 Proudéni v uzaviené trubici s buzenim pritoku sinovou funkei . . . . . . . 36

6.1.1 Kmitani kapaliny v konkrétni trubici . . . . . ... ... ... ... 46

6.2 Kmitani kapaliny v uzaviené trubici s buzenim pritoku pilovitou funkei . . 51

7 Kmitani kapaliny v mezikruzi 60

7.1 Kmitani kapaliny v mezikruzi vyvolané pohybem télesa . . . . . . . . . .. 60

7.1.1 Pridavna hmotnost kapaliny . . . . . . ... ... .. ... .. ... 68

7.2 Vlastni tvary kmitd kapaliny v mezikruzi . . . . . . .. ..o 69

7.2.1 Mezikruzi vyplnéné nestlacitelnou neviskézni kapalinou . . . . . . . 69

7.2.2 Mezikruzi vyplnéné stlacitelnou viskézni kapalinou . . . . .. ... 71

8 Zavér 77

9 Seznam zkratek 79







FSI VUT Vlastni a vynucené kmitani kapaliny VUT-EU-ODDI-
BRNO v rotacné symetrické oblasti 13303-15-17

1. Uvod

V mnohych hydraulickych obvodech dochazi k pulza¢nimu pohybu kapaliny, ktery na-
sledné vede k tlakovym pulzacim. Takové pulzace byvaji pri¢inou trvalého dynamického
zatizeni jednotlivych prvkd v obvodu, jenz maji za nasledek sniZzeni Zivotnosti a také
zhorseni podminek pro spravny chod fidicich i kontrolnich prvkt. Dalsim nechténym je-
vem je nepfiznivé ovlivnéni tésnosti systému [14]. Z uvedenych divodi ma tedy vyznam
se pulzacemi kapaliny zabyvat, a to jak jejimi vlastnimi tvary, tak i témi vynucenymi.

Daéle bude uvedena struktura diplomové prace. Ve druhé kapitole je popsan piehled
zakladniho matematického aparatu, ktery je dale v praci vyuzivan. Zminéna je zde Einstei-
nova sumacni konvence, Laplaceova transformace, jeji vlastnosti a vybrané véty. Nasledné
jsou zde uvedeny Besselovy funkce a také jejich modifikace.

Treti cast je vénovana fyzikdlnimu aparatu. Popsana je rovnice kontinuity a Navier-
-Stokesova rovnice, a to pro kartézsky souradny systém i pro cylindrické souradnice. V na-
sledujici ¢asti je z obou zminénych rovnic odvozena vlnova rovnice pro tlakovou funkci.
Navazuje kapitola, ktera se zabyva kmitanim kapaliny v roviné, jenz je popsano pomoci
polarnich souradnic.

V dalsi ¢asti prace je pozornost zamétena na kmitani tekutiny ve valcové oblasti. Jedna
se o uzavienou trubici, kde probihé& buzeni pritoku pomoci pistu. Nejprve je problém fesen
pro buzeni sinovou funkci. U tohoto pripadu je feSeni také ilustrovano na konkrétné zvolené
trubici. Dale je fesen pfipad buzeni priitoku pomoci funkce pilovitého pribéhu. V obou
pripadech je zjisténo, kdy bude dochazet k rezonanci, tedy ke shodé vlastni frekvence
s budici frekvenci.

Posledni ¢ast se zabyva kapalinou v mezikruzi. Nejprve je zminéna problematika kmi-
tani kapaliny, jenz je vyvolano pohybem télesa. Pro tento pripad je vypocitana tlakova
funkce a rychlostni funkce. Zminéna je také pridavna hmotnost kapaliny. Dalsi podkapitoly
jsou vénovany zjistovani vlastnich tvart kmitd v mezikruzi, které je vyplnéné neviskézni
nestlacitelnou kapalinou a nasledné viskozni stlacitelnou kapalinou.

Posledni kapitola zahrnuje shrnuti a zavérecné komentare.
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2. Matematicky aparat

Tato ¢ast bude vénovana definici nékterych matematickych pojmi, které budou v praci
dale vyuzivany. Prvni podkapitola bude zamérena na popis Einsteinovy sumacni konvence,
dalsi se bude zabyvat Laplaceovou transformaci a v posledni c¢asti této kapitoly bude
zminéna Besselova funkce, jeji druhy, modifikace a také feseni.

2.1. Einsteinova sumacni konvence

Uvedena podkapitola je zpracovana na zékladé literatury [6], [9], [13].

Pti zapisu pomoci Einsteinovy sumacni symboliky byva uzivano sc¢itacich indexi, které
budou znaceny malymi pismeny abecedy (zpravidla i, j, k,...). Pokud se ve vyrazu vy-
skytnou dva stejné indexy, pak pres né sc¢itdme. Uvedeme piiklad takového zapisu

N
a1-bl—l—ag-62+...+aN-bN:Zai-bi:ai-bl-. (21)

i=1
Daéle budou zminény nékteré matematické operace, u kterych byva Einsteinova su-

macni konvence vyuzivana.

Skalarni souéin dvou vektoru

Mame-li dany nasledujici vektory o N soutadnicich
a=(ay,as,....,an) =a;, b= (by,by,...,0n) =0,

pak jejich skalarni soucin lze zapsat nasledovné

a-b:a1-b1+a2-b2+...+aN-bN:aZ--b,-. (22)

Maticové nasobeni

Uvazujme matice A a B, které je mozné napsat
A = aij, B = bzg
Souc¢in zminénych matic pak bude

N
{A-B},; = Zaik by = Qi - bij. (2.3)

k=1
Volnymi indexy jsou v tomto pfipadé indexy i a j, pres které neprobihé s¢itani. Naopak

pres vazané indexy se s¢ita, coz je index k.

Operator divergence

Méjme nasledujici vektor v prostoru, tedy vektor o tfech souradnicich

a=(a,a9,a3) = a;.

4
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Na vyse uvedeny vektor aplikujeme operator divergence a dostavame

daq n day n daz %
81‘1 81'2 81'3 N 8$z

diva =

(2.4)

Operator gradient

Uvazujeme-li skalarni veli¢inu a, pak je jeho totalni derivaci vektorova funkce, ktera je na-
zyvana gradient

Oa da Oa Oa
gTCI/dCL = = <8—x1,a—x2,a—x3)

(9:1@2-

Tento operator je mozné zapsat také pomoci Hamiltonova operatoru nabla, a to nasle-

(2.5)

dovné
grad a = Va. (2.6)

Kroneckeruv delta operator

Symbol §;; znaci tzv. Kroneckeriiv delta operator, ktery ma tyto vlastnosti

1 i=7
0ij = { 0 i (2.7)
Laplaceuv delta operator

Poslednim z operatorti, ktery bude v praci vyuzivan je Laplacetiv delta operator. Budeme
jej aplikovat na obecnou funkci a (1, 2, x3). Jeho definice je nésledujici

0%a  0%a O*a D%a

2~ 9.2 2 2
Or; Oxry Oz5 Oxj

Aa = (2.8)
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2.2. Laplaceova transformace

Laplaceova transformace patii mezi integralni transformace. Jeji pocatky jsou spojené
s Leonhardem Eulerem, ktery zil v 18. stoleti. Na n€j navézal a tuto teorii rozpracoval
francouzsky matematik Pierre Simon Laplace, po némz je tato transformace také po-
jmenovana. Laplaceova transformace byva vyuzivana hlavné v technické praxi, zejména
pii Teseni linearnich diferencidlnich rovnic, nékterych parcidlnich diferencidlnich rovnic
a vybranych integralni rovnic [7]. Zbyla ¢ast této podkapitoly vychézi z [8].

2.2.1. Definice Laplaceovy transformace

Budiz f(t) dand komplexni funkce redlné proménné, nazveme ji predmétem. Necht ndsle-
dugici integrdal (2.9) existuje a md konecnou hodnotu asporni pro jedno komplexni éislo s.
Potom k funkci f(t) definujeme Laplaceiv obraz F(s) rovnict

F(s) = /0 T @)t (2.9)

Defini¢nim oborem Laplaceova obrazu F'(s) je mnozina v8ech komplexnich ¢isel, pro které
integral uvedeny ve vztahu (2.9) konverguje. Integral na pravé strané tohoto vztahu se na-
zyva definicnim integralem Laplaceovy transformace.

Casto byva vyuzivan symbol .Z pro znaceni Laplaceovy transformace. Tento symbol
se pouziva pro obraz Laplaceovy transformace funkce, ktera za timto znakem nasleduje.
Definici Laplaceovy transformace z (2.9) muZzeme tedy psat nasledovné

2{ft)} = /OOO f(t)-e*tdt. (2.10)

2.2.2. Laplaceovy obrazy vybranych funkci

V této c¢asti budou uvedeny Laplaceovy obrazy vybranych funkci, které budou v praci
vyuzivany. Predtim je vSak nutné nadefinovat pojem predmét standardniho typu.

Komplexni funkce f(t) rediné proménné t se nazgvd predmét standardniho typu, md-li
tyto tri vlastnosti

1. Je po castech spojitda na intervalu (0, +00).
2. Je exponencidlniho radu.
3. Rovna se nule pro vsechna t < 0.

Nejprve se zamérime na Laplacetv obraz prvni derivace, poté na n-tou derivaci. V obou
pripadech budou uvedeny véty o jejich obrazu. Dale budou zminény obrazy vybranych
funkci, které budou pro néasledné vypocty uzitecné.
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Véta o obrazu derivace

Necht funkce f(t) a jeji derivace f’(t) jsou predméty standardniho typu. Necht ddle
funkce f(t) je spojitd v otevieném intervalu (0,+00). Oznaéme F(s) = ZL{f(t)}. Budiz
dale f(0+) = limy oy f(t), tuto veli¢inu nazveme pocdtecni hodnotou funkce f(t). Potom

L{f'()} = s- F(s) = f(0+).

Véta o obrazu n-té derivace

Budiz n prirozené éislo. Necht funkce f(t) a vSechny jeji derivace aZ do n-tého Fdadu
véetné jsou predméty standardniho typu. Necht dale funkce f(t) a vSechny jeji derivace
az do tadu (n-1) véetné jsou spojité pro vsechna t > 0. Oznacme

(k) = i (k) = —
f (0+) tl_lf(g.f (t)7 k 0,1,2,...,7’L 17

kde ovsem nultd derivace je piwodni funkce: fO(t) = f(t). Veliciny f*(0+) nazveme
pocatecnimi hodnotami funkce a jejich derivaci. Potom plati

L{fM0)}) =" 2{f(t)} - Z " D (04). (2.11)

Laplaceovy obrazy vybranych funkci

V Tabulce 2.1 budou dale uvedeny predméty a obrazy Laplaceovy transformace vy-
branych funkci.

Tabulka 2.1: Laplaceovy obrazy vybranych funkci

f(t) Z{f )} (s)
1 1
¢ e
sin (a - t) e
cos (a - t) T
sinh (a - t) =2
cosh (a - t) P
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2.2.3. Vlastnosti Laplaceovy transformace

Véta o linearité primé Laplaceovy transformace

Necht fi(t) jsou predméty standardniho typu a Fi(s) = ZL{fi(t)} jejich obrazy, i =
1,2,3,...,n. Ddle necht a; jsou libovolné komplexni konstanty. Potom pro vSechna kom-
plexni cisla s, pro kterd jsou definovdany soucasné vsechny obrazy F;(s), plati

n

X{Zai~fi(t)} :iai-Fi(s). (2.12)

i=1 i=1

Z uvedené veéty vyplyva, ze obrazem linearni kombinace kone¢ného poctu predméti je
linedrni kombinace odpovidajicich obrazii, a to se stejnymi koeficienty.

Véta o rozkladu

BudiZ F(s) = % raciondalni lomend funkce, citatel stupné niZsiho nezZ jmenovatel.

' j prdvé 5s Tliany Fend s;, i = 1,2, ....n, takse

Q(s) =an-(s—51)-(s—82) .- (S—Sn), an #0.

Potom
F(s) = 2.1
9=2 (213)
kde P(s)
S.
A; = lim |[(s —s;) - F(s)| - . 2.14
tim [(s = 5) - F(9)] - 2 (214)
takze

Véta o Laplaceové obrazu konvoluce

Necht f(t), g(t) jsou predméty standardniho typu, L{f(t)} = F(s), ZL{g(t)} = G(s).
Potom
L)+ g(t)} = F(s) - G(s). (2.16)
Obrazem konvoluce predméti je tedy soucin jejich obrazt. Nyni je jesté nutné zminit
definici konvoluce. Pokud méme dvé funkce f(t) a g(t), které jsou po ¢astech spojité v in-
tervalu (0, +00), pak konvoluci, nebo také kompozici funkei f(t), g(t) znac¢ime f(t) * g(t)
a jeji definici 1ze psat nasledovné

f@w@=AfWJNWTM, (2.17)

pricemz musi platit, ze ¢t > 0.
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2.3. Besselovy funkce

Uvedena podkapitola je zpracovana na zakladé zdroju [1], [4].

Besselovy funkce byvaji vyuzivany pfi mnohych tlohach v oblastech matematické fy-
ziky a také pii feSeni nékterych technickych problémii. Casto byvaji spojovany s pouzitim
cylindrickych a sférickych souradnic, kde proces separace proménnych vede na diferenci-
alni rovnici, ktera ma nasledujici tvar

, d*u du

Z-@+Z~E+(Z‘2—V2)-u:0. (2.18)

Tuto rovnici nazyvame Besselovou rovnici a jeji feSeni cylindrickymi, neboli Besselovymi
funkcemi. Jedna se o linearni diferencialni rovnici druhého fadu. Jeji obecné feseni muzeme
psat ve tvaru

u(z) =Cy-uy (2) + Cy - ug (2), (2.19)

kde uq (2) a us (2) jsou linedrné nezéavisla partikularni feseni diferencialni rovnice (2.18).
Byva uvazovano, ze z a ¥ mohou byt libovolna komplexni ¢isla. V pripadé, Ze je index v
celé ¢islo, oznacuje se pismenem n. Pokud budou hodnoty argumentu z realné, oznac¢ime
je z. Reseni rovnice (2.18) byva udévano ve tvaru nekonecné fady.

2.3.1. Besselovy funkce prvniho druhu

O Besselovych funkcich prvniho druhu hovofime, pokud index v neni celym ¢islem. V ta-
kové pfipadé mé prvni fada u;(z) uvedend v obecném feseni ve vztahu (2.19) nasledujici

podobu
g)?-m

uy (2) = J(2) = (%)” , i =)™ (G

«m!-I'(v+m+1)

(2.20)

m=

Druhéa fada urcuje Besselovu funkci se zapornym indexem —v

(@)= 1) = (3) 7y A (2.21)

2 ¢m!-T'(—v+m+1)

Vyse uvedené mocninné fady konverguji v celé roviné komplexnich éisel (vyjimkou mutze
byt bod z = 0) a mohou byt také derivovany ¢len po ¢lenu.
Reseni Besselovy rovnice pii necelociselném indexu v mtzeme tedy zapsat

Ve vztazich (2.20) a (2.21) je uvedena funkce gama, kterd byva také nazyvana Eulerovym
integralem druhého druhu. Tato funkce je definovana nasledujicim nevlastnim integralem

I'(2)= /100 e ¥ dr. (2.23)

Tento integral konverguje pro vSechny komplexni hodnoty z, jejichz realna cast je kladna.
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2.3.2. Besselovy funkce druhého druhu

Dale uvedeme feSeni pro celociselné hodnoty v, které vychazi z Besselovy funkce druhého
druhu, jenz byva také oznacovan jako Neumannova funkce, a mé tuto podobu

J,(z) - cos(v-m) — J,,,(z)‘

sin (v - )

Y, (z) = (2.24)

Pokud nechame hodnotu v konvergovat k celému ¢islu, které oznacime n, pak prava
strana uvedené funkce nabude neurcitého tvaru. V takovém piipadé vsak mizeme vyuzit
I’Hospitalova pravidla a dostavame tento tvar

8 [202)-eos v ) — 1)

Y,(z) = lim (2.25)
v 2 [sin (v- W)]
Po tpravé miizeme vyjadrit funkci nasledovné
n—1
2 1 — — 1! 2-m—n
Yn(z):—-Jn(z)-<ln—+CE>—— (n m ) (i) _
s ™ = m! 2
Lo~ D™ @) IR
- —- . - - 2.26
T mzzo m! - (n+m)! k1k+;k3 ’ (2.26)

kde C'r znaci Eulerovu konstantu, jejiz pfiblizna hodnota je 0,577 216. Uvedenad Neu-
mannova funkce spoleéné s Besselovou funkci ze vztahu (2.20) predstavuje systém feseni
Besselovy rovnice (2.18), a to pro index v roven celému ¢islu. Takové feSeni tedy miizeme
zapsat

u(z) =C - Jp(2) + Cy - Yy(2). (2.27)

Uvedené feseni je vSak mozné vyuzit i pro libovolnou hodnotu v.

Pro ilustraci pribéhu Besselovych funkci prvniho druhu jsou na Obrazku 2.1 jeji
pritbéhy vykresleny, a to pomoci programu Matlab. Cervenou barvou je zobrazena Bes-
selova funkce pro hodnotu n = 1, modrou barvou pro n = 2 a zelena kiivka zobrazuje
funkci pro n = 3.

Déle jsou na Obrazku 2.2 vykresleny Besselovy funkce druhého druhu, tedy funkce Y,,(z).
Cervena kiivka predstavuje Besselovu funkci pro hodnotu n = 1, modra je zobrazenim
n = 2 a zelena predstavuje funkci pro n = 3. Z pribéhi je patrné, ze pokud se hod-
nota z blizi k nule, pak funkce Y,,(2) pro celoc¢iselné hodnoty n bude konvergovat k minus
nekonecnu.
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Obrazek 2.1: Besselovy funkce Ji(z), J2(2) a J3(z)

0.5 . .
_Yl(z)
_Yz(z)
— Y3(Z) N
| \
-0.51
-1
0 5 10 15 20

Obréazek 2.2: Neumannovy funkce Y;(z), Y5(2) a Y3(2)
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2.3.3. Modifikace Besselovy funkce

Pti feSeni nékterych typu tloh jen vyjimecné ziskdme podobu Besselovy diferencialni
rovnice zapsané ve tvaru (2.18). Uvedeme tedy i dalsi modifikaci, jejiz FeSeni lze také
zapsat pomoci Besselovych funkci. Zaméifime se na nasledujici tvar rovnice

Pu  a du c
-, = bk _). = 2.2
dz2+z dz+( z +Z2 u =20, (2.28)

kde a, b, c a k jsou konstanty. V takovém pripadé ma tato rovnice obecné feSeni

u(z):zl_Ta - Uy, <2\/le€32) (2.29)

k+2

Funkce u, pfedstavuje
Uy = 01 . Jy (Z) + CQ . Yl, (Z) (230)

Hodnotu v zjistime nasledovné

(e ak) +_24 adky (2.31)
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3. Fyzikalni aparat

V této kapitole budou popsany dvé zakladni rovnice, které byvaji nejcastéji vyuzivany
v oblasti mechaniky tekutin. Jednéa se o rovnici kontinuity a rovnice rovnovahy, neboli
Navier-Stokesovu rovnici. Pro obé budou navic uvedeny jejich podoby v cylindrickych
soufadnicich.

3.1. Rovnice kontinuity

P¥i popisu této podkapitoly bylo ¢erpano z [2], [3], [9] [11].

Rovnice kontinuity se zabyva obecné platnym fyzikalnim zakonem o zachovani hmot-
nosti. Ten musi byt splnén pii proudéni libovolné tekutiny. Stav takové pohybujici se teku-
tiny mtzeme zcela urcit péti veli¢inami. TTi z nich jsou rychlosti v jednotlivych smérech,
coz muzeme zapsat vektorem rychlosti v;, kde ¢ = 1,2, 3. Uvazujeme totiz proudéni v pro-
storu, tedy vektor rychlosti musi mit tii slozky. Rychlosti v jednotlivych smérech jsou
zévislé na poloze a Case, tj. v; (z1, x9, x3,t). Zbyvajici dvé veli¢iny popisuji stav tekutiny
z termodynamického hlediska. Jsou jimi tlak p (21, xe, x3,t) a hustota p (x1, z9, x3,1).

Nyni se zaméfime na odvozeni rovnice kontinuity. Cilem bude vySetfit vztah mezi
uvedenymi péti veli¢inami pii pohybu tekutiny. Pro odvozeni bude zvolena kontrolni plo-
cha S, ktera je volena pevné a zaroven je uzaviena. Jedna se o plochu, kterd je hranici
néjaké omezené, jednoduse souvislé oblasti o objemu V. Uvazujeme, Ze pfes stény plo-
chy S proudi dovnit¥ i ven tekutina. P¥i pohybu tekutiny se premistuje jeji hmotnost
a predpokladame jeji zachovani. Problém vySetiime na elementarni kontrolni plose o ob-
sahu dS. Timto elementarnim obsahem protece za jednotku casu tekutina o hmotnosti
dané timto vztahem

p-v-n-dS=p-v-n;-dS, (3.1)

pricemz p znaci hustotu a v je vektor rychlost tekutiny v misté plosky dS. Déle n pred-
stavuje jednotkovy vektor vnéjsi normaly k plose dS. Znaménko skalarniho soucinu v; - n;
urcuje, jakym smérem tekutina proudi. Je-li kladné, kapalina z kontrolni plochy vytéka.
Pokud je zaporné, tak do kontrolni plochy vtéka.

Uvedeme integral, ktery plati pro celou kontrolni plochu S a vyjadiuje celkovou hmot-
nost tekutiny, ktera vytéka z objemu V' plochou S za jednotku c¢asu

/ p-v;i-n;-dS. (3.2)

S

Celkova hmotnost tekutiny obsazené v objemu V', coz je vnitiek kontrolni plochy S, je
dana objemovym integralem

/ p-dv. (3.3)

14

Ubytek hmotnosti uvniti dané plochy S za jednotku ¢asu je uréen vyrazem

0
\%
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Pokud nejsou v kontrolni plose zridla a uvazujeme-li platnost zakona zachovani hmotnosti,
pak musi byt vyraz (3.2) v rovnosti s vyrazem (3.4)

S

\%

Vyse uvedena rovnice popisuje zakon zachovani hmotnosti pfi pohybu tekutiny v li-
bovolné uvazované ¢asti kontinua, ktera je urc¢ena kontrolni plochou S. Pricemz plocha S
uzavird objem znaceny V', jenz je pevné zvolen. Rovnici (3.5) miizeme zapsat nasledovné

/%-deL/p-vi-ni-dS:O. (3.6)
v s

Na tuto rovnici aplikujeme Gauss-Ostrogradského vétu, abychom clen s ploSnym integra-
lem pievedli na integral objemovy. Vétu miZzeme aplikovat, nebot jsou splnény vSechny
podminky k jejimu vyuziti

v [ penoneas= [ |22 200 w0

ot ot 0x;
1% S v

Plocha S, a tedy i objem V', byla zvolena libovolné, mizeme tedy psat

dp  O(p-vi)

— + ———=0. 3.8
Rovnici je mozné uvést i v nasledujicim tvaru

)

a—f +div(p-v) = 0. (3.9)

Tato rovnice popisuje zakon zachovani hmotnosti v kontinuu, avSak jen lokalné. Byva
také nazyvana rovnici kontinuity. Chceme-li tuto rovnici vyjadrit pro libovolnou oblast,
musime uvazovat totalni derivaci hustoty p podle ¢asu ¢. Rovnice kontinuity bude tvaru

dp 0(p-v)

— +—==0. 3.10
Z praktickych divodt byva v nékterych pripadech vyhodné zapsat totalni derivaci hustoty
pomoci tlaku. Pokud uvazujeme, Ze jeho zmény mizeme popsat v zavislosti na absolutni
teploté T a hustoté p, tj. p = p(p,T), pak mizeme vyjadiit diferenci tlaku nasledovné

dp

op
-dp—l—a—T - dT. (3.11)

p

Uvazujeme-li izotermicky déj, tzn. dT' = 0, pak lze vyse uvedenou rovnici zapsat

op

dp = £
P= 2,

- dp. (3.12)
T

14
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Pricemz plati vztah

dp 2
a_p =a, (313)
T

kde a znaci rychlost zvuku, neboli rychlost sifeni tlakové viny ve stlacitelné tekutiné.
Z rovnic (3.12) a (3.13) plyne, ze
1
dp = ol dp. (3.14)
Dosadime-li (3.14) do rovnice (3.10), dostavame tuto podobu
1 dp O(p-v)

— =4+ —==0. 3.15
a? dt + ox; ( )

Pokud povazujeme zmény hustoty za malé, je mozné rovnici uvést v nasledujicim tvaru

dp 2 ov;
aflfi

—0, (3.16)

neboli s vyuzitim zapisu pomoci operatoru divergence

d
d—f+p-a2-dwv:0. (3.17)

Pro nestlacitelnou tekutinu s jeji konstantni hustotou p se tvar rovnice kontinuity
znacné zjednodusi a bude mit tuto podobu

a'Ui
(’9xi

=divv =0. (3.18)
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3.1.1. Rovnice kontinuity v cylindrickych souradnicich

Pfi fesSeni urcitych typt zadani je vyhodné vyuzit valcového, neboli cylindrického sourad-
ného systému. Pro tento systém bude uvedena i rovnice kontinuity. Nejdiive vSak budou
zapsany transformacni vztahy mezi kartézskymi a cylindrickymi souradnicemi

Ty =7T"-COS¢,

To =T - SN,
T3 = 2. (3.19)
Vztahy dale doplnuji nasledujici podminky

r >0,

0 << 2m.

Graficka podoba této transformace je ilustrovana na Obrazku 3.1, kde je bod X zob-
razen v kartézské soustavé souradnic s osami oznacenymi x1, £ a x3. Pokud chceme tento
bod nadefinovat v cylindrickych souradnicich, bude dan soutadnicemi r, ¢ a z. Prvni para-
metr r urc¢uje vzdalenost bodu X’ od pocatku souradného systému znaceného O. Pficemz
bod X’ je pravouhlym primétem bodu X do roviny x;x5. Dale bude bod X v cylindric-
kych soufadnicich dan tthlem . Velikost tthlu ¢ je urcena kladnym smérem poloosy z;
a polopfimkou s poc¢atecnim bodem O prochéazejicim bodem X’. Posledni souradnici je z,
jenz urcuje orientovanou vzdalenost bodu X od roviny z;zs.

X3

' X[r, 9,2

X

Obrazek 3.1: Cylindrické souradnice
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V této ¢asti odvodime rovnici kontinuity pro cylindrické soutadnice. Stejné jako tomu
bylo pfi odvozeni rovnice kontinuity v kartézské soustaveé souradnic, pouzijeme elementarni
objem zobrazeny na Obrazku 3.2. Vektor rychlosti bude ve sméru jednotlivych valcovych
soufadnic a bude mit tyto slozky

vV = (Ura Ve, Uz)a

pfi¢em?Z v, predstavuje slozku rychlosti ve sméru soufadnice r. Dale v, urcuje slozku
rychlosti ve sméru kolmém k roviné rz a slozka v, je ve sméru souradnice z.

Obrazek 3.2: Element objemu dV (upraveno dle [2])

Predpokladejme smér toku kapaliny do plochy vymezené body ABCD, jejiz plosny
obsah je r - dp - dz. Poté bude tok tekutiny touto plochou dan nésledovné

—p v T -dp-dz, (3.20)

kde v, je rychlost v libovolném bodé této plochy. Pfed vyrazem je znaménko minus, nebot
kapalina pfes tuto plochu do kontrolniho objemu vtéka, tudiz skalarni soucin vektoru
rychlosti a vnéjsiho jednotkového norméalového vektoru je zaporny.
Nésledné vyjadiime tok tekutiny protilehlou sténou, tedy plochou vymezenou body
EFGH
ov

p+@-dr Nvp 4+ == -dr) - (r+dr)-dp-dz. (3.21)
or or

Zanedbame veli¢iny vyssich fad, nebot je v porovnani s ostatnimi ¢leny muizeme pova-
zovat za velmi malé. Tento vyraz pak muzeme zapsat nasledovné

p-vr-r-dgo-dz—kg-(p-v,,-r)-dr-dgo-dz. (3.22)
r

Obdobnym zptisobem vyjadiime tok bo¢nimi sténami elementarniho objemu. Pro tok
plochou AEH D plati
—p-v, - dr-dz. (3.23)
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Pro druhou bo¢ni plochu vymezenou body BFGC' bude tok

p-vw-dr-dz%—ai-(p-vw)-dr-dgp-dz. (3.24)
¥

Zbyva zapsat toky dolni a horni plochou elementu. Nejprve zapiSeme dolni plochu

AEFB
—p-v, T -dr-dep. (3.25)

Pro horni plochu ur¢enou body DHGC' plati

p.,vz,r_d,r,dgp_f_ag.(p.vz.r-).dr.dgp.dzl (326)
Z

Ubytek hmotnosti kapaliny v elementu objemu za jednotku ¢asu bude

p
— 2 ridr-do-dz. 2
il dr-dy - dz (3.27)

Soucet tokt pres vSechny plochy je roven iibytku hmotnosti kapaliny v tomto kontrol-
nim objemu

9, 9,
E-(p-vr-r)-dr-dap-dz—i-%-(p-v(p)~dr-dgo-dz+
0 dp
—i-&-(p-vz-?")-dr-d(p-dz'——a-T-dr-dcp-dz. (3.28)

Pokud tuto rovnici dale upravime, dostaneme nasledujici podobu rovnice kontinuity v cylin-
drickych soutradnicich

o, 10 1
ot r

9] 0
ar~(p~vr-r)+;~%-(p'vw)—i-&%p'vz):0. (3.29)

Uvazujeme-li konstantni hodnotu hustoty p, pak je rovnice tohoto tvaru

lg( ‘)_'_1'%_’_81)2
roar N T dp 0z

=0. (3.30)
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3.2. Navier-Stokesova rovnice

Uvedena podkapitola je zpracovana na zakladé literatury [2], [3], [11].

Navier-Stokesova rovnice popisuje silovou rovnovahu piisobici na skutecnou, tedy viskézni
tekutinu, jenz proudi laminarné. Rovnici popsal a odvodil Claude-Louis Navier v roce 1927
a nezavisle na ném i George Gabriel Stokes v roce 1945.

Nyni se budeme vénovat jejimu samotnému odvozeni. V prvnim kroku zapiseme rovnici
silové rovnovahy, jenz plati pro libovolnou latku

prai— —o—=p"Gi (3.31)

pficemz p predstavuje hustotu dané latky, a; znaci jeji zrychleni, o;; je tenzor napéti
a g; gravitacni zrychleni.

Nésledné rovnici (3.31) upravime. Vyjadiime zrychleni a; jako celkovou derivaci rych-
losti v; podle ¢asu t, ¢imz dostaneme tuto podobu

dUZ’ 8015

=" i (3.32)

Zaméfime se na tenzor napéti o;;. Viskézni tekutina klade odpor tlaku (znacenému p)
stejné, jako tomu je u dokonalé tekutiny. Oproti ni vSak navic klade odpor proti vzajem-
nému pohybu ¢astic tekutiny vici sobé, to znamend prislusici tfecim (viskéznim) napétim.
Tento tenzor byva znacen 1I;;. Celkovy tenzor napéti musi tedy mit dvé ¢asti a zapisujeme
jej nasledovné

Dosadime-li vyjadfeni tenzoru napéti z (3.33) spolecné s uvazovanim vlastnosti Kronec-
kerova delta do vztahu (3.32), pak ziskdme tento tvar rovnice
d’Ui GH” ap

=g 34

Uvazujeme Eulertiv popis kontinua, takze je nutné rozepsat substancionarni derivaci rych-
losti podle ¢asu. Uc¢inime-li tak, pak ziskdme tuto podobu Navier-Stokesovy rovnice
81%- i 8% 81_1” 4 8p
P ot T 0w, T By o Y

(3.35)

Je patrné, ze rovnice mé rozmeér sily piisobici na jednotkovy objem. Pficemz jeji ¢leny
predstavuji

% lokalni zrychleni,
% v, konvektivni zrychlen,
%Hxlj ucinky viskozity,
gxpi tlakovy gradient.
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Nutné je zminit, Ze Clen tykajici se uc¢inkt viskozity lze rozepsat do této podoby
ILij =2 p-vij + 0 0ij - Vkr, (3.36)

kde p znac¢i dynamickou viskozitu, v;; je tenzor rychlosti deformace a b byva nazyvano
druhou (objemovou) viskozitou.
Dale 1ze tenzor rychlosti deformace vyjadiit nasledovné

1 81)@' (%j
Vij =5 ((%j + 8xi>' (3.37)

7 vyse uvedeného je patrné, ze plati

Ve = 3_907]: = div v. (3.38)

Provedeme dosazeni vztaht (3.36), (3.37) a (3.38) do rovnice (3.35) ziskdme Navier-

-Stokesovu rovnici pro stlacitelnou kapalinu, jenz je v silovém tvaru na jednotku objemu

p. iy, O O [“'(aviJravj)er-éi"%]Jrap—p~gi- (3.39)

ot P 0w, T Bay ox; | O, ox; | " o,

Rovnici dale upravime

] c%i Gvi 82’02' 82vj 821}2‘ 8p

s — - — - —b- 6 ——— =p-g. (340
at 7 oz, YT an,00, M w0, ' Swpw, T omy P9 (340)

Z podoby Navier-Stokesovy rovnice je patrné, ze reprezentuje tii rovnice, z nichz kazda
je vyjadfenim pro jednu slozku. Rozepsanim pro prvni soutadnici z1, tj. pro i = 1, ziskame
tento tvar

8v1 801 81)1 @Ul 821}1 (921)1 821)1

P at p axl U1 P 8:1:2 v2 p 81’3 v3 a 8x18x1 a 3x28x2 a 8.%‘38133

B 9%v, B 0%vs B 0%vs B 0%vq N op (3.41)
K 8x18x1 K 8x1c9x2 a 8171(91'3 81'1@1’1 85(]1 — P ’
Pro druhou soufadnici xs, tj. pro i = 2, dostavame
81}2 8212 87)2 81)2 82"02 62’1)2 82’02

p ot +p @xl v1+p 8!172 v2 p 81’3 vs # 8x18x1 a 8£C28ZE2 a 8x33x3

0%vy B 0%vy B 0%vy B 0%vy N op
H 8:U28:E1 H a.TQa,TQ H 8:1:20;173 81’28%2 81‘2_p 92:

(3.42)
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Pro posledni souradnici x3, tj. pro ¢ = 3, je nasledujici tvar

8U3 803 8113 81)3 821]3 (921}3 (921)3

« — - + . —_ . + —_ — - . . —
p ot P 5’x1 U1 P 81'2 v2 P 81’3 v3 H 8x18x1 H 8@(‘3302 a (91:3(91:3

0%vy 0%vy 0%vs ; 0%vs op

) . . Y o )
a 0301, a 01301 a 023013 8x38x3+8x3 P93 (3.43)

V mnoha ptipadech byva také uvadéna Navier-Stokesova rovnice pro stlacitelnou kapa-
linu v rozméru zrychleni. Tuto jeji podobu ziskdme, podélime-li obé strany rovnice (3.40)
hustotou p

ov;  Ov; w0 w0 b 9%v; 1 9dp

ot Ox; Y p Ox;0x; p Ox0x; p ij'@xiaxj+p ox;

=g. (3.44)

Je zndmo, ze dynamicka viskozita p podélena hustotou p vyjadiuje kinematickou visko-
zitu v. Tento ¢len je tedy mozné v rovnici zaménit. Zapiseme-li tuto zavislost rovnici

—_ (3.45)

p

Daéle se zamétfime na tvar Navier-Stokesovy rovnice pro nestlacitelnou a viskézni teku-
tinu. Z ¢asti prace popisujici rovnici kontinuity je znamo, Ze pro nestlacitelnou kapalinu
je hodnota divergence rychlosti nulova. Tohoto zjisténi vyuZijeme a vztah (3.40) prepiseme
do nasledujici podoby

. . 2. ) )
p.avz+p.avz.v._ ﬂ .3 <%> —b-0, 0 <8vz>+8p = p-g;. (3.46)

ot P 0w, T dyor;, M 0w\ g 9 0; \ oz | T 0

V zavorkach této rovnice je uveden tvar pro divergenci, tudiz tyto ¢leny budou nulové.
Navier-Stokesova rovnice pro nestlacitelnou tekutinu v silovém tvaru na jednotku objemu
se tak zredukuje do této podoby

ov; N ov; 0%v; N op
. B L ) - _ — ~ g
P ot P 8@ J H 8xjc9xj 8@ £-9

(3.47)

Opét mizeme rovnici rozepsat do jednotlivych slozkovych rovnic. Z téchto tvari bude
patrné, ze pro nestlacitelnou tekutinu se tvar Navier-Stokesovy rovnice znacné zjednodusi
oproti varianté se stlacitelnou tekutinou. Navic zde neni vliv druhé (objemové) viskozity.
Pro prvni soufadnici x; ziskdme tento tvar rovnice

ovy 81)1 Oy ovy vy O%vy 0Py o
A T T R R '(ax§+ax§ T 07 ) Ton, — o 348)

Pro druhou souradnici x,

vy vz _ 3.49
R TR PR T a2 T Yo | o, e 349)

vy Ovy Ovy Ovy vy 0%vy 0?09 op
Uz — - +
ot Oz, 1
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Pro soutadnici x3 je tvar tento

2 2 2
v s dus Ovs (6 v, 0 U3+a US) + P _ p-gs- (3.50)

3
+
Pt P T By T 022 "0z T onz | oy

Provedeme-li podéleni obou stran rovnice (3.47) hustotou p dostaneme tento tvar rovnice
v rozmeéru zrychleni
ov; O, w0 1 Op

P Lo 3.51
ot Oz, Y p 8xjxj+p ox; g (3:51)

Pokud se zamétfime na clen tykajici se viskoznich uc¢inkt, byva uvadén i v podobé
Laplaceova delta operatoru. Mizeme jej tedy zapsat nasledovné

2,
%- 0 S =B A, (3.52)

3.2.1. Navier-Stokesova rovnice v cylindrickych souradnicich

V dalsich ¢astech prace budou feseny dané problémy v cylindrickych soutradnicich. Pro né
bude vyhodné vyjadiit i Navier-Stokesovy rovnice. Ty budou uvedeny pro nestlacitelnou
viskézni tekutinu. Nejprve zapiseme tvar prvni z nich

vy %4_ Yo a?}r_'_ v %_ @_i_ap
ar P dp P e, TP Ty

<82vr 1 9%, & 1 v, v, 2 v,
-

Gt aE taA e ) e (35

Druhé rovnice bude mit tuto podobu

v, v, v, Ov, ov,, vov, 1 0Op
T e e PR AL r i
S I M C X1

or?2  r2  0p? 0z2 r oOr 12 r?2 Oy
Posledni rovnice je v tomto tvaru
v, N v, N v, Ov, N ov, N op
. . U’f’ - —_— - —_— . UZ - —_— _—
Par TF ar Py Op P 0 0z
v, 1 0%, 0*v, 1 Ouv,
o * - —0-q.. 3.55
a <8r2+r2 8¢2+8z2+r 87") P9 ( )
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4. VInova rovnice pro tlakovou
funkci

V této casti bude hlavnim cilem odvozeni nelinearni vlnové rovnice pro tlakovou funkci,
a to z vlivem druhé (objemové) viskozity znacené b. Tato rovnice bude odvozena ze dvou
rovnic - z Navier-Stokesovy rovnice, neboli rovnice rovnovahy, a déle z rovnice kontinuity.
Pfi popisu tohoto odvozeni bude ¢erpano ze zdroji [10], [11].

Zamétrime se na Navier-Stokesovu rovnici pro stlacitelnou kapalinu, a to v silovém
tvaru na jednotku objemu. Tato rovnice byla popsana ve tfeti kapitole vztahem (3.40).
Vyuzijeme navic zapisu Laplaceova operatoru ze (3.52) a tento tvar v Navier-Stokesové
rovnici nahradime. Dostavame tak tuto podobu rovnice

ov; ov; 0%, 0%, dp
e v — - Avy— - I by ——— =0-g. 4.1
Prgr TP oy, T RN T o, I Pwdz, * prge (A1)

8% N

Pro néasledné dpravy bude vyhodné na tuto rovnici aplikovat operator divergence, tedy
zderivovat ji podle polohové soutadnice x;

82% 627}1' 8%‘ 81)]‘ 831)i 83vj

P 8@81& + P 8%8% e 8xj 8@ K 8@8%8% B 89518@(%] B

D3 op?

Jak jiz bylo zminéno, k vypoctu dale vyuzijeme rovnici kontinuity v této podobé

— b4, 0. (4.2)

d ov;
_p+p a2. v

g tra g, =0 (4.3)

Nésledné ji zderivujeme podle ¢asu. Uvazujeme Euleriv popis kontinua, tudiz je nutné
rozepsat substancionarni derivaci
d’p 0%v; , 0%

— . 2 . . . .
dt? + pra 8@81& + pra 8@8%

v; = 0. (4.4)

Z toho tvaru vyjadiime ¢len obsahujici druhou celkovou derivaci tlaku podle ¢asu

1 dp 0%v; N 0%v;
a?  dt? =F 8:1;1825 o 8.1'15'[)3]

V. (45)

Vyuzijeme vyjadfeni vztahu (4.5) a provedeme jeho nahradu v rovnici (4.2)

1 d? ov;  0Ov; v,

B ? ' ﬁ + p (%j (%Z a axzaxﬂxj B
(4.6)
D, A3, op?
— s —a —p. 51 . =0
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Vyse uvedenou rovnici dale upravime a na zakladé vlastnosti Kroneckerova delta mtizeme

psat
d*p , Ov; Ovj 0? vy ) 0? Ov;

0? ov; 0*p
2 . . . i J— 2 . P

V zavorkach je uveden operator divergence. Jeho podobu si muzeme vyjadrit z rov-
nice (4.3)
dv; 1 dp
dx;  p-a® dt’
Tohoto vztahu vyuZijeme a dosadime jej do rovnice (4.7). Rovnici déle upravime, ¢imz
dostaneme jeji nasledujici tvar

(4.8)

Vyuzijeme zapisu pomoci Laplaceova operatoru a nahradime jim druhé parcialni deri-
vace v rovnici (4.9). Déle se¢teme ¢leny obsahujici podil dynamické viskozity k hustoté
a ziskame tuto podobu rovnice

2 . .
Tp g2 00 0% o A () DA () 2y —0. (wi0)
; p dt b

d*p o, Ov; Ov;  2-p+0b dp
—— —p.a? 22T P AN - Ap=0. 4.11
dt? “ 8xj 8@ P ¢ b 0 ( )

Uvedena rovnice predstavuje vlnovou rovnici pro siteni tlakové viny. Rovnice je nelinearni,
a to z divodu jejiho druhého ¢lenu.

V této casti se zamérime na prvni ¢len, a to druhou celkovou derivaci rychlosti podle
casu, kterou se pokusime upravit. Nejprve musime vyjadrit prvni celkovou derivaci tlaku
podle casu. Stale uvazujeme Eulerovo pojeti kontinua, takze je nutné rozepsat substan-
cionarni derivaci

b _ b o

= ;. 4.12
dt ot + 8@ v ( )
Provedeme druhou celkovou derivaci tlaku podle ¢asu
dp  p 0*p dp Ov; 0%p 9*p dp  0v;
i A AN SRR S i v = — v, (4.13
@z~ o own U on o T aas, Y Gnon, U T o, U (1Y)
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Dale rovnici upravime do této podoby

d*p  ?*p 9*p 9*p op [0v;  Ov
———+2 Ui—i_m.vi'vj_{—a_l’i. at+8—%'vj .

a2~ o otdr; (4.14)

Dosadime-li do rovnice (4.11) tvary derivaci vyjadfenych v (4.12) a (4.14), tak dostavame

2 2 2 , ,
Pp . Op 0%p gg'Cm+jm j)_

o2 % Bton U amon, U T am \ar T, "
ov; Ov;, 2-pu+b dp ~ Op
.2 =2 2 PPN o —ad2 A =0, 4.1
pra Ox; Ox; P <8t+8xi Ul) ¢ p="0 (4.15)

Tento tvar rovnice popisuje hledanou funkci, a to i s rozepsanymi celkovymi derivacemi.
VInové rovnice se znacné zjednodusi, pokud budeme uvazovat nestlacitelnou tekutinu.
V takovém piipadé vyuzijeme jejiho nasledujiciho zapisu

Lo Ou Oy OF fou) 0 O fO0u)
2 ae " Ox; Oux; H Ox;j0x; \ Oz, H O0zr;0x; \ Ox;

82 (%i

Uvazujeme-li nestlacitelnou kapalinu, pak je divergence rychlosti nulova, takze vSechny
hodnoty v zévorkach se vynuluji. Navic bude nulovy prvni ¢len rovnice, nebot u nestla-
¢itelné kapaliny se rychlost zvuku a blizi nekonec¢nu. VInova rovnice bude tedy mit tento
tvar

c%i 8vj

Ap=—p- . 4.17

pricemz uvazujeme tlakovou funkci v zavislosti na poloze a case, tj.

p=p(zit). (4.18)

Pokud lze rychlostni pole rozlozit na dvé slozky, a to na ¢asové nezavislou, kterou ozna-
¢ime vy, (z;), a Casové zavislou, kde zavedeme znaceni w; (z;,t), pak funkci pro rychlost
mizeme psat ve tvaru

(5 (ZEjﬂf) = Vo; (CL’]) —+ w; (l‘j,t). (419)

V takovém piipadé plati
avi ) an . avm ) a’Uoj 4 8w2 ) 8wj i 82}01- ) 8wj i awl ) aU[)j

= : 4.2
Dosadime vztah (4.20) do (4.17)
81}01- 81}0 i 8wl ow; (%Oi ow; 8wz 01}0 i
Ap=—p- . J L et . 7. 4.21
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Z vysSe uvedené rovnice je patrné, ze cleny této tlakové funkce muiizeme opét rozlozit
na dvé ¢asti, a to na casové nezavislou ¢ast a ¢asové zavislou. Zapiseme tedy néasledujici

tvar tlakové funkce
p=po(z;) + o (xj,t).

(4.22)

Nyni rozepiseme ¢len Ap. Nejprve vsak musime vyjadfit prvni parcidlni derivaci tlakové

funkce podle polohy
dp . dpo o

Zapiseme druhou derivaci

_Pp  Ppo N 0%c

Ap = Apy + Ao,

Prvni, ¢asové nezavisly ¢len vlnové rovnice méa tuto podobu

a’Ugi Ovoj
Apy=—p- : .
po P &rj 6%

Druhy, ¢asové zavisly ¢len vinové rovnice je néasledujici

83:]- azv, al'j 8.732 a.Tj 83:1

ANo=—p- (8101 . (911)]' i (%Oi ) 3wj 4 8wl ‘ avoj)‘

Ptredpokladame, ze casové zavisla slozka rychlosti je v tomto tvaru
Wy = Ak . €i'Q't.
Dosadime-li (4.27) do (4.26)

0Ar 0A;  9qs  Ovor 0A; o, OAr Ouy,
ANo=—p- | —2. . . J. &, J
7 g (al’j Ik - Oxj Oy, * Or; Oxy,

Déle muzeme rovnici (4.28) rozdélit na dvé ¢asti

o =01 (z;,t) + o2 (z;,1).
Prvni ¢len lze vyjadrit v tomto tvaru

o1 (v5,t) = Sy () - "2,
Druhy ¢len bude nasledujici

09 (Ij, t) = SQ (IJ) . ei'Q't.

. ez~Q~t> .

(4.23)

(4.24)

(4.25)

(4.26)

(4.27)

(4.28)

(4.29)

(4.30)

(4.31)

Z uvedenych vztahii je patrné, ze tlakové pole oproti poli rychlostnimu kmita na dvojna-

sobné frekvenci.
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5. Kmitani kapaliny v roviné

V této casti se budeme zabyvat proudénim v roviné, avsak bude popsano v polarnich sou-
fadnicich. V takovém ptipadeé se jedna o proudéni, které miize byt formulovano v cylindric-
kych soutadnicich, kde proménna z bude konstantni. Uvazujme tedy oblast o objemu V/,
ktera je vyplnéna realnou stlacitelnou kapalinou. Tento objem je omezeny povrchy S a I'.
Uvazovana oblast je zobrazena na Obrazku 5.1.

Kapitola vychéazi ze zdroju [10] a [11].

Obréazek 5.1: Rovinné oblast (upraveno dle [10])

K vypoétu vyuzijeme vlnovou rovnici v cylindrickych soufadnicich uvedenou v (4.11),
avsak zanedbame nelinearni ¢len na zakladé predpokladu, Ze se jedna pouze o malé kmity

d*p 2-p+b dp
S n B NN (= R — 1
dt? P (dt @’ ap=0 (5.1)

Ulohu bude v§hodné fesit v cylindrickych soufadnicich. Pro né je v8ak nutné vyjadrit
i Laplacetv operétor, nebot ten se v rovnici (5.1) vyskytuje
0? 1 02 0? 1 0
S RN S (5.2)
or r?2 0p? 0z r o or
Jak bylo zminéno vySe, proménnou z budeme povazovat za konstantni. Z toho plyne,
ze i parcialni derivace tlaku podle této soufadnice bude nulova, tudiz bude nulova i jeji
druhé parcialni derivace. Rovnice tak bude mit nasledujici podobu
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0%p 2~u+b_<83p 1 1 82]0)_

w2, ot 2 oo v otor
Pp 1 0*p 1 0Op
2
L (= - 5.3
¢ <8r2+r2 8¢2+r or (5:3)
Partikularni feSeni, které vyhovuje rovnici (5.3), miiZzeme uvazovat v tomto tvaru
A t
_ g Aned (5.4)
TTL

kde K predstavuje konstantu a funkce A (7, ¢, t) je funkce o tfech proménnych, a to case t
a soufadnicich polohy r a .

Pro snazsi zapis zavedeme nasledujici znaceni - pro parcialni derivaci podle casu t
tecku a pro parcialni derivaci podle soutadnice r carku. Nejprve provedeme parcialni
derivaci tlaku podle polohy r

op A -rm—n- At

=— ) 5.5
or r2n (5:5)
Upravou dostaneme tento tvar
Op A —n-A-r1
— =— ) 5.6
or rm (5.6)
Vyjadiime druhou parcialni derivaci tlaku podle polohy r
*p B (A" —mn- A rtyn-Ar2).r"— (A —n-A-r ). n.yn! (57)
or?2 r2mn ) )
Po apravé ziskdvame nasledujici podobu
p  A'—2-A-n-rl4n-(n4+1)-A-r? (5.8)
orz rn ‘ '
Dosadime do Laplaceova operatoru tlaku derivace z vyrazi (5.6) a (5.8)
1 _ _ 1 024 1 _
Ap=—— [A”—z.A’.m L (nd1)-Ar 2} —rn+2-a¢2—rn+1-(A'—n-A~r 1). (5.9)
Rovnici déle upravime
1 1 1 0%A 1
Ap=—-| -A"+A - 2n-1)--—A-n* = - . — 5.10
b= * ( n—1) r e op? r? (5.10)

Déle dosadime (5.10) do rovnice (5.3) a budeme uvazovat znaeni derivaci pomoci
tecky a carky, jak bylo uvedeno jiz diive

.1 2. . . 1. 1 24 1] 1
Y R _A//+A/.(Q.n_l).__A.n2.__a_._ L
rn p r r2  0p? rz| o
1 1 0?’A 1 1
2 2
—a - A,/+A/(2 TL—1> ;_Anﬁ_a_@?ﬂ 7“_'”:0
(5.11)
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Tvar této rovnice jesté upravime

A—W Ay —A’(Zn—l)r—l—An +8_sp2 —
? " 2 ! 2 82A
-3 A"r?— A (2n=1)-r+A-n +3_<p2 =0. (5.12)
Obecné feseni rovnice pro tlakovou funkci lze psat ve tvaru
A, (r,o,t
p:K—Z%. (5.13)
n=0

Pro vyjadieni A,, tedy plati analogické rovnice s rovnici (5.12), kterd bude v tomto tvaru

R R EEPATEee B
2 2
a 2 2 9" Ay _
- Aror? = AL (2-n—1) -1+ A, n® + 9,2 =0. (5.14)
Uvazujme nasledujici feseni
A, =ay (r,t)-cos(n- @)+ b, (rt)-sin(n-p). (5.15)

Rovnici (5.15) mtuzeme rozdélit na dvé ¢asti. Dosadime do nich i pfislusné derivace. Zde
je prvni ¢ast rovnice

2. b 1- :
d;l-cos(n-go)—'u—t-[a”n-r2-cos(n-gp)—a’n-(Z-n—l)-r-cos(n-cp)—
per
. 2 . 2 CL2 " 2
— Gy -n°-cos(n- @)+ a,-n”-cos(n-) iR -cos (n-p) —

—a;~(Q-n—l)‘r~cos(n-<p)+an‘n2-cos(n'go)—an~n2~cos(n-<p)] =0. (5.16)

Odecteme prislusné ¢leny a rovnici upravime. Dostavame tak

2 b - :
a'n—u——z- [a”n-TQ—a’n-(Q-n—l)-r} —
p-r
a2
——2-[a'é-r2—a'n-(2-n—1)-r]:O. (5.17)
r
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Stejny postup provedeme u druhé rovnice

. 2. . .
bn-sin(n-go)—'u—j:b-[b”n-T‘Q-Sin(n-go)—b’n-(2-n—1)-r-sin(n-gp)—
per
b 2 b 2 a’ B2 i
—n~n‘sm(nwp)—l—n-n~sm(n~gp)}—ﬁ‘[n-r-sm(n-(p)—

—b;l-(2~n—1)-r-sin(n-gp)—bn-n2-sin(n-go)+bn~n2-sin(n-cp)} =0. (5.18)

Opét odecteme prislusné ¢leny, rovnici upravime a ziskame tento tvar

b 2R it (2 1) ] -
2
-5 et =t 2o —1) 1] =0, (5.19)

Pokud stanovime a,, a b, feSenim rovnic (5.17) a (5.19), mizeme vzhledem ke vztahim
(5.13) a (5.15) pro tlakovou funkci zapsat tuto podobu

p:K—Z[w-cos(n-gp)—i—bn(Z’t)-sin(n-go)]. (5.20)

r

VlInové rovnice (5.17) a (5.19) vyfesime pomoci Laplaceovy transformace, a to za
predpokladu nulovych pocatecnich podminek. Zavedeme tedy Laplaceovy obrazy. Pro a,
budeme mit tuto podobu

ZL{a,(t)} = ®n(s), (5.21)

pro hodnotu b,
Lo (t)} = Uy(s), (5.22)

kde s je parametr Laplaceovy transformace podle ¢asu t. Nejprve se zaméfime na rovnici
(5.17). Dosadime do ni vyjadienou Laplaceovu transformaci

2 - b
32.(1)”_“——2. [5.@2.#_3.@;.(2.”_1).@ _
p-r
a2
——2'[<I>Z-r2—q);~(2-n—1)-r}:O. (5.23)
r
Nasledné rovnici upravime
2- b 2- b
82.®n_ﬂ—+.8.®;{ +N—+S'®,n'(2'n_1)_
p p-r
2 CD// a2 / _
—a*- n+7-<bn-(2-n—1)—0. (5.24)
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Ziskdme tak kvadratickou rovnici

2-p+b 1 (2-p+b
(“—+-s+a2>-q>;;+—- (“—+-s+a2>-(1—2-n)-<1>;—32-c1>n=0. (5.25)
p r p

Tuto rovnici dale upravime

2

s
" / J—
Pro zjednoduseni zavedeme nasledujici substituci
2
i . R (5.27)

P

vz

Vyse uvedenou substituci dosadime do rovnice (5.26), ¢imz ziskdme piiznivéjsi podobu
této rovnice

re® +(1-2-n)-® +r 10, =0. (5.28)

Zavedeme dalsi substituci ¢
= 2. 5.29
r== (5.29)

Vyjadrime parcialni derivaci funkce ®,, podle proménné £. Jednd se o slozenou funkci,

takze bude mit tento tvar
o®, 0%, or

= C—. 5.30
o€ or 0 (5:30)
Je zfejmé, Zze upravime-li vztah pro substituci z rovnice (5.29), tak dostaneme
r
- =—. 5.31
= (5.31)
Tuto podobu vyuzijeme pii dosazeni do (5.30)
o, 09, 1
= C—. 5.32
0& or kK ( )

Nyni jsme schopni vyjadfit parcialni derivaci funkce ®, podle polohy r, a to tpravou
rovnice (5.32)
0%, 09,
ar " o
Obdobnym zptsobem provedeme druhou parcialni derivaci hodnoty ®,, podle polohy r
a dostavame

(5.33)

%0, ., 00,

=K - . 5.34
oz " 02 (5:34)
Dosadime vztahy (5.33) a (5.34) do rovnice (5.28) s vyuzitim (5.29)
&, 0%9, 09, S
S k2. 1—2-n) k- 2 d =0, ‘
s e + ( n)-K ¢ + K PR 0 (5.35)
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Rovnici déle upravime

0?9, 09,

E e =2

+&-D, =0. (5.36)

Nasim cilem je uvedenou diferencialni rovnici zapsat ve tvaru Besselovy funkce. Pokusime
se ji prevést na modifikovany tvar Besselovy funkce uvedeny v c¢asti 2.3.3, konkrétné
rovnici (2.28). Musime tedy tvar (5.36) podélit hodnotou &

20, (1—-2-n) 0,
I T

Nyni tuto rovnici zapiSeme v obdobném tvaru jako rovnici (2.28)

+®, =0. (5.37)

0?P a 0P c
P2 S (b S) @ =0, 5.38
T S G (>:3%)
V nasem piipadé jsou konstanty nasledujici
a=1-2-n, b=1, ¢=0, k=0. (5.39)

Obecné feseni bude tedy dle (2.29) mit tuto podobu

() =€7 Dy, @T\/j fki) (5.40)
Do vyse uvedeného feSeni dosadime hodnoty konstant z (5.39), ¢imz obdrzime
P, (&) =& Py (), (5.41)
kde funkce znacena ®,,, ma nasledujici tvar
D, (§) =C1-J, (§) + C2 - Y, (§). (5.42)

Po dosazeni je nutné zjistit hodnotu v. K tomu vyuzijeme tvaru rovnice (2.31), tudiz

(1 —a)®—4-c]!
k+2 '

V=

Dosadime-li konstanty z (5.39), tak dostdvame
v =n. (5.43)

7 toho je patrné, ze hodnota v bude celociselna, takze vyuzijeme Besselovy funkce druhého
druhu. Tvar funkce ®,, bude nasledujici

D, (6) =€ [Cr- Ju(©) + G-V (9)]. (5.44)

Déle zapiSeme podobu funkce J,,, kde vychazime z tvaru popsaného v (2.20). Tentokrat
vsak bude funkce uvedena pro proménnou &

n 2 —1)ym. (§)2m
T (€) = (g) > m!(.r)(niih o (5.45)

m=0
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Pro druhou Neumannovu funkci Y;, z (2.26) bude platit

Yo(z) = % T8 - (m 5 +CE> _% ~ (n—gl_ 1! <g>2.mn_
1 & (e (S [y I
_?Z:o m! - (n+m)! '[“E*;E]- (5.46)

Nésledné muzeme dosadit do rovnice (5.44) ¢leny vyjadiené v (5.45) a (5.46), ¢imz ob-
drzime toto Treseni

Dn(§) =¢" {cm (5) (5

ml-T'(n+m+1)

m=0

P
o %<g> 'Zm!-;(n+m+1).<lng+CE>_

m=0

n—

n—m—1Dl cgyzmon 1IN (D)) TR (N1
Z%(ﬁ) _;Z m! - (n+m)! ( E+ZE)]} (5.47)

3 |

Daéle v tomto FeSeni nahradime hodnotu £, kterou si vyjadiime ze substituce (5.29) a né-
sledné ji dosadime do vyse uvedené rovnice, ¢imz dostavame

" , KT\ (— 57
O, (k-1r)=r {Cm(T) 'Zm[.f‘(n+m+1)+

() S I (5 v cs)-

+C5, -

1 S m—m—1) fr-r\2mn 1 S (=17 (grynezm [0 T
_;Z m! <2> _;Z m!-(n+m)! ( E+Z%>]}

Ptipadné Ize tuto rovnici zapsat bez rozepsani Besselovych funkci, a to nasledovné
O, (k-r)=Cp, 1" Tp(k-1)+Ch - 1" Yo (k- T). (5.49)

V rovnici se vyskytuji konstanty C7,, a Cf,, jejichz podobu jsme schopni zjistit z okrajo-
vych podminek.

33



FSI VUT Vlastni a vynucené kmitani kapaliny VUT-EU-ODDI-
BRNO v rotacné symetrické oblasti 13303-15-17

Obdobnym zptsobem vyjadiime Laplaceiv obraz funkce b, jenz byl zapsan v (5.22)

Ry s (D) (5
U, (k-r)=1r"-{ K! (_> . 2
(k-r)=7 { (3 ;m!-f‘(n+m+1)+
2 (moryt G (SO (P ke
Ko |5 (57) Ly (o)
o [ 2 n;)m!~F(n+m+l) n e
n—1 [e’s) . . n+m m
1 (n—m—1)! /k-r\2m-—n 1 (=1)™ - (&F)nt=m 1 1
o o ) e e )
m=0 m=0 k=1 k=1
(5.50)
Tuto rovnici mizeme uvést i v tomto tvaru
U, (k-r)=Kj, - " Ju(k-1)+ Ky, - 1™ - Yy (k- 7). (5.51)

Dale zapiseme Laplaceovu transformaci tlakové funkce podle ¢asu, kde zavedeme pa-
rametr s a oznacime ji p. Mizeme tedy uvést

ZL{p} =p(s). (5.52)
Pro vyjadfeni Laplaceova obrazu tlaku vychazime z rovnice (5.20)

K |9, v,
p=;—§[r—n-cos(n-soﬁ,n—n'sin(n-so)]- (5.53)

Po dosazeni (5.49) a (5.51) méame tento tvar

ﬁzg— °_° {[C{n~Jn(n-r)—i-Cén-Yn(ﬁ-r)} -cos (n - ) +
+ [K{n Ik )+ K, - Yo (k- 7’)} -sin (n - cp)} (5.54)

Nésledné se zaméiime na parametr s, pomoci néhoz zjistime vlastni hodnoty. Podobu
tohoto parametru vySetfime z tvaru (5.27), jehoz tpravou ziskame nésledujici kvadratic-
kou rovnici

2. b
32+N—+~/€2-3—|—/€2-a220. (5.55)
p
Zapiseme nulové body rovnice
1 2. pu+b 2 b\
312:__.L.,{2if. (“—+> K2 —4-q2 (5.56)
’ 2 p 2 p

Velic¢ina x predstavuje velikost vlnového vektoru. Pokud bude vyraz pod odmocninou
kladny, tak budou vlastni kmity asymptoticky tlumeny, nebot vlastni hodnoty s; a s

34



FSI VUT Vlastni a vynucené kmitani kapaliny VUT-EU-ODDI-
BRNO v rotacné symetrické oblasti 13303-15-17

budou mit pouze realnou ¢ast, ktera bude zaporna. Takovy pripad nastane, bude-li splnéna

tato podminka
2
2 - b
(”—Jr) k2> 4-dk (5.57)
p

Podminku miizeme déle upravit
2-a-p
K> —.
—2-pu40b
Nastane-li, Ze vyraz pod odmocninou v (5.56) bude zaporny, pak vysledné hodnoty s,
a So budou komplexni ¢isla. Takova varianta vznikne, pokud bude splnéna podminka

(5.58)

2-a-p
< — 5.59
ANSY nw+b (5:59)
Tlumeni pak bude urceno redlnou c¢asti téchto hodnot s; a sq, a ta bude nasledujici
1 2-p+0
2 p

Opét je tato hodnota zapornd, takze bude dochazet k tlumeni kmitd. Vlastni uhlova
rychlost bude urcena komplexni ¢asti

2
2- b
w:g- 4-a%— (MT+) - K2 (5.60)

Z uvedeného je patrné, ze vlastni frekvence, jenz miizeme vypocitat z thlové rychlosti, je
ovlivnéna druhou viskozitou kapaliny.
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6. Kmitani tekutiny ve valcové
oblasti

6.1. Proudéni v uzaviené trubici s buzenim prutoku
sinovou funkci

Tato ¢ast prace bude vénovana proudéni v uzaviené trubici. Cilem bude zjistit pribéhy
tlaku a pritoku uvnitt trubice vyplnéné stlacitelnou neviskézni kapalinou, a to pfi danych
pocatecnich a okrajovych podminkach. Schéma této trubice je dano na Obrazku 6.1,
pricemz jeji délka je znacena L a primér d. Pritok je vyvolan pistem, ktery je zobrazen
v levé casti obrazku.

Obrazek 6.1: Uzavfena trubice

Daéle budou zadany pocatecni podminky pro priitok a tlak, pficemz obé funkce jsou
zavislé na poloze x, jenz je ve sméru osy trubice, a na case t. Pro nulovy cCas je zadano

Q(%,O) =0, (61)
p(x,0)=0. (6.2)

Dany jsou také okrajové podminky. V nulové pozici, tedy na pocatku trubice, bude priitok
urcen nasledujici funkci, ktera popisuje pohyb pistu

Q(0,) = Qo - sin (Q - £). (6.3)

V této podmince je €2, jenz pfedstavuje tthlovou rychlost. Amplituda pritoku je zna-
¢ena (g. Druha okrajova podminka je zadana na konci trubice, tedy v poloze L, kde je
sténa, tudiz zde kapalina neprotéka a prutok je v tomto misté nulovy

Q (L’ t) = 0. (64)

Vypocet bude vychazet z Navier-Stokesovy rovnice, konkrétné ze vztahu (3.35). Ne-
budeme vsSak brat v tvahu vnéjsi objemové zatizeni, takze prava strana rovnice bude
nulova

81}@- 8% aHz] ap
p . + p - _ . Uj — g
ot &xj aiL'j 8:1:2

0. (6.5)
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Proudéni bude jednorozmérné a rychlost jen ve sméru osy x; (tj. ve sméru znaceném x),
takze vektor rychlosti bude mit pouze prvni slozku, tzn. v; = (v1,0,0). Pro tuto slozku
Navier-Stokesovu rovnici rozepiseme

81)1 81}1 (9H1j 8p
P ot +p 83:1 i ('31;]- +8.§C1

= 0. (6.6)

Budeme uvazovat predpoklad, ze ¢asova zména rychlosti je vétsi nez délkova zména rych-
losti. Na zakladé toho zanedbavame ¢len s konvektivnim zrychlenim. Jak jiz bylo zminéno,
v trubici je neviskézni tekutina, takze ¢len tykajici se viskozity II;; bude také nulovy. Rov-
nice se zjednodusi do této podoby

ouy op
Slozku rychlosti ve sméru osy x; nahradime stfedni rychlosti, kterou oznac¢ime v,. Stfedni
hodnota rychlosti se vypocita pomoci néasledujiciho rovnice

Q = Vs - S, (68)

kde S predstavuje plochu prifezu trubice, ktera je konstantni, nebot budeme brat v tivahu
tuhé potrubi. Nyni nahradime rychlost ve sméru z; stfedni hodnotou rychlosti v; a dosa-
dime ji do rovnice (6.7) 5 5
US p

P2 + 0 0. (6.9)
V naSem piipadé nés zajimé zavislost na pritoku, nebotf pro néj jsou zadény pocatecni
i okrajové podminky. Z tohoto diivodu ve vySe uvedené rovnici zaménime stfedni rych-
lost pomérem priitoku a plochy prifezu trubice. Také zaménime znaceni x; za x. Tvar
rovnice (6.9) pak bude

LA T ) (6.10)

Nésledné k vypoétu vyuzijeme rovnici kontinuity uvedenou vztahem (3.16), avSak
s rozepsanymi celkovymi derivacemi tlaku podle ¢asu

dp Op 5 Oy

£ - ca- =0. 6.11

o om U Y an (6.11)
Rovnice kontinuity pro dané zadani bude v tomto tvaru

dp  Op 5 Ovp

T a2 == =0. 6.12

o " om TP o (6.12)

Zanedbame konvektivni ¢len, nebot budeme uvazovat, Ze ¢asova zména je vétsi nez délkova
zména. Stejné jako v pfipadé Navier-Stokesovy rovnice provedeme v rovnici (6.12) ndhradu

rychlosti stfedni rychlosti

dp s Ovs

V rovnici je nutné ziskat zavislost na pritoku, musime tedy opét nahradit stfedni rychlost
pritokem. K tomu vyuzijeme vyjadieni pritoku z (6.8) a dosadime jej do (6.13)

gp  pa” 0Q _
875 S E)xl_

0. (6.14)
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Rovnici upravime do této podoby a provedeme zménu znaceni x; za x

s 00
p-a2 Ot Or

0. (6.15)

Rovnice (6.10) a (6.15) tvoii soustavu dvou parcidlnich diferenciélnich rovnic, kde se
vyskytuji nezndmé funkce, a to pro prutok @ (z,t) a pro tlak p (x,t). Tvary téchto funkei
je nutné vytesit. V prvnim kroku provedeme u obou rovnic Laplaceovu transformaci podle
casu t, kde novym parametrem bude s a zavedeme znaceni téchto funkci pruhem. Nejprve
se zaméfime na rovnici (6.10) a uvazujeme nulovou poc¢atecni podminku pro pritok dle
zadani. Rovnice pak bude ve tvaru

P a9
55 QF 5 =0 (6.16)

Daéle provedeme Laplaceovu transformaci podle ¢asu ¢ u rovnice kontinuity z (6.15), a to
opét s nulovou pocatecni podminkou, v tomto pripadé ale pro tlak
S oQ

p-a?

Rovnice (6.16) a (6.17) pfepiseme podoby maticové rovnice

()8 (6 (5 1) (2)-() e

Provedeme druhou Laplaceovu transformaci, avSak podle polohy, kde zavedeme novy
parametr €. Tuto transformaci budeme znacit carou. Predtim je vSak potieba vyjadrit
Laplacetiv obraz okrajové podminky pro priitok na pocatku trubice

Q

Z{Qo-sin(Q-t)} = Qv 5 (6.19)

Maticova rovnice bude nasledujici

(D(5) (& D-(0)-(a)- () o

Rovnici upravime
e ¥ P Pz=0
s Sl 5 )= * . 6.21
(2 1) (&) (a2 (021

Osamostatnime vektor neznamych

]5/ _ € = - ﬁsz
(2)=(5 ) (o) 622

Inverzni matici na pravé strané oznac¢ime P a bude mit tento tvar

«

9 s\t 52,€(§)2 52,S§)2
P={ s 7 = o 2 : (6.23)

p-a?
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Provedeme zpétnou Laplaceovu transformaci jednotlivych ¢lent matice P, a to podle
polohy z. Prvky na hlavni diagonale jsou totozné a jejich tvar je nasledujici

P11:P22:$_1{L}:C08h <§x> (6.24)

Ear a

Urc¢ime i zbyvajici ¢leny matice, nejprve

_ -1f T Sa . pra . S
Plg—g {m}—T'SIHh (a.ﬁ[}) (625)
Posledni ¢len matice P je
g e VS (2-2)
Py =% {52 - (2)2} ba sinh - ). (6.26)

Dosadime do (6.22) zpétné Laplaceovy transformace matice znacené P, coZ jsou vztahy

(6.24), (6.25) a (6.26)

< p ) ) cosh (ax> —£2 . sinh (2 a;) | < Qoﬁz—% ) (6.27)

Q —p% - sinh (3 . a:) cosh (3 . a:) T 2402

Pottebujeme zjistit tvar tlakové funkce v pocatecni poloze, tj. v poloze, kde z = 0. Ten
ziskdme, pokud vyse uvedenou maticovou rovnici vyjadiime pro polohu x = L, ¢imz
dostavame

Do cosh (2L —2% sinh (- L -
( pr_L ) N —p% . siIEh (§>L> iosh (i <L> ) ' ( Qol? S:LLQQ ) : (6.28)

Nyni vyuzijeme tvar nasledujici rovnice, abychom zjistili podobu zminéné tlakové funkce
na pocatku trubice

S s S Q
— % sinh (2 L) - pae (L) Qo ey =0 6.29

p-a S Pr=o = €08 a o 52 4+ Q2 (6.29)
Z rovnice (6.29) vyjadiime neznamy Laplaceiv obraz tlakové funkce na pocatku tyce, coz
je neznama okrajova podminka

- Q-Qo-p-a cosh(iL)

Pamo = —¢ ra. . (6.30)

(s2+ 02) - sinh (g : L)
Tuto okrajovou podminku dosadime do tvaru rovnice (6.27)
( 7 ) B cosh (2 . :L‘) —% - sinh (i . :c) . Q-Qg-p-a ) cosh (‘;'L>
) B 2402).sinh | £-
—-5 . sinh <§ . x) cosh (i . :17) (s2+Q2)-sinh (a L>
p-a a a Q . Q
0" s27q2
(6.31)
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Cilem je zjistit tvary tlakové a priitokové funkce. Nejprve z vysSe uvedené rovnice
vyjadiime Laplacetiv obraz pro tlakovou funkci

B _Q'Qo-p-a. cosh(i-x)-cosh(§~L) sinh(i-x)]. (6.32)

p(z,s) = 5

(s2 4 Q2) - sinh (2 : L) s+ 2

Zlomek pred zavorkou predstavuje konstantu, ji se tedy zabyvat nebudeme. Zaméiime
se nejprve na prvni ¢len v zavorce

cosh (% . x) - cosh (i . L)

(s2 +?) - sinh (i . L) (6.33)

Zde muzeme vyuzit véty o rozkladu, kterda byla popsana v c¢asti 2.2.3 této prace. Z ni je
patrné, zZe musime vyjadrit derivaci jmenovatele podle proménné s

9 [(s2 0% sinh (f-Lﬂ —2.5.sinh (f-L> +§-(82+92)-cosh (f-L>. (6.34)

0s a a a

Déle je nutné vyftesit nulové kofeny jmenovatele. Prvni dvojice kofenti je nasledujici
s==41i-Q. (6.35)

Vyse uvedené koteny budou urcovat vynucené tvary kmitani. To jsou takové kmity, které
vznikly v dusledku sinového buzeni pistem. Zaméiime se také na dalsi koreny, které po-
pisuji vlastni tvary kmitani. Pro né musi byt splnéno

s

sinh (— : L) ~0. (6.36)
a

Reseni této rovnice budeme uvazovat v komplexni roving, pro proménnou s tedy obecné

plati
s=a+1i-w, (6.37)

priemz « je realna cast, w predstavuje imaginarni ¢ast a ¢ je imaginarni jednotka.

Dosadime-li (6.37) do rovnice (6.36), pak dostavame tvar

oa+i-w

sinh ( L) ~0. (6.38)

a

Ze znamého vztahu pro funkci hyperbolicky sinus mtizeme tuto podobu rozepsat

L i L L —iw L
a * a

a € a

= 0. (6.39)

Rovnice bude splnéna, pokud se citatel bude rovnat nule. Je patrné, Ze hodnota realné
¢asti a musi byt nulova. Nasledné ze znalosti Eulerovy identity mizeme tvar zapsat na-
sledovné

cos <w-§> + 1 -sin (wé) — [cos <w£> — 1 -sin (wéﬂ =0. (6.40)
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Po tpravé dostavame
L
i - sin (w : —) ~0. (6.41)
a
Resenim je
w:%-k-ﬁ, k€ N. (6.42)

Pro nulové body jmenovatele z (6.36), jenz budou znaceny s, bude platit

Sp=1- L k-m, keN, (6.43)

kde k znaci vlastni tvar kmitu. Nulovou hodnotu k& neuvaZzujeme, nebot by se jednalo
o statiku. Stabilita v bodech s; je urcena jejich redlnou ¢asti. V nasem piipadé je realna
¢ast téchto hodnot nulova, jedna se tedy o ryze imaginarni hodnotu. Reseni bude stabilni,
avsak nebude asymptoticky stabilni. Z uvedeného plyne, Ze nebude dochéazet k poklesu
amplitudy, a to z divodu, Ze uvazujeme neviskézni kapalinu.

Nyni jiz mizeme vyjadiit zpétnou Laplaceovu transformaci ¢lenu (6.33)

g_l{cosh (20)-cosh(z-1) } )

(s2 4 Q2) - sinh (i : L)

cosh (TQ x) - cosh <% . L> cosh <_ZQ
_ ety
2079 -sinh (22 1)

> - cosh (‘ZQ

2.+ Q- sinh (=22 1)

% cosh (ﬂ : :U) - cosh (i'%;“r : L> A
e .

e ekt (6.44)
k=1 kem)24Q02) . L cosh( - -L)

e +

Tvar této zpétné transformace déale upravime

P 1{cosh< x)-cosh(i-L)} COS(%-I‘)-COS(%-L) ('Qt vm)
- = - (e e ) 4

(s2+92)-sinh<§-L> 2-Q-sin<%-L>

00 cos(k;~7r-%>
+;((i.%.k.ﬂ)2+g2).§

Posledni tipravou dostaneme kone¢nou podobu

g_l{cosh (22 -coshﬁ(? L) } )

(s2 4 Q2) - sinh (

etk (6.45)
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Ve vyjadfeni Laplaceova obrazu tlaku z rovnice (6.32) se zaméfime na druhy ¢len
v zavorce, a to tento

sinh { 2 -z

Miizeme na néj také aplikovat vétu o rozkladu. Nejprve je vSak nutné zapsat derivaci
jmenovatele podle proménné s

%(32 +0%) =2-s. (6.48)

Déle musime zjistit kofeny jmenovatele, ty vSak budou shodné s kofeny uvedenymi v (6.35).
Miizeme rovnou zapsat zpétnou Laplaceovu transformaci ¢lenu (6.47)

" {sinh (5 . x) }  sin (TQ . x) . sinh (—ZQ x) o (6.49)

2 42 5.0 ¢ T aoua ¢

Naslednou upravou ziskavame tvar

g_l{sinh <§ : $) } _ sin (% ' x) . <6i.g.t+€—i.9~t> — %-sin (Q x) -cos (). (6.50)

52 + Q2 2.0 a

Jiz mtzeme vyjadfit podobu samotné tlakové funkce

o [ZEm

+Q- i o (k o %> "R gin (Q ~ .T) - cos (Q- 1)
k=1

p(x,t) =

e Brae s . (6.51)

e |~

Tuto rovnici mizeme rozdélit na dvé ¢asti, a to na cast, kterd vznikla v disledku vy-
nuceného kmitani a tu, kterd vznikla v dtsledku vlastniho kmitédni. Cést s vynucenym
kmitanim oznacime indexem 1 a bude néasledujici

Qo p- cos (£ z)-cos (2L
e [l

Cést tykajici se vlastniho kmiténi ozna¢ime indexem 2

a

+ sin (g : x)] ccos (2-¢).  (6.52)

e s ()
P2\, = : a
S kil%'Q2—z'k}2'ﬂ'2

ekt (6.53)
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Zaméiime se jesté na tvar rovnice (6.51). Clen pied zavorkou miizeme upravit. Uva-
zovali jsme trubici konstantniho prifezu, je tedy mozné pomér pritoku k plose trubice
nahradit rychlosti, jenz oznac¢ime vy. Rovnice tak bude mit nasledujici podobu

ot (tn)

p(%t):p.a‘vo.[_ sin(ﬁ.L)

COS T - =
* (k )

(6.54)

et Rt gin <% . x) - COS (Q . t)

k2.2

e |b'
hI@

Viraz pied zévorkou je analogicky se Zukovského rovnici, kterd je tohoto tvaru [12]
Ap=p-a-vp. (6.55)

Zminéna rovnice popisuje tzv. uplny, neboli totalni raz. Pfi ném dochazi k zastaveni
proudu tekutiny, coz zptisobi pokles kinetické energie, v jejimz disledku se zvysi tlakova
energie. Totalni raz mtze nastat naptiklad pfi zavirani uzavéru v potrubi. V nasem pripadé
muze dojit k navyseni tlaku, jenz bude mit vyssi hodnotu nez jakd by byla v pripadé
totalniho razu. Tato situace nastane, pokud velikost ¢lenu v zavorce rovnice (6.54) bude
vétsi nez jedna.

Déle je nasim cilem zjistit fesenim pritokové funkce. Vyjadiime Laplacetiv obraz pri-
toku z maticové rovnice (6.31)

~ B sinh <§ . x) - cosh (2 . L) cosh <§ . x)
Q(7,5) =Q-Qo- [— (32+Q2)-smh(g-L) + ] (6.56)

Vyraz pred zavorkou predstavuje soucin konstant, zamérime se tedy na vyraz v zavorce.
Na oba ¢leny muzeme aplikovat vétu o rozkladu, nebot je u nich splnéna podminka, Ze
¢itatelé jsou nizsiho stupné nez jmenovatelé. Derivace jmenovatelti byly jiz feseny u vyja-
dreni tlakové funkce, stejné tak i kofeny jmenovatelt. Mtuzeme zapsat zpétné Laplaceovy
transformace obou ¢leni. Nejprve prvni z nich

. {smh( ) - cosh F- L)}

(s2 4+ Q2?) - sinh ( : L)

sinh (ﬂ . x) - cosh <ﬂ . L> sinh (LQ . m) - cosh (_i'Q . L)
“ @ 7Ot a a it

et - € + 3 € +
2079 -sinh (22 1) ~2--Q-sinh (=2 1)

i sinh (& : :c) - cosh (i'%f'ﬂ : L) .
+ — el (6.57)
k=1 )2 4 Qz} . % - cosh (l'f(;k'w . L)
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Nésledné vyse uvedeny tvar upravime

j_l{sinh <§ . m) - cosh (3 . L> }

(s2 +Q2?) - sinh (

Provedeme zpétnou Laplaceovu transformaci druhého ¢lenu v zavorce vyrazu (6.56)

) cosh(i-x) cosh(?nt) o cosh(‘i—’ﬂ-x) o
L e (T2 O T (6.59)

Po tpraveé ziskame konecnou podobu

gl{cosh (3 : x) } o cos (% : :c) . (em-t - eii_m) _

52 4+ Q2 2.0

= —7-cos <Q . x) - sin (Q . t>. (6'60)

a

Dosazenim obou zpétnych Laplaceovych transformaci dostavame nasledujici tvar prii-
tokové funkce

)}l

_ sin(%m)'cos( L) '
Q(x,t)zz-@o-[ . -sin (Q- 1) —
sm( -L)
00 sin(k-w-%)

_Q'ZA.QQ_%'I{;Q.WQ'ez.L.k.ﬂ—.t_COS(E.x)'Sin<Q.t>

k=1 a

210

. (6.61)

Opét prutokovou funkei rozdélime na dvé ¢asti, a to na ¢ast vzniklou v disledku vynu-
ceného kmitani (index 1) a v dusledku vlastniho kmiténi (index 2). Pritokova funkce
vznikla buzenim je nasledujici

. SiH(%'ZK) -cos(%-L) 0
Ql(x>t):Z'Q0'[ — 7 —cos (-
sm(z-L> < )
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Cést vznikla v disledku vlastniho kmiténi je tato

oo sin(k-w-%)
Qz(xat):_i'Q'QO'Zé.Q2_2.k2.w2
L

k=1 a

ekt (6.63)

Déle je nutné zjistit, kdy bude dochazet k rezonanci. Ta nastane v pripadé, Ze bude
shodné frekvence buzeni s vlastni frekvenci kapaliny. V této tloze se tak stane, pokud se
budou koteny (6.35) a (6.43) shodovat. Uhlova rychlost bude tedy nésledujici

Q:i%%rm (6.64)

Vztah mezi frekvenci a tthlovou rychlosti je tento
Q=2-7-f. (6.65)

Kritické frekvence, kterym je nutné se vyvarovat, jsou nasledujici

a
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6.1.1. Kmitani kapaliny v konkrétni trubici

V této casti se pokusime vysetrit pribéhy tlaku a pritoku v uzaviené trubici pii buzeni
pratoku sinovou funkci. Zadany jsou tyto hodnoty

e L. =10 m - délka trubice,
e d=0,1m - pramér trubice,

p = 1000 kg/m? - hustota kapaliny obsaZené v trubici,

a = 1400 m/s - rychlost $ifeni tlakové viny v kapaliné,

Qo = 0,001 m?/s - amplituda priitoku,

e () =10 rad/s - thlova rychlost.

Zaméfime se na vlastni kmitani v trubici. Nejprve vyjadiime tvar pro tlakovou funkci
z rovnice (6.53). Pro konkrétni vlastni tvar & bude po dosazeni zadanych hodnot tlakova
funkce nasledujici

1400 cos (kﬂ{t_o> i-140-k
t) = : . g0kt 6.67
P2 (1) = 55079 " 07143 — 140 o 2 (6.67)
Provedeme nésledujici oznaceni
1400 COS (kﬂ'£>
: - (6.68)

P27 0.0079  0,7143 — 140 - k2 - 72’

coz je amplituda tlaku pfi k-tém vlastnim tvaru kmitu. Je-li £ = 1, pak se jedna o prvni
vlastni tvar kmitu. Pro ilustraci pribéhi téchto kmith je na Obrazcich 6.2 az 6.5 vy-
kreslena pomérna amplituda tlaku v zavislosti na poloze v trubici, a to pro prvni ¢tyti
tvary.

0.5F

-0.51

Pomérna amplituda tlaku [-]

4 6 5‘5 10
Poloha [m]

Obrazek 6.2: Prvni vlastni tvar kmitu tlaku
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0.5+

-0.51

Pomérna amplituda tlaku [-]
S

4 6 8 10
Poloha [m]

Obrazek 6.3: Druhy vlastni tvar kmitu tlaku

o
n

Pomérna amplituda tlaku [-]
S
n o

4 é é 10
Poloha [m]

Obrézek 6.4: TTeti vlastni tvar kmitu tlaku

0.5F

-0.51

Pomérna amplituda tlaku [-]
S

4 6 8 10
Poloha [m]

Obrazek 6.5: Ctvrty vlastni tvar kmitu tlaku
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Dale zjistime pribéh pro priitokovou funkci. Dosadime opét zadané hodnoty do tvaru
rovnice (6.63), ¢imz ziskdme podobu priitokové funkce pro k-ty vlastni tvar kmitu

sin(k:-w-%) s
t) =—i-0,01- cel LR .
@2 (2,1) = —1-0,0 0,7143 — 140 - k2 -2 © (6.69)

Stejné jak tomu bylo v pripadé pritokové funkce, tak si ozna¢ime amplitudu pritoku

nasledovné
: T
sin (k T 10)

Ao (2,1) = —0,01 - .
@ (2,1) = =001 G e 2

(6.70)

Na Obrazcich 6.6 az 6.9 jsou zobrazeny zavislosti pomérné amplitudy pritoku na poloze
v ty¢i. Vykresleni pribéht pritoki na téchto obrazcich je uvedeno pro prvni ¢tyti vlastni
tvary kmitt.

g
W

Pomérna amplituda pratoku [-]
=)
W =

0 2 4 6 8 10
Poloha [m]

Obrazek 6.6: Prvni vlastni tvar kmitu prutoku

e
W

Pomérna amplituda pritoku [-]
IS
1% o

4 6 é 10
Poloha [m]

Obrazek 6.7: Druhy vlastni tvar kmitu pritoku
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Pomérna amplituda pritoku [-]

4 6 8 10
Poloha [m]

Obrazek 6.8: Treti vlastni tvar kmitu pritoku

Pomérna amplituda pritoku [-]

4 6 8 10
Poloha [m]

Obrézek 6.9: Ctvrty vlastni tvar kmitu pritoku

Porovname-li pribéhy tlakové a prutokové funkce pro stejny tvar kmitu, pak je z nich
patrné, ze jsou oproti sobé fazové posunuty o 90°. Navic vyplyva, ze pro sudé tvary kmitt
je celkovy pritok i tlak v trubici nulovy.

Jak jiz bylo zminéno, k rezonanci bude dochéazet v ptipadé, ze bude platit vztah (6.64).
U zvolené trubice, by k rezonanci dochazelo, pokud bychom zvolili ithlovou rychlosti €2
o velikosti

Q=140-k-7m [rad/s], (6.71)
pricemz hodnoty k£ musi byt licha ¢isla. Nasledné mtzeme zjistit kritickou frekvenci, ktera
odpovida této thlové rychlosti

Jirie =70k [Hz], (6.72)

a to opét jen pro liché hodnoty k. Je patrné, Ze jeji velikost zavisi také na hodnoté £, tedy
na tvaru vlastniho kmitu. V Tabulce 6.1 jsou uvedeny kritické hodnoty frekvenci a jejich
prislusné uhlové rychlosti, a to pro prvni ¢tyfti liché tvary kmitu. Témto frekvencim a také
jejich blizkym hodnotam je nutné se vyvarovat.
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Tabulka 6.1: Kritické hodnoty frekvenci

k 1 3 5 7

Q) [rad/s] | 440 | 1319 | 2199 | 3079

frrie [Hz] | 70 | 210 | 350 | 490

Také je mozné zjistit hodnoty thlovych rychlosti pii nichz bude dochazet k rezonanci
z tlakové funkce pro vynucené tvary kmitani. Zvolime si polohu, kde budeme tento pribéh
sledovat, a to napriklad v poloviné trubice, tedy v poloze, kde x = 5 m. Vykreslime

zévislost tlaku na thlové rychlosti. Nejprve vSak dosadime do tvaru funkce (6.52) zadané
hodnoty

cos (- L) -cos(Q- L
pi(z,t) = —178254 - [ ( 280) ( 140)
sin (Q . ﬁ)

Amplitudu tlaku si oznac¢ime nasledovné

cos (Q -5k ) -cos (- L
| sizjogg-ﬁg 140>+Sin<9'%>].

Na Obrazku 6.10 je vykreslena zavislost pomérné amplitudy tlaku na tthlové rychlosti.
Maxima predstavuji hodnoty thlovych rychlosti, pri nichz bude dochazet k rezonanci.
Tyto hodnoty odpovidaji hodnotam uvedenym v Tabulce 6.1. Oblasti, kde dosahuje po-
mérna amplituda nulovych hodnot jsou tthlové rychlosti, které vzniknou pii sudych tvarech
vlastnich kmit.

+ sin (Q : %)] -cos (Q-t). (6.73)

Ay (1) = —178254 - (6.74)

e e e
N o o
T T T

e
=
T

Pomérné amplituda tlaku [-]

e

0 500 1000 1500 2000 2500 3000 3500 4000
Uhlova rychlost [rad/s]

Obréazek 6.10: Zavislost pomérné amplitudy na thlové rychlosti
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6.2. Kmitani kapaliny v uzaviené trubici s buzenim
prutoku pilovitou funkci

Budeme se zabyvat stejnou trubici, jako tomu bylo v pfedchozim ptipadé dle Obrazku 6.1.
Rozdil vsak bude v budici funkci. Cilem bude opét zjistit tvar tlakové a pratokové funkce,
jenz jsou zavislé na poloze z a ¢ase t. Uloha vychazi z pocateénich podminek, které jsou

zadany pro nulovy cas
Q(z,0) =0, (6.75)

p(z,0) =0. (6.76)
Okrajova podminka pro pocatek trubice bude dana pilovitym pribéhem pritoku. Tento
priitbéh je zobrazen na Obrazku 6.11 a popisuje jej nasledujici funkéni predpis
Qo
T

Q(0,4) = [t Ht iH t—m-T) (6.77)

pticemz funkce H (t) predstavuje Heavisideovu funkci, kterd byva také nazyvana jednot-
kovym skokem. Tato funkce je zaddna néasledovné

H(t) = { ooy (6.78)

Qo

T t

Obrazek 6.11: Prubéh pilovité funkce pro prutok

Druhé okrajova podminka bude uvedena na konci trubice. Trubici kapalina nemtize pro-
tékat, tudiz
Q(L,t)=0. (6.79)

Postup vypoctu bude obdobny jako v ptipadé, kde buzeni pritoku probihalo pomoci
sinové funkce. Nutné je zapsat Laplaceovu transformaci okrajové podminky, a to podle
¢asu v poloze x = 0. Zde bude zaveden parametr s [1]

Qo eT—5s-T—1

ARUNY =T a1y

(6.80)
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Rovnice pro feseni daného problému jsou shodné s ptripadem sinového buzeni, takze pre-
nosova matice P bude stejnd. MiZeme tedy vychézet z maticové rovnice (6.27), avSak
nahradime pocéteéni podminku pro pritok jejim Laplaceovym obrazem z (6.80)

( g > _ cosh <§ - x) —£2 - sinh (i : x) ) ( Q Z?T:BS.T_l > . (6.81)

—p%l - sinh (2 . a:) cosh <§ . :17) T 2 T-1)

Nezname vsak okrajovou podminku pro tlak na pocatku trubice, tj. v poloze, kde
x = 0. Abychom ji ziskali, tak maticovou rovnici vyjadiime pro konec trubice, tedy pro
polohu x = L

(ﬁ)_ cosh(g-L) —%-sinh@'L) ( Pa=0 ) (6.82)

eS'Tifs- —
—p% - sinh (5 . L) cosh (i . L) % . —

T s (esTo0)

Nyni zapiSeme rovnici

S . s S Qo T —s-T—1
0= - h(—-L)-‘m: h(—-L)-—- . 6.83
oa sinh { Dz=0 + COS - T 5 (T —1) (6.83)

Z této rovnice vyjadiime Laplacetiv obraz tlaku v pocatku trubice

p-a- Qo COSh(%'L>’(€S'T—S-T—1)

(6.84)
r-s sinh(§~L)~s2-(eS'T—1)

Pr=0 =

Uvedeny tvar dosadime do maticové rovnice (6.81)

cosh <£-L> (5T —s.T—1)
a

sinh <£-L> -s2-(es'T—1)
a

Qo . e#T—sT-1
T s2(esT-1)

cosh (Z . :E) —% - sinh ( x) paQo

) a S . sinh (2 . ZL’) cosh (5 . x)

-a

ISEI

(6.85)
Jiz muzeme zapsat vztah pro Laplacetiv obraz tlakové funkce
p-a-Q COSh(%-x)-cosh(§~L>~(eS'T_5.T_1)
}5(%, 3) = T.S : _
‘ sinh (3 L) -2+ (7 — 1)
sinh <§x> (5T —5-T —1)
_ $2- (esT — 1) (6.86)
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Vyse uvedeny tvar vSak bude vyhodné jesté upravit

p-a-Q T-COSh(i-x)-cosh(i-L) COSh(i-x)-cosh(i-L)
ﬁ<x7 S) = A a - -+ +
T.8 sinh(f-L)-s-(es'T—l) 52-sinh<§-L>
T - sinh (g . x) sinh (g . x)
* s-(esT —1) - 2 : (6.87)
Dale prevedeme ¢leny na spole¢né jmenovatele
- Cpra-Qo Sinh(i'l')'Sinh<§'L>_COSh<§'l’)-COSh(i-L)
plo,s) = L0 g .
T.8 Sinh<§.L>.8.(es‘T_1)
cosh (f . x) - cosh (2 . L) — sinh (i . g;) . sinh (i ) L)
+ . (6.88)
52 - sinh (i . L)

Nésledné jesté upravime citatele jednotlivych zlomkt s vyuzitim rozepsani funkeci hyper-
bolicky sinus a hyperbolicky kosinus pomoci exponencialnich funkei, ¢imz dostaneme tento
tvar

cosh <§ (x — L)>
sinh (2 : L> cs-(esT —1)

cosh (f (x — L))
s? - sinh <§ : L)

p-a-Qo

_T.
T-S

p(x,s) = +

] . (6.89)

Nyni se budeme zabyvat pouze prvnim ¢lenem v zavorce. Vyuzijeme vétu o Laplaceoveé
obrazu konvoluce a tento tvar si rozdélime nasledovné

cosh (3 (- D) 1 1
b sinh (L_S1 : L) T 1 g (6.90)

Nejprve provedeme zpétnou Laplaceovu transformaci prvniho zlomku. Zde mtzeme
vyuzit vétu o rozkladu uvedenou v ¢asti 2.2.3, nebot ¢itatel je nizsiho stupné nez jmeno-
vatel. Toto tvrzeni je patrné, pokud uvedené funkce rozepiseme do tvaru nekonec¢né rady.
Nutné je zjistit nulové body jmenovatele. Pro vyraz sinh (g . L) byl koten jiz vyresen
u predchoziho problému. Jeho fesenim je

sk:i-%«k«ﬂ, ke N. (6.91)

Uvedené koreny predstavuji feseni pro vlastni tvary kmitd a k£ znac¢i poradi vlastniho
kmitu. Kofeny maji opét redlnou c¢ast nulovou, takze feseni bude stabilni, ale nikoli
asymptoticky stabilni.

Déle muzeme vyjadiit zpétnou Laplaceovu transformaci tohoto vyrazu

_, [ cosh (i (- L)) & cosh (%k Sz — L)) 5
o { sinh <§L> }_kz:; é.cosh <SE]€L> ek (6.92)
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Do uvedeného tvaru dosadime kofeny z (6.91) a dostavame

g_l{cosh (2 Nz — L)) } _

sinh (£ - )

o
.
|

. COS </{; . 7r> BT = %';(—1)k-cos <k-7r- (%-1)) ERT(6.93)

V druhém kroku provedeme zpétnou Laplaceovu transformaci druhého zlomku ve vy-
razu (6.90). Nulovy kofen jmenovatele je nasledujici

T =1, (6.94)
Pokud budeme uvazovat feseni v komplexni roviné, pak dostaneme

2-m-m
T b

n e N. (6.95)

Sp=1-

Provedeme zpétnou Laplaceovu transformaci zminéného zlomku. Je patrné, ze i zde je Ci-
tatel nizsiho stupné nez jmenovatel, tudiz je mozné vyuzit vétu o rozkladu

1 > 1
—1 Sn-
2’{§T_1}_§:T:;?f t (6.96)

n=1

Po dosazeni kofene (6.95) bude zpétna Laplaceova transformace tohoto vyrazu nasledujici

1 ]. > - 2.mTn
—1 _ 8 -t
< {es~T — 1} = T . E e T 7, (697)
n=1

U posledniho zlomku vyrazu (6.90) byl jiz obraz Laplaceovy transformace uveden
v kapitole tykajici se Laplaceovych obrazi vybranych funkci, a to v Tabulce 2.1. Mtzeme

tedy uvést
1

Ve vyrazu (6.90) se vyskytuje souin Laplaceovych obrazii, takze bude nutné pouzit
vétu o Laplaceové obrazu konvoluce. Nejprve vyjadiime zpétnou Laplaceovu transformaci
téchto dvou soucinitelt

1 1 1 > - 2-mn t 1 > - 2-mn
1 . 2T o - 2T
<z {eS'T—l.g}_T'g e *1—/0T gle dr. (6.99)

n=1

V tomto pfipadé mizeme integral zaménit se sumou a vyraz vyresit

11 N 1 =1 2rm
-1 _ i T _ . 2 ¢
< {QST—lg}_TE /06 T dT__ZﬂE 5(6 T —1) (6100)
n=1

n=1
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Dale provedeme druhou konvoluci, ¢imz ziskdme konec¢nou podobu zpétné Laplaceovy
transformace hledaného vyrazu (6.90)

zl{COShG'(xL)) R -1}:

simh (3-0) oL

:%'i(—l)k-cos <k-7r~ <%—1)> iRty (—i-ﬁ-i%-(ei'w't—lo =

k=1 n=1
(6.101)
Opét muzeme zaménit poradi sum a integralu
cosh (ﬁ(x—L)> 1 1 a 0 oo 1
-l ¢ ) R . (=1)F. =
{ sinh(f-L) esT —1 s 2-m-L ;; n
X a t . 2:n a - a
. COS k‘ﬂ'(—— ) eszﬂr-t./ <€Z7T(T—fk’)7' e z-f~k-7r-7'> dr =
0
=i ¢ 7 ii(—l)k l-cos(k‘ 7r <——1>> ekt
g k=1 n=1
TL 2n a L a
(T (SR k)t 1 —i-& ket 1 —
[i-ﬂ-(Z-n-L—a-k-T) (er )+z Tea-k (7 )]
a e | T
=— 5 ZZ(—l) - — - COS (kr s (——1))
2-m — = n L
T g 2In g &kt &kt
e e )
o0 oo 1
:_QQQ.ZZ(—l)k-—-cos<k-7r-<£—1>>-
T k=1 n=1
T jo 2Ty 2-n-L L et
. e — cet LT — . 6.102
(2-n-L—a-k-T © ' Y L—akT +a~k> (6.102)

Zaméiime se na zpétnou Laplaceovu transformaci druhého ¢lenu v zavorce z (6.89).
Vyuzijeme vétu o obrazu konvoluce a opét si rozdélime tvar na dva soucinitele, a to

cosh (2 (r— L))
sinh (i : L) 2

(6.103)
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Tvar zpétné Laplaceovy transformace mame jiz vyjadieny v (6.93). Zbyva zpétna Lapla-
ceova transformace druhého ¢lenu. Ta je uvedena v Tabulce 2.1 a je nésledujici

z—l{é} =t. (6.104)

Na soucin téchto zpétnych transformaci aplikujeme vétu o konvoluci

g—l{COSh ) é} =i %-i(—l)k-cos (’f-w- (% - 1>> e

sinh 2 . L)

= % . kio;(—l)k - COS (kz ST (% — 1)) . /Ot(t — 7)€" TR, (6.105)

Mitzeme zaménit poradi sumy a integralu a nasledny tvar vyfesime pomoci integracni
metody per partes

31{Cosh (ﬁ Nz — L)> é} _ %-i(—l)kms (;HT. (%_1)> '/Ot(t—T).ei-Z-k-w-f_dT )

sinh (2 . L) k=1
— % ]f;(—l)k COS (k T (z — 1)) . [t /Ot TR dr — /OtT el EhTT dT] =

Il
e
(e

|

—_

=

o

o

)]

VRS
5~

3
—~
&

|

—
~——

N~
N
e

koot —et TRt 4 1)

2
@ k2. g2

it B e (b () (oot o

Nésledné jsme schopni vyjadrit hledanou tlakovou funkci zavislou na poloze a Case

o) = G | S S b (o (5 -1) )

o6



FSI VUT Vlastni a vynucené kmitani kapaliny VUT-EU-ODDI-
BRNO v rotacné symetrické oblasti 13303-15-17

Stejné, jako tomu bylo v pripadé tlakové funkce u trubice se sinovym buzenim pritoku,
tak muzeme prvni ¢len této funkce upravit. Jedna se o trubici s konstantnim prurezem,
tudiz je mozné zaménit podil pritoku a plochy prifezu trubice za hodnotu rychlosti, jenz
oznacime vy. Rovnice tedy bude mit nasledujici podobu

p(xt)=p-a-vp- [2.622-50:%(—1)]‘3-%-608 (kw(%—l))

k=1 n=1

e

T §- 2 g 2-n-L ikt 4
. . — -6 —_—
2-n-L—a-k-T 2-n-L—a-k-T a-k

L oo p 1 T o a .
+—a-7r2-T'Z(_1) 172 €08 (k;-ﬂ-(z—1>)-<@-z.k.7r.t_@ L t_|_1> . (6.108)

Prvni ¢len tlakové funkce predstavuje Zukovského vztah pro tGplny raz. Z tvaru funkce
je patrné, ze mize dojit k tlaku vyssimu nez jaky je u totalniho razu, a to pokud vyraz
v zavorce za timto ¢lenem bude mit hodnotu vétsi nez jedna.

Nutné je zjistit tvar pritokové funkce. MiiZzeme postupovat stejnym zptsobem, jako
tomu bylo u vypoctu tlakové funkce. Druhou variantou je, Ze vyuZzijeme tvaru rovnice
kontinuity z (6.14), z niZ si vyjadiime parcialni derivaci pritoku podle polohy

0Q___ S o

- _ 2L 6.109
ox p-a’ Ot ( )
Vyjadiime derivaci tlakové funkce ze vztahu (6.107) podle ¢asu
dp  p-a-Qo a 2 — e 1 x
9p _ : : 1)k 2 [ <_ _ 1> :
ot S 2. 72 (=1) n O Az
k=1 n=1
, T 2-Mn ammy 2-n-L a-k-m ikt |
"2l —ak-T T ° "2l —ak-T L ©

+_G_W§_T.kz<—1)k%.cos (zm‘(%—l))'(Z"%"”‘i‘%"“‘”'ei'z'k'”'tﬁ- (6.110)

1

Déle tvar této derivace dosadime do vztahu (6.109)

0Q , 1 = — 1 T
e W R )
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Tuto rovnici budeme integrovat podle polohy, abychom ziskali pritokovou funkci

Q(I’t):_i'QO'/[2.;.];'ii(—l)k'%-cos<k-7r-(%—1))-

Po integraci ziskdvame tento tvar rovnice

Q(z,t)=—i-Qq- [2.;.[/.ZZ(_l)k.%.%.sang.ﬁ.<%_1>>.

- - 71 = i(—l)k'%'%-sin (m (%_1)) (1-etrt) 10| (6.113)
k=1
Uvedenou podobu déle upravime
Q (2,1) = —i- Q- [%-kf;n:(—l)’f%%-sin(k:-w-(%—1))-
'2-n-Lﬁa-k‘-T'<612;nt_a'k'62Lkm>+
+ﬁ-§:(—1)’“ : %-sin <k-7r- (% _ 1)) - (1 —ei'%"“'”'t> +CO | (6.114)
k=1

Ve vyjadieni pritokové funkce je i integracni konstanta C| jejiz podobu ziskame,
dosadime-li do rovnice (6.114) poc¢atec¢ni podminku pro pritok z (6.75)

(6.115)
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Konstanta bude tohoto tvaru

C = —%-ii(—l)k%%-sin (l{:-ﬂ-(%—l)) -Q‘n_Lﬁa.k_T(l—a-k). (6.116)

Dosadime-li vyjadfeni konstanty C' do rovnice (6.114), pak ziskdme kone¢nou podobu
hledané pritokové funkce

Q(x,t) = —i- Qo l% ;;(—1)k-—-ﬁ-sm (k: h (%4))
5 Lﬁa-k T <e‘2mt—a k-e'Th™ 144 k)—l—

(6.117)

Dtlezité je zjistit, kdy bude dochazet k rezonanci. Ta nastane v piipadé, ze budou
kofeny z rovnice (6.91) v rovnosti s kofeny (6.95). Musi tedy platit

a 2-m-n
— k= ) 11
7 k-m T k,neN (6.118)
Rezonance bude nastavat, pokud perioda pilovité funkce T" bude nasledujici
2-n-L
T = , k,neN. 6.119
p— n (6.119)
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7. Kmitani kapaliny v mezikruzi

7.1. Kmitani kapaliny v mezikruzi vyvolané pohybem
télesa

Budeme se zabyvat kmitanim kapaliny v mezikruzi. Uvazujeme problém dle Obrazku 7.1,
pricemz R; znaci polomér vnitini kruznice a Ry polomér vnéjsi kruznice. Kapalina vypliu-
jici tento prostor je idealni, tedy nestlacitelnd a neviskozni. Také je ohranic¢enad plochami
I' a S, coz jsou nepropustné oblasti. Dané téleso vykonava pouze translacni pohyb, a to
ve sméru osy s, vektor posunuti bude tedy nasledujici w; = (0, us,0). Ulohu budeme
fesit jako rovinnou, nebof posunuti probihd pouze ve sméru osy xs. Zdrojem literatury
pfi tomto vypoctu jsou [5], [9], [11].

X,

Obrézek 7.1: Oblast mezikruzi

Nutné je doplnit pocatecni podminky, které budou uvedeny pro posunuti, rychlost
a tlak v nulovém case. VSechny tyto veliciny jsou zavislé na poloze x a case t

i (x,0) =0, (7.1)
v (x,0) = i (x,0) = 0, (7.2)
p(x,0) =0. (7.3)
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Okrajové podminky budou uvedeny pro jednotlivé oblasti. Oblast I' je nehybna. Podminka
bude udana pro norméalovou rychlost v,,, kterou je mozné také vyjadrit jako skalarni soucin
vektoru rychlosti a vektoru normaly, tedy

I':v,=v-n;=0. (7.4)

Druhé okrajova podminka bude pro oblast S. V mezikruzi uvazujeme idealni kapalinu,
takze nema vyznam podminka ulpivani v disledku smykovych napéti. V takovém pii-
padé musi byt v rovnosti normélové slozky rychlosti tekutiny v, a rychlosti télesa u,,
na povrchu S, tj.

S v emy = U - n,. (7.5)

K feSeni vyuzijeme Navier-Stokesovu rovnici v silovém tvaru na jednotku objemu,
avsak vynechame slozky tykajici se viskozity a zanedbame vliv vnéjsiho zatizeni. Rovnice
bude tvaru

ov; ov; op

ot P 0w, T o,
Jak jiz bylo uvedeno, uvazujeme pouze translac¢ni pohyb télesa a tedy i malé kmity ko-

lem rovnovazné polohy. Z tohoto divodu mtzeme druhy ¢len zanedbat a rovnice bude
nasledujici

p- 0. (7.6)

8vi 0
K vypoctu dale uzijeme rovnici kontinuity pro nestlacitelnou kapalinu, ktera je uvedena
ve tvaru (3.18)

(7.7)

8?]2'

Kvli dalsim apravam bude vyhodné tuto rovnici zderivovat podle ¢asu

8 a’UZ' .
o (&e) = 0. (7.8)

Z Navier-Stokesovy rovnice uvedené v (7.7) vyjadiime parcidlni derivaci rychlosti podle
¢asu a tento tvar dosadime do (7.8), ¢imz dostaneme

0 1 0Jp
R =0. 7.9
ox; < p 8@) (7.9)
Po upravé obdrzime Laplaceovu rovnici pro tlakovou funkci
0*p
= 7.10

Uvazovany problém tak popisuje pouze jedna diferencialni rovnice druhého radu, kde
je neznamou tlakova funkce, jenz je zavisla na poloze a case. Je tedy nutné okrajové
podminky modifikovat tak, abychom v nich ziskali zavislost na tlaku. Nejprve se zaméfime
na oblast I', zde je rychlost ve sméru normaly nulova, tuto podminku zapsanou pomoci
skalarniho soucinu zderivujeme podle casu

aUZ' 3711
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Druhy ¢len bude nulovy, nebot pfi translacnim pohybu bude vektor rychlosti kolmy na vek-
tor normaly. Nasledné parcialni derivaci rychlosti podle ¢asu vyjadiime z Navier-Stoke-
sovy rovnice (7.7), dosadime do tvaru uvedeného vySe a upravime. Okrajovd podminka
pro oblast I' bude mit tuto podobu

op

r: .
(9@

n; = 0. (7.12)

Zapsano pomoci operatoru gradient
I':gradp-n; =0. (7.13)

Z této okrajové podminky pro plochu I' vyplyva, ze gradient tlaku je kolmy na jednotkovy
smér normaly k této plose, coz znamena, ze tlak se Sifi podél stény.
Druhou okrajovou podminku (7.5) také zderivujeme podle ¢asu

8’02‘

SZE

kde 1i; znaci zrychleni télesa. Dosadime za derivaci rychlosti podle ¢asu

1 Op

po upravé
0

Laplaceovu rovnici (7.10) jsme schopni vyfesit v piipadé, ze zndme zrychleni télesa ii;.
Pro zjisténi tvaru tlakové funkce vyuzijeme nasledujici substituci, ktera vyhovuje okrajo-
vym podminkam

p(wit) = —p- Aj(ws) - i (t). (7.17)
Dosadime tuto substituci do rovnice (7.16), ¢imz ziskame
0A;
S:—p-a—;-ni~uj:—p-iij-nj. (7.18)

Podminku na plose S jesté dale upravime

S: (gﬁ: ni =) ity =0, (7.19)

Neuvazujeme-li nulové zrychleni, pak musi platit

5+ (5

s — nj) —0. (7.20)

Vektor posunuti ma pouze slozku ve sméru osy z,. Okrajova podminka pro oblast S tedy
bude
0A,

58—%
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Vyjadreno pomoci operatoru gradient
S :gradAs - n; = ns. (7.22)
Tvar tlakové funkce (7.17) dosadime do podminky pro oblast I'

DA,
8:162-

:—p- -n; - i;(t) = 0. (7.23)

Pokud opét uvazujeme znamé nenulové zrychleni, pak ma pro dané posunuti télesa us
okrajova podminka tuto podobu

A,

I': .
aZEZ’

n; = 0. (7.24)

Uvedenou podminku lze zapsat pomoci operatoru gradient
I': grad Ay -n; = 0. (7.25)

Do rovnice (7.10) dosadime za substituci z (7.17) a pfi nenulovém zrychleni télesa dosta-
neme

0*4; _

Nyni je nutné zjistit podobu funkce A,. Pro zadanou tlohu je vyhodné zvolit pro feSeni

valcovy souradny systém. Musime tedy vyjadrit operator gradient, Laplacetiv operator

a vnéjsi jednotkové normalové vektory k plocham I' a S' v téchto soutadnicich.
Nejprve operator gradient, ten mé ve valcovém souradném systému tuto podobu

(7.26)

_(0Ay 1 0Ay 0A
grod Ao = (2 T 50 ) (7.27)
Pro nase zadani bude platit
0Ay 1 0A;
dAy=—, - — ) 7.28
agra 2 ( or ; r 880 ) > ( )

Dale Laplacetiv operator, coz je tvar samotné Laplaceovy rovnice

P4, 1 9PAy  0PAy 1 DA,
AAQ— 87’2 +T‘2 : 8@2 + 822 +;W (729)

V nasem ptipadé vsak fesime rovinny problém, takze posledni ¢len bude nulovy a rovnice
bude nésledujiciho tvar

CPA 1 PPAy 1 04,

AAy = —= + — - - :
2T o2 +r2 8¢2+r or

(7.30)

Zbyva zapis normalovych vektorti pomoci valcovych souradnic, v tomto pripadé pomoci
uhlu ¢
I' : np = (cos g, sin g, 0), (7.31)

S :ng=(—cosp, —singp, 0). (7.32)
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Okrajova podminka ve valcovych soufadnicich pro oblast I' bude

0A,
r: o = 0, (7.33)
a pro oblast S
S % = sin . (7.34)

Uvazovanim polarnich soufadnic je funkce A, zavisla na souradnicich r a ¢, tj. As (7, ¢).
U této funkce mizeme provést nahradu, kde ji rozlozime na soucin dvou funkci, z nichz
kazda ma zavislost pouze na jedné slozce polarnich soutadnic, tedy

Ay = Z(r) - V(). (7.35)

Déle tuto funkci zderivujeme podle soufadnice r, a to z divodu, abychom zjistili okrajovou
podminku po substituci této funkce

0Z .
S 5 V(p) = sinp. (7.36)

Funkce Z je zavisla pouze na soutadnici r, tudiz
V(p) =sinp. (7.37)

Funkce A, je tvaru
Ay =Z(r) - sin . (7.38)

Nyni je nutné zjistit podobu funkce Z. Tu ziskdme dosazenim substituce (7.38) do rov-
nice (7.30)

2 1 07 1
AA2:W-singp+;~5-sin@—ﬁ-Z-Simp:O. (7.39)
Upravime-li rovnici, pak dostaneme
0?7 oz
2. 2= 2 7 =0. 4
5 +r 5 0 (7.40)

Tvar této linearni diferencialni rovnice druhého fadu je shodny s tvarem takzvané Euler-
-Cauchyho rovnice. Jeji feseni je mozné zavedenim néasledujici substituce

Z =r" (7.41)
Déle vyjadiime prvni parcialni derivaci podle proménné r

0z _
5 = (7.42)

a druhou parcialni derivaci podle proménné r

0’z

52 =M (m—1)- ™2 (7.43)
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Momentalné do diferencialni rovnice (7.40) dosadime substituci (7.41) spolecné s deriva-
cemi z (7.42) a (7.43)

reme(m—1) "2 rome ™ ™ = 0. (7.44)
Po tpravé dostavame kvadratickou rovnici s jedinou nezndmou m

m? —1=0. (7.45)

Koreny této rovnice budou
my, = 1, mo = —1. (746)

Reseni rovnice (7.40) je tedy nasledujici
C2
chl T+ —, (747)
r
kde c; a ¢y jsou konstanty, které zjistime z okrajovych podminek. Pro oblast I" je polomér

této kruznice R, a pro oblast S je polomér R;. Po dosazeni do okrajovych podminek
dostavame konstantu

RQ
o = — m ’ (7.48)
a druhou konstantu R2 R2
Cy — R2 ot (7.49)

Po dosazeni konstant do rovnice (7.47) obdrzime jeji koneény tvar

R? R-RZ 1
Z(r)=——rd g 2102 .
N="m_r " RB-RE (7.50)

Hledana funkce A, je tohoto tvaru

R? R?.R2 1 )
oot BB s an

Vysledna podoba tlakové funkce pfi zndmém zrychleni télesa iiy(t) zavisejici na polo-
meéru 7, thlu ¢ a case t je nasledujici

R? R?-R2 1 , .
p(r,so,t):—p-(R%_R%-HR%_R%-; -sin g - s (t). (7.52)

Tvar tlakové funkce jiz zndme, zbyva zjistit podobu rychlostnich funkci v, a v,. Opét
bude vyhodné dany problém fesit v cylindrickych souradnicich. Pro tyto soufadnice mame
jiz vyjadieny Navier-Stokesovy rovnice ve vztazich (3.53), (3.54) a (3.55). V nasem piipadé
neuvazujeme zadné vnéjsi zatiZeni, takze tento vektor ma nulové slozky, tj. g = (0,0,0).
Resime problém pouze v roving, tudiz vektor rychlosti bude mit pouze prvni dvé slozky,
tj. v = (v, vy, 0). Jak bylo feceno, neuvazujeme viskozitu kapaliny, z ¢ehoz plyne, zZe tyto
¢leny budou nulové. Prvni Navier-Stokesova rovnice se tak zredukuje do tohoto tvaru
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ov, ov, v, Ovy U?o dp
. Sy — L ——p- L4+ ==0. 7.53
Y oy or tp r o Op P T+6T (7.53)
Druhé rovnice bude nasledujici
v, v, v, Ov, v-v, 1 Op
i} .4 .8 . N Y 754
T ooy or tr r 8g0+p r +r Oy (7:54)

Uvazujeme konstantni hustotu kapaliny, takze k vypoctu miZzeme vyuzit rovnici kon-
tinuity v cylindrickych soufadnicich uvedenou v (3.30), kterd pro dany problém bude mit
tuto podobu

0 v,
— (v, — =0. 7.55
o)+ (75)
Predpokladame feseni rovnic ve tvaru
p(ryp,t) = Z (r,t) - sin p. (7.56)
v (r,p,t) = U (r,t) - sin . (7.57)
v, (1, ,t) =V (r,t) - cos . (7.58)
Tvar tlakové rovnice je jiz vyjadreny, tudiz vime, ze
R? R?-R? 1
Z(rt)=—p- L. L2 =] g (1), 7.59
(T’) P (R%—R% T+R%—R% 7“) Ug() ( )

kde 1iio(t) pFedstavuje znamé zrychleni.
Nejprve se zaméfime na rovnici kontinuity vyjadfenou v (7.55), kterou upravime
ov, or  Ov,

re—=+v - — +

T T g =0 (7.60)

Déle do této rovnice dosadime tvary funkeci (7.56), (7.57) a (7.58), ¢imz obdrzime tuto
podobu rovnice

ou
T-Wﬁingp—l—(]-singp—v-sinwzo. (7.61)

Z daného tvaru je mozné vyjadrit funkci V' néasledovné

ou
V=U C— 7.62
+r e (7.62)
Nyni se budeme zabyvat Navier-Stokesovymi rovnicemi. Nejprve se budeme vénovat
prvni z nich. Opét tedy dosadime tvary funkeci z (7.56), (7.57) a (7.58) do rovnice (7.53)

ou ou 1
p—=—-sinp+p-U-—-sin> o+p-U-V-—-n-cos® ¢ —
ot or r

1 A
—p~V2~;~cos2g0+8a—T~sin<p:O. (7.63)
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Na zakladé predpokladu malych kmitt télesa miizeme nelinearni ¢leny zanedbat, ¢imz se
rovnice zjednodusi do podoby

07
-sin ¢ + — - sin ¢ = 0. (7.64)

8_U
p or

ot

Uvedenou rovnici mizeme dale upravit a dosadime derivaci funkce Z podle proménné r
oU R RLR2 1
— = — c— | - us(2). 7.65
ot (R%—R% R_R i (1) (7.65)

Cilem je ziskat podobu funkce U. Rovnici tedy budeme integrovat podle ¢asu

R? R} R2 1)\ .
Ulr,t) = ( 2 — 7 R%l— }% T—2> (1), (7.66)

kde 5 (t) predstavuje zndmou rychlost, se kterou téleso kmité. Nasledné muzeme zjistit
podobu funkce V', a to dosazenim do rovnice (7.62). Nejprve vSak musime zapsat derivaci
funkce U podle proménné r

8U R?. R2 2

Vyse uvedenou derivaci dosadime do rovnice (7.62), a to spoleéné s dosazenim funkce U
z (7.66)

s (2). (7.68)

R} R}-R: 1 . R?-R: 2
Vi(rt) = 2_1 2 21_ 22 5| )+ s 3
R5— Ry R;—Ry{ r Rs— R r

Nasledné tento tvar upravime a dostaneme konec¢nou podobu funkce V'

R? R2.R2 1
V(rt) = ! L "2 ) (). 7.69

72

Jiz mizeme uvést tvar feseni pro hledané slozky rychlosti. Pro rychlost ve sméru
soufadnice r je tato funkce nasledujici

R? RR-R2 1\ ..
vy (1,0, t) = (R% BRI ? -sin @ - Ug(t). (7.70)
Pro slozku rychlosti ve sméru ¢ dostavame tento tvar funkce

R? R?-R2 1 )
v, (1, 1) = <R§ —1R% + R%l— RQ% . 7"_2> - cos @ - uy(t). (7.71)
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7.1.1. Pridavna hmotnost kapaliny

U daného problému kmitani kapaliny v mezikruzi se pokusime zjistit pridavné ucinky
kapaliny, konkrétné jeji ptidavnou hmotnost. Ta se pripojuje k télesu v disledku nestaci-
onarniho pohybu, ktery nastava v tekutiné. Tato ¢ast bude zpracovana dle [9].

Pfidavné fléinky budou odvozeny z rovnovéhy sil pﬁsobici na téleso Budeme uvaiovat
predstavuje hmotnost tela a U znaci jeho zrychleni. Tato sila je v rovnovaze s ucinky
vnéjsich povrchovych sil, které budou znaceny F* a se silami, které jsou vyvolany piso-
benim vnéjsiho prostiedi, ty budou znaceny FP. Zapsano rovnici

m-ii = F* + FP. (7.72)

Elementarni silu, které ptisobi na elementarni povrch télesa dS mizeme vyjadiit pomoci
tenzoru napéti
kde m; je vnéjsi jednotkovy normalovy vektor k plose télesa. Dosadime podobu tenzoru
napéti z rovnice (3.33), pficemz kapalina vypliujici prostor mezikruzi je neviskézni, tudiz
¢len tykajici se viskozity bude nulovy. Pak samotna elementarni sila bude mit néasledujici
podobu

dF? = —p-m;-dS. (7.74)

)

Pfi feSeni daného problému jsme neuvazovali vnéjsi pisobeni, takze rovnice (7.72) s do-
sazenim tvaru tlakové funkce z (7.52) bude tohoto tvaru

m-iiy =p- <R2R2R2 ST+ 1522 RP; %) -sin @ - iy - Mg - dS. (7.75)
Vektor vnéjsi normaly k télesu v polarnich soutradnicich je tento
m; = (cos ¢, sing, 0). (7.76)
Element plochy S mtzeme v polarnich soutadnicich zapsat
dS = Ry - dy. (7.77)

Ptidavna hmotnost bude vypocitana pomoci plosného integralu pres plochu .S, jenz je
kruznice o poloméru R

R2 RQ RQ 1 2. ‘
m=p- <R2 2 - Ry + R2 I E) -Rl-/o sin? ¢ - dep. (7.78)
Ptidavnad hmotnost ma tedy tuto hodnotu

R? + R2

et (7.79)

m=p-m- R
Jedna se o pfidavnou hmotnost na jednotku délky tyce. O tuto hodnotu bude hmotnost
télesa navysena. Z toho lze vyvodit, ze kmita-li téleso v kapaliné, jevi se hmotnéjSim nez je
ve skutecnosti, coz ma vliv pii urcovani vlastnich frekvenci a také pii zjistovani, kdy bude
dochézet k rezonanci, a to napriklad u rotort cerpadel.
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7.2. Vlastni tvary kmitt kapaliny v mezikruzi

7.2.1. Mezikruzi vyplnéné nestlacitelnou neviskozni kapalinou

Dale budeme uvazovat problém kmitani kapaliny v mezikruzi shodny s predchozim, uve-
denym na Obrazku 7.1. V tomto pfipadé vsak nebude pohyb kapaliny zptisoben télesem.
Nyni se vSak zaméfime na vlastni tvary kmit. Opét uvazujeme nestlacitelnou a neviskézni
kapalinu.

Ulohu dopliiuji okrajové podminky, a to pro tlak. Nejprve bude uvedena podminka
pro vnitini kruznici s polomérem R, tedy pro oblast .S

S:p=0. (7.80)
Druha podminka bude dana pro oblast I', coz je vnéjsi kruznice o poloméru R,
' p=0. (7.81)

Jak bylo uvedeno v predchozi ¢asti, pro nestlacitelnou a neviskézni kapalinu ziskame
feSeni tlakové funkce z Laplaceovy rovnice, jenz je nasledujici
dp

Ap = =0

Vzhledem k tvaru oblasti bude vyhodné fesit tilohu v cylindrickych soutadnicich. V nich

tuto rovnici zapiSeme
Pp 1 Op 1 O*p

A:_ —_ e — _._:0_ 7.82
P 8T2+r or  r2 0p? (7.82)

Uvedené rovnici vyhovuje toto feseni
p=A(rt) e, (7.83)

Do rovnice (7.82) muZzeme dosadit podobu tlakové funkce z tvaru (7.83). Avsak je jesté
nutné vyjadrit druhou derivaci tlakové funkce podle proménné ¢

o :
a—@zz = —A-n?. ", (7.84)

Nyni miizeme Laplaceovu rovnici zapsat nasledovné

2 A . 1 A ) 1 .
(27 e g_r A =, (7.85)

Rovnici déale upravime
0?A 0A

2.2 = D An2=0. 7.86
or? T or " (7.86)

Tento tvar predstavuje Euler-Cauchyovu rovnici, kde mtzeme predpokladat Feseni
v nésledujicim tvaru [5]

r

A=rm (7.87)
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Prvni a druhé derivace této funkce jiz byly vyjadieny v (7.42) a (7.43). Mizeme je tedy
dosadit a rovnice bude tohoto tvaru

r2eme(m—1)- "2 4rom-r™t—n? ™ =0, (7.88)
Po tpravé dostavame kvadratickou rovnici
m? —n? = 0. (7.89)

Jeji kofeny budou nasledujici
miy=n, Mmg=—n. (7.90)
Reseni pro funkci A pak bude tohoto tvaru

A=cp 1"+ 2, (7.91)

7n7L

Dosadime-li podobu funkce A do rovnice (7.83), pak ziskdme tvar tlakové funkce

p= <01 -r’ 4 C—2> e, (7.92)
T.n

Konstanty ¢; a ¢y vypocitame z okrajovych podminek (7.80) a (7.81). Nejprve dosadime
podminku pro oblast S

S (cl - R+ 6—2) e = 0. (7.93)

Druhou rovnici pro vypocet konstant c¢; a ¢y ziskdme dosazenim do podminky pro oblast I,
kde je polomér vnéjsi kruznice roven R,

r: <01 - Ry + C—2> e = (). (7.94)

Okrajové podminky (7.93) a (7.94) budou splnény pouze v piipadé, ze bude hodnota n
nulova. Pak bude vychazet feseni tlakové funkce nulové, tj.

p(r,t,p) =0. (7.95)

V daném pripadé se jedna o statickou tulohu, tudiz nemé vyznam se vlastnimi hodno-
tami zabyvat, nebot v kapaliné nedochézi k Zadnym zménam.
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7.2.2. Mezikruzi vyplnéné stlacitelnou viskozni kapalinou

V této casti vyfesime vlastni kmity kapaliny v mezikruzi, ale tentokrat pro stlacitelnou
viskézni kapalinu. Pri zjistovani vlastnich hodnot budeme vychéazet z rovnice pro Lapla-
celv obraz tlaku, jenz byla odvozena v ¢asti prace tykajici se rovinného kmitani. Vycha-
zime z nasledujictho tvaru uvedeného v (5.54)

K o
D= o {[Cln-Jn(/{mn-r)—l—C'gn-Yn(/{mn-T)} ~cos(n- )+
n=0
+ [Kln T (B - 7) + Ko - Yo (K - r)} -sin (n - gp)}, (7.96)

pricemz n predstavuje tvar vlastniho kmitu. Pro statiku bude tato hodnota rovna nule.
Nas vSak zajima pouze dynamika pohybu, takze podil konstanty K k hodnoté s je ne-
podstatny. K feseni tedy mame tuto rovnici

ﬁ—i{[cln'n]n('%mn'T>+C2n'yn</€mn'r)i| -cos (n-p) +
+ [Kln Ty (B - 7) + Ko - Yo (K - r)} -sin (n - @)} (7.97)

Zadani dale dopliuji okrajové podminky. Ty budou uvedeny pro Laplacetiv obraz tlaku,
a to na hranicich oblasti S a I', kde jsou poloméry kruznic R; a Ry. Zminéné mizeme
zapsat nasledovné

0 (7.98)
r=Ry: p=0. (7.99)

Nejprve dosadime do rovnice (7.97) okrajovou podminku (7.98). Pro n-ty tvar kmitu bude
rovnice nasledujici

[OM Ty (o - R) + Con - Y (Ko Rl)] - cos (n - o) +

+ [Kln T (Fown - R1) + Kon - Yoy (Ko - Rl)] ~sin(n - ) = 0. (7.100)

Nésledné dosadime do rovnice (7.97) druhou okrajovou podminku (7.99) a pro n-ty tvar
kmitu bude

[C’ln  In (Kmn - R2) + Cop - Yo (K, - Rg)] ~cos (n-p) +

n [Kln T (Fywn - Ra) + Kon - Yoy (Ko - Rz)] ~sin(n - ) = 0. (7.101)
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Ziskali jsme tak dvé rovnice pro vyfeseni ¢tyl konstant. Abychom si tvar zjednodusili,
tak nejprve vynasobime rovnici (7.100) hodnotou cos (n-¢) a nasledné ji budeme integrovat
v mezich od hodnoty 0 do w

[C’ln cIp (K - R1) 4+ Cop - Yy (K - Rl)} . / cos? (n-p)- -de+
0
+ [Kln I (Bmn - R1) + Kon - Yo (K - Rl)} . / cos(n-p)-sin(n-¢)-dp=0. (7.102)
0

Integraly uvedené v této rovnici nyni vyfesime. Zac¢neme prvnim z nich. Dle [11] plati

" 1 1 T
/0 cos® (n- @) -dp = §-¢+m-sin(2-n-gp)]0:§-ﬂ. (7.103)
Druhy integral bude tohoto tvaru [11]
" . 1, ’
cos(n-@)-sin(n-p)-dp = 5., sin (n-p)| =0. (7.104)
0 "n
0

Dosazenim vypoctenych integrali do (7.102) a naslednou tipravou rovnice dostaneme tuto
podobu

Stejny postup bychom provedli i u rovnice (7.101), ¢imz ziskdme druhou rovnici pro vy-
pocet konstant C,, a Cs,

Cln . Jn (/{Zmn . RQ) + an . Yn (Hmn . Rg) =0. (7106)

Jedna se o linearné zavisla reseni dané soustavy. V takovém pripadé€ mizeme jednu z kon-
stant zvolit a nasledné druhou dopocitat. Provedeme volbu prvni z nich, tedy

Cy, = 1. (7.107)
Konstantu Cy, zjistime dosadime-li podobu konstanty C},, do rovnice (7.105)

Jn (Hmn : Rl)

Cly = —nmn T2
2 Yn (Hmn'Rl)

(7.108)

Zbyva ziskat dvé rovnice pro vypocet konstant K, a Ky,. V tomto piipadé rov-
nici (7.100) vynéasobime funkei sin (n-¢) a také ji budeme integrovat v mezich od hodnoty
0do

[Cln I (B - R1) + Cop - Yy (K - Rl)] . / cos(n-¢)-sin(n-p)-dp+
0

n [Kln T (K - R1) + Ko - Yoy (R - Rl)] : / sin? (n - @) - dp = 0, (7.109)
0
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Integral pro soucin funkci sinus a kosinus je jiz zapsan ve vztahu (7.104). Zbyva tedy
vypocitat [11]

/0 sin (n - @) - dp = [%-gp—ﬁ-sin(?n-gp) 0 :%-w. (7.110)
Po dosazeni vypoctenych integrali a nasledné tpravé ziskame
Ky o (K - Ry) + Koy - Yy (K - R1) = 0. (7.111)
Pro druhou rovnici mame tento tvar
Kipn - Jo (B - R2) + Koy - Yy, (K - R2) = 0. (7.112)

Opét se jedna o lineadrné zavislé rovnice, takze zvolime jednu z konstant
Ky, =1 (7.113)
Druhou konstantu dopocitame dosazenim K, do rovnice (7.111)

Jn ("imn : Rl)

Ky, = —onommn U
2 Yn (Hmn'Rl)

(7.114)

Nahrazenim konstant z (7.107), (7.108), (7.113) a (7.114) v puvodni rovnici (7.97),
ziskame jeji konecnou podobu

p= [Jn (Kmn = 7) — ;]/: E::: gj Yy (K - 7’)} ~cos(n- )+
+ [Jn (Kmn 1) — }J/: (Z:: Zi; Yo (Ko - T)] -sin (n - ). (7.115)

Resenim je také varianta, kdy by byly konstanty Ci, a Cs, rovny nule a konstanty K,
a Ky, nenulové. V takovém piipadé by funkce (7.115) obsahovala jen sinovou ¢ast. Mozna
jeidalsi varianta, ze nulové budou konstanty K7, a K», a nenulové C',, a Cy,. Pak ztistane
jen cast s kosinovou funkeci.

Déle se zaméfime na vypocet vlastnich hodnot. Ty zjistime pomoci vypoctu determi-
nantu soustavy, ktery polozime roven nule

Uvazujeme viskézni kapalinu, avSak zanedbame vliv druhé (objemové) viskozity. Pro hod-
notu x vyjadfenou v (5.27) pak bude platit

(7.117)

Hodnoty s vyhovujici této rovnici predstavuji vlastni hodnoty.
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Problém vsak nastava pii feSeni nulovych bodt rovnice (7.116). RozepiSeme-li Besse-
lovy funkce J,, a Y,,, pak dostaneme nasledujici tvar

BB s (L (R (g (e R\ SN () (B
( 2 ) 'n;)m!-r(n+m+1)'{%'< 2 ) ';Om!.r(wrmﬂ)'

n—1 2m=n 00 m k-Ro \n+2-m
K- Ry 1 (n—m—-1)! (Kk-Ry 1 ( 2)
-<ln 2 +CE> T — m! . 2 T Zo n+m)
ntm m n 0 m K-R1\2-m
1 1 2 (k-Ry —nm - (531) k- Ry
- V722 1 Cr)—
[k:1k+;k]} {W ( ) n;) - n+m+1) (n 2 E>

2-m—n
1 "i n—m —1 K- R 1 f’: ’”~(“Rl)”+2'm
T 2 T

— (n+m)!

™ Ry\ R (1) (ER2)2m
ZE” ( ) 'Z:Om!-r(n+m+1):0’ (7.118)

Z uvedené podoby je patrné, zZe explicitni vyjadieni proménné x neni mozné. Z tohoto
dtvodu se tyto hodnoty zjistuji numericky pro konkrétni tlohu.

?rlr—ﬂ

b
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Kmitani kapaliny v konkrétnim mezikruzi

Uvedeme postup feseni pro zjisténi vlastnich tvard kmitt v konkrétnim mezikruzi, jenz
je vyplnéno viskézni stlacitelnou tekutinou. Mame zadany tyto hodnoty

e [y =0,03 m - vnitini primér,

e Ry =0,05m - vnéjsi pramér,

e p=1000 kg/m3 - hustota kapaliny,

e /1 =1073 Pa - s - dynamicka viskozita kapaliny,

e a = 1400 m/s - rychlost sifeni tlakové viny v kapaliné.

Jak jiz bylo zminéno vyse, analytické feseni vlastnich hodnot neni mozné. Hodnoty &
vyTesime pouze numericky. Budeme se zabyvat prvnim vlastnim tvarem kmitu, na némz
budeme postup vypoctu ilustrovat, tedy podobou rovnice (7.116) pro n =1

Jl (K, . Rl) . Yi (I'i . Rz) — Yi (K . Rl) . Jl (I{ . Rg) =0. (7119)

Hodnot k splitujicich tuto podminku bude nekoneé¢né mnoho. Pro ukazku postupu vypoctu
se zaméfime na splnéni rovnice (7.119) v intervalu od 0 do 1200. Pribéh funkce zapsané
na levé strané této rovnice je vykreslen na Obrazku 7.2

o
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I

0.25F i

o
\O]
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e
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()]
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|

0.05F 7

T
|
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JI(K-RI)- Yl(K 'Rz)' Yl(K -Rl)- Jl(K 'Rz)

_ .1 | 1 I 1 |
0 0 200 400 600 800 1000 1200

K
Obréazek 7.2: Prabéh funkce J, (k- Ry) - Y, (k- Re) — Y, (k- Ry) - Ju (k- Ra)
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V naSem ptipadé vyfesime vlastni hodnoty kmitd pro zminény interval. V Tabulce 7.1
jsou uvedeny hodnoty k, pro néz je splnéna podminka (7.119). Nésledné jsme schopni
vypocitat samotné vlastni ¢isla. Vztah pro né byl jiz vyjadien v (5.56). V zadani vSak
neuvazujeme druhou viskozitu, tudiz tento ¢len bude nulovy. Pro vlastni hodnoty pak
bude platit rovnost

2
gm L2 2 R <2_“> k2 — 4.2, (7.120)
’ 2 p 2 p

V Tabulce 7.1 jsou ve druhém sloupci také uvedeny dvojice vlastnich hodnot piislusici
dané hodnoté k.

Tabulka 7.1: Vlastni hodnoty

KR 51,2

1586 | —2,5-102+i-2,2-10°

3149 | —9,9-10 2+7-4,4-10°

471,8 | —2,2-1071 +4-6,6 - 10°

628,7 | —3,9-10 1 +i-8,8-10°

7877 | —6,2-107 L +4-1,1-10°

9427 | —8,9-10 " +i-1,3-10°

1099,8 “1,2+i-1,5-10°

Vysledné hodnoty s; a sy jsou ve sledovaném intervalu komplexné sdruzena cisla.
Jejich realnd cast je zaporna, tudiz mizeme usoudit, ze bude dochazet k tlumeni kmitt.
Daéle mtizeme zminit, ze komplexni ¢asti téchto hodnot urcuji vlastni thlovou rychlost w
prislusici prvnimu tvaru kmitu.

Obdobnym zptisobem bychom postupovali pfi zjistovani vlastnich hodnot v rozsah-
lejsim intervalu, pfipadné i pti vyhodnoceni dalsich tvart kmiti.
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8. Zavér

Cilem préce byla formulace matematického modelu kmitani kapaliny ve valcové oblasti
a také v mezikruzi.

V ramci resersni ¢asti byl popsan matematicky a fyzikalni aparat, ktery byl nasledné
v praci vyuzivan. Déle byla odvozena vinova rovnice pro tlakovou funkci.

Nasledujici ¢ast byla vénovana kmitani kapaliny v rovin€, které bylo popsano pomoci
polarnich soufadnic. Kapalina byla uvazovana viskézni a stlacitelna. Reseni tohoto za-
déni vedlo na Besselovy funkce druhého druhu. Néasledné byla zjisténa hodnota vlastni
frekvence kmittl, z niz vyplynulo, Ze je znacné ovlivnéna druhou (objemovou) viskozitou
kapaliny.

Pozornost byla dale zamérena na valcovou oblast. Jednalo se o uzavienou trubici,
kde budici pritok byl realizovan pistem. V prvnim ptipadé byla uvazovana budici funkce
ve tvaru sinu, kde byl vyfesen tvar tlakové a priatokové funkce. Nasledné byl popsan princip
rezonance a urceny kritické frekvence. K rezonanci dochazelo, pokud frekvence pohybu-
jiciho se pistu byla rovna celoc¢iselnému nasobku rychlosti sifeni tlakové viny v kapaliné
podélené dvojnasobkem délky trubice.

V dalsim pripadé bylo proudéni ve valcové oblasti realizovano buzenim priitoku pilo-
vitou funkci. Opét byl zjistén tvar tlakové i priutokové funkce a popsan stav, kdy bude
dochézet k rezonanci.

Posledni ¢ast prace se zabyvala kmitanim kapaliny v mezikruzi. Nejprve byl fesen
problém, kdy bylo kmitani kapaliny zptisobeno pohybem télesa. Vypocitan byl tvar pri-
tokové funkce a nasledné i tvary slozek rychlosti. Také byla vlozena podkapitola, v niz
je zminéna pridavna hmotnost kapaliny. Z tohoto vypoctu vyplynulo, ze pokud kmita
téleso v kapaliné, pak se jevi hmotnéjsi nez jaké je ve skutec¢nosti.

V piipadé mezikruzi byly zjistovany vlastni tvary kmit. Nejdiive bylo feSeni pro-
vedeno pro nestlacitelnou neviskézni kapalinu. Zde vSak priitokova funkce byla nulova.
V takovém piipadé nemélo vyznam se kmitanim zabyvat, nebot v kapaliné nedochéazelo
k zadnym zménam. Nasledné byl proveden vypocet pro zjisténi vlastnich kmitt pro stla-
¢itelnou viskdzni kapalinu. Vlastni hodnoty vSak bylo mozné zjistit pouze numericky.

V této praci by bylo mozné pokracovat nékolika sméry. PTi popisu kapaliny ve valcové
oblasti by bylo pfinosné zpracovat dalsi budici funkce, ptripadné i uvazovat viskézni kapa-
linu. Jina varianta vypoctu by také vznikla, pokud bychom dany problém fesili pro pruzné
potrubi, kde vyuzitelnost spociva naptiklad pii popisu proudéni krve v zilach.
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9. Seznam zkratek

Symbol Jednotka Popis

a [m/s] rychlost Sifeni tlakové viny ve stlacitelné tekuting
b [Pa - s druhé (objemova) viskozita

d [m] prameér

i [—] imaginarni jednotka

f [H?z] frekvence

m [kg] hmotnost

p [Pal tlak

T [m] polomér

s [—] parametr Laplaceovy transformace podle ¢asu
t [s] Cas

u [m] posunuti télesa

U [m/s] rychlost télesa

ii [m/s?] zrychleni télesa

v [m/s] rychlost

Un, [m/s] rychlost ve sméru normaly

Vs [m/s] stfedni rychlost v daném prifezu

A, [—] amplituda tlaku

Ag [—] amplituda pritoku

C [—] integra¢ni konstanta

Cg [—] Eulerova konstanta

F? [NV] vnéjsi povrchovd sila

Fr [N] sila vyvolana pusobenim vnéjsiho prostiedi
Jy [—] Besselova funkce prvniho druhu

L m] délka

P [—] pfenosova matice

Q [m?3/s] priitok

S [m?] plocha

T (K] absolutni teplota

%4 [m?] objem

Y, [—] Besselova funkce druhého druhu
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a, a; [m/s?] vektor zrychleni

g, gi [m/s? vektor gravitacniho zrychleni

m, m; [—] vnéjsi jednotkovy vektor normaly k plose télesa
n, n; [—] vnéjsi jednotkovy vektor normaly k plose vyplnéné tekutinou
v, v; [m/s] vektor rychlosti

ds [m?] elementarni plocha

dv [m?] elementarni objem

dp [°] elementarni tihel

3 [—] parametr Laplaceovy transformace podle polohy
Q [rad/s| tthlova rychlost

p [kg/m3] hustota

© [°] tthel

i [Pa - s dynamické viskozita

v [m?/s] kinematicka viskozita

r [—] funkce gama

Vi [1/s] tenzor rychlosti deformace

dij [—] Kroneckerovo delta

Tij [Pal tenzor napéti

1L, [Pal tenzor (tfecich) viskéznich napéti

\% [—] Hamiltontv operator

A [—] delta operétor

* [—] konvolu¢ni soucin

N [—] mnozina prirozenych cisel

< [—] Laplaceova transformace
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