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ABSTRAKT

Diplomova prace se zaméruje na pokrocilou spolehlivostni analyzu konstrukei fe-
senych nelinedrni formou metody koneénych prvki. Jedna se konkrétné o polo—
pravdépodobnostni metody navrhu pro stanoveni navrhové hodnoty tnosnosti, cit-
livostni analyzu a tvorbu nahradni plochy odezvy ve formé polynomiédlniho chaosu.

Popsané metody jsou aplikovany na stfesni predpjaty Zelezobetonovy nosnik.

KLIiCOVA SLOVA
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bolovy indexy

ABSTRACT

Diploma thesis is focused on advanced reliability analysis of structures solved by
non-linear finite element analysis. Specifically, semi—probabilistic methods for de-
termination of design value of resistance, sensitivity analysis and surrogate model
created by polynomial chaos expansion are described in the diploma thesis. Descri-

bed methods are applied on prestressed reinforced concrete roof girder.
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Reliability, nonlinear analysis, finite element method, sensitivity analysis, semi-
probabilistic design, safety formats, surrogate model, polynomial chaos, Sobol in-

dices
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UVOD

V poslednich letech se vzristajicim vypocetnim vykonem a piisnéjsimi pozadavky
na ekonomicky navrh konstrukei projektanti ¢asto vyuzivaji nelinedrni analyzu pro
presnéjsi navrh. Pti vyuziti metody koneénych prvki se zohlednénim materialové a
geometrické nelinearity vsak dochazi k nékolika problémiim se stanovenim navrhové
hodnoty tinosnosti. V tomto pripadé totiz neplati princip superpozice a nelze ko-
rektné vyuzit béznou metodu navrhu, konkrétné diléi soucinitele bezpecnosti. Bylo
proto vyvinuto nékolik tzv. polo-pravdépodobnostnich metod pro splnéni pozadavku
bezpecného navrhu.

Pro konstrukce vyznamné, poptipadeé pro sériové prefabrikované prvky, je vhodné
takové metody patii plné-pravdépodobnostni pristup a metody nahradni plochy ode-
zvy. Cilem je stanovit navrhovou hodnotu tinosnosti zarucujici pozadovanou droven
bezpec¢nosti definovanou v normativnich dokumentech. Pro optimalizaci navrhu i
vyroby konstrukei je také vhodné provést citlivostni analyzu, na tomto poli je v
poslednich letech fada novych pristupti a zdokonalenych metod vhodnych pravé pro
nelinearni analyzu.

Diplomova prace pojednava o tématu stanoveni navrhové hodnoty tinosnosti pri
vyuziti nelinedrni analyzy konstrukce s vyuzitim normovych i alternativnich spoleh-
livostnich metod. Déle se také podstatna cast zabyva citlivostni analyzou a tvorbou
nahradni plochy odezvy ve formé polynomialniho chaosu. Pravé rtizné typy nahradni
plochy odezvy velmi redukuji vypocetni naroc¢nost pokrocilych spolehlivostnich ana-
Iyz. Popsané poznatky a principy byly implementovany do obecné pouzitelného soft-
warového nastroje vyuzitého v praktické ¢asti diplomové prace.

Praktickou aplikaci predstavenych pristupt predstavuje citlivostni analyza a sta-
noveni navrhové hodnoty tinosnosti na stresnim predpjatém zelezobetonovém nos-
niku porusovaném smykem. V této ¢asti diplomova prace navazuje na bakalarskou
praci a vyuziva jeji poznatky.

Zavery této prace budou dale vyuzity pro navrh a analyzu dalSich typt nosniki
firmy Franz Oberndorfer GmbH & Co KG, ktera se vyznamné tcastnila vyzkumu

tohoto tématu a poskytla podklady pro analyzu nosniki.
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1 UVOD DO TEORIE SPOLEHLIVOSTI

Obecné jsou vstupni veli¢iny pri posudku konstrukce povazovany za nahodné. Pri
vyuziti aktudlnich deterministickych navrhovych metod jsou vstupni veli¢iny repre-
zentovany jejich navrhovou hodnotou zpravidla upravenou pomoci soucinitelii bez-
pecnosti. Zakladni myslenkou pravdépodobnostniho pristupu je stanoveni ndhodné
veli¢iny pro zatizeni konstrukce F a odolnost konstrukce R, které jsou reprezento-
vany primo urc¢itou hustotou pravdépodobnosti f [38].

Podminku pro ovéreni spolehlivosti konstrukce u pravdépodobnostnich metod, lze

stanovit jako:

R—FE>0 (1.1)

Hodnotu na levé strané nerovnice muzeme povazovat za rezervu spolehlivosti Z.

Pravdépodobnost, 7Ze nastane mezni stav konstrukce 1ze stanovit nasledovneé:

pr=P(R—E <0)=P(Z<0) (1.2)

Pro urceni hustoty fr(r) a fr(e) vstupnich veli¢in musime znat jejich charakte-
ristiky, které stanovime pomoci teorie pravdépodobnosti a matematické statistiky.
Jelikoz jsou vstupni veli¢iny povazovany jako ndhodné, pravdépodobnost poruchy
nemiize byt nulova, proto musime pripustit urc¢itou miru rizika.

Pravdépodobnost poruchy muzeme stanovit pomoci piimé integrace. V obec-
ném integralnim vztahu predstavuje Dy oblast poruchy, kde rezerva spolehlivosti
Z =g9(X1,Xs,...,X,) < 0a f(Xq,Xs,...,X,) predstavuje funkci sdruzené hus-
toty pravdépodobnosti ndhodnych velicin X [38].

b= [ FX0 X X)X, o X, (13)
f

Analytické Teseni vyslednych integralu je velice slozité a u komplikovanéjsich
pripad nemozné. Proto bylo vyvinuto nékolik numerickych metod. Nejvyuzivanéjsi
jsou simulac¢ni metody typu Monte Carlo.

Nevyhodou simulac¢nich technik je vsak potteba velkého mnozstvi opakovani te-
seni funkce poruchy g(X1, Xs, ..., X,) vZdy s jinym ndhodné generovanym vektorem
vstupnich veli¢in. Tato nevyhoda se stava casto neprekonatelnym problémem v pii-
padech, kdy vyuzivame pro modelovani chovani konstrukce metodu konecnych prvki
(MKP), zvlasté pak nelinearni analyzu pomoci metody konecnych prvka (NLMKP).

Z tohoto divodu je predmétem aktualniho vyzkumu redukce vypocetni narocnosti.
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V normativnich dokumentech se ¢asto nevyuziva teoreticka pravdépodobnost po-
ruchy jako ukazatel spolehlivosti konstrukce ale je zaveden tzv. Index spolehlivosti 3.
Presnéji feceno jedna se o index spolehlivosti definovany s predpokladem normalniho

rozdéleni veli¢iny Z jako obracena hodnota variacniho koeficientu, viz Obr. 1.1.

p="L (14)

Oz

Vztah mezi pravdépodobnosti poruchy p; a indexem spolehlivosti 5 je néasledujici:

py = ¢(=5) (1.5)

kde ¢ predstavuje distribu¢ni funkci standardniho normalniho rozdéleni.

Zavazné hodnoty pro Ceskou republiku lze nalézt v normé CSN EN 1990 [11].
Lisi se v zavislosti na typu mezniho stavu, referenéni dobé a tiidé spolehlivosti.
V Tab.1.1 jsou zobrazeny minimalni hodnoty indexu spolehlivosti pro mezni stav

tnosnosti.

Tab. 1.1: Hodnoty soudinitele g dle [11]

. . Miniméalni hodnoty soucinitele
Tiida spolehlivosti Referenc¢ni doba 1 rok Referenéni doba 50 let

RC3 (velké dusledky) 5,2 4,3

RC2 (stredni dusledky) 4,7 3.8

RC1 (malé dusledky) 4,2 3,3
f.(z)

pf; A 5

0 B:o, Hz z

Obr. 1.1: Index spolehlivosti 5

Dodejme, zZe ve spojeni s indexem spolehlivosti je v polo-pravdépodobnostnich
metodach vyuzivan citlivostni soucinitel ag, ktery je dle EC pro odolnost konstrukce

aproximovan na pevnou hodnotu ar =~ 0,8. Tento soucinitel se vyuziva v pripadé
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stanoveni navrhové hodnoty tnosnosti konstrukce, pokud nemame k dispozici nahod-
nou veli¢inu zatizeni F, predstavuje tedy zohlednéni separace R a E. Vice informaci
o této technice je uvedeno v kap. 2.2.

Soucinitele o a B jsou vyuzivany také v metodé dil¢ich soucinitelti bezpecnosti
pro stanoveni navrhovych hodnot vstupnich materidlovych charakteristik. V tomto
pripadé je pro dominantni veli¢iny a ~ 0,8 a o ~ 0,4-0,8 ~ 0, 32 pro nedominantni
velic¢iny, vice detailti o odvozeni lze nalézt v normé [11].

Pri navrhu konstrukce pomoci NLMKP je jednou z hlavnich tloh projektanta
stanovit navrhovou hodnotu tinosnosti konstrukce. Mimo normové postupy, v litera-
ture existuje i nékolik alternativnich pristupt s cilem odhadnout odezvu konstrukce
a stanovit ndvrhovou hodnotu tinosnosti se zarucenou pozadovanou mirou bezpec-
nosti.

Teorie spolehlivosti stavebnich konstrukei obecné déli navrhové metody do 3 tirovni

dle komplexnosti (naro¢nosti) vypoctu:

1. droven zahrnuje metody vyuzivajici pouze jednu ,charakteristickou” hodnotu
k popisu ndhodné velic¢iny, viz kap. 2

2. uroven jiz vyjadiuje nahodné veli¢iny pomoci statistickych parametri, patii
sem metody aproximujici plochu odezvy konstrukce explicitné vyjadienou jed-
noduchou funkci, viz kap. 4

3. uroven popisuje vstupni ndhodné proménné pomoci vhodného rozdéleni prav-
dépodobnosti (plné-pravdépodobnostni pristup). Samotna ndvrhova hodnota
unosnosti nebo pravdépodobnost poruchy se resi pomoci simula¢nich metod

typu Monte Carlo, viz kap. 5

Pokro¢ilé metody navrhu (2. a 3. droven) jsou ¢asové narocné a navic vyzaduji
znalosti z riznych odvétvi matematické statistiky a pravdépodobnosti, teorie spo-
lehlivosti a casto i numerické matematiky. Jejich pouziti tedy neni v praxi prilis
bézné.

Typickym problémem byva zavislost vypocetni narocnosti na velikost stochas-
tického modelu. V praktickych tlohach je totiz casto stochasticky model konstrukce
znacneé rozsahly a kritickym bodem se tedy stava citlivostni analyza, kterd nam muize
pomoci v jeho redukei.

Z divodu komplikaci, ¢asto i ¢isté matematické/numerické povahy, pfi préaci
s pokroc¢ilymi metodami jsou projektanty preferované metody navrhu 1. trovné.
Nicméné i zde muze citlivostni analyza znacné zefektivnit navrh i vypocet, a je tedy

dikladnéji popsana v kapitole 3.
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2 NAVRHOVE METODY

Obecné se zde popisované metody lisi v po¢tu a umisténi tzv. navrhovych bodu. Ty
lze definovat jako body v n-dimenzionalnim prostoru, jejichz souradnice reprezentuji

hodnoty vstupnich nahodnych velicin.

2.1 Deterministické metody

Deterministické metody vyuzivaji ke stanoveni ndvrhové hodnoty tinosnosti pouze
jeden vypocet pomoci metody konecnych prvka (MKP). Jsou tedy ¢asové nejméné
narocné, tento zpusob je vhodny pro linearni vypocty. Aktualné normové dokumenty

obsahuji dvé bézné uzivané metody vypoctu.

2.1.1 Dil¢i soucinitelé bezpecnosti (PSF)

Nejjednodussi z popisovanych piistupt je metoda dle EN 1990 [7]. K vypoctu je
potieba pouze jedna simulace s navrhovymi hodnotami materidlovych charakteris-
tik. V diplomové praci nejsou vyuzity tabelované diléi soucinitele bezpecnosti dle
EN 1990, ale navrhova hodnota materidlovych charakteristik je stanovena nize po-
psanym postupem v zavislosti na pozadované irovni bezpec¢nosti. V tomto pripadé
navrhova hodnota inosnosti modelu je rovna vysledku MKP redukovaného soucini-
telem modelové nejistoty yrq = 1.06.

Pro stanoveni navrhové hodnoty vstupnich veli¢in x4, je nutné nejprve urcit
navrhovou pravdépodobnost poruchy py na normovaném normalnim rozdéleni (p, =
0, 0, = 1). Hodnotu pravdépodobnosti poruchy p; tedy vypocteme dle vztahu 2.1,

kde ¢ znaci distribu¢ni funkci normalizovaného normélniho rozdéleni.

pr = P(X < (=ap)) = ¢(-af) (2.1)

Nésledny vypocet navrhové hodnoty x4 pomoci p; jiz na pivodnim rozdéleni

ndhodné veli¢iny ukazuje vztah 2.2, kde F~! znac¢i inverzni distribuéni funkei.

ta=F(py) (2.2)

D1il¢éi soucinitel bezpecnosti materidlovych parametra v, poté lze urcit jako podil
charakteristické hodnoty (5% kvantil) z; a ndvrhové hodnoty z; nasledovné:
Tk
= — 2.3
= (2.3)
Extrémné nizké hodnoty materialovych charakteristik vstupujicich do nelinearnich

vypocti mohou mit vSak za nasledek nerealistické chovani konstrukce a v extrémnich
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vvvvvv

metody vyuzivajici simulaci se stfednimi hodnotami materialovych charakteristik a

globalni soucinitel bezpecnosti.

2.1.2 Metoda dle EN 1992-2

Névrhova hodnota tinosnosti dle EN 1992-2 [8] je stanovena dle nasledujiciho vztahu:

R(fmm fcm> )
TR

kde f,,, reprezentuje stiedni hodnotu materidlovych charakteristik vyztuze, fom j€

R, = (2.4)

hodnota materidlovych charakteristik betonu redukovanych s ohledem na vétsi varia-
bilitu vlastnosti betonu vucéi oceli dle fcm = 0.843 f.. Globalni soucinitel bezpec¢nosti
je zde stanoven konstantni hodnotou v = 1.27. Plvodné je metoda doporucena
pouze pro piipady s tlakovym porusenim betonu, nicméné Cervenka ve své praci [9)]

rozsitil vyuziti metody i pro dalsi typy poruseni konstrukce.

2.2 Polo-pravdépodobnostni metody

Komplexnéjsi pristupy uvazuji zavislost globalniho soucinitele bezpecnosti na vari-
acnim koeficientu odezvy konstrukce. Cilem takovych metod, tzv. ECoV metod, je
tedy odhad varia¢niho koeficientu odezvy konstrukce. K tomu je nutné provést vyssi
avsak jsou vhodnéjsi pii nelinearnich vypoctech.

Princip téchto metod vychazi z tzv. polo-pravdépodobnostniho pristupu, ve kte-
rém je navrhova hodnota inosnosti stanovena ze separované ndhodné veli¢iny odezvy
konstrukce R za predpokladu lognorméalniho nebo norméalniho rozdéleni pravdépo-
dobnosti. Navrhova hodnota je poté stanovena za pomoci navrhové pravdépodob-

nosti poruchy pyq, kterd je definovana v zavislosti na a a § nasledovné:

pra = ¢(—ar B) (2.5)

Vyslednd hodnota navrhové tinosnosti konstrukce poté odpovida kvantilu pred-

pokladaného rozdéleni danému navrhovou pravdépodobnosti poruchy, tedy:

Ry=F ' (pa) (2.6)
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2.2.1 ECoV dle Cervenky

Za predpokladu lognormélniho rozdéleni pravdépodobnosti odezvy konstrukce muze
byt variacni koeficient odhadnut dle vztahu 2.7. Do vztahu vstupuji vysledky dvou
simulaci, R(X,,) se stfednimi hodnotami vstupnich parametri a R(X}) s charakte-

ristickymi hodnotami (5% kvantil).

1 (R(X,)
R = 165 1 <R(Xk) ) (27)

Na zakladé znalosti variacniho koeficientu muzeme stanovit globalni soucinitel za-

rucujici pozadovanou miru bezpecnosti vg.

R = exp(ag 5 vg) (2.8)

Tato metoda je implementovana do fib Model Code 2010 [16], kde vysledna hodnota
R, je navic redukovana soucinitelem modelové nejistoty modelu v = 1.06 pro

zvyseni bezpec¢nosti stanovené navrhové odolnosti konstrukce.

R(X,)
YRYRd

Ry = (2.9)

Dalsim zjednodusenim ECoV metod je tedy predpoklad rovnosti inosnosti simu-

lace se stfednim hodnotami stfedni hodnoté ndhodné veli¢iny tinosnosti R,,, tedy:

R(X,,) ~ Ry, (2.10)

2.2.2 ECoV dle Schlune et al.

Rozsifeni metody ECoV navrhl Schlune et al. [30], variaéni koeficient odezvy kon-
strukce ovliviiuje nejen variabilita materidlova v; ale také variabilita geometricka v, a
variabilita samotného vypoc¢tového modelu v,,. Vysledny varia¢ni koeficient slouzici

pro stanoveni globalniho soucinitele bezpecnosti je tedy definovan dle vztahu 2.11.

Vg = /U2 + V2 + 0f (2.11)

Hodnota variacniho koeficientu geometrie je doporucena jako maximalné 5%, vyssi
se doporucuje zavést pfimo do modelu. Varia¢ni koeficient materialovych parametra

je stanoven za predpokladu nezavislych ndhodnych veli¢in nasledovneé:

1 | (Rm— Ry, 2

(2
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Metoda tedy vyuzivda N + 1 simulaci, kde N je pocet ndhodnych vstupnich pro-
ménnych. Vysledek N simulaci oznacenych Ry,, piedstavuje vypocet s i-tym mate-
ridlovym parametrem redukovanym dle 2.13, ostatni vstupni proménné jsou pone-
chany na stfednich hodnotéch.

fin = pi - exp(—c-vp) (2.13)

Redukce materidlového parametru je na zakladé koeficientu ¢ = (axf3)/v/2, ktery
je zavisly na indexu spolehlivosti, z ¢ehoz vyplyva nutnost 2NV + 1 simulaci, pokud
posuzujeme konstrukeci na mezni stav inosnosti i mezni stav pouzitelnosti. Rozsiteni
metody pro statisticky zavislé vstupni veli¢iny lze nalézt v literatute [30].

Na zakladé znalosti variacniho koeficientu vy je stanoven globalni soucinitel bez-

pecnosti stejné jako v predchozim pripadeé:

Yr = exp(ar B vg) (2.14)

Navrhova hodnota tinosnosti Ry je poté také stanovena obdobné, jen v tomto
pripadé je jiz nejistota modelu zahrnuta ve variaé¢nim koeficientu vy, tudiz chybi

druhy globalni soucinitel bezpecnosti:

R(Xp)
TR

Ry = (2.15)

2.2.3 Numericka kvadratura dle Rosenblueth

Jednoducha metoda pro odhad stfedni hodnoty a rozptylu nahodné veli¢iny byla
vyvinuta jiz v roce 1975 [29]. Diky jednoduchému a primému postupu vypoctu se
stala velmi vyuzivanou v praktickych inzenyrskych tlohach, zvlasté v geotechnice.
Hodnota m-tého momentu nahodné veli¢iny mize byt odhadnuta dle vztahu 2.16.

Navic v [13] byl dokdzan puvod metody jako numerické kvadratury.

2’)1
EY™) =) Py (2.16)
=1

Do vztahu vstupuje tedy 2" simulaci, P; pfedstavuje vahovy koeficient a y[" je re-
alizace Y. Je ziejmé, zZe v pripadé vétsiho poc¢tu vstupnich ndhodnych proménnych
je vypocetni narocnost extrémneé velka a vyuziti této metody neni efektivni.

Zobrazeni soutradnic a vahovych koeficient navrhovych bodti lze vidét na Obr.2.1,

kde p predstavuje korela¢ni koeficient.
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Obr. 2.1: 2D znazornéni kvadratury dle Rosenblueth

2.3 Navrhové body ve 2D prostoru

Vyse popsané pristupy lze prehledné reprezentovat na dvourozmérném prikladu. Jak
lze vidét na Obr. 2.2, jednotlivé metody se lisi v poc¢tu a umisténi navrhovych bodi,
které jsou urceny hodnotami vstupnich materialovych charakteristik modelu.

Deterministické metody jsou velmi tisporné — definuji pouze jeden navrhovy bod,
nicméné dosahuji uspokojivych vysledkii pouze pti aplikaci na lineadrni problémy. V
grafu jsou reprezentovany trojuhelnikovymi symboly (PSF a EN 1992-2).

Polo-pravdépodobnostni metody jiz vyuzivaji vyssi pocet navrhovych bodi. Me-
toda ECoV dle Cervenky vzdy vyuziva pouze 2 simulace — charakteristické, respek-
tive stfedni hodnoty.

Vypocetni naro¢nost dalsich metod je silné zavisla na rozméru stochastického
modelu. Metoda ECoV, kterou modifikoval Schlune, jiz pracuje s N+1 simulacemi —
ve 2D tedy 3 simulace. Nicméné nevyhodou metody muze byt uvazovana odliSnost
navrhovych bodi dle druhu mezniho stavu. Numerickd kvadratura je vypocetné
jejl jednoduchost.

Pro srovnani lze v grafu nalézt také body pro plné pravdépodobnostni pristup
urceny dle stratifikované simulace Latin Hypercube Sampling (LHS). Existuje né-
kolik variant metody LHS, pro odhad momentti funkce odezvy konstrukce se ¢asto

vyuziva LHS-mean. Vice o simulac¢nich technikdch bude uvedeno v kapitole 5.



Obr. 2.2: Navrhové body ve 2D prostoru
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3 CITLIVOSTNI ANALYZA

Citlivostni analyza predstavuje velmi dulezity nastroj pii navrhu a analyze kon-
strukce, pomoci niz mizeme zjistit, které vstupni veli¢iny ovliviiuji nejvice chovani
modelu. Néasledné je mozné z praktického hlediska naptiklad optimalizovat vyrobu
nebo z teoretického pohledu redukovat stochasticky model, diky ¢emuz lze vyrazné
snizit vypocetni narocnost nékterych navrhovych metod. Redukci stochastického
modelu ziskame zanedbanim ndhodnosti vybranych vstupnich veli¢in a ponechanim
na stfednich hodnotéch.

Nejjednodussi variantou je tzv. deterministicka citlivostni analyza, ktera se ¢asto
oznacuje také jako parametrickd studie. Princip je jednoduchy — postupné se méni
deterministickd hodnota vybrané vstupni veli¢iny a sleduje se zména odezvy vy-
poctového modelu konstrukce. V anglosaské literature byva oznacovana terminem
what-if study.

Pokrocilejsi citlivostni analyzy jsou jiz stochastického typu. Vstupni velic¢iny jsou
uvazovany jako nahodné a sleduji se statistické parametry odezvy vypoctového mo-
delu. Aktualné se bézné vyuziva nékolik typi stochastické citlivostni analyzy, kdy

kazda poskytuje jinou informaci a vyuzivaji se tedy casto jejich kombinace.

3.1 Neparametricka poradova korelace

Neparametrickd poradova korelace vyuziva principu dilé¢ich korelacnich koeficientii
mezi vstupni nadhodnou veli¢inou a odezvou vypocetniho modelu.

Diky vyuziti poradi vstupnich hodnot uspotadanych dle velikosti misto samot-
nych skutecnych hodnot je neparametrickd poradova korelace vice robustni a ne-
zavisla na rozdéleni pravdépodobnosti. Dalsi vyhodou je velmi snadny vypocet
bez vétsich vypocetnich narokt, jakmile je provedena stochasticka simulace mo-
delu. Tato citlivostni analyza je ¢asto implementovana v programovych nastrojich,
napi. FReET [22].

Relativni vliv vstupni veli¢iny je tedy urcen velikosti absolutni hodnoty korelac-

niho koeficientu, casto se k tomuto 1celu vyuziva Spearmantv korelac¢ni koeficient:

6y d?
4 i=1
p=1 nn—1)(n+1) (3:1)

kde n je velikost stochastického modelu a d; predstavuje rozdil mezi poradim clent

usporadanych soubort vstupnich dat a odezvou modelu.
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3.2 ANOVA

Aktualné nejpouzivanéjsi metody citlivostni analyzy jsou takzvané ANOVA (ANaly-
sis Of VAriance) metody zalozené na principu Hoeffding-Sobol dekompozice (napt. [12]):

M
M(X) = M0+2Mi(Xi)+ Z Mij(Xian)+...+M12...M(X1>-->XM)> (3-2)
i=1 1<i<j<M
kde M znaci dimenzi ndhodného prostoru, jednotlivé ¢leny maji nulovou stredni
hodnotu a jsou ortogondlni. Funkci M(X) lze tedy, za predpokladu nezavislosti
vstupnich velic¢in, rozlozit do souctu jednotlivych ¢lent, z ¢ehoz lze také odvodit, ze
rozptyl funkce M(X) se sklada z rozptylu jednotlivych clent.
Na zékladé vztahu byly odvozeny tzv. Sobolovy indexy [33], které budou po-
drobnéji probrany v kapitole 3.2.2. Na myslence dekompozice rozptylu byly vsak

popséany i dalsi metody, napr. citlivost ve formé varia¢nich koeficienta dle [21].

3.2.1 Forma variacnich koeficientu

Zakladni myslenkou je provedeni M simulaci vypoctového modelu, kdy pouze jedna
vstupni veli¢ina je povazovana za nahodnou a ostatni jsou reprezentovany pouze
stfednimi hodnotami. Tento postup je opakovan pro vsechny nahodné vstupni veli-
¢iny, popripadé pro skupiny veli¢in.

Néasledné jsou vysledky statisticky zpracovany a jsou stanoveny dil¢i variacni
koeficienty CoVy, pro pripady, kdy je pouze i-ta veli¢ina povazovana za nahodnou.
Pokud je stochasticky model o velikosti M, celkovy variacni koeficient odezvy lze
priblizné stanovit jako:

CoVyp = f: (CoVg,)” (3.3)

i=1
Vysledny vliv jednotlivych velicin 1ze prehledné vyjadiit pomoci procent nebo
graficky ve formé vysecového diagramu. Piiklad vysledku citlivostni analyzy ve formé

variacnich koeficientu lze vidét na Obr. 3.1.

EX1 (5%

X2 (35%

X3 (18%
(

)
)
)
O X4 (22%)

Obr. 3.1: Citlivostni analyza ve formé variacnich koeficient
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Vyse popsany pristup, zndhodnéni jedné velic¢iny, zatimco ostatni jsou ponechany
na stredni hodnoté, je v odborné literature oznacovan také jako lokalni citlivostni
analyza [35]. Z jednoduchosti a vypocetni nendro¢nosti metody také vyplyvaji hlavni

nedostatky - zanedbani korelace mezi velicinami a vlivu jejich vzajemné interakce.

3.2.2 Sobolovy indexy

Sobolovy indexy jsou aktualné povazovany za nejsofistikovanéjsi nastroj citlivostni
analyzy, a tedy vyuzivany ve vSech védnich oborech pro kvantifikovani dtlezitosti
a vlivu jednotlivych vstupnich ndhodnych veli¢in. Pro popis Sobolovych indexi je

vhodné uvést nejprve tzv. zakon totalniho rozptylu (Eve’s law):
V(M) =V, (Bx_, (M|X))) + Ex, (Vx_, (M|X))) (3.4)

kde Vx_; zna¢i podminény rozptyl a Ex_; podminénou stiedni hodnotu funkce M.
Pokud prvni ¢len vztahu 3.4 normalizujeme, ziskame jiz vyraz pro Soboliv index
prvniho radu:
o (Ex_, (M| X))
o V(M)

S vyuzitim vztahu 3.2 lze déle odvodit Sobolovy indexy vyssich tadu, které vy-

(3.5)

jadiuji vliv spoluptisobeni vice veli¢in. Celkovy pocet indexii je 2M — 1, kdy M
vyjadiuje dimenzi ndhodného prostoru. Avsak kvili vysoké vypocetni narocnosti se
v praxi bézné vyuziva pouze indexti prvniho fadu a totalnich sobolovych index,
vyjadrujicich celkovy vliv jednotlivych veli¢in (tedy prvni fad a vSechny interakce

vyssich fadu), definovanych vztahem:

Sr, = Ex_, (Vx, (M]X_;))

Z V(M)

(3.6)

Navic z jednotlivych definic vyplyvaji nasledujici vlastnosti Sobolovych indexti:

0<S <S8 <1 (3.7)
M
1= Z Si + Z Sij+ ...+ 51, (3.8)
i=1 1<i<j<M

Je vhodné dodat, Ze existuje nékolik zptisobti jak Sobolovy indexy ziskat. V prak-
tickych aplikacich vyuzivame numerickych metod s vyuzitim simulacnich technik
typu Monte Carlo [33]. Tento pristup vSak ¢asto nelze vyuzit pro vypocetné naro¢né
funkece, jelikoz je nutny obrovsky pocet simulaci. Proto se s vyhodou vyuziva metod

nahradni plochy odezvy.
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4 METODY NAHRADNI PLOCHY ODEZVY

Névrhové metody druhé drovné obsahuji aproximacéni metody, tzv. metody (na-
hradni) plochy odezvy, které jsou v odborné literature oznacovany jako response
surface, metamodely nebo surrogate modely.

Cilem aproximace je matematicky model fyzikalniho systému, ktery casto neni
explicitné vyjadren (typicky model konstrukce feseny MKP). Nahradni plochu ode-
zvy sestavujeme zpravidla kvili mnohem nizsi vypocetni narocnosti jednotlivych
simulaci. Poté je tedy mozné provést plné pravdépodobnostni analyzu, optimalizaci
a citlivostni analyzu v radech minut.

Existuje mnoho metod pro tvorbu néhradni plochy odezvy(napf. polynomialni
chaos, kriging, umélé neuronové sité), obecny postup je vSak pro vSechny metody
stejny:

. zvolit mnozinu ,uéicich® bodu (experimental design)
. vytvorit metamodel

1

2

3. kontrola kvality metamodelu

4. upravit mnozinu ,ucicich“ bodu
5

. opakovat bod 2-4 dokud neni dosazena pozadovanda kvalita metamodelu

Na Obr. 4.1 vidime ukézku funkce (plochy) aproximované metamodelem, ktery
je vyuzit pro stanoveni nékolika bodu. Jak lze vidét, metamodel ve vétsiné pripada
nevystihne chovani funkce bezchybné, je tedy nutné ovérovat kvalitu metamodelu a
zpresniovat jeho vysledky (krok 2-4).

Tvorba nahradni plochy odezvy vyzaduje jiz rozsahlejsi znalosti teorie spolehli-
vosti a matematické pravdépodobnosti v porovnani s metodami 1. irovné. Snahou
odbornikt je tedy vytvoreni softwarovych nastroji, které tvorbu metamodelt auto-
matizuji. V diplomové praci je objektem zajmu nahradni plocha odezvy vytvorena s
vyuzitim polynomalniho chaosu. Popularita této metody v poslednich letech roste,

avsak stéle je doménou spise védeckych pracovniki.

Obr. 4.1: Ukazka nahradni plochy odezvy
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4.1 Polynomialni chaos (PCe)

4.1.1 Zakladni informace

Prvni zminka o polynomialnim chaosu se objevila v praci Norberta Wienera [40].
Necht (€2, F,P) je pravdépodobnostni prostor, kde € je zakladni prostor, F znaci
o-algebru (vSechny podmnoziny 2) a P je pravdépodobnostni funkce definované na
F. Vypoctovy model M fyzikalniho problému ma vstupni parametry reprezentovany
nahodnym vektorem X(w),w € Q se sdruzenou hustotou pravdépodobnosti. Hledana
odezva modelu je také ndhodnd proménna Y (w) = M(X(w)).

Predpoklddejme, ze odezva Y mé koneény druhy centralni moment (rozptyl), tu-
dizY € Ly (Q, F,P), kde L, znaci Hilbertuv prostor. Poté mizeme psat nasledujici

rozvoj polynomialnim chaosem (PCe z angl. Polynomial Chaos expansion) [34]:

Y=MX)= > Ba¥a(X) (4.1)

aeNM
kde M znaci pocet vstupnich nahodnych veli¢in, 3, jsou nezndmé deterministické
koeficienty a W, jsou bazové funkce (polynomy vice proménnych). Jako bazové

funkece se voli ortonormalni polynomy vii¢i sdruzené hustoté pravdépodobnosti, tedy:

E [Va(X)¥s(X)] = dagp (4.2)

kde 0. znaci Kroneckerovo delta. Originidlni PCe, ktery je vyuzit v diplomové préci,
uvazuje Hermitovy polynomy, nazyva se tedy Wiener-Hermite polynomialni chaos.
Zobecnény polynomialni chaos vyuziva jiné ortogonalni polynomy dle typu rozdéleni
pravdépodobnosti vstupnich ndhodnych veli¢in a nazyva se Wiener-Askey polyno-
mialni chaos [42]. Dale v praci bude pod pojmem polynomialni chaos uvazovana
varianta Wiener-Hermite.

Pro praktické vypocty nelze vyuzit nekonecného mnozstvi ¢lenii rozvoje ze vztahu
4.1, je nutné definovat zkrdcenou mnozinu AM? pouzitych funkeci v zavislosti na
poctu vstupnich proménnych M a maximalnim stupni pouzitého polynomu p nasle-

dovneé:

AM? = fa e N |a| < p} (4.3)

kde |a| = XM a;. Mohutnost mnoziny poté miizeme stanovit jako:

(4.4)

M M !
card AMP = p = < +p> = (M +p)

P  MIp!
Algoritmus pro generovani bazovych funkei kompatibilni s timto vztahem lze nalézt

v odborné literatute [37].
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Vahova funkce Hermitovych polynomi je ortogonalni vzhledem k hustoté prav-
dépodobnosti standardni normalni veli¢iny. Z tohoto diivodu musime jako vstup ma-
tematického modelu pouzit nezavislé standardni normalni veli¢iny, oznacené jako &.

Poté lze rovnici 4.1 upravit nasledovné:

Y = M(X) m M(X) = Y B.04(€) (4.5)
acA

4.1.2 Transformace nidhodnych velicin

Predpoklad nezavislého standardniho norméalniho prostoru vstupnich veli¢in neni v
praktickych tlohach bézny. Nicméné pro nezavislé nenormalni veli¢iny lze vyuzit
jednoduchou iso-pravdépodobnostni transformaci kazdé ze vstupnich velicin a tim
dosdhnout pozadovaného stavu:

£ =7 (Fu(X)) (4.6)

kde F, znaéi distribu¢ni funkei veli¢iny z a ® ! inverzni distribu¢ni funkei standardni
normalni veli¢iny.

Pokud se ve stochastickém modelu vyskytuji zavislé ndhodné veli¢iny, je nutno
zvolit komplikovanéjsi iso-pravdépodobnostni transformace, které transformuji veli-
¢iny na nekorelované. Aktudlné jsou nejpouzivanéjsi Natafova transformace [20, 19]
a Rosenblattova transformace [28]. V inzenyrskych tlohach zpravidla nemame do-
statek informaci pro vyuziti transformace dle Rosenblatta, kterd vyzaduje znalost
sdruzené hustoty pravdépodobnosti vstupnich ndhodnych veli¢in. Proto je castéji
vyuzivana Natafova transformace, ktera byla také vyuzita v diplomové praci.

V nasledujicich odstavcich budou shrnuty zakladni kroky transformace dle Na-
tafa spolu s praktickymi informacemi o implementaci metody, které byly vyuzity v

prubéhu diplmové prace. Natafova transformace probiha obecné ve trech krocih:

€ = Tataf(X) = T3 0T 0 T1(X) (4.7)

Prvni dvé transformace T} a T5 jsou stejné jako ve vztahu 4.6, tedy transforamce

na standardni normalni veli¢iny:
T : X— W =F,(X) (4.8)

Ty: W Z = dH(W) (4.9)

Treti transformace zajistuje prevedeni nahodného vektoru Z na nekorelovany

nahodny vektor £&. X je vygenerovan pomoci ptivodni korela¢ni matice Rx, zatimco
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Z ma korelacni matici Rz. Vyuzitim Choleskeho dekompozice Ry ziskdme dolni

trojihelnikovou matici L:

Rz = LL” (4.10)

Poté jiz samotnda transformace, kde vyuzijeme inverzni matici L oznacenou jako
I' = L~! probih4 dle vztahu 4.11.

Ty:Z s &€ =T7Z (4.11)

Hlavnim problémem Natafova modelu je stanoveni Rz takové, aby odpovidala
po transformaci pozadované Rx. S vyuzitim Natafovych predpokladi lze nalézt v

odborné literature (napf. [41]) vztah mezi korelacnim koeficientem p, a p,:

2 2
Pz = _Uiaj + 2700 //FZ [ (us)] - Fj [‘I) (pzui + \/1—7,0%%)] e 2 dudu;
(4.12)

kde p znaci stfedni hodnotu a o smérodatnou odchylku. Hledany korela¢ni koeficient

p. lze ziskat napriklad bisekci. Samotny integral lze fesit pomoci Gauss-Hermitovy
kvadratury, viz [41] appendix B. Pri hledani p, je vhodné vyuzit nésledujicich vlast-

nosti funkéni zavislosti:

* Pz € <_1>1>
e p,=0prop, =0
o |pzl < lp:]

Nutno podotknout,ze diky predpokladu normalni kopule Natafova modelu lze
tuto metodu vyuzit pouze pro normalni a lognormalni rozdéleni vstupnich nahod-
nych veli¢in. V jinych pripadech byly béhem testovani algoritmu zjistény problémy.
To potvrzuje i Vorechovsky a Novak: , For some combinations of marginals of vec-
tor X and target correlations p,, a feasible solution may not exist...“(citace z [39],
str. 455). Vétsina inzenyrskych tloh si s témito predpoklady vystaci, nicméné ve
specialnich pripadech je tedy nutno zvolit jiné postupy.

Shrnuti Natafova modelu lze vidét na Obr 4.2. Jako ilustrativni piiklad slouzi
dvé nadhodné veli¢iny X; ~ LN (0.58,0.47) a X, ~ N(3,0.5625) s korela¢nim ko-
eficientem p, = 0.7. V horni ¢asti obrazku lze vidét 3D histogram a ve spodni 2D
reprezentaci s barevnym odlisenim bodu dle poc¢tu vzorku (modré nejméné, cervend

nejvice) doplnénou o Sipky znézornujici postup transformace.
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Obr. 4.2: Natafova transformace

4.1.3 Vypocet souradnic PCe

Obliba PCe vzrostla v 80. letech s vyuzitim stochastické metody konec¢nych prvki
[17]. V tomto piipadé vypocet koeficienti 8 (neboli souradnic PCe) probiha piimo
v upraveném kédu MKP. To je z praktického hlediska velmi problematické, jelikoz
nelze vyuzit bézny komercéni software.

V novéjsim pojeti je matematicky model povazovan za ,black-box“ a samotné
koeficienty se stanovi pomoci nékolikanasobného vycislovani modelu s riznymi vstup-
nimi parametry. Samotny algoritmus MKP je tedy deterministicky. V této praci je
vyuzita velmi rozsitena regresni metoda.

Souradnice PCe muzeme dle [2] ziskat pomoci bézné metody nejmensich ¢tverci.
Pokud zvolime konecnou mnozinu funkei A (napr. dle vztahu 4.3), ziskame nésle-

dujici vztah:

YV =M(X)= > V(&) +¢ (4.13)
acA

kde e predstavuje chybu zpusobenou vynechanim clenti, které nejsou zahrnuty v A.

Potom metoda nejmensich ¢tvercti predstavuje takové feseni rovnice aby stredni
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hodnota ¢tverce chyby e byla co nejmensi. V praktickém vypoctu se poté stredni

hodnota aproximuje primérnou hodnotou, tedy vysledny vztah vypada nasledovneé:

BES = arg mm%zn: (ﬁT‘I’(ﬁ(i)) — M(x(i)))z (4.14)
i=1

Ve vztahu vystupuje matice X o n tadcich, které reprezentuji set vstupnich dat
neboli souradnice bodu ve vstupnim ndhodném prostoru, v odborné literature je
oznacovana jako ,experimental design (ED)“ a je ziskdan pomoci metod typu Monte
Carlo, které budou blize popsany v kap. 5. Aby bylo mozné ziskat reSeni rovnice, je
nutné nejprve provést n vypocti matematické modelu M(X') pro stanoveny ED a
vysledky tvoii vektor ). Tento postup se obecné nazyva metoda (ndhradni) plochy

odezvy. Pokud ED dosadime do zvolenych bazovych funkci, ziskdme matici W:

W= {0, =V,;(ED)i=1,..,n, j=0,.,P-1} (4.15)

Reseni vztahu 4.14 miZeme poté napsat jako:

,BL'S — (\I’T\I’)_l \IITJ) (416)

Matice WTW se ¢asto oznacuje jako tzv. informacni matice. Inverze informaéni ma-
tice muze byt ponékud problematickd, v praktickych tlohach mutze byt totiz Spatné
podminéna. V pribéhu vypoctu je tedy vhodné kontrolovat podminénost matice a
popripadé je nutné pouzit odpovidajici fesi¢, napt. SVD rozklad (vyuzity v priubéhu
diplomové préace) nebo QR rozklad.

V této ¢asti procesu tvorby metamodelu jiz méame k dispozici explicitné vy-
jadrenou funkci PCe, kterd nahrazuje MKP. Nyni je tedy mozné pouzit PCe pro
rychlejsi zpracovani vypoctiu napiiklad pro optimalizaci, plné pravdépodobnostni
analyzu nebo citlivostni analyzu. AvSak vyhodou PCe je moznost ziskani dalSich
informaci primo z tvaru ziskané funkce. Nicméné, aby byly veskeré zminéné aplikace
relevantni, je nutné zjistit pfesnost aproximace. Poté je mozné se rozhodnout, zda
aproximaci zpresnime, nebo je ziskana troven presnosti dostacujici, tak jak nazna-

cuje algoritmus v ivodu této kapitoly.

4.1.4 Stanoveni kvality PCe

Hlavnim pozadavkem metamodeli je jejich presnost, proto v nasledujici ¢asti budou
predstaveny dva ukazatele kvality PCe a zptisob jejich vypoctu. Nicméné motivaci
pro tvorbu PCe je efektivita vypoctu, proto jsou vybrany ukazatelé, které je mozno
ziskat prakticky bez dalsich vypocetnich narokii s vyuzitim stavajictho ED a odpo-

vidajicich vysledka V.
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Prvnim ukazatelem, bézné vyuzivanym v regresni analyze je tzv. koeficient deter-
minace R?, ktery je definovan jako procentudlni vyjadieni ¢asti variability vystizené
regresnim modelem. Pomoci vztahu 4.14 lze ¢ odvodit jednoduse. Koeficient R? zis-
kédme naslednou normalizaci vzhledem k rozptylu vysledku ziskanych MKP Var [Y]

nasledujicim zpisobem:

5 D(M(2) — (MP(a@))?
Var Y]
Jak lze vidét, R? = 1 predstavuje dokonalou aproximaci, zatimco R? = 0 velmi

R =1-

(4.17)

spatnou. I kdyz je tento ukazatel vyuzivan velice Casto, je velmi nachylny na pre-
fitovani. Tedy stav, kdy aproximace v bodech ED je vynikajici, avsak v ostatnich
oblastech je velmi nepresna. Prefitovani nastava casto, pokud se velikost ED blizi po-
¢tu neznamych koeficientti. Popsany jev je znazornén na Obr. 4.3, kde cernd kiivka
predstavuje matematicky model, cervena aproximacni funkci a ¢erné body predsta-
vuji ED. Jak lze vidét, v tomto piipadé R? bliZici se jedné neodpovida globalni
kvalité metamodelu.

YA

X
Obr. 4.3: Prefitovani metamodelu

7 divodu vyse popsaného nedostatku koeficientu determinace R? je dtilezité de-
finovat ukazatel, ktery bude objektivné posuzovat kvalitu aproximace i v oblastech,
které nejsou soucéasti ED. Casto vyuzivana technika pro tento téel je kriZovd validace
(cross-validation). ED je nejprve rozdélen na tréninkovou a ovérovaci ¢ast, tvorba
PCe je zalozena na ¢asti tréninkové, zatimco ovérovaci ¢ast slouzi pro vypocet chyby.

Specialnim typem krizové validace je tzv. leave-one-out validace. V tomto pripadé
tvoif ovéfovaci ¢ast pouze jeden bod @ € X, zbytek ED &X' \ 2 se pouZije pro

tvorbu PCe. Tento proces je opakovan n-krat pro kazdy bod ED, takto sestaveny

PCe
X\m(l) .

mezi vysledkem matematického modelu a predikci PCe:

PCe oznac¢ime M Chybu aproximace v bodé z¥ lze poté vyjadiit jako rozdil

AD = M(2®) — Mf@f&n () (4.18)
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Graficka interpretace principu je zobrazena na ilustrativnim Obr. 4.4. Zelené je
vyznacen bod z(9 € X vyuzity pro ovéfeni presnosti aproximace, ¢ernou barvou
jsou vyznaceny body zahrnuty v tréninkové mnoziné a cervend krivka predstavuje
aproximacni funkei sestavenou na zakladé X'\ z®. Jak lze vidét, kifzova validace je

vhodnéjsi zptsob kontroly kvality metamodelu vzhledem k moznému prefitovani.

YA

-
Call

X

Obr. 4.4: K¥izova validace metamodelu

Poté koeficient spjaty s leave-one-out validaci Q? ziskdme jako priimérnou hod-
notu étvercit chyby A® normalizovanou vzhledem k rozptylu vysledktl Var [V] zis-
kanych MKP dle vztahu:

Ly, (a0)°
Var Y]

BohuZel, vypocet Q? miize byt velmi éasové narocny, jelikoz musi byt vytvo-

Q*=1-

(4.19)

feno n metamodeld, proto se v praktickych aplikacich casto nevyuziva. Vyhodou
PCe je vsak moznost analytického vypoctu na zakladé pouze jednoho vytvoreného
metamodelu dle [3] nasledovné:

M(at)—(MPCe @) 2
% 2 ( 1—h; )
Var Y]
kde h; predstavuje i-ty diagonalni prvek matice W(®7W)1WT a MPC(x() pre-
dikeci dle PCe sestavenym na zdkladé plného ED. Ze vztahu tedy vyplyva, Ze Q? lze

Q*=1-

(4.20)

ziskat ve fazi postprocessingu po vytvoreni PCe bez dalsich vypocetnich narokt.

Takto definovany ukazatel kvality je robustnéjsi a odolnéjsi vici prefitovani a
je tedy vhodné ho vyuzit pro hodnoceni presnosti PCe a tedy jako rozhodovaci
kritérium uvnitt algoritmu uvedeném v tvodu kapitoly. Stejny princip byl vyuzit v
prubéhu diplomové prace.
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4.1.5 Vyhodnoceni PCe

Jakmile je k dispozici aproximace vypoctového modelu Y = M(X) ve formé PCe
Y = Yaca Ba¥a(§), 1ze s metamodelem pracovat jako s puvodnim vypoctovym
modelem (napt. MKP) jen s vyhodou mnohem nizsi vypocCtové naro¢nosti. Mimo to
lze nékteré dulezité informace o vypoctovém modelu ziskat primo z tvaru PCe. V
nasledujicich odstavcich budou predstaveny nejdilezitéjsi informace, které je takto
mozno ziskat [35, 37].

Momentova analyza

Hlavnimi ddaji jsou stiedni hodnota a centralni momenty ndhodné veli¢iny Y. Zde
se projevi velka vyhoda zvolenych ortonorméalnich polynomu dle vztahu 4.2. Jelikoz
Uy = 1, lze psat E[W,(€)] =0 Va # 0. Z toho vyplyva, Ze stiedni hodnota Y je

rovna prvnimu ¢lenu rozvoje:

py =E[V] =E [Z Bawa@)] = f (4.21)
acA
Podobné 1ze odvodit také vztah pro druhy centralni moment Y, tedy rozptyl:
. - 2
ol =Var [Y] =E [(Y — o) ] -y (4.22)
acA
a#0

Dalsi centralni momenty lze také ziskat na zakladé ziskanych koeficientt [,
nicméné odvozeni je znacné slozité a stanovené pouze pro Hermitovy polynomy,
vztahy pro tfeti a Ctvrty centralni moment lze nalézt v [36]. Stfedni hodnotu a
prvnf étyfi centralni momenty Y lze ziskat jednoduse zpracovanim koeficientt 3 a

pro jejich vypocet tedy neni potieba dalsiho vypocetniho vykonu.

Citlivostni analyza

V kap. 3.2.2 byly popsany aktualné nejsofistikovanéjsi citlivostni ukazatelé Sobolovy
indexy. Ale také byla v zavéru kapitoly zminéna vypocetni narocnost jejich stano-
veni. Pokud je k dispozici jakykoli metamodel, je mozné ho vyuzit pro jejich vypocet
misto pivodniho modelu, avsak i v tomto pripadé se jednd o vypocetné naroc¢nou
operagci.

Avsak pokud je k dispozici metamodel ve formé PCe, lze stanovit Sobolovy in-
dexy analyticky na zakladé znalosti tvaru aproximacni funkce, blizsi odvozeni nabizi
Sudret [35].
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Srovnanim vztahu 3.2 s PCe 4.1 lze zjistit, Ze oba vztahy jsou vyjadreny ve formé
sumy ortogonalnich funkci, PCe je tedy kompatibilni s pozadavky Hoeffding-Sobol

dekompozice. Z tohoto divodu lze ptvodni tvar dekompozice upravit nasledovné:

M(z)=Mo+ Y My(zy) (4.23)
uc{l,...,M}
kde:
Mu(l’u) = ZA Baqja(x) (424)

V upraveném vztahu vystupuje mnozina A, ktera predstavuje soubor funkeci zavis-

Iych pouze na vybranych veli¢indch (jedné nebo vice) v podmnoziné u = {iy, ..., i }:

Au:{OzENM:kEu@ak%O} (4.25)

Jelikoz je tento matematicky popis Spatné citelny, nasleduje praktické vyjadieni

Sobolovych indext prvniho radu:

oy P _ Mg 0 s —
Sl_agi Var [7] Ai={aeN":0; > 0,0, =0} (4.26)

Sobolovych indexii vyssich radu:

s

Siy i = aegwis W

Aiy o ={a e N ke {iy, . i} & a; £0} (4.27)

Totalnich Sobolovych indexti:

2
s.T:ZiB‘{ Al =

M )
' Ve {aeNY:q; >0} (4.28)

Z praktického hlediska jde pouze o vybér ¢lenti PCe, které jsou zavislé na pozado-
vanych veli¢inach, soucet ¢tvercti odpovidajicich koeficienti a normalizaci rozptylem
stanovenym dle 4.22. Vypocet tedy probiha pomoci jiz znamych koeficienti a za-
kladnich matematickych tprav, neni tedy potieba dalsich simulaci.

Stanoveni Sobolovych indext pomoci PCe je aktualné povazovano za nejefek-
tivnéjsi pristup a je casto vyuzivano v praktickych aplikacich, ve kterych vypocet

klasickymi pristupy neni mozny vzhledem k vypocetni narocnosti.
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4.2 Implementace do SW nastroje

Vyse popsané metody a principy byli implementovany do SW nastroje pro tvorbu
metamodelu ve formé PCe. Jedné se o samostatny program vytvoreny v jazyce C+#,
coz je jeho nespornou vyhodou vuéi jiz existujicim nastrojim vytvorenym v pro-
stredi MATLAB. V této kapitole budou predstaveny jeho zdkladni charakteristiky,

algoritmus a benchmark. Nejprve je na Obr. 4.5 uveden vyvojovy diagram SW na-

stroje.
. ," Nataf
. START iy >|transformation <—|
— X & :
:(29 v 3 ) Extension [:
:('7'.) Stochastic | optimizati Generation of Xand Y :
. - :|| Optimization . .
N FReET [« > model 3} of AM? ofﬂljge basis X
LU ' g A )\
H®) ; "
g{) i Y % Compitation
o ' Exger_lme;}tal — of coefficients
3y ] esi?n ' a B = ) Wy
: Results V "
L ' TH
el ¥ Q
: PCe “ v

settings: | ]

polynom order| 1 a B
target error U

POST—PROCESSING

: < |Sensitivity || Moment | _
END Using PCe analysis analysis [~
A
Y
FReET

Obr. 4.5: Vyvojovy diagram

Cely SW je tedy rozdélen do nékolika imaginarnich ¢asti: priprava dat, zpracovani
a vyhodnoceni. Jednotlivé bloky predstavuji objekty nebo skupiny objektt, které
spolu komunikuji a zabezpecuji chod programu. Vyhodou téchto blokt je moznost

jednoduchého nahrazeni/vylepseni jednotlivych metod.
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4.2.1 Pre-processing

Prvni imaginarni ¢ast programu tvori pre-processing neboli piiprava dat. Jelikoz je
snahou béh SW co nejvice zautomatizovat, je to jedina oblast, do které uzivatel
zasahuje. Nejprve je vytvoren stochasticky model fyzikalniho problému, k tomu je
urcen SW FReET [22], vyvijeny na ustavu stavebni mechaniky FAST VUT.

Stochasticky model a ED

Uzivatel definuje rozdéleni ndhodnych vstupnich velicin, jejich vzajemnou korelaci a
zpusob vzorkovani. Ukazku takového stochastického modelu lze vidét na Obr. 6.1.
Poté se vygeneruje pozadovany pocet realizaci, pro které je proveden vypocet zpra-
vidla pomoci komeréniho MKP programu. Poté jednotlivé realizace tvoii ED X a

odpovidajici vysledky ziskané MKP vektor ).

Zakladni nastaveni

V zakladnim nastaveni SW uzivatel urcuje pouzity stupen polynomu a cilovou pres-
nost metamodelu danou ukazatelem Q2. Dalsi nepovinné nastaveni obsahuje moz-
nost optimalizace mnoziny pouzitych funkei a adaptivni zvySovani stupné polynomu,
ty budou probrany v dalsim textu. Moznosti nastaveni v grafickém rozhrani SW lze
vidét na Obr. 4.6.

Maximal PCe order
Q"2

Nom q

Sparsity

Order of PCe v

Save options

Obr. 4.6: Nastaveni SW

Veve

metamodel ve formé PCe dle nastaveni. Tato ¢innost je uzivateli skryta a neni mozné

do ni zasahovat. Samotny proces je popsan v nasledujici podkapitole.
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4.2.2 Processing

Zpracovani vstupnich dat a samotna tvorba PCe probihd pomoci nékolika bloki,

které jsou popsany nize. Cely tento proces muze byt navic adaptivni, jak lze vidét

na Obr. 4.7.

o
|
o
3

. Nataf
- OEX;C(e:r?('jOSB > transformation
X &
Generation Obtimizati
p++ >1 of PCe basis |«—» pgp’jﬁﬂ"”
AI\I,p ‘I,
A
Y cn
8 Computation —
o of coefficients wn
g =y vy <
g m
= S
% o
A LLl
= W
(a4
o <C
NO (_Df-)
YES NO

Obr. 4.7: Schéma TeSice

Zpracovani vstupnich dat

Ziskand vstupni data a nastaveni jsou prijaty blokem pro tvorbu PCe. Nejprve je vy-

tvorend ED transformovan do nezavislého standardniho normalniho prostoru pomoci

Natafovy transformace dle kap. 4.1.2. Poté jsou vygenerovany Hermitovy polynomy

a je vytvorena mnozina bazovych funkci. Dalsi postup zavisi na volbé adaptivniho

rezimau.

Vypocet koeficienti

Na zékladé vygenerované baze je vytvorena informac¢ni matice ¥7W. Poté je pro-

vedena inverze této matice, na vybér je QR dekompozice nebo SVD dekompozice a

nasledné tvorba pseudoinverzni matice. Pokud mame zname koeficienty B i bazové

funkce ¥ je jednoduché zkontrolovat kvalitu metamodelu pomoci ukazateli Q? a

R?. Pro rozhodnuti o pfijeti/neprijeti modelu je dilezity Q2.
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Adaptivni algoritmus

Adaptivita je mozna dvojim zptusobem v zavislosti na potrebé uzivatele. Prvni adap-
tivni algoritmus pracuje s postupné zvysujicim se maximéalnim stupném Hermitova
polynomu p dle levé c¢asti Obr. 4.7. V prvnim kole je tedy vygenerovana baze se
stupném polynomu p = 1, probéhne vypocet koeficientii a kontrola kvality aproxi-
mace. Pokud je presnost dostatecna, dojde k post-processingu. V opacném pripadé
se zvysi stupen polynomu p o jednicku a proces se opakuje. Ukonceni adaptivniho
procesu nastane, pokud p je rovio pyq. zvolené v zakladnim nastaveni PCe. Vypocet
se ukonci s hlasenim o nutnosti zvysit X a ) spolu s dosazenou maximalni kvalitou
metamodelu. Uzivatel ma poté na vybér, zda vyuzije nejkvalitnéjsi metamodel, nebo
zda rozsiti ED a spusti proces znovu.

Druhy adaptivni algoritmus pracuje s mnozinou bazovych funkci. V praktickych
tlohéch se totiz ukazuje, ze mnozina AM? obsahuje spoustu ¢lent bliZicich se nule,
tudiz jejich eliminaci zptisobime pouze malou chybu. Samoziejmé ¢im, méné bazo-
vych funkci mnozina obsahuje, tim nizsi ED je nutny pro vypocet koeficientt 3.

Samotny vybér dulezitych bazovych funkci probihd ve dvou krocich, prvni je
pomoci hyperbolické normy ¢ dle [4]. Nejprve definujme normu vektoru koeficientt

jednoho ¢lenu PCe jako:

M
ally = Z Lia;>0 (4.29)
=1

Poté je hyperbolicka norma pro zvolené ¢ definovana nasledovneé:

lafl, = (2 ag)q (430)

Mnozina bazovych funkci se s vyuzitim této normy redukuje na néasledujici podmno-

zinu:

A ={a e NY ||, < p} (4.31)

Neboli, v podmnoziné jsou preferovany c¢leny, které obsahuji kombinaci polynomu
nizsich stupnt nebo obsahuji funkci zavislou pouze na jedné proménné. Se zvysujicim
se ¢ dochazi k nizsi redukei mnoziny a pro ¢ = 1 se ptivodni mnozina nezméni.

Po piipadné tpravé mnoziny AP piichazi na fadu druhy krok, ktery vyuziva
techniku pro vybér idedlntho modelu tzv. LeastAngleRRegression(LAR). Matema-
tické odvozeni i rozsahlou diskuzi lze nalézt v pivodni publikaci z roku 2004 [15].
Metoda probiha v P krocich, kdy P predstavuje mmnozstvi ¢leni PCe. V kazdém

vevs

kame ptuvodni model. Adaptivni algoritmus kazdy krok vyuziva pro sestaveni PCe
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a kontroly kvality metamodelu dle Q2. Tento proces je znazornén na pravé Casti
Obr. 4.7. V¥hodou tohoto ptistupu je nalezeni nejvhodnéjsi mnoziny bazovych funkei
na zakladé daného ED, neni tedy nutné vyuzivat plnou mnozinu A* a s ni spojeny
rozsahly ED.

Vyse popsané dvé mnoznosti adaptivity algoritmu pro sestaveni PCe lze sloucit a
tim cely proces zautomatizovat, kdy vysledkem je pro zadany ED vzdy nejkvalitnéjsi
mozny PCe. Efektivita tohoto pristupu je vice zretelna se zvysujicim se stupném
pouzitého polynomu p a s vétsim rozsahem stochastického modelu, coz je pripad

praktickych tloh ve stavebnim inzenyrstvi.

4.2.3 Post-processing

Jakmile je sestavena aproximacni funkce ve tvaru PCe, je mozné analyticky zjistit
zakladni tdaje o matematickém modelu, tak jak je popsano v kap. 4.1.5. Stejné
informace se daji samoziejmé ziskat i pomoci metamodelt jiného typu, avsak PCe
umoznuje analytické vyjadieni a tim mnohem nizsi vypocetni naroc¢nost. Jedna se

obecné o 3 ulohy, na Obr. 4.5 reprezentované tfemi nasledujicimi bloky.

Momentova analyza

Predmétem momentové analyzy je stanoveni stfedni hodnoty a rozptylu daného
vypoctového modelu. Jelikoz se zpracovavaji pouze stanovené koeficienty PCe, neni

tato operace vypocetné narocna.

Citlivostni analyza

Vysledkem cilivostni analyza jsou Sobolovy indexy prvniho fadu a totélni Sobolovy
indexy, tak jak jsou popsany v kap. 3.2.2. Opét vypocet probiha pouze s koeficienty,
prace s nimi tedy neni nijak vypocetné naro¢na a neni potieba provadét zadné dalsi
simulace. Jedna se o nesmirnou vyhodu PCe a aktualné je tento pristup povazovan

za nejefektivnéjsi moznost vypoctu citlivostni analyzy ve formé Sobolovych indext.

Vyuziti PCe

Vyuziti sestaveného PCe predstavuje nahrazeni vypoctového modelu (napr. MKP)
aproximacni funkci. Nasledné lze provést jakoukoli spolehlivostni analyzu v mno-
hem kratsim case a tedy efektivnéji. Aktudlné je SW prizpusoben spolupraci se SW
FReET, nicméné v dohledné dobé bude mozné funkci exportovat jako DLL (dyna-

micky pripojend knihovna) a pracovat tak v jakémkoli SW néstroji.
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4.2.4 Benchmark

V této podkapitole bude otestovan vytvoreny algoritmus (SW nastroj) na nékolika
prikladech dokazujicich spravnou implementaci popsanych teoretickych poznatku.
Nejprve je vzdy vytvoren PCe na zakladé vygenerovaného ED a nésledné je zpra-
covan dle typu vypoctu. Stochasticky model, stejné jako ED je vytvoren pomoci
SW FReET. Nasledné je exportovan do vytvoreného SW nastroje a vysledky jsou v

tabulce s textovym vystupem.

Sobolovy indexy

Nejprve je dilezité ovérit spravnou implementaci vypoctu Sobolovych indext, to je
provedeno na jednoduchém prikladu, u kterého je mozné analytické TeSeni, které je
dostupné v literature [6].

Matematicky model je vyjadfen polynomialni funkci se dvéma nezavislymi na-

hodnymi vstupnimi veli¢inami X7, Xo ~ N(0,1) v nasledujicim tvaru:

V=X +Xo+ X5 +X1Xo+3 (4.32)

Maximalni stupen polynomu p = 2, ED obsahuje 20 bodu a vysledna presnost
Q?* = 1. NiZe je zobrazen textovy vystup SW néstroje. Zakladni nastaveni PCe a
udaje o vygenerované mnoziné bazovych funkci jsou zobrazeny v levém sloupci a

vysledné tidaje o metamodelu v pravém sloupci:

PCe SETTINGS: RESPONSE SURFACE:
e Maximal order of polynomial: 2 e Mean value: 4,0000
¢ Q-norm for hyperbolic set: 1 e Variance value: 5,0000
e Target error estimation Leave-one-out: 1 ¢ Coefficient of determination R: 1
e Sparse PCe by LARS: True e Leave-one-out error Q: 1

e Order-adaptive PCe: False
o Total Sobol‘ indices
o Full size of polynomial chaos basis: 6 e Variable 1 = 0,4000
e Size of sparse hyperbolic basis: 6 e Variable 2 = 0,7999
o Size of experimental design: 20
e Size of sparse LAR basis: 5 e First Sobol‘ indices
e Variable 1 = 0,2000
e Variable 2 = 0,5999

Jelikoz je vypoctovy model ve formé polynomu, dosahli jsme 100% piesnosti
metamodelu Q% = 1, k tomu byl vyuZit algoritmus LAR, ktery identifikoval nutnych
5 ¢lenu PCe. Sobolovy indexy jsou naprosto identické s analytickym Fesenim (po

zaokrouhleni). Mzeme tedy prohlasit, Ze algoritmus pro vypocet Sobolovych indext

vvvvvv
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Prosté podepreny nosnik

Druhym analytickym pripadem pro ovéreni funkénosti SW néstroje je prosté po-
deptfeny nosnik s rovnomérnym zatizenim po celé délce dle Obr. 4.8 na konci pod-
kapitoly. Vypoctovy model obsahuje 5 nezavislych ndhodnych vstupnich veli¢in s

lognormalnim rozdélenim (LN) a charakteristikami dle tabulky 4.1.

Tab. 4.1: Stochasticky model prostého nosniku

Veli¢ina Stf. hodnota Smeérodat. odch. CoV

b (LN) 0.15m 0.075 m 5%
h(LN) 0.3m 0.015 m 5 %
E (LN) 30000 Mpa 4500 Mpa 15 %
¢ (LN) 10 kN/m 2 kN/m 20 %
L(LN) 5m 0.05 m 1%

Samotna funkce prihybu uprostied rozpéti prostého nosniku je poté nasledujici:

5 qL* bh3
v(Lj2) = @(]E_f 1= Tz (4.33)
Vystup SW nastroje v textové podobé jako v predchozim piikladu:
PCe SETTINGS: RESPONSE SURFACE:

e Maximal order of polynomial: 4 e Mean value: 8,3665
¢ Q-norm for hyperbolic set: 1 e Variance value: 6,4293
o Target error estimation Leave-one-out : 1 o Coeff. of determination R: 0,9999
e Sparse PCe by LARS : True e Leave-one-out error Q: 0,9999

e Order-adaptive PCe : False
o Total Sobol‘ indices

o Full size of polynomial chaos basis:126 e b =0,0292
e Size of sparse hyperbolic basis: 126 e h =0,2630
o Size of experimental design: 100 « L =0,0193
e Size of sparse LAR basis: 98 « E =0,2623

e q = 0,4563

¢ First Sobol‘ indices

« b=0,0269
« h=0,2461
« L =0,0175
« E=02453
e p=0,4341

V tomto pifpadé jiz neni mozné docilit Q% = 1, nicméné dle vysledkii jsme dosahli

velmi dobré aproximace pti vstupnim ED o velikosti 100 bod1i.
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Cilem tohoto prikladu je ovérit tvar sestavené funkce PCe a tedy odpovidajici
momenty matematické funkce. Referencéni hodnoty jsou ziskany pomoci SW néstroje
FReET, metodou LHS s poétem vzorkl 10%. Vysledky jsou shrnuty v tab. 4.2.

Tab. 4.2: Porovnani momentti PCe a LHS na prostém nosniku

Charakteristika PCe (ED=100) LHS (reference)
Stf. hodnota 8.3666 8.3687
Rozptyl 6.4294 6.4468

Z tabulky je patrna velmi dobra shoda vysledki momentové analyzy. Déle byla
provedena plné-pravdépodobnostni analyza simulac¢ni technikou LHS opét s poctem
vzorkidl 10* pro rtizné limitni hodnoty prithybu, hledanou veli¢inou byla pravdépo-
dobnost poruchy py pro funkci poruchy ¢(X) = viimir — vi/2 , kterd byla stanovena
SW FReET pomoci simula¢nich technik. V tomto ptipadé tedy slo o vyuziti PCe
jako metamodelu, na kterém byl proveden vypocet misto ptuvodni funkce. Vysledky

jsou shrnuty v nasledujici tabulce:

Tab. 4.3: Porovnani p; PCe a LHS na prostém nosniku

Limitni hodnota PCe (ED=100) LHS (reference)

15 mm 1.716E-2 1.719€-2
20 mm 1.017E-3 1.015E-3
25 mm 6.25E-5 6.18E-5
30 mm 4.3E-6 4.2E-6

Zhodnocenim vysledki lze konstatovat, ze implementace PCe do softwarového
nastroje je bezchybnd a je mozné jej vyuzit pro praktické aplikace. Byla ovérena

funkénost momentové analyzy, citlivostni analyzy i spoluprace se SW FReET.

q

VVV¢VVV¢V i
Young's modulus E Dh

Obr. 4.8: Schéma prostého nosniku
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5 TECHNIKY TYPU MONTE CARLO

Simulac¢ni techniky typu Monte Carlo jsou zaloZzeny na principu opakovaného nume-
rického Teseni matematického modelu Y = M(X), vzdy s jinym vektorem vstupnich
nahodnych velicin X. Stochasticka tloha je tim tedy prevedena na sérii determi-
nistickych vypocti. Nahodné veli¢iny jsou generované dle svého teoretického prav-
dépodobnostniho rozdéleni s vyuzitim vygenerovanych (pseudo)ndhodnych ¢isel na
intervalu (0, 1).

Prvni popsanou aplikaci simulac¢ni techniky je nejspise tzv. problém Buffonovy
jehly z roku 1777. Francouzsky matematik Georges-Louis Leclerc Comte de Buffon
se snazil odhadnout hodnotu ¢isla 7 ndhodnym vrhanim jehly na linkovany papir
a sledovanim, zda po dopadu protina linku. Po statistickém vyhodnoceni vysledkua
hodu obdrzel odhad 7. Samozirejmeé, se zvysujicim se mnozstvim opakovani pokusii
roste i presnost odhadu. V dnesni dobé jiz nepouzivame fyzikalni generatory nahod-
nych ¢isel (hraci kostka), ale tzv. generatory pseudondhodnych ¢isel ve formé SW
algoritmu. Pojem pseudonahodny predstavuje skutecnost, ze ¢isla jsou generovana
dle uré¢itého algoritmu a po nékolika milionech vypocti se opakuji.

Systematické vyuziti simula¢nich metod pomoci pocitace bylo provedeno az ko-
lem roku 1930, kdy je Enrico Fermi vyuzil pro vypocet vlastnosti neutronu. Stejny
postup byl poté aplikovan také v projektu Manhattan pti vyvoji atomové bomby.

Na konci 70. let se simulacni techniky zacaly vice rozvijet spolecné s rozvojem
vypocetni techniky. Vznikla metoda Latin Hypercube Sampling s nékolika modifika-
cemi. Vybrané simulac¢ni techniky typu Monte Carlo budou popsany v nasledujicich

podkapitolach.

5.1 Klasicka metoda Monte Carlo

Puvodni podoba simulaéni metody Monte Carlo (MC) predstavuje velmi nazorny
proces, ktery urcitym zptusobem simuluje readlné chovani modelu. Klasicka metoda
Monte Carlo generuje vektor vstupnich nadhodnych veli¢in v kazdém kroku zcela
nahodné pomoci generatoru pseudondhodnych ¢isel. Jednotlivé kroky vypoctu jsou
nasledujici:
e generace j realizaci i-té ndhodné veliciny X; dle vztahu z;; = E_l(um), kde
F~1(X) oznacuje odpovidajici inverzni distribu¢ni funkei a u; ; pseudondhodné
¢islo, viz Obr. 5.1
« opakovany vypocet matematického modelu Y; = M(X;) s j riznymi vektory
vstupnich ndhodnych veli¢in
o statistické zpracovani vysledkti nahodné veli¢iny Y a odhad stfedni hodnoty,

rozptyl a vyssich statistickych momentt
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Obr. 5.1: Generace jedné realizace metodou Monte Carlo

Velmi casta aplikace metody Monte Carlo v oboru spolehlivosti stavebnich kon-
strukei je pro vypocet pravdépodobnosti poruchy [38]. Matematicky model v tomto
pripadé predstavuje funkce poruchy ¢(X) a pomoci jejiho vy¢isleni ziskavame re-
zervu spolehlivosti Z definovanou v kap. 1. V piipadé Ze z; < 0 nastdva porucha
konstrukce, celkovy pocet takovych piipadii oznacme Ny a pocet provedenych simu-
laci IV, tento princip je zobrazen na 2D prikladu na Obr. 5.2. Poté pravdépodobnost

poruchy 1ze odhadnout nasledovné:

_ Ny

Pr=y5 (5.1)

Obr. 5.2: Vypocet py pro 2D pifpad



5.2. LATIN HYPERCUBE SAMPLING 45

Z popsaného principu vyplyva zavislost presnosti odhadu pravdépodobnosti po-
ruchy na celkovém poctu simulaci N a také na tadu odhadované pravdépodobnosti,
abychom ziskali dostatecny pocet realizaci v oblasti poruchy. Zminénou zavislost
popisuje nasledujici vztah pro vypocet variacniho koeficientu pravdépodobnosti po-
ruchy:

Up, = ! (5.2)

f /pr

Je zfejmé, ze pro velmi malé pravdépodobnosti poruchy, jako v pripadé staveb-

nich konstrukei, je nutny obrovsky pocet simulaci, z tohoto divodu byly vyvinuty

dalsi metody typu Monte Carlo jako naptiklad Latin Hypercube Sampling.

5.2 Latin Hypercube Sampling

Metody Latin Hypercube Sampling (LHS) jsou modifikované simula¢ni techniky
Monte Carlo, kdy N jednotlivych realizaci je vybirdno z N intervali definicniho
oboru distribu¢ni funkce (CDF) F(X) kazdé ndhodné veliciny X;. Kazdy takovy
interval ma stejnou pravdépodobnost 1/N. Z kazdého takového intervalu je vybrana
pravé jedna realizace ndhodné proménné, tim LHS zajistuje rovnomérné pokryti
prostoru nahodnych proménnych s mnohem mensim poctem realizaci ve srovnani s
klasickou metodou MC. Princip LHS je zobrazen na Obr. 5.3.

F(x) A
15
CDF
1 /
N /
N 7
I —— >/_?’
VA
3 /o
1 , _
0 Xi X

Obr. 5.3: Metoda Latin Hypercube Sampling

Podle zptsobu vybirani realizace uvnitt intervalu existuje nékolik variant LHS.
LHS-Median voli pro realizaci stied intervalu, coz vede k problémtm s generaci re-
alizaci z okrajovych ¢asti funkce hustoty pravdépodobnosti (PDF), které zésadné

ovliviuji sikmost a Spicatost rozdéleni nahodnych veli¢in. LHS-Random dle nazvu
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vybira realizaci uvniti intervalu pomoci pseudondhodného ¢isla. Posledni casto vy-
uzivanou variantou je LHS-Mean, ktera voli pro realizaci stfedni hodnotu intervalu.
Posledni zminéna metoda je v praktickych tlohach nejvyuzivanéjsi diky eliminaci
nevyhody LHS-Median.

Po vygenerovani jednotlivych realizaci vSech ndhodnych veli¢in je tfeba sestavit
vektory vstupnich nahodnych veli¢in (X;), k tomu se vyuziva tzv. tabulka nahod-
nych permutaci. Radky tabulky odpovidaji jednotlivym simulacim a kazdy sloupec
reprezentuje vstupni nahodnou velicinu. Ilustrativni priklad lze vidét na Tab. 5.1,

ktera je vytvorena dle [38].

Tab. 5.1: Tabulka nahodnych permutaci

Nahodné veli¢iny

1 2 3 4 5 6
9 1 10 4 1 1
4 5 3 7 10 2
g8 3 9 10 8 5
6 2 8 9 3 10
100 4 4 8 9 6
7 10 5 1 2 4
5 9 6 5 4 7
2 6 7 2 6 3
1 7 1 6 7 8
3 8 2 3 8 9

Simulacni techniky typu Monte Carlo jsou rozsahlou védni disciplinou a rtzné
jejich modifikace lze nalézt v dalsi odborné literature. Vyse popsané metody jsou
implementovany v softwarovém nastroji FReET a byly vyuzity pfi zpracovani této

diplomové prace.
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6 POUZITY SOFTWARE

6.1 FReET

FReET (Feasible Reliability Engineering Tool) je softwarovy nédstroj pro statistic-
kou, pravdépodobnostni a citlivostni analyzu vyvijeny na Ustavu stavebni mecha-
niky Fakulty stavebni Vysokého uceni technického v Brné [22]. FReET predstavuje
vicetucelovy program sdruzujici spoustu technik z oboru spolehlivosti a matematické
teorie pravdépodobnosti.

Tento software nachézi uplatnéni i pii praktickych aplikacich ve stavebnictvi,
diky moznosti propojeni s MKP programem ATENA. Pro takové propojeni je na-
vrzen softwarovy nastroj SARA — Structural Analysis and Reliability Assessment.

SARA nam umoznuje predat stochasticky model konstrukce, reseny dale pro-
gramem ATENA pomoci metody konecnych prvkia s implementovanymi principy
nelinearni lomové mechaniky. Stochasticky pristup je velice vhodny prave pri reseni
cementovych kompoziti, jelikoz namérené hodnoty vykazuji vysokou proménlivost.

V diplomové praci je FReET vyuzit nejen pro propojeni s MKP programem
ATENA a provedeni nékolika desitek vypocti, ale také s nové vytvorenym nastrojem
pro tvorbu metamodelu ve formé PCe, diky tomu bylo mozné ovérit jeho kvalitu bez

nutnosti implementace dalsich funkei.

Stochastic model 1
.Y R andom variables X
ﬁ Statistical corelation 5, M
-4 Sampling / Simulation ' o |
< Std Std N
)L, Simulation Results | : {
4 \ |
\ i |
. | . |
| I |
i |
2 | i
| i |
1 | i |
| i |
| i |
| i |
0.75 08 0.85 03 095 1 105 11 115 12 125 13 135
Category Variable Distribution support calculation Digits Plot
New = Name |Delete New  Inset | Delete Database  RawData  Detalls E = @PDF OCDF | Parameter
Marked variables Comparative values
Mo ]| Durbwion | Duvpes | em | w0 | [ [ [ s ]
1 x1 |chnorma| (2 par) j Moments & params j 1 0.1 0K
(2| % |Lognormal 2par) | Moments & params =l 01 0K
3] 3 [Deterministic | Moments = s OK.
4| xt |GumbelMin.EVI | Moments A = 12628 o164 | 11305 | 24 | o
i x5 Weibull min (3 par) ﬂ Moments & params ﬂ 34800 3688.8 0.24882 0K [y

Obr. 6.1: Prostredi SW FReET
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6.2 ATENA

Software ATENA vytvoreny firmou Cervenka Consulting [10] predstavuje komplexnf
feSeni inzenyrskych tloh pomoci metody konecnych prvki. Zvlasté pak je velmi
vhodny pro analyzu zZelezobetonovych konstrukei diky implementaci velmi detailnich
materidlovych modeli, které zahrnuji i vznik a sSiteni trhlin dle zasad nelinearni
lomové mechaniky.

Nesmirnou vyhodou programu je jeho mozné propojeni se SW FReET a nasledné
provedeni spolehlivostni analyzy. V pribéhu diplomové prace byl SW ATENA takto
vyuzit pro TeSeni nelinedrni analyzy stfesnich predpjatych nosniki.

Aktuélné existuje nékolik produkti ATENA, v diplomové praci byla vyuzita
aplikace ATENA Science, kterd jako preprocessor vyuziva SW treti strany GiD. Na-
sledné vytvori vstupni soubor, ktery je predan resici. Vyhodou tohoto pristupu je
moznost Upravy vstupniho souboru a provést tak znahodnéni modelu, timto postu-
pem pracuje také SW SARA.

Pomoci programu lze fesit statickou i dynamickou analyzu a navic i problematiku
pozarniho zatizeni konstrukce. Navic ma ATENA Science moderni a prehledny post-
processor, viz Obr. 6.2. Ziskané vysledky lze tedy velmi jednoduse vizualizovat a
prezentovat.
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Obr. 6.2: Prostredi SW ATENA [pfevzato z www.cervenka.cz]
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6.3 MATLAB

Interaktivni programové prostredi MATLAB predstavuje skriptovaci programovaci
jazyk vytvoreny pro technické a védecké tucely. Samotny nézev vychazi ze slov
MATrix LABoratory, tedy maticova laboratof, coz odpovida jednomu ze zéklad-
nich ryst jazyka — zdkladni datovou strukturou je matice.

Diky tomu, Ze neni nutné vytvaret vlastni funkce pro bézné matematické tikony,
hodi se prostiredi velmi dobfe pro vytvareni a testovani novych algoritmi, popiipadé
i tvoreni aplikaci. MATLAB mé rozsahlou uzivatelskou komunitu po celém svété a
je tedy mozné nalézt spoustu uzitecnych algoritmt. Dalsi velmi vyuzivanou funkci
prostifedi MATLAB je tvorba 2D i 3D grafu.

V diplomové praci byl MATLAB vyuzit pro testovani jednotlivych funkei nové
vytvoreného SW a pro vizualizaci nékterych vysledkt. Samotné prostredi lze vidét
na Obr. 6.3.
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Obr. 6.3: Prosttedi MATLAB
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6.4 I0-SUPPORT

IO-SUPPORT predstavuje podptrny program pro spolehlivostni vypocty, zvlaste
pak polo-pravdépodobnostni metody. SW nastroj je rozdélen na dvé ¢asti, prvni se
zabyva vstupnimi daty stochastického modelu tzn. stanoveni charakteristickych a
navrhovych hodnot a ve druhé c¢asti lze stanovit navrhovou hodnotu tnosnosti a
vytvorit jeji vizualizaci. IO-SUPPORT byl vytvoren jako soucast bakalarské prace
autora, vice informaci Ize tedy nalézt primo v bakalarské praci nebo webovych stran-
kach SW néstroje [14].

V diplomové praci byly vyuzity obé casti IO-SUPPORT. Nejprve byly stano-
veny charakteristické a navrhové hodnoty vstupnich materialovych charakteristik v
zalozce Inputs a nasledné vysledky MKP simulaci zpracovany v zalozce Response,
kterou lze vidét na Obr. 6.4.
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7 PRAKTICKA APLIKACE

Cilem diplomové prace byla aplikace zminénych pristupli na realny problém, kon-
krétné stresni zelezobetonovy predpjaty nosnik, ktery je predmétem rozsahlého vy-
zkumu. Na projektu spolupracovaly FAST VUT v Brné a IKI BOKU University
Wien za podpory rakouské firmy Franz Oberndorfer GmbH & Co KG. Cilem vy-
zkumu bylo co nejpresnéjsi namodelovani smykového poruseni stfesniho nosniku a
ziskani informaci o jeho piisobeni.

Prvni ¢asti projektu bylo rozsdhlé testovani betonovych vzorkt provedeného na
FAST VUT [23], na jehoz zdkladé vznikla databédze lomové-mechanickych parametri
[24, 27]. Databaze implementovanéd do softwaru FReET byla nasledné vyuzita pti
tvorbé stochastického modelu stresniho nosniku.

Ve druhé c¢asti byly testovany jiz realné stiresni nosniky. Vysledky zkousek slou-
zily jako data pro ovéreni vytvoreného nelinearnitho modelu konstrukce v konecné
prvkostnim softwaru ATENA.

Poslednim krokem bylo jiz samotné stochastické matematické modelovani nos-
niku pomoci metod prvni a druhé drovné. Béhem procesu bylo publikovano nékolik
odbornych c¢lanku, viz [32, 25]. A vytvoren autorsky software IO-SUPPORT [14],
blize popsany v bakalarské praci autora. V nasledujicich kapitolach je uveden souhrn

Je vhodné dodat, zZe zminény nosnik je zmenseny v poméru 1:6 vzhledem k origi-
nalni konstrukei. Zjisténi a zkusenosti ziskané v pribéhu vyzkumu budou v néasledu-
jicich mésicich aplikovany na realny nosnik. Nasledné budou stejné postupy apliko-
vany i na dalsi predpjaté nosniky jinych prufezi z produkce firmy Franz Oberndorfer

GmbH & Co KG. Na Obr. 7.1 jsou znazornény ilustrativné 3 prvky vyse popsaného

komplexniho pristupu celého vyzkumu.

C)

Obr. 7.1: a) lomové-mechanické experimenty; b) experiment nosniku v méritku 1:6;

c¢) matematicky MKP model - trhliny pii smykovém poruseni
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7.1 MKP model

Vypoctovy model destruktivni zkousky zmenseného predpjatého betonového T nos-
niku byl vytvofen na USTM FAST VUT v Brné Ing. Slowikem v programu ATENA
Science. V této podkapitole bude tedy pouze popis findlnitho modelu po vyladéni,
vice detailtt o postupu modelovani a dalsich detailech lze nalézt v odborném ¢lanku
[31].

Geometrie zmensenych nosnikii byla modelovana dle poskytnuté vykresové doku-
mentace: délka 5 m, vyska 0,3 m, sitka priruby 1,5 m a jeji tloustka 0,07 m. Stojina
je siroka 0,14 m a vysokda 0,23 m. Dale byla namodelovana vyztuz nosniku véetné

predpinacich kabeli, viz Obr.7.2.

.Reinforcemem @ 6 mm
DReiut’orcement @8 mm
.Rcinforcemcnt @ 12 mm
. Reinforcement @ 14 mm
|:] Reinforcement @ 20 mm
. Tendons ST 1570/1770

Obr. 7.2: Schéma namodelované vyztuze

Materialovy model pro beton byl zvolen jako CC3DNonLinCementitious2, ktery
vykazuje velmi dobré chovani pro tlohy nelinedrni lomové mechaniky. Betonaiska
vyztuz BST550 je modelovana pomoci 1D prvki se zvolenym materialem 1D Reinfor-
cement, definovany multilinearnim diagramem napéti-deformace. Predpinaci kabely
ST1570/1770 jsou modelovany obdobné, jen diagram napéti-deformace je bilinearni.

Schéma krivek je zobrazeno na Obr. 7.3.

7.2 Stochasticky model

Néasledné byl pomoci softwaru FReET vytvoren stochasticky model, ve kterém jsou
vyuzity informace z databaze lomové-mechanickych parametrii betonu vytvorené na
zakladé laboratornich zkousek. Nicméné po zavérech z bakalarské prace byla na-
vysena variabilita ndhodnych veli¢in betonu s ohledem na laboratorni podminky
testovanych vzorku. Statistické parametry oceli jsou prevzaty z JCSS [18]. Charak-
teristiky jednotlivych ndhodnych veli¢in jsou uvedeny v Tab. 7.1 a Tab. 7.2.

Kromé parametri betonu a oceli bylo nutné stanovit také parametry predpina-

cich kabeli. Jelikoz tato data nebyla zndma, musely byt pouzity hodnoty z literatury.
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Obr. 7.3: Pracovni diagram vyztuze

Tab. 7.1: Ndhodné veli¢iny betonu C50/60

Prameter Mean CoV [%] PDF Unit Material model Coment:
f. 77 164  GMBminEVI  [MPd]
f, 3.9 206 GMBmaxEVI  [MPd]
E 34,8 20,6 WBL min (3 par) [GPa] 3D Nonlinear Cementitious 2
Gy 2198 328  GMBmaxEVI [J-m?]
Density 00,0023 4 Normal [kton/m?]

Statistické parametry predpinacich kabeli byly stanoveny dle JCSS [18] a jsou zob-
razeny v Tab. 7.3. Navic je zde také uvazovana i predpinaci sila P jako ndhodna
veli¢ina.

V prubéhu testovani se ukazalo, zZe velkou roli hraje také ztrata predpéti, ktera je
stanovena analyticky dle JCSS [16] a aplikovana ve formé zatiZeni teplotou. Abychom
zohlednili zjednoduseni vypoctu pomoci analytického vztahu, byla aplikovana ne-
jistota dle nasledujici tabulky, kde I.L. znac¢i nejistotu okamzitych ztrat a L.T.L.
dlouhodobych ztrat.

Pri sestavovani stochastického modelu byla uvazovana statisticka zavislost veli-
¢in pouzitého betonu C50/60 dle Tab. 7.5 a oceli BST550 dle Tab. 7.6. Korelace

Tab. 7.2: Nahodné velic¢iny oceli BST550

Prameter Mean Cov [%] PDF Unit  Material model Coment:

E 200 2 Normal [GPa]

Multilinear diagram
Iy 610 4 Normal [M Pd]
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Tab. 7.3: Materidlové charakteristiky predpinacich kabelt pro stochasticky model

Prameter Mean Cov [%] PDF Unit  Material model Coment:

E 195 2.5 Normal [GPal o ) ) )
Bilinear diagram with hardening

Iy 1387,88 2 Normal [M Pal

P 0,0835 6 Normal [MN] Initial strain for reinforcement line

Tab. 7.4: Nejistota vypoctu ztrat predpéti

Prameter Mean Cov [%] PDF  Unit

I.L. 1 10 Normal [—]
LT.L. 1 10 Normal [—]

materidlovych charakteristik predpinacich kabel byla uvazovana také dle Tab. 7.6

a nejistota vypoctu ztrat byla korelovana korelacnim koeficientem 0,5.

Tab. 7.5: Statistickd zavislost veli¢in betonu C50/60

E ft .fc Gf

E 1 05 -08 05
£ 05 1 07 08
f. 08 07 1 -06
Gy 05 08 -06 1

S vyuzitim vytvoreného deterministického modelu byly tedy, pomoci softwaro-
vého baliku FReET/SARA, vytvoreny jednotlivé simulace, jejichz celkovy pocet je
31. Jelikoz je nasi snahou odhadnout statistické momenty smykové tinosnosti, lze
tento pocet povazovat za dostatecny.

Kazda simulace obsahuje materidlové charakteristiky stanoveny pomoci softwaru
FReET (simula¢ni technika LHS-Mean). Jednotlivé simulace byly zpracovany fesi-
¢em ATENA a nasledné byla pro kazdou simulaci vyhodnocena kiivka zatiZeni-
posun. Vysledky byly statisticky zpracovany pro ziskani statistickych momentt na-

hodné veli¢iny maximalni inosnosti (vrchol kiivky zatizeni-posun).

7.3 Stanoveni navrhové hodnoty tinosnosti

Cilem analyzy stifesniho pfedpjatého nosniku je stanoveni navrhové hodnoty tinos-

nosti pro indexy spolehlivosti 5 = 3,8 dle metod uvedenych v kap. 2 a jejich porov-
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Tab. 7.6: Statisticka zavislost veli¢in oceli BST550 a predpinacich kabelti

E f,

E 1 06
fy 06 1

nani s hodnotou stanovenou pomoci simulacnich technik typu Monte Carlo.

7.3.1 Metoda dilcich soucinitelt bezpecnosti

Pro stanoveni navrhové hodnoty tinosnosti R4 dle metody dil¢ich soucinitelti bezpec-
nosti (PSF) je nutnd pouze jedna simulace MKP. Vstupni hodnoty materidlovych
charakteristik odpovidaji navrhovym hodnotam x4, urcenych na zakladé predpo-
kladu lognormalniho rozdéleni s momenty prevzatymi ze stochastického modelu.
Citlivostni soucinitel byl stanoven na hodnotu a = 0, 8 pro vSechny vstupni velic¢iny.
K 1celu vypoctu odpovidajiciho kvantilu byl vyuzit SW IO-SUPPORT, viz Obr.7.4.
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Obr. 7.4: Stanoveni vstupnich hodnot pomoci IO-SUPPORT

Na stfednich hodnotach byly ponechany nejistoty vypoctu ztrat predpéti, obje-

mova hmotnost betonu a hodnota predpinaci sily. Takto stanovené navrhové hodnoty
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vstupnich materialovych charakteristik jsou uvedeny v Tab. 7.7, jednotky jsou iden-
tické jako v kapitole 7.2. Index b znaci vyztuz BST550 a index t predstavuje oznaceni

pro predpinaci kabely.

Tab. 7.7: Vstupni vektor materidlovych charakteristik dle PSF

fe fi E Gy Density E, fp E  fyu P

rq 46,9 2,1 16519 83,17 0,0023 188 540 180 1306 0,0835

Hodnota navrhové inosnosti je stanovena jako vrchol kfivky zatiZzeni-posun (L-D
kiivka), kterd byla ziskdna MKP analyzou SW ATENA Science, viz Obr. 7.5. Vy-
sledna hodnota tinosnosti je navic dale redukovana soucinitelem modelové nejistoty

Yra = 1.006.

7.3.2 Metoda dle EN 1992-2

Pro stanoveni navrhové hodnoty tinosnosti R; dle metody uvedené v EN1992-2 je
opét nutnd pouze jedna simulace s upravenymi vstupnimi hodnotami a vysledek
MKP analyzy je navic redukovan globalnim soucinitelem bezpecnosti.

Hodnoty vstupnich materidlovych charakteristik betonu jsou stanoveny na za-
kladé charakteristickych hodnot vypoctenych pomoci IO-SUPPORT za predpokladu
lognormalniho rozdéleni jako v metodé dil¢ich souciniteli bezpecnosti. Navic jsou
redukovany dle kap 2.1.2.

Hodnoty ostatnich vstupnich materialovych charakteristik jsou ponechany na

stfednich hodnotach, vektor vstupnich veli¢in je v Tab.7.8.

Tab. 7.8: Vstupni vektor materialovych charakteristik dle EN1992-2

fe ft E Gy Density E, fp E fut P

rm 49,7 2,35 19603 109,5 0,0023 200 610 195 1387,88 0,0835

Navrhova hodnota tinosnosti je poté stanovena redukci vysledku MKP analyzy
dle vztahu 2.4. L-D kiivka ziskand MKP analyzou je zobrazena na Obr. 7.5.

Prvni dvé metody byly deterministické, ke stanoveni navrhové hodnoty tinosnosti
R, vyzadovaly pouze jednu simulaci MKP. Déle uvedené polo-pravdépodobnostni
metody budou vyzadovat vétsi pocet simulaci, ale ziskame také vice informaci o

nédhodné veli¢iné R.
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7.3.3 Metoda ECoV dle Cervenky

Prvni z polo-pravépodobnostnich metod je ECoV dle Cervenky. K vypoctu jsou
treba 2 simulace MKP bez ohledu na rozsah stochastického modelu, coz je velmi
vyhodné. Opét je zaveden predpoklad lognormalniho rozdéleni vstupnich materia-
lovych charakteristik, ale tentokrat také samotné veli¢iny R.

Vstupni vektory predstavuji charakteristické hodnoty a stfedni hodnoty materia-
lovych charakteristik, oba jsou uevedeny v Tab.7.9. Opét predpinaci sila P i nejistoty
vypoctu ztrat predpéti byly ponechany na strednich hodnotéach.

Tab. 7.9: Vstupni vektor materidlovych charakteristik dle ECoV

fe ft E Gy Density E, [fp E fut P

Ty 77 3,9 34800 219,8 0,0023 200 610 195 1387,88 0,0835
x589 2,78 23250 1299 0,0023 194 571 187 1343  0,0835

Néasledné byly provedeny dvée MKP simulace, jejichz vysledky predstavujici vr-
chol L-D diagramu byly pouzity pro odhad varia¢niho koeficientu a nasledné pro
stanoveni globalniho soucinitele bezpec¢nosti. Vysledné L-D kfivky jsou zobrazeny
na Obr. 7.5.
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Obr. 7.5: L-D kiivky metod 1. tirovné
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7.3.4 Metoda ECoV dle Schlune et al.

Narocnost vypoctu nasledujicich dvou metod je zavisla na velikosti stochastického
model. Aby bylo mozné tuto studii provést v co nejkratsim case, byla nejprve pro-
vedena citlivostni analyza ve formé variacnich koeficienttt pomoci umélych neurono-
vych siti, viz [25].

Na zakladé citlivostni analyzy byly vybrany pouze 3 ndhodné velic¢iny: Gy, f; a
E. Ostatni veli¢iny z puvodniho stochastického modelu jsou uvazovany jako deter-
ministické reprezentovany jejich stfednimi hodnotami.

S vyuzitim vztahti uvedenych v kap. 2.2.2 byly stanovené redukované vstupni
materidlové charakteristiky G, f; a £/ uvedené v Tab. 7.10, ostatni byly ponechany

na strednich hodnotéch.

Tab. 7.10: Redukce materidlovych charakteristik dle ECoV Schlune

fe fi E Gy Density E, fp E fut P

fia 7T 2,5 27560 106,8 0,0023 200 610 195 1387,88 0,0835

Celkem v této metodé byly tedy provedeny 3 simulace MKP analyzou, kdy
v kazdé byla pravé jedna materidlova charakteristika redukovdna na hodnotu z
Tab.7.10 a zbytek ponechan na stfednich hodnotach. Navic byla provedena jedna
simulace se stfednimi hodnotami.

Shrnuti 1ze vidét v Tab. 7.11, ve které kazdy radek reprezentuje jednu simulaci
MEKP. Ovsem tento pocet je ziskan pouze diky citlivostni analyze a nasledné redukci

stochastického modelu.

Tab. 7.11: Vstupni vektor materidlovych charakteristik dle ECoV Schlune

fe i 1) Gy Density E, fp E fut P

MKP o, 77 3,9 34800 219,8 0,0023 200 610 195 1387,88 0,0835
MK P, 77 2,5 34800 2198 0,0023 200 610 195 1387,88 0,0835
MKP, 77 3,9 27560 219,8 0,0023 200 610 195 1387,88 0,0835
MKPs 77 3,9 34800 106,8 0,0023 200 610 195 1387,88 0,0835

Variabilita modelu je reprezentovana pomoci variacniho koeficientu v, = 0,1,
variabilita geometrie je uvazovana nulova. Na zakladé stanoveného celkového vari-

acniho koeficientu odezvy konstrukce je stanovena tinosnost Ry dle vztahu 2.15.
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7.3.5 Numericka kvadratura dle Rosenblueth

Posledni bézné uzivanou navrhovou metodou 1. tirovné predstavuje numericka kva-
dratura dle Rosenbueth popsana v kap. 2.2.3. Tato metoda je vypocetné zdaleka
kosti stochastického modelu. Opét tedy byla k redukci stochastického modelu vy-
uzita citlivostni analyza ve formé variacnich koeficientl zpracovana pomoci umeélé
neuronové sité jako v predchozim pripadé.

Pro stanoveni navrhové hodnoty tinosnosti je v tomto pripadé numericka kvadra-
tura vyuzita pro odhad stfedni hodnoty a rozptylu tinosnosti konstrukce. Samotna
navrhova hodnota je poté urcena dle vztahu 2.6.

Celkem bylo provedeno 8 simulaci MKP, které jsou pro 3 rozmérny prostor vr-
choly kvadru o stranach 2oy,, dle Obr.7.6.
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Obr. 7.6: Znazornéni numerické kvadratury 3D

Vahové koeficienty P odpovidajici jednotlivym bodim jsou stanoveny dle indext

nasledovné:

1
Piiy = g(l + p12 £ pas £ p31) (7.1)

kde p predstavuji korelacni koeficienty. Suma vsech takto stanovenych vahovych
koeficienttt je rovna 3%, P; = 1.

V nasledujici tabulce jsou uvedeny vstupni materidlové charakteristiky jednotli-
vych simulaci spolu s vdhovymi koeficienty. Nahodné veli¢iny neuvedené v tabulce

jsou ponechany na stfednich hodnotach.
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Tab. 7.12: Vstupni vektor materidlovych charakteristik dle Rosenblueth

simulation Gy F, E index weight coefficient
1 291,9 4.7 43460 Py, 0,35
2 291,9 4.7 26140 P, _ 0,1
3 2919 3.1 43460 P, . 0,025
4 1477 4.7 43460 P, . 0,025
5 1477 4.7 26140 P_,_ 0,025
6 1477 3.1 43460 P__, 0,1
7 2919 3.1 26140 P,__ 0,025
8 1477 3.1 26140 P___ 0,35

Vysledky ziskané MKP analyzou jsou nasledné zpracovany pro stanoveni stredni
hodnoty a rozptylu tinosnosti konstrukce dle vztahu 2.16. Odhad stfedni hodnoty
E(Y) je poté dén vztahem:

E(Y) %Zszz (7.2)

Rozptyl tnosnosti o2 lze nasledné stanovit jako:

o [2 P y] B (73)
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7.4 Sestaveni metamodelu ve formé PCe

Pro sestaveni metamodelu ve fromé PCe byl vyuzit nové vytvoreny software popsany
v kapitole 4.2. Cilem je vytvorit analytickou aproximacni funkci ve formé PCe,
kterou bychom mohli vyuzit dale pro momentovou a citlivostni analyzu.

Mnozinu tréninkovych boda (ED) tvori 31 simulaci generovanych LHS pomoci
SW nastroje FReET a odpovidajici vysledky ziskané MKP analyzou provedenou
v SW ATENA Science. Dodejme, ze vysledky jsou po kroku 2 kN. Pro co nejlepsi
pokryti navrhového prostoru byla zvolena metoda vzorkovani LHS-Mean. Je vhodné
dodat,ze jedna simulace MKP probiha zhruba 6 hodin, proto je vyuziti metamodelu
velmi vhodné.

Zakladni nastaveni tvorby PCe bylo provedeno ve dvou variantach, nejprve s
plnou mnozinou bazovych funkei AM?. Dle doporuceni literatury [4] je vhodné sta-
novit maximalni stupen pouzitého polynomu p = 3 — 5, pro tento konkrétni priklad
byl zvolen jako p = 3. Mnozina AM? obsahuje v tomto piipadé P = 455 ¢lentl.
Abychom mohli provést regresni vypocet koeficientil, je nutné, aby ED obsahoval
minimalné tolik bodu jako pocet ¢leni P = 455. Neni tedy mozné timto postupem
sestavit PCe, to bylo také ptivodni motivaci k sestaveni adaptivniho algoritmu tak,
jak je popsan v kap. 4.2.2.

V aplikaci byl vyuzit algoritmus LAR a vzhledem k nizkému maximéalnimu stupni
polynomu nebyl pouzit adaptivni algoritmus pro jeho postupné zvysSovani. V tomto
piipadé nejvhodnéjsi mnozina A™® pro dany ED obsahuje pouze 9 ¢lentt. To zna-
mena, ze nékteré veliciny do vypoctu viibec nevstupuji, coz znamena jistou apro-
ximacni chybu. Vice detailii o vyuzitych ¢lenech bude zfejmé z citlivostni analyzy.
Pro lepsi vysledek by bylo nutné navysit pocet trénovacich/uéicich bodi.

Prvni vyuziti PCe metamodelu je k odhadu stfedni hodnoty a smérodatné od-
chylky tinosnosti nosniku, to 1ze provést jednoduchym post-proceesingem tak, jak je
popsano v kap. 4.2.3. Pro porovnéni jsou v Tab.7.13 uvedeny hodnoty ziskané refe-
ren¢ni analyzou metodou LHS-Mean, jak byla popsana vyse. Jak lze vidét z porov-
nani, metamodel dosahl velmi podobnych vysledki, které jsou v tabulce zaokrouh-
leny na celé kN. Vzhledem k malému poc¢tu simulaci LHS budou charakteristiky
stanoveny pomoci PCe vyuzity jako referenéni hodnoty k porovnani s navrhovymi

metodami 1. Girovneé.

Tab. 7.13: Porovnani momentu stanovenych PCe a LHS na praktické tloze

Charakteristika PCe LHS (reference)
Sti. hodnota [kN] 196 198
Smeérodat. odchylka [kN] 25 26
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Nasleduje textovy vypis SW nastroje, ve kterém lze zjistit vSechny potiebné

udaje o vytvoreném metamodelu. Sobolovy indexy zde zobrazeny nejsou, budou

rozebrany zvlasté v kap. 7.6.

PCe SETTINGS:

Maximal order of polynomial: 3

Q-norm for hyperbolic set: 1

Target error estimation Leave-one-out: 0,95
Sparse PCe by LARS: True
Order-adaptive PCe: False

Full size of polynomial chaos basis:455
Size of sparse hyperbolic basis: 455
Size of experimental design: 31

Size of sparse LAR basis: 9

SURROGATE MODEL:

Mean value: 195,8303
Variance value: 699,8746
Coefficient of determination R: 0,9630

Leave-one-out error Q: 0,9093

Jak lze vidét, kvalita metamodelu dle kiizové validace je 91%. Coz neni pozado-

vanych 95% ale pro ucely odhadu momentu a citlivostni analyzu je to postacujici.

Pokud bychom zvysovali pocet bazovych funkci, objevuje se fenomén prefitovani,

kdy koeficient R? roste a blizi se jedné ale Q? prudce klesa.

PCe byl vyuzit pro vypocet 5000 simulaci vygenerovanych LHS-Mean. Vysledny

tvar rozdéleni pravdépodobnosti inosnosti nosniku se blizi normalnimu rozdélent,

coz lze vidét na Obr. 7.7. Je zajimavé dodat, ze vypocet probéhl v fadech minut.

Obr. 7.7: Histogram mezniho stavu tinosnosti ziskany pomoci PCe



7.5. POROVNANI NAVRHOVYCH HODNOT UNOSNOSTI 63

7.5 Porovnani navrhovych hodnot tinosnosti

Cilem diplomové préace je stanoveni navrhovych hodnot tinosnosti stresniho pred-
pjatého nosniku pomoci polo-pravdépodobnostnich metod a jejich srovnani.

Jelikoz polo-pravdépodobnostni metody jsou zavislé na korektnim odhadu stfedni
hodnoty a varia¢nim koeficientu, nejprve je uvedena studie, kterd porovnava prave
odhady téchto dvou veli¢in vzhledem k pocétu nutnych simulaci.

Navic je pro porovnani uveden také odhad pomoci metody LHS-Mean s riznym
poctem simulaci.

Na Obr. 7.8 je zobrazen vyvoj stfedni hodnoty v zavislosti na poc¢tu potrebnych

simulaci a s tim spjatou vypocetni narocnosti.
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Obr. 7.8: Odhad stfedni hodnoty dle jednotlivych metod

Jako referencni hodnota byla stanovena stfedni hodnota ziskana pomoci meta-
modelu ve formé PCe dle kap. 7.4, nicméné tato hodnota také odpovida metodé
LHS se 31 simulacemi dle kap. 7.2.

Dilezitym zavérem je Spatny odhad numerické kvadratury dle Rosenbluetha,
ktery by se dal pravdépodobné odstranit zvySenim poctu navrhovych bodi, s ¢im
by se ale také zvysovala vypocetni narocnost.

Velmi zajimavy je vysledek simulace se sttednimi hodnotami vstupnich ndhod-
nych veli¢in. Ukazalo se tedy, ze predpoklad ECoV metod o rovnosti vysledku simu-
lace se sttednimi hodnotami a stfedni hodnoty odezvy je v tomto pripadé spravny.

Nésledujici Obr. 7.9 zobrazuje stejnym zpusobem vyvoj variacniho koeficientu

odezvy konstrukce vy dle jednotlivych metod.
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Obr. 7.9: Odhad variacniho koeficientu dle jednotlivych metod

Opét odhad dle PCe je v souladu s hodnotou stanovenou pomoci LHS-Mean s
31 simulacemi a muze byt tedy povazovan za referencni.

Jak lze vidét, metoda ECoV dle Cervenky, ackoliv méla spravny odhad st¥edni
hodnoty, vysoce podhodnotila variabilitu tinosnosti konstrukce. Naopak metoda
ECoV dle Schlune vykazuje velmi dobrou shodu s referenc¢ni hodnotou.

Disledek vyse zminénych zjisténi jde vidét na stanovené navrhové hodnoté tinos-
nosti dle jednotlivych metod na Obr. 7.10.
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Obr. 7.10: Navrhové hodnoty tinosnosti dle jednotlivych metod
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Podle ocekavani jsou deterministické metody dle EN 1992-2 a Metoda dil¢ich
souciniteltt bezpecnosti (PSF) velmi konzervativni. Numerickd kvadratura dle Ro-
senbluetha je ze vsech zminénych polo-pravdépodobnostnich metod nejvice vypo-
cetné narocna, avsak vysledek je také velmi konzervativni.

Metoda ECoV dle Schlune je naopak idealnim pomérem mezi vypocetni naroc-
nosti a presnosti stanovené navrhové hodnoty inosnosti. Nicméné pro vétsi stochas-
tické modely je vhodnéjsi vyuzit metod ndhradni plochy odezvy, poptipadé vzor-
kovaci metodu LHS-Mean. Je vhodné dodat, ze v souladu s predpokladem ECoV
je pro metody PCe a LHS predpokladano lognormalni rozdéleni pravdépodobnosti
unosnosti konstrukce.

Velmi prekvapivy vysledek je stanoveny cCasto vyuzivanou metodou ECoV dle
Cervenky. Vzhledem k silnému podhodnoceni variability inosnosti stanovila velmi
vysokou navrhovou hodnotu tnosnosti. Tento zavér se da nalézt také v nékolika
odbornych c¢lancich [1, 5]. Vysledky diplomové prace byly publikovany ve formé

odborného ¢lanku [26] a budou slouzit pro dalsi diskuzi ohledné vyvoje metod ECoV.
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7.6 Citlivostni analyza pomoci PCe

Vzhledem k vytvorenému metamodelu ve formé PCe je velmi vhodné zpracovat také
citlivostni analyzu. Presnéji se jedna o citlivostni analyzu pomoci Sobolovych indext
tak, jak je popsdana v kap. 3.2.2. Tento proces nevyzaduje zadné dalsi vypocetni
naroky, jedna se pouze o post-processing aproximacni funkce. Samotny algoritmus
lze nalézt v kap. 4.1.5.

Vysledné totalni Sobolovy indexy lze vidét ve formé vysecového diagramu na
Obr. 7.11. Je vhodné poznamenat, ze tyto vysledky neodpovidaji provedené citli-
vostni analyze ve formé variacnich koeficient s vyuzitim umélé neuronové sité. Po
kontrolnim vypoctu pomoci MKP se snizenou tlakovou pevnosti betonu lze odhad-

nout, ze uméla neuronova sit chybné zanedbala vliv tlakové pevnosti betonu f..

Total Sobol’ indices PCe
I.L2%

Gf 12%

Ft 19%

E3% Fc 64%

Obr. 7.11: Totalni Sobolovy indexy dle PCe

V nasledujici Tab. 7.14 lze vidét textovy vystup SW néastroje, ze kterého lze
jasné vidét, které bazové funkce byly vybrany pro tvorbu PCe pomoci algoritmu
LAR. Z textového vypisu sestaveného metamodelu v kap. 7.4 bylo vidét, ze aproxi-
macni funkce se sklada pouze z 9 ¢lenti a stochasticky model ma 12 veli¢in. Z toho
vyplyva, ze nékteré ¢leny byly bud zanedbany, a nebo byly vyjadieny pomoci ¢lent,
které obsahovaly vice veli¢in najednou. Odpovéd na tuto otazku lze ziskat ptimo vy-
pisem funkce PCe nebo u vétsich modeltt vhodnéjsim pristupem pomoci Sobolovych
indexti. Sobolovy indexy prvniho fadu vyjadiuji vliv clenti, které obsahuji pouze

urcitou veli¢inu a Totalni Sobolovy indexy vyjadiuji vliv vSech ¢lenti, které obsahuji
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urcitou veli¢inu, tedy i interakci s jinymi. Na zdkladé Tab. 7.14 muzeme Tici, ze za-
nedban byl vliv variability predpinaci sily a nejistoty vypoctu dlouhodobych ztrat.
Veli¢iny, které maji nulovy Soboltiv index prvniho radu, ale Totalni Soboliv index

jiz nulovy neni, jsou ve vypoctu zohlednény vlivem interakce s jinymi veli¢inami.

Tab. 7.14: Sobolovy indexy

Total Sobol First Sobol

1.L. 0,014 0,014
L.L. 0 0
fe 0,641 0,641
E 0,030 0,030
P 0 0
f 0,194 0,194
Gy 0,117 0,117
Density 0,002 0
Ey 0,002 0
fub 0,0002 0
E, 0,002 0.002

fut 0,0002 0
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8 ZAVER

Diplomova prace se zabyva pokrocilym navrhem konstrukei s vyuzitim spolehlivost-
nich metod. Konkrétné se jedna o pouziti polo—pravdépodobnostnich metod a na-
hradni plochy odezvy pro urc¢eni nadvrhové hodnoty tinosnosti. Dalsim vyznamnym
tématem souvisejicim s pokrocilym navrhem konstrukei je citlivostni analyza, proto
ji je v praci vénovana také vétsi pozornost.

Nejprve jsou predstaveny zdkladni metody teorie spolehlivosti a navrhové me-
tody 1. trovné pro stanoveni navrhové hodnoty tnosnosti pii vyuziti nelinearni
formy metody konecnych prvki. Jedna se o aktualni shrnuti bézné vyuzivanych i
méné znamych metod z normativnich dokumentt a védeckych publikaci. V zavéru
teoretické kapitoly je uvedeno srovnani jednotlivych metod s ohledem na vypocetni
narocnost, tedy pocet nutnych vypocti pomoci MKP.

Nasledujici kapitola se zabyva citlivostni analyzou vyuzivanou pro pokrocilé ana-
lyzy konstrukei. Jsou zde predstaveny tradicni metody pomoci Spearmanova kore-
la¢niho koeficientu a metody zalozené na principu Hoeffding-Sobol dekompozice.

Ve c¢tvrté kapitole je popsana metodologie metod nahradni plochy odezvy, ktera
je Casto vyuzivana pii spolehlivostnich vypoctech pomoci MKP, vzhledem k jeji
vypocetni narocnosti. Zvlastni pozornost je vénovana aktualni technice pro tvorbu
metamodelu ve formé polynomiélniho chaosu. V kapitole jsou popsany jak zakladni
teoretické principy, tak i implementace do nové vytvoreného SW nastroje. Je zde
ukazano, ze metamodel ve formé PCe je velmi efektivni pro momentovou a citlivostni
analyzu, diky ¢emuz je vyuziti této metody na vzestupu. Navrzeny SW néastroj
navic pracuje do znacné miry automaticky a je tedy vyuzitelny i pro méné zkusené
uzivatele.

Posledni teoreticka kapitola obsahuje popis zakladnich technik typu Monte Carlo
hojné vyuzivanych v pravdépodobnostnich vypoctech.

Prakticka aplikace popsanych metod je ukdzana na tloze stanoveni navrhové
hodnoty tnosnosti stiesnitho predpjatého Zelezobetonového nosniku porusovaného
smykem. Jednda se o soucast dlouhodobého vyzkumu s firmou Franz Oberndorfer
GmbH & Co KG. Tvorba stochastického modelu a nékteré polo-pravdépodobnostni
vypocty byly provedeny jiz béhem bakalarské prace, nicméné na zakladé vysledki
bylo rozhodnuto o zvysSeni variability vstupnich veli¢in. Diplomova prace v tomto
misté navazuje a pracuje jiz s upravenym stochastickym modelem. Nejprve byly
stanoveny navrhové hodnoty tinosnosti dle normovych a polo-pravdépodobnostnich
metod definovanych pro nelinearni analyzu. V praci je popsana prakticka aplikace
a stanoveni vektort vstupnich nahodnych veli¢in pro MKP dle jednotlivych metod.

Néasleduje praktickda tvorba metamodelu ve formé PCe vyuzitim nové vytvo-

feného SW nastroje. U¢ici mnozina obsahuje 31 simulaci vygenerovanych pomoci
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metody LHS-Mean a odpovidajici inosnost ziskana MKP. Statistické zpracovani
vysledkl uc¢ici mnoziny zaroven slouzi jako kontrolni hodnota jak metamodelu, tak
i stanovené navrhové inosnosti.

Porovnani moznych pristupt tedy obsahuje polo-pravdépodobnostni metody, me-
tamodel a plné-pravdépodobnostni pristup metodou LHS-Mean. Ze srovnani stano-
venych navrhovych hodnot tinosnosti stfesniho predpjatého nosniku lze vyvodit né-
kolik zaveérii. Nejprve byla ovérena funkénost SW nastroje pro tvorbu metamodelu
ve formé PCe pro praktické vyuziti diky moznosti porovnéani ziskanych vysledki s
referencni hodnotou. Srovnanim odhadu stfedni hodnoty a variacniho koeficientu
jednotlivych metod a metody LHS-Mean s ohledem na vypocetni narocnost lze kon-
statovat, ze nejefektivnéjsim pristupem je metoda ECoV dle Schlune. Naopak odhad
varia¢niho koeficientu metodou ECoV dle Cervenky v tomto piipadé nevede ke sta-
noveni bezpecné navrhové hodnoty, coz lze vidét ze srovnani stanovenych hodnot.

Zéavérem je provedena citlivostni analyza ve formé Sobolovych indexi. Jelikoz
je tato metoda casto realizovana pomoci metod typu Monte Carlo a je tedy velmi
¢asové narocnd, neni pro praktické tlohy bézné vyuzivana. Z tohoto divodu v této
praci byl vyuzit aktualné nejefektivnéjsi zptisob vypoctu, a to pomoci metamodelu
ve formé PCe. Vysledky citlivostni analyzy odpovidaji predpokladu o dilezitosti
materialovych charakteristik betonu.

Diplomovéa prace ucelené prezentuje moznosti stanoveni navrhové hodnoty tinos-
nosti pti vyuziti nelinearni analyzy MKP. Ziskané zavéry lze vyuzit pri dalsim roz-
voji polo-pravdépodobnostnich metod a pri pokrocilé vypocetné narocné analyze
konstrukei pomoci metamodelu ve formé PCe.
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LITERATURA

SEZNAM SYMBOLU, VELICIN A ZKRATEK

R nahodna veli¢ina odolnosti konstrukce
E  ndhodné veli¢ina zatizeni konstrukce
pr  pravdépodobnost poruchy
7 nahodné veli¢ina rezervy spolehlivosti konstrukce
F distribucni funkce ndhodné veliéiny
distribu¢ni funkce normalizovaného normalniho rozdéleni
F~1 inverzni distribu¢ni funkce ndhodné veliciny
¢~! inverzn{ distribu¢ni funkce normalizovaného normalniho rozdéleni
6] index spolehlivosti dle Cornella
a  vahovy soucinitel (citlivostni soucinitel)
1 stfedni hodnota nahodné velic¢iny
o?  rozptyl ndhodné veli¢iny
o smérodatna odchylka ndhodné veli¢iny
MKP metoda konecnych prvki
PSF metoda dil¢ich souciniteli bezpecnosti (partial safety factor)
y soucinitel bezpecnosti
Ty stfedni hodnota pro ECoV metody
zr  charakteristickd hodnota
rqy  navrhova hodnota
R4 navrhova hodnota tinosnosti
ECoV odhad varia¢niho koeficientu (estimation of coefficient of variation)
R,, stfedni hodnota unosnosti konstrukce

R(X,,) vysledek simulace se stfednimi hodnotami materidlovych charakteristik
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R(X}) vysledek simulace s charakteristickymi hodnotami materidlovych

VR
Uy
Vg

Um

charakteristik

celkovy variacni koeficient odezvy konstrukce
variac¢ni koeficient odezvy zpltisobeny materialem
variacni koeficient odezvy zpiisobeny geometrii

variac¢ni koeficient odezvy zpltisobeny modelem

E(Y™) odhad Y-tého momentu ndhodné veli¢iny

P
PCe

ED

STi
SW
MC
LHS
fi

fe

Po

ty

korela¢ni koeficient dle Spearmana

rozvoj ve formé polynomialniho chaosu (Polynomial Chaos expansion)
nahodné veli¢ina v nezavislém standardnim normélnim prostoru
mnozina tréninkovych bodu pro metamodel (Experimental Design)
Soboltiv index prvniho radu

Totalni Soboliv index

software

metoda Monte Carlo

metoda Latin Hypercube Sampling

tahova pevnost betonu

tlakova pevnost betonu

objemova hmotnost

lomova energie

modul pruznosti

tahova pevnost oceli



