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ÚVOD 

V posledních letech se vzrůsta j íc ím výpoče tn ím výkonem a přísnějšími požadavky 

na ekonomický náv rh konstrukcí projektanti často využívají nel ineární analýzu pro 

přesnější návrh . P ř i využi t í metody konečných p rvků se zohledněním mater iá lové a 

geometrické nelinearity však dochází k několika p r o b l é m ů m se s tanovením návrhové 

hodnoty únosnost i . V tomto př ípadě to t iž nepla t í princip superpozice a nelze ko

rek tně využí t běžnou metodu návrhu , konkré tně dílčí součinitele bezpečnost i . Bylo 

proto vyvinuto několik tzv. po lo-pravděpodobnos tn ích metod pro splnění požadavku 

bezpečného návrhu . 

Pro konstrukce významné , popř ípadě pro sériové prefabrikované prvky, je vhodné 

využí t sofistikovanějších, ale výpočtově náročnějších spolehlivostních metod. Mez i 

takové metody pa t ř í p lně -p ravděpodobnos tn í p ř í s tup a metody n á h r a d n í plochy ode

zvy. Cílem je stanovit návrhovou hodnotu únosnos t i zaručující požadovanou úroveň 

bezpečnost i definovanou v normat ivn ích dokumentech. Pro optimalizaci návrhu i 

výroby konstrukcí je t aké vhodné provést cit l ivostní analýzu, na tomto poli je v 

posledních letech ř a d a nových p ř í s tupů a zdokonalených metod vhodných právě pro 

nel ineární analýzu. 

Diplomová práce pojednává o t é m a t u s tanovení návrhové hodnoty únosnost i při 

využi t í nel ineární analýzy konstrukce s využ i t ím normových i a l te rna t ivních spoleh

livostních metod. Dále se také p o d s t a t n á část zabývá citl ivostní analýzou a tvorbou 

n á h r a d n í plochy odezvy ve formě polynomiáln ího chaosu. Právě různé typy n á h r a d n í 

plochy odezvy velmi redukuj í výpoče tn í náročnos t pokroči lých spolehlivostních ana

lýz. Popsané poznatky a principy byly implementovány do obecně použi te lného soft

warového nás t ro je využi tého v prakt ické část i diplomové práce . 

Praktickou aplikaci předs tavených p ř í s tupů předs tavuje cit l ivostní ana lýza a sta

novení návrhové hodnoty únosnos t i na s t řešním p ř e d p j a t é m železobetonovém nos

níku porušovaném smykem. V t é to části diplomová práce navazuje na baka lářskou 

práci a využívá její poznatky. 

Závěry t é t o práce budou dále využi ty pro náv rh a analýzu dalších t y p ů nosníků 

firmy Franz Oberndorfer G m b H & Co K G , k t e r á se v ý z n a m n ě účas tn i la výzkumu 

tohoto t é m a t u a poskytla podklady pro analýzu nosníků. 
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1 ÚVOD DO TEORIE SPOLEHLIVOSTI 

Obecně jsou vs tupn í veličiny při posudku konstrukce považovány za náhodné . P ř i 

využi t í ak tuá ln ích determinis t ických návrhových metod jsou vs tupn í veličiny repre

zentovány jejich návrhovou hodnotou zpravidla upravenou pomocí součinitelů bez

pečnost i . Základní myšlenkou p ravděpodobnos tn ího p ř í s tupu je s tanovení n á h o d n é 

veličiny pro zat ížení konstrukce E a odolnost konstrukce R, k te ré jsou reprezento

vány p ř ímo urč i tou hustotou p ravděpodobnos t i / [38]. 

P o d m í n k u pro ověření spolehlivosti konstrukce u p ravděpodobnos tn ích metod, lze 

stanovit jako: 

R-E>0 (1.1) 

Hodnotu na levé s t raně nerovnice můžeme považovat za rezervu spolehlivosti Z. 

Pravděpodobnos t , že nastane mezní stav konstrukce lze stanovit následovně: 

pf = P(R-E < 0) = P(Z < 0) (1.2) 

Pro určení hustoty fnij-) a /^(e) vs tupních veličin mus íme zná t jejich charakte

ristiky, k teré s tanovíme pomocí teorie p ravděpodobnos t i a ma tema t i cké statistiky. 

Jelikož jsou vs tupn í veličiny považovány jako náhodné , p ravděpodobnos t poruchy 

nemůže být nulová, proto mus íme př ipus t i t u rč i tou mí ru rizika. 

Pravděpodobnost poruchy můžeme stanovit pomocí p ř ímé integrace. V obec

ném integrá lním vztahu předs tavuje D f oblast poruchy, kde rezerva spolehlivosti 

Z = g(Xi, X2,..., Xn) < 0 a f(X1,X2,..., Xn) p ředs tavuje funkci sdružené hus

toty p ravděpodobnos t i náhodných veličin X [38]. 

pf= í f(X1,X2,...,Xn)dX1,dX2,...,dXn (1.3) 
JDf 

Analyt ické řešení výsledných integrálů je velice složité a u komplikovanějších 

p ř ípadů nemožné. Proto bylo vyvinuto několik numerických metod. Nej využívanější 

jsou simulační metody typu Monte Carlo. 

Nevýhodou simulačních technik je však p o t ř e b a velkého množs tv í opakování ře

šení funkce poruchy g(Xi,X2,..., Xn) vždy s j i ným n á h o d n ě generovaným vektorem 

vs tupních veličin. Tato nevýhoda se s tává často nepřekona te lným prob lémem v pří

padech, kdy využíváme pro modelování chování konstrukce metodu konečných p rvků 

( M K P ) , zvláště pak nel ineární analýzu pomocí metody konečných p rvků ( N L M K P ) . 

Z tohoto důvodu je p ř e d m ě t e m ak tuá ln ího výzkumu redukce výpoče tn í náročnos t i . 
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V normat ivn ích dokumentech se často nevyužívá teore t ická p ravděpodobnos t po

ruchy jako ukazatel spolehlivosti konstrukce ale je zaveden tzv. Index spolehlivosti (3. 

Přesněji řečeno j e d n á se o index spolehlivosti definovaný s p ředpok ladem normáln ího 

rozdělení veličiny Z jako obrácená hodnota var iačního koeficientu, viz Obr. 1.1. 

Vztah mezi p ravděpodobnos t í poruchy p f a indexem spolehlivosti (3 je následující: 

kde 4> p ředs tavuje dis t r ibuční funkci s t anda rdn ího normáln ího rozdělení. 

Závazné hodnoty pro Českou republiku lze nalézt v no rmě ČSN E N 1990 [11]. 

Liší se v závislosti na typu mezního stavu, referenční době a t ř ídě spolehlivosti. 

V Tab.1.1 jsou zobrazeny minimáln í hodnoty indexu spolehlivosti pro mezní stav 

únosnost i . 

ß 

Tab. 1.1: Hodnoty součinitele j3 dle [11] 

Tř ída spolehlivosti 
Minimální hodnoty součinitele f3 

Referenční doba 1 rok Referenční doba 50 let 

R C 3 (velké důsledky) 

R C 2 (s t řední důsledky) 

R C 1 (malé důsledky) 

5,2 

4,7 

4,2 

4,3 

3,8 

3,3 

f z (z) 

Pf 

z 
-> 

Obr. 1.1: Index spolehlivosti ß 

Dodejme, že ve spojení s indexem spolehlivosti je v po lo-pravděpodobnos tn ích 

me todách využíván citl ivostní součinitel CHR, k t e rý je dle E C pro odolnost konstrukce 

aproximován na pevnou hodnotu a R ~ 0,8. Tento součinitel se využívá v p ř ípadě 
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s tanovení návrhové hodnoty únosnost i konstrukce, pokud n e m á m e k dispozici náhod

nou veličinu zat ížení E, p ředs tavuje tedy zohlednění separace R a E. Více informací 

o t é to technice je uvedeno v kap. 2.2. 

Součinitele a a j3 jsou využívány také v m e t o d ě dílčích součinitelů bezpečnost i 

pro s tanovení návrhových hodnot vs tupních mater iá lových charakteristik. V tomto 

př ípadě je pro dominan tn í veličiny Oí ~ U, o cl Oí ~ 0,4-0,8 ~ 0, 32 pro nedominan tn í 

veličiny, více deta i lů o odvození lze nalézt v normě [11]. 

Př i náv rhu konstrukce pomocí N L M K P je jednou z hlavních úloh projektanta 

stanovit návrhovou hodnotu únosnost i konstrukce. M i m o normové postupy, v litera

tu ře existuje i několik a l te rna t ivn ích p ř í s tupů s cílem odhadnout odezvu konstrukce 

a stanovit návrhovou hodnotu únosnost i se zaručenou požadovanou mírou bezpeč

nosti. 

Teorie spolehlivosti s tavebních konst rukcí obecně dělí návrhové metody do 3 úrovní 

dle komplexnosti (náročnost i) výpoč tu : 

1. úroveň zahrnuje metody využívající pouze jednu „charakter is t ickou" hodnotu 

k popisu n á h o d n é veličiny, viz kap. 2 

2. úroveň již vyjadřuje n á h o d n ě veličiny pomocí s ta t is t ických p a r a m e t r ů , pa t ř í 

sem metody aproximující plochu odezvy konstrukce explici tně vyjádřenou jed

noduchou funkcí, viz kap. 4 

3. úroveň popisuje vs tupn í n á h o d n é p roměnné pomocí vhodného rozdělení prav

děpodobnos t i (p lně-pravděpodobnos tn í p ř í s tup) . S a m o t n á návrhová hodnota 

únosnost i nebo p ravděpodobnos t poruchy se řeší pomocí simulačních metod 

typu Monte Carlo, viz kap. 5 

Pokročilé metody náv rhu (2. a 3. úroveň) jsou časově náročné a navíc vyžadují 

znalosti z různých odvětví ma tema t i cké statistiky a p ravděpodobnos t i , teorie spo

lehlivosti a často i numerické matematiky. Jejich použi t í tedy není v praxi příliš 

běžné. 

Typ ickým prob lémem bývá závislost výpoče tn í náročnos t i na velikost stochas

tického modelu. V prakt ických úlohách je to t iž čas to s tochast ický model konstrukce 

značně rozsáhlý a kr i t ickým bodem se tedy s tává citl ivostní analýza, k t e rá n á m může 

pomoci v jeho redukci. 

Z důvodu komplikací , čas to i čistě ma tema t i cké /numer i cké povahy, při práci 

s pokroči lými metodami jsou projektanty preferované metody návrhu 1. úrovně. 

Nicméně i zde může citl ivostní ana lýza značně zefektivnit náv rh i výpočet , a je tedy 

důkladněj i p o p s á n a v kapitole 3. 
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2 NÁVRHOVÉ M E T O D Y 

Obecně se zde popisované metody liší v p o č t u a umís těn í tzv. návrhových bodů . T y 

lze definovat jako body v n-dimenzionáln ím prostoru, jejichž souřadnice reprezentují 

hodnoty vs tupních náhodných veličin. 

2.1 Deterministické metody 

Determinis t ické metody využívají ke s tanovení návrhové hodnoty únosnost i pouze 

jeden výpočet pomocí metody konečných p rvků ( M K P ) . Jsou tedy časově nejméně 

náročné , tento způsob je vhodný pro l ineární výpočty. Ak tuá lně normové dokumenty 

obsahují dvě běžně užívané metody výpoč tu . 

2.1.1 Dílčí součinitelé bezpečnost i (PSF) 

Nejjednodušší z popisovaných p ř í s tupů je metoda dle E N 1990 [7]. K v ý p o č t u je 

p o t ř e b a pouze jedna simulace s návrhovými hodnotami mater iá lových charakteris

tik. V diplomové práci nejsou využi ty tabelované dílčí součinitele bezpečnost i dle 

E N 1990, ale návrhová hodnota mater iá lových charakteristik je stanovena níže po

psaným postupem v závislosti na požadované úrovni bezpečnost i . V tomto př ípadě 

návrhová hodnota únosnost i modelu je rovna výsledku M K P redukovaného součini

telem modelové nejistoty 7 ^ = 1.06. 

Pro s tanovení návrhové hodnoty vs tupních veličin Xd, je nu tné nejprve urči t 

návrhovou p ravděpodobnos t poruchy p f na normovaném normá ln ím rozdělení (//x = 

0, ax = 1). Hodnotu p ravděpodobnos t i poruchy pf tedy vypoč t eme dle vztahu 2.1, 

kde <f> značí d is t r ibuční funkci normal izovaného normáln ího rozdělení. 

pf = P(X < (-af3)) = 4>(-af3) (2.1) 

Následný výpočet návrhové hodnoty x d pomocí p f již na p ů v o d n í m rozdělení 

n á h o d n é veličiny ukazuje vztah 2.2, kde F _ 1 značí inverzní d is t r ibuční funkci. 

xd = F-\pf) (2.2) 

Dílčí součinitel bezpečnost i mater iá lových p a r a m e t r ů 7™ po t é lze urči t jako podíl 

charakter is t ické hodnoty (5% kvantil) Xk a návrhové hodnoty Xd následovně: 

7m = - (2-3) 

E x t r é m n ě nízké hodnoty mater iá lových charakteristik vstupujících do nel ineárních 

v ý p o č t ů mohou mí t však za následek nerealistické chování konstrukce a v ex t rémních 
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případech, i odlišný způsob porušení . Z tohoto důvodu byly definovány výstižnější 

metody využívající simulaci se s t ředními hodnotami mater iá lových charakteristik a 

globální součinitel bezpečnost i . 

2.1.2 Metoda dle E N 1992-2 

Návrhová hodnota únosnos t i dle E N 1992-2 [8] je stanovena dle následujícího vztahu: 

Rd = R(fymJcm,-) ^ 

IR 

kde fym reprezentuje s t řední hodnotu mater iá lových charakteristik výztuže , fcm je 

hodnota mater iá lových charakteristik betonu redukovaných s ohledem na větší varia

bi l i tu v las tnos t í betonu vůči oceli dle fcm = 0.843/cfc. Globální součinitel bezpečnost i 

je zde stanoven kons tan tn í hodnotou = 1.27. P ů v o d n ě je metoda doporučena 

pouze pro p ř ípady s t lakovým porušen ím betonu, nicméně Červenka ve své práci [9] 

rozšířil využi t í metody i pro další typy porušení konstrukce. 

2.2 Polo-pravděpodobnostní metody 
Komplexnější p ř í s tupy uvažují závislost globálního součinitele bezpečnost i na vari

ačn ím koeficientu odezvy konstrukce. Cílem takových metod, tzv. E C o V metod, je 

tedy odhad variačního koeficientu odezvy konstrukce. K tomu je n u t n é provést vyšší 

počet simulací M K P , z tohoto důvodu jsou následující metody časově náročnější , 

avšak jsou vhodnějš í při nel ineárních výpočtech . 

Pr incip těchto metod vychází z tzv. polo-pravděpodobnostního přístupu, ve kte

rém je návrhová hodnota únosnos t i stanovena ze separované n á h o d n é veličiny odezvy 

konstrukce R za p ředpok ladu lognormálního nebo normáln ího rozdělení p ravděpo

dobnosti. Návrhová hodnota je po t é stanovena za pomocí návrhové p ravděpodob

nosti poruchy pfd, k t e rá je definována v závislosti na a a j3 následovně: 

pfd = <j>{-aR (3) (2.5) 

Výsledná hodnota návrhové únosnost i konstrukce po t é odpov ídá kvantilu před

pok ládaného rozdělení d a n é m u návrhovou p ravděpodobnos t í poruchy, tedy: 

Rd = F-\pfd) (2.6) 
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2.2.1 E C o V dle Červenky 

Za p ředpok ladu lognormálního rozdělení p ravděpodobnos t i odezvy konstrukce může 

být variační koeficient odhadnut dle vztahu 2.7. Do vztahu vs tupuj í výsledky dvou 

simulací, R(Xm) se s t ředními hodnotami vs tupních p a r a m e t r ů a R(Xk) s charakte

rist ickými hodnotami (5% kvantil). 

1 (R(Xm)\ 
= UŠ5 [bWí) ( 2 ' 7 > 

N a základě znalosti variačního koeficientu můžeme stanovit globální součinitel za

ručující požadovanou mí ru bezpečnos t i JR. 

7H = exp(aR (5 vR) (2.8) 

Tato metoda je implementována do fib Mode l Code 2010 [16], kde výsledná hodnota 

Rd je navíc redukována součini telem modelové nejistoty modelu 7 ^ = 1.06 pro 

zvýšení bezpečnost i s tanovené návrhové odolnosti konstrukce. 

Rd = (2.9) 
iRlRd 

Dalš ím z jednodušením E C o V metod je tedy předpoklad rovnosti únosnost i simu

lace se s t ředn ím hodnotami s t řední hodno tě n á h o d n é veličiny únosnost i Rm, tedy: 

R(Xm) « Rm (2.10) 

2.2.2 E C o V dle Schlune et al. 

Rozšíření metody E C o V navrhl Schlune et al. [30], variační koeficient odezvy kon

strukce ovlivňuje nejen variabilita mater iá lová vf ale také variabilita geometr ická vg a 

variabilita s amotného výpočtového modelu i>m. Výsledný variační koeficient sloužící 

pro s tanovení globálního součinitele bezpečnost i je tedy definován dle vztahu 2.11. 

v 2
g+vi + vf (2.11) 

Hodnota var iačního koeficientu geometrie je doporučena jako maximálně 5%, vyšší 

se doporučuje zavést p ř ímo do modelu. Variační koeficient mater iá lových p a r a m e t r ů 

je stanoven za p ředpok ladu nezávislých náhodných veličin následovně: 

1 
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Metoda tedy využívá N + 1 simulací, kde TV je počet náhodných vs tupních pro

měnných. Výsledek TV simulací označených RfiA p ředs tavuje výpočet s i - tým mate

r iálovým parametrem redukovaným dle 2.13, os t a tn í v s tupn í p roměnné jsou pone

chány na s t ředních hodno tách . 

f i A = IM- exp(-c-vfi) (2.13) 

Redukce mater iá lového parametru je na základě koeficientu c = (aR/3)/y/2, k te rý 

je závislý na indexu spolehlivosti, z čehož vyplývá nutnost 2N + 1 simulací, pokud 

posuzujeme konstrukci na mezní stav únosnos t i i mezní stav použi te lnost i . Rozšíření 

metody pro statisticky závislé vs tupn í veličiny lze nalézt v l i t e ra tuře [30]. 

N a základě znalosti var iačního koeficientu vR je stanoven globální součinitel bez

pečnost i stejně jako v předchozím př ípadě: 

7H = exp(aR (5 vR) (2.14) 

Návrhová hodnota únosnost i Rd je po té t aké stanovena obdobně , jen v tomto 

př ípadě je již nejistota modelu zahrnuta ve var iačním koeficientu vR, tud íž chybí 

d ruhý globální součinitel bezpečnost i : 

R(Xm) 
tíd — 

IR 

2.2.3 Numer ická kvadratura dle Rosenblueth 

J e d n o d u c h á metoda pro odhad s t řední hodnoty a rozptylu n á h o d n é veličiny byla 

vyvinuta již v roce 1975 [29]. Díky j ednoduchému a p ř ímému postupu v ý p o č t u se 

stala velmi využívanou v prakt ických inženýrských úlohách, zvláště v geotechnice. 

Hodnota m- t ého momentu n á h o d n é veličiny může být odhadnuta dle vztahu 2.16. 

Navíc v [13] byl dokázán původ metody jako numerické kvadratury. 

E(Ym)^J2^-vT (2-16) 

i = l 

Do vztahu vstupuje tedy 2™ simulací, Pj představuje váhový koeficient a y™ je re

alizace Ym. Je zřejmé, že v př ípadě většího p o č t u vs tupních náhodných p roměnných 

je výpoče tn í náročnos t ex t r émně velká a využi t í t é t o metody není efektivní. 

Zobrazení souřadnic a váhových koeficientů návrhových b o d ů lze vidět na Obr.2.1, 

kde p p ředs tavuje korelační koeficient. 

(2.15) 
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Mx2 

(l-p)/4 ( l + p)/4 

d-p)/4 

>X2 

>X2 

•"XI 
d-p)/4 

Mxi 

Obr. 2.1: 2D znázornění kvadratury dle Rosenblueth 

2.3 Návrhové body ve 2D prostoru 
Výše popsané př í s tupy lze přehledně reprezentovat na dvourozměrném př íkladu. Jak 

lze vidět na Obr. 2.2, jednot l ivé metody se liší v p o č t u a umís těn í návrhových bodů , 

k teré jsou určeny hodnotami vs tupních mater iá lových charakteristik modelu. 

Determinis t ické metody jsou velmi úsporné - definují pouze jeden návrhový bod, 

nicméně dosahují uspokojivých výsledků pouze při aplikaci na l ineární problémy. V 

grafu jsou reprezentovány t rojúhelníkovými symboly (PSF a E N 1992-2). 

Po lo -pravděpodobnos tn í metody již využívají vyšší poče t návrhových b o d ů . Me

toda E C o V dle Červenky vždy využívá pouze 2 simulace - charakter is t ické, respek

tive s t řední hodnoty. 

Výpoče tn í náročnos t dalších metod je silně závislá na rozměru s tochast ického 

modelu. Metoda E C o V , kterou modifikoval Schlune, již pracuje s N + l simulacemi — 

ve 2D tedy 3 simulace. Nicméně nevýhodou metody může být uvažována odlišnost 

návrhových b o d ů dle druhu mezního stavu. Numer ická kvadratura je výpoče tně 

nejnáročnější — 4 simulace pro 2D, n icméně i přes tento fakt je často využívána pro 

její jednoduchost. 

Pro srovnání lze v grafu nalézt t aké body pro plně p ravděpodobnos tn í p ř í s tup 

určeny dle stratifikované simulace La t in Hypercube Sampling (LHS) . Existuje ně

kolik variant metody L H S , pro odhad m o m e n t ů funkce odezvy konstrukce se často 

využívá LHS-mean. Více o simulačních technikách bude uvedeno v kapitole 5. 
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3 CITLIVOSTNI ANALÝZA 
Citl ivostní ana lýza předs tavuje velmi důležitý nás t ro j při návrhu a analýze kon

strukce, pomocí níž můžeme zjistit, k te ré vs tupn í veličiny ovlivňují nejvíce chování 

modelu. Následně je možné z prakt ického hlediska např ík lad optimalizovat výrobu 

nebo z teoret ického pohledu redukovat s tochast ický model, díky čemuž lze výrazně 

snížit výpoče tn í náročnos t některých návrhových metod. Redukci s tochast ického 

modelu získáme zanedbán ím náhodnos t i vybraných vs tupních veličin a ponechán ím 

na s t ředních hodno tách . 

Nejjednodušší variantou je tzv. de terminis t ická citl ivostní analýza, k t e rá se často 

označuje také jako pa rame t r i cká studie. Pr incip je j ednoduchý - pos tupně se mění 

de terminis t ická hodnota vybrané vs tupn í veličiny a sleduje se změna odezvy vý

počtového modelu konstrukce. V anglosaské l i te ra tuře bývá označována t e rmínem 

what-if study. 

Pokročilejší cit l ivostní analýzy jsou již s tochast ického typu. Vs tupní veličiny jsou 

uvažovány jako n á h o d n é a sledují se s tat is t ické parametry odezvy výpočtového mo

delu. Ak tuá lně se běžně využívá několik t y p ů stochast ické citl ivostní analýzy, kdy 

každá poskytuje j inou informaci a využívají se tedy často jejich kombinace. 

3.1 Neparametrická pořadová korelace 

Neparamet r i cká pořadová korelace využívá principu dílčích korelačních koeficientů 

mezi v s tupn í n á h o d n o u veličinou a odezvou výpoče tn ího modelu. 

Díky využi t í po řad í vs tupních hodnot uspořádaných dle velikosti mís to samot

ných skutečných hodnot je nepa ramet r i cká pořadová korelace více robus tn í a ne

závislá na rozdělení p ravděpodobnos t i . Další výhodou je velmi snadný výpočet 

bez větších výpoče tn ích nároků , jakmile je provedena s tochast ická simulace mo

delu. Tato citl ivostní analýza je čas to implementována v programových nástroj ích, 

např . F R e E T [22]. 

Rela t ivní v l iv v s tupn í veličiny je tedy určen velikostí absolu tn í hodnoty korelač

ního koeficientu, často se k tomuto účelu využívá S p e a r m a n ů v korelační koeficient: 

kde n je velikost s tochast ického modelu a di p ředs tavuje rozdíl mezi p o ř a d í m členů 

uspořádaných souborů vs tupních dat a odezvou modelu. 

n 
6 E Í 

1 - í=l p 
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3.2 ANOVA 
Aktuá lně nejpoužívanější metody citl ivostní analýzy jsou takzvané A N O V A (ANaly-

sis Of VAriance) metody založené na principu Hoefřding-Sobol dekompozice (např. [12]): 

M 

M{X) = M0 + Y,Mi{Xi)+ Mij{Xi,Xj) + ... + M12...M{Xi,..,XM), (3.2) 
i = l i<i<j<M 

kde M značí dimenzi n á h o d n é h o prostoru, jednot l ivé členy mají nulovou s t řední 

hodnotu a jsou or togonální . Funkci A4(X) lze tedy, za p ředpok ladu nezávislosti 

vs tupních veličin, rozložit do souč tu jednot l ivých členů, z čehož lze také odvodit, že 

rozptyl funkce A4(X) se skládá z rozptylů jednot l ivých členů. 

N a základě vztahu byly odvozeny tzv. Sobolovy indexy [33], k teré budou po

drobněji p rob rány v kapitole 3.2.2. N a myšlence dekompozice rozptylu byly však 

popsány i další metody, např . citlivost ve formě variačních koeficientů dle [21]. 

3.2.1 Forma variačních koeficientů 

Základní myšlenkou je provedení M simulací výpočtového modelu, kdy pouze jedna 

vs tupn í veličina je považována za n á h o d n o u a os ta tn í jsou reprezentovány pouze 

s t ředními hodnotami. Tento postup je opakován pro všechny n á h o d n é vs tupn í veli

činy, popř ípadě pro skupiny veličin. 

Následně jsou výsledky statisticky zpracovány a jsou stanoveny dílčí variační 

koeficienty CoV^ pro případy, kdy je pouze i-tá veličina považována za náhodnou . 

Pokud je s tochast ický model o velikosti M , celkový variační koeficient odezvy lze 

přibližně stanovit jako: 

COVR9Ě 
AI 

, £ ( C W H J 2 ( 3 - 3 ) 
\ i=l 

Výsledný vl iv jednot l ivých veličin lze přehledně vyjádři t pomocí procent nebo 

graficky ve formě výsečového diagramu. Př ík lad výsledku citl ivostní analýzy ve formě 

variačních koeficientů lze vidět na Obr. 3.1. 

• X I (25 %) 

• X 2 (35 %) 

• X 3 (18%) 

• X 4 (22 %) 

Obr. 3.1: Cit l ivostní analýza ve formě variačních koeficientů 
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Výše popsaný p ř í s tup , znáhodněn í jedné veličiny, za t ímco os t a tn í jsou ponechány 

na s t řední hodno tě , je v odborné l i te ra tuře označován také jako lokální citl ivostní 

ana lýza [35]. Z jednoduchosti a výpoče tn í nenáročnos t i metody také vyplývají hlavní 

nedostatky - zanedbán í korelace mezi veličinami a v l ivu jejich vzájemné interakce. 

3.2.2 Sobolovy indexy 

Sobolovy indexy jsou ak tuá lně považovány za nej sofistikovanější nás t ro j citl ivostní 

analýzy, a tedy využívány ve všech vědních oborech pro kvantifikování důleži tost i 

a v l ivu jednot l ivých vs tupních náhodných veličin. Pro popis Sobolových indexů je 

vhodné uvést nejprve tzv. zákon to tá ln ího rozptylu (Eve's law): 

V(M) = VXi ( £ x _ ; (M\Xij) + EXi ( V x _ ; (M\Xij) (3.4) 

kde Vx - i značí podmíněný rozptyl a £ x - i podmíněnou s t řední hodnotu funkce M.. 

Pokud prvn í člen vztahu 3.4 normalizujeme, získáme již výraz pro Sobolův index 

prvního řádu : 

b l ~ V(M) [ j 

S využi t ím vztahu 3.2 lze dále odvodit Sobolovy indexy vyšších ř ádů , k te ré vy

jadřuj í vl iv spolupůsobení více veličin. Celkový počet indexů je 2 M — 1, kdy M 

vyjadřuje dimenzi n á h o d n é h o prostoru. Avšak kvůli vysoké výpoče tn í náročnos t i se 

v praxi běžně využívá pouze indexů p rvn ího ř á d u a to tá ln ích sobolových indexů, 

vyjadřujících celkový vl iv jednot l ivých veličin (tedy prvn í ř ád a všechny interakce 

vyšších ř á d ů ) , definovaných vztahem: 

(VXi ( M | X - Q ) 
St< = VW) ( 3 ' 6 ) 

Navíc z jednot l ivých definic vyplývají následující vlastnosti Sobolových indexů: 

0 < Si < STi < 1 (3.7) 

M 
1 = E ^ + E SÍJ + .-. + S ^ M (3.8) 

i=l l<i<j<M 

Je vhodné dodat, že existuje několik způsobů jak Sobolovy indexy získat. V prak

tických aplikacích využíváme numerických metod s využ i t ím simulačních technik 

typu Monte Carlo [33]. Tento př í s tup však často nelze využí t pro výpoče tně náročné 

funkce, jelikož je n u t n ý obrovský počet simulací. Proto se s výhodou využívá metod 

n á h r a d n í plochy odezvy. 
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4 M E T O D Y NÁHRADNÍ PLOCHY ODEZVY 

Návrhové metody druhé úrovně obsahují aproximační metody, tzv. metody (ná

hradní ) plochy odezvy, k te ré jsou v odborné l i te ra tuře označovány jako response 

surface, metamodely nebo surrogate modely. 

Cílem aproximace je m a t e m a t i c k ý model fyzikálního systému, k te rý čas to není 

explicitně vyjádřen (typicky model konstrukce řešený M K P ) . N á h r a d n í plochu ode

zvy sestavujeme zpravidla kvůli mnohem nižší výpoče tn í náročnos t í jednot l ivých 

simulací. P o t é je tedy možné provést plně p ravděpodobnos tn í analýzu, optimalizaci 

a cit l ivostní ana lýzu v řádech minut. 

Existuje mnoho metod pro tvorbu n á h r a d n í plochy odezvy(např . polynomiální 

chaos, kriging, umělé neuronové sí tě) , obecný postup je však pro všechny metody 

stejný: 

1. zvolit množinu „učících" b o d ů (experimental design) 

2. vytvoř i t metamodel 

3. kontrola kvality metamodelu 

4. upravit množinu „učících" b o d ů 

5. opakovat bod 2-4 dokud není dosažena požadovaná kvalita metamodelu 

N a Obr. 4.1 vidíme ukázku funkce (plochy) aproximované metamodelem, k terý 

je využit pro s tanovení několika b o d ů . Jak lze vidět , metamodel ve většině p ř ípadů 

nevystihne chování funkce bezchybně, je tedy n u t n é ověřovat kvali tu metamodelu a 

zpřesňovat jeho výsledky (krok 2-4). 

Tvorba n á h r a d n í plochy odezvy vyžaduje již rozsáhlejší znalosti teorie spolehli

vosti a ma tema t i cké p ravděpodobnos t i v porovnán í s metodami 1. úrovně. Snahou 

odborn íků je tedy vytvoření softwarových nás t ro jů , k teré tvorbu metamodelu auto

matizují . V diplomové práci je objektem zájmu n á h r a d n í plocha odezvy vy tvořena s 

využ i t ím polynomáln ího chaosu. Populari ta t é t o metody v posledních letech roste, 

avšak stále je doménou spíše vědeckých pracovníků. 

Obr. 4.1: Ukázka n á h r a d n í plochy odezvy 
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4.1 Polynomiální chaos (PCe) 

4.1.1 Základní informace 

P r v n í zmínka o po lynomiá ln ím chaosu se objevila v práci Norberta Wienera [40]. 

Nechť (fž, J 7 , V) je p ravděpodobnos tn í prostor, kde Q je základní prostor, T značí 

cr-algebru (všechny podmnož iny íl) a "P je p ravděpodobnos tn í funkce definovaná na 

J 7 . Výpočtový model M. fyzikálního problému m á vs tupn í parametry reprezentovány 

n á h o d n ý m vektorem X(u;) , ou G Q se sdruženou hustotou p ravděpodobnos t i . Hledaná 

odezva modelu je také n á h o d n á p r o m ě n n á Y(UJ) = ÁÍ(X.(OJ)). 

Předpokláde jme , že odezva Y m á konečný d ruhý centrální moment (rozptyl), tu

díž Y G C2 (íž, J 7 , P ) , kde £ 2 značí H u b e r t ů v prostor. Po té můžeme psá t následující 

rozvoj po lynomiá ln ím chaosem (PCe z angl. Polynomial Chaos expansion) [34]: 

Y = M(X)= Č A ( X ) (4.1) 

kde M značí počet vs tupních náhodných veličin, ßa jsou neznámé determinist ické 

koeficienty a tya jsou bázové funkce (polynomy více p roměnných) . Jako bázové 

funkce se volí o r tonormáln í polynomy vůči sdružené hus to tě p ravděpodobnos t i , tedy: 

E[*A(X)*ß(X)] = ö a ß (4.2) 

kde Saß značí Kroneckerovo delta. Originiální P C e , k te rý je využi t v diplomové práci , 

uvažuje Hermitovy polynomy, nazývá se tedy Wiener-Hermite polynomiáln í chaos. 

Zobecněný polynomiáln í chaos využívá j iné or togonální polynomy dle typu rozdělení 

p ravděpodobnos t i vs tupních náhodných veličin a nazývá se Wiener-Askey polyno

miální chaos [42]. Dále v práci bude pod pojmem polynomiální chaos uvažována 

varianta Wiener-Hermite. 

Pro prakt ické výpoč ty nelze využí t nekonečného množs tv í členů rozvoje ze vztahu 

4.1, je n u t n é definovat zkrácenou množinu AM,P použi tých funkcí v závislosti na 

p o č t u vs tupních p roměnných M a max imá ln ím stupni použ i tého polynomu p násle

dovně: 

AM'P = {a G NM : \a\ < p] (4.3) 

kde \a\ = J2iĹi ai- Mohutnost množiny po t é můžeme stanovit jako: 

c a r ä A - . ^ P = ( M + t > ) = ^ ± f (4.4) 
\ p J M\p\ v ' 

Algoritmus pro generování bázových funkcí kompat ib i ln í s t ím to vztahem lze nalézt 

v odborné l i te ra tuře [37]. 
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Váhová funkce Hermi tových po lynomů je or togonální vzhledem k hus to tě prav

děpodobnos t i s t a n d a r d n í normáln í veličiny. Z tohoto důvodu mus íme jako vstup ma

temat ického modelu použí t nezávislé s t a n d a r d n í normáln í veličiny, označené jako 

Po té lze rovnici 4.1 upravit následovně: 

Y = M(X) « M(X) = J2 Č A ( É ) (4-5) 

4.1.2 Transformace náhodných veličin 
Předpok lad nezávislého s t anda rdn ího normáln ího prostoru vs tupních veličin není v 

prakt ických úlohách běžný. Nicméně pro nezávislé nenormáln í veličiny lze využí t 

jednoduchou i so-pravděpodobnos tn í transformaci každé ze vs tupních veličin a t ím 

dosáhnou t požadovaného stavu: 

t = *-\Fx{X)) (4.6) 

kde Fx značí d is t r ibuční funkci veličiny x a $ _ 1 inverzní d is t r ibuční funkci s t anda rdn í 

normáln í veličiny. 

Pokud se ve s tochast ickém modelu vyskytuj í závislé n á h o d n é veličiny, je nutno 

zvolit komplikovanější i so-pravděpodobnos tn í transformace, k teré t ransformují veli

činy na nekorelované. Ak tuá lně jsou nej používanější Natafova transformace [20, 19] 

a Rosenblattova transformace [28]. V inženýrských úlohách zpravidla n e m á m e do

statek informací pro využi t í transformace dle Rosenblatta, k t e rá vyžaduje znalost 

sdružené hustoty p ravděpodobnos t i vs tupních náhodných veličin. Proto je častěji 

využívána Natafova transformace, k t e rá byla t aké využ i ta v diplomové práci . 

V následujících odstavcích budou shrnuty základní kroky transformace dle Na-

tafa spolu s p rak t ickými informacemi o implementaci metody, k te ré byly využi ty v 

p růběhu diplmové práce. Natafova transformace p rob íhá obecně ve t řech krocíh: 

Š = TNataf(X) = T 3 o T 2 o T \ (X) (4.7) 

P r v n í dvě transformace 7\ a T 2 jsou stejné jako ve vztahu 4.6, tedy transforamce 

na s t a n d a r d n í normáln í veličiny: 

7\ : X ^ W = FX(X) (4.8) 

T 2 : W 4 Z = <J>-1 (W) (4.9) 

Tře t í transformace zajišťuje převedení n á h o d n é h o vektoru Z na nekorelovaný 

n á h o d n ý vektor X je vygenerován pomocí původn í korelační matice R x , za t ímco 
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Z m á korelační matici Rz- Využi t ím Choleskeho dekompozice R z z ískáme dolní 

t rojúhelníkovou matici L: 

R z = L L T (4.10) 

Po té již s a m o t n á transformace, kde využijeme inverzní matici L označenou jako 

T = L _ 1 p rob íhá dle vztahu 4.11. 

T 3 : Z ^ £ = r Z (4.11) 

Hlavním p rob lémem Natafova modelu je s tanovení Rz takové, aby odpovída la 

po transformaci požadované Rx- S využ i t ím Natafových p ř edpok ladů lze nalézt v 

odborné l i te ra tuře (např. [41]) vztah mezi korelačním koeficientem px a pz: 

2 duiduj 

(4.12) 

kde p značí s t řední hodnotu a a směroda tnou odchylku. Hledaný korelační koeficient 

pz lze získat např ík lad bisekcí. Samotný integrál lze řešit pomocí Gauss-Hermitovy 

kvadratury, viz [41] appendix B . Př i h ledání pz je vhodné využí t následujících vlast

nost í funkční závislosti: 

• Pz e (-1,1) 

• pz = 0 pro px = 0 

• |/0x| < \Pz\ 

Nutno podo tknou t , že díky p ředpok ladu normáln í kopule Natafova modelu lze 

tuto metodu využít pouze pro normáln í a lognormální rozdělení vs tupních náhod

ných veličin. V j iných př ípadech byly b ě h e m tes tování algoritmu zjištěny problémy. 

To potvrzuje i Vořechovský a Novák: „For some combinations oj marginals of vec-

tor X and target correlations px, a feasible solution may not exist..."(citace z [39], 

str. 455). Větš ina inženýrských úloh si s t ěmi to p ředpok lady vystačí , n icméně ve 

speciálních př ípadech je tedy nutno zvolit j iné postupy. 

Shrnu t í Natafova modelu lze vidět na Obr 4.2. Jako i lus t ra t ivní př ík lad slouží 

dvě n á h o d n é veličiny X1 ~ £7V(0.58, 0.47) a X2 ~ A/"(3, 0.5625) s korelačním ko

eficientem px = 0.7. V horní části obrázku lze vidět 3D histogram a ve spodní 2D 

reprezentaci s ba r evným odlišením b o d ů dle p o č t u vzorků (modrá nejméně, červená 

nejvíce) doplněnou o šipky znázorňující postup transformace. 
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Obr. 4.2: Natafova transformace 

4.1.3 Výpočet souřadnic P C e 

Obliba P C e vzrostla v 80. letech s využ i t ím stochast ické metody konečných p rvků 

[17]. V tomto př ípadě výpočet koeficientů j3 (neboli souřadnic PCe) p rob íhá p ř ímo 

v upraveném kódu M K P . To je z prakt ického hlediska velmi problemat ické , jelikož 

nelze využí t běžný komerční software. 

V novějším poje t í je m a t e m a t i c k ý model považován za „black-box" a samotné 

koeficienty se s tanoví pomocí někol ikanásobného vyčíslování modelu s různými vstup

ními parametry. Samotný algoritmus M K P je tedy determinist ický. V t é t o práci je 

využ i ta velmi rozšířená regresní metoda. 

Souřadnice P C e můžeme dle [2] získat pomocí běžné metody nejmenších čtverců. 

Pokud zvolíme konečnou množinu funkcí A (např . dle vztahu 4.3), z ískáme násle

dující vztah: 

Y = M(X) = J2 + e (4.13) 

kde e p ředs tavuje chybu způsobenou vynechán ím členů, k teré nejsou zahrnuty v A. 

Potom metoda nejmenších čtverců předs tavuje takové řešení rovnice aby s t řední 
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hodnota čtverce chyby e byla co nejmenší . V prak t ickém v ý p o č t u se p o t é s t řední 

hodnota aproximuje p r ů m ě r n o u hodnotou, tedy výsledný vztah v y p a d á následovně: 

1 n 2 

PL-S = arg min - £ ( / 3 T * ( £ ( Í ) ) - M(x(i))) (4.14) 
n i=i 

Ve vztahu vystupuje matice X o n řádcích, k teré reprezentuj í set vs tupních dat 

neboli souřadnice bodu ve v s t u p n í m n á h o d n é m prostoru, v odborné l i te ra tuře je 

označována jako „exper imenta l design ( E D ) " a je získán pomocí metod typu Monte 

Carlo, k te ré budou blíže popsány v kap. 5. A b y bylo možné získat řešení rovnice, je 

nu tné nejprve provést n v ý p o č t ů ma tema t i cké modelu M.{X) pro s tanovený E D a 

výsledky tvoří vektor y. Tento postup se obecně nazývá metoda (náhradní ) plochy 

odezvy. Pokud E D dosadíme do zvolených bázových funkcí, z ískáme matici Vř: 

* = { * i J - = * J - ( £ « ) , i = l , . . , n , j = 0 , . . . , P - l } (4.15) 

Řešení vztahu 4.14 můžeme po té napsat jako: 

Matice VřTVl/ se často označuje jako tzv. informační matice. Inverze informační ma

tice může být poněkud problemat ická , v prakt ických úlohách může být to t iž špa tně 

podmíněná . V p r ů b ě h u v ý p o č t u je tedy vhodné kontrolovat podmíněnos t matice a 

popř ípadě je n u t n é použí t odpovídající řešič, např . S V D rozklad (využitý v p r ů b ě h u 

diplomové práce) nebo Q R rozklad. 

V t é to části procesu tvorby metamodelu již m á m e k dispozici explici tně vy

j ád řenou funkci P C e , k t e rá nahrazuje M K P . Nyní je tedy možné použí t P C e pro 

rychlejší zpracování v ý p o č t ů např ík lad pro optimalizaci, plně p ravděpodobnos tn í 

ana lýzu nebo citl ivostní analýzu. Avšak výhodou P C e je možnost získání dalších 

informací p ř ímo z tvaru získané funkce. Nicméně, aby byly veškeré zmíněné aplikace 

relevantní , je n u t n é zjistit přesnost aproximace. Po té je možné se rozhodnout, zda 

aproximaci zpřesníme, nebo je z ískaná úroveň přesnost i dostačující, tak jak nazna

čuje algoritmus v úvodu t é t o kapitoly. 

4.1.4 Stanovení kvality P C e 

Hlavním požadavkem metamodelu je jejich přesnost , proto v následující části budou 

předs taveny dva ukazatele kvality P C e a způsob jejich výpoč tu . Nicméně motivací 

pro tvorbu P C e je efektivita výpoč tu , proto jsou vybrány ukazate lé , k te ré je možno 

získat prakticky bez dalších výpoče tn ích ná roků s využ i t ím stávajícího E D a odpo

vídajících výsledků y. 
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P r v n í m ukazatelem, běžně využívaným v regresní analýze je tzv. koeficient deter

minace R2, k te rý je definován jako procen tuá ln í vyjádření části variability vyst ižené 

regresním modelem. Pomocí vztahu 4.14 lze e odvodit j ednoduše . Koeficient R2 zís

káme nás lednou normal izací vzhledem k rozptylu výsledků získaných M K P Var [y] 

následujícím způsobem: 

Jak lze vidět , R2 = 1 předs tavuje dokonalou aproximaci, za t ímco R? = 0 velmi 

špa tnou . I když je tento ukazatel využíván velice často, je velmi náchylný na pře-

fitování. Tedy stav, kdy aproximace v bodech E D je vynikající, avšak v os ta tn ích 

oblastech je velmi nepřesná . Přefitování nas tává často, pokud se velikost E D bliží po

č tu neznámých koeficientů. Popsaný jev je znázorněn na Obr. 4.3, kde černá kř ivka 

představuje m a t e m a t i c k ý model, červená aproximační funkci a černé body předs ta 

vují E D . Jak lze vidět , v tomto př ípadě R2 blížící se jedné neodpovídá globální 

kvalitě metamodelu. 

Z důvodu výše popsaného nedostatku koeficientu determinace R2 je důležité de

finovat ukazatel, k t e rý bude objekt ivně posuzovat kvali tu aproximace i v oblastech, 

k teré nejsou součást í E D . Čas to využívaná technika pro tento účel je křížová validace 

(cross-validation). E D je nejprve rozdělen na t réninkovou a ověřovací část , tvorba 

P C e je založena na část i t réninkové, za t ímco ověřovací část slouží pro výpočet chyby. 

Speciálním typem křížové validace je tzv. leave-one-out validace. V tomto př ípadě 

tvoř í ověřovací část pouze jeden bod x® G X, zbytek E D X \ xW se použije pro 

tvorbu P C e . Tento proces je opakován n -k rá t pro každý bod E D , takto sestavený 

P C e označíme A ^ f ^ w . Chybu aproximace v b o d ě x^ lze po t é vyjádři t jako rozdíl 

mezi výsledkem matemat i ckého modelu a predikcí PCe : 

(4.17) 
Var [y] 

X 

Obr. 4.3: Přefi tování metamodelu 
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Grafická interpretace principu je zobrazena na i lus t ra t ivním Obr. 4.4. Zeleně je 

vyznačen bod x^ G X využi tý pro ověření přesnost i aproximace, černou barvou 

jsou vyznačeny body zahrnuty v t réninkové množině a červená kř ivka představuje 

aproximační funkci sestavenou na základě X \ x^. Jak lze vidět , křížová validace je 

vhodnějš í způsob kontroly kvality metamodelu vzhledem k možnému přefitování. 

Obr. 4.4: Křížová validace metamodelu 

Po té koeficient sp ja tý s leave-one-out validací Q2 z ískáme jako p r ů m ě r n o u hod

notu čtverců chyby A^ normalizovanou vzhledem k rozptylu výsledků Var [y] zís

kaných M K P dle vztahu: 

^ - ^ b i ( 4 1 9 ) 

Bohužel, výpočet Q2 může být velmi časově náročný, jelikož musí být vytvo

řeno n metamodelu, proto se v prakt ických aplikacích čas to nevyužívá. Výhodou 

P C e je však možnos t analyt ického v ý p o č t u na základě pouze jednoho vytvořeného 

metamodelu dle [3] následovně: 

Q2 = l- ^ '- (4.20) 

kde hi p ředs tavuje i-tý d iagonální prvek matice ^ f ( í ř T í ř ) _ 1 í ř T a AiPCe(x^) pre

dikci dle P C e ses taveným na základě p lného E D . Ze vztahu tedy vyplývá, že Q2 lze 

získat ve fázi postprocessingu po vytvoření P C e bez dalších výpoče tn ích nároků . 

Takto definovaný ukazatel kvality je robustnějš í a odolnější vůči přefitování a 

je tedy vhodné ho využí t pro hodnocen í přesnost i P C e a tedy jako rozhodovací 

k r i t é r ium uvn i t ř algoritmu uvedeném v úvodu kapitoly. Stejný princip byl využi t v 

p růběhu diplomové práce . 
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4.1.5 Vyhodnocení P C e 

Jakmile je k dispozici aproximace výpočtového modelu Y = Ai(X) ve formě P C e 

Y = J2aeA fia^a(0j lze s metamodelem pracovat jako s p ů v o d n í m výpoč tovým 

modelem (např . M K P ) jen s výhodou mnohem nižší výpočtové náročnos t i . M i m o to 

lze některé důležité informace o výpoč tovém modelu získat p ř ímo z tvaru P C e . V 

následujících odstavcích budou předs taveny nej důležitější informace, k te ré je takto 

možno získat [35, 37]. 

M o m e n t o v á a n a l ý z a 

Hlavními údaji jsou s t řední hodnota a centrá lní momenty n á h o d n é veličiny Y. Zde 

se projeví velká v ý h o d a zvolených or tonormáln ích po lynomů dle vztahu 4.2. Jelikož 

\ ř 0 = 1; lze psá t E [$ Q(^)] = 0 V o 0. Z toho vyplývá, že s t řední hodnota Y je 

rovna p rvn ímu členu rozvoje: 

Podobně lze odvodit t aké vztah pro d ruhý centrální moment Ý, tedy rozptyl: 

Další centrá lní momenty lze t aké získat na základě získaných koeficientů (3, 

nicméně odvození je značně složité a s tanovené pouze pro Hermitovy polynomy, 

vztahy pro t ř e t í a č tv r tý centrá lní moment lze nalézt v [36]. St řední hodnotu a 

první čtyři centrá lní momenty Y lze získat j ednoduše zpracováním koeficientů (3 a 

pro jejich výpočet tedy není p o t ř e b a dalšího výpoče tn ího výkonu. 

C i t l i v o s t n í a n a l ý z a 

V kap. 3.2.2 byly popsány ak tuá lně nej sofistikovanější cit l ivostní ukaza te lé Sobolovy 

indexy. Ale také byla v závěru kapitoly zmíněna výpoče tn í náročnos t jejich stano

vení. Pokud je k dispozici jakýkoli metamodel, je možné ho využít pro jejich výpočet 

mís to původn ího modelu, avšak i v tomto př ípadě se j e d n á o výpoče tně ná ročnou 

operaci. 

Avšak pokud je k dispozici metamodel ve formě P C e , lze stanovit Sobolovy in

dexy analyticky na základě znalosti tvaru aproximační funkce, bližší odvození nabízí 

Sudret [35]. 

-aeA 

(4.22) 
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Srovnáním vztahu 3.2 s P C e 4.1 lze zjistit, že oba vztahy jsou vyjádřeny ve formě 

sumy ortogonálních funkcí, P C e je tedy kompat ib i ln í s požadavky Hoeffding-Sobol 

dekompozice. Z tohoto důvodu lze původn í tvar dekompozice upravit následovně: 

M(x)=M0+ E Mu(xu) (4.23) 

uC{l,. . . . ,M} 

kde: 

Mu(xu) = J2 ( 4-24) 

a&Au 

V upraveném vztahu vystupuje množ ina *4.u, k t e rá předs tavuje soubor funkcí závis

lých pouze na vybraných veličinách (jedné nebo více) v podmnož ině u = { i i , i s } \ 

Au = {a G NM : k G u ak Ý O} (4.25) 

Jelikož je tento m a t e m a t i c k ý popis špa tně čitelný, následuje prakt ické vyjádření 

Sobolových indexů prvního řádu: 

Si = E — A i = {a eNM : a i > 0, a j + i = OJ (4.26) 
• Var v Y 

Sobolových indexů vyšších řádů: 

S i i , . , i . = E ^ r - 1 4 , , , = { « e N M : f c G { ž l , . . , í s } ^ a ^ 0 } (4.27) 
* 6 ^ 1 , . . , i ( V ' " ' Y 

Totálních Sobolových indexů: 

sT 
^ ß2 

*£Aj Var Y 
Aj = {a G NM : ai > O} (4.28) 

Z prakt ického hlediska jde pouze o výběr členů P C e , k te ré jsou závislé na požado

vaných veličinách, součet č tverců odpovídajících koeficientů a normalizaci rozptylem 

s tanoveným dle 4.22. Výpočet tedy prob íhá pomocí již známých koeficientů a zá

kladních ma tema t i ckých úprav , není tedy p o t ř e b a dalších simulací. 

Stanovení Sobolových indexů pomocí P C e je ak tuá lně považováno za nejefek-

tivnější p ř í s tup a je často využíváno v prakt ických aplikacích, ve k te rých výpočet 

klasickými př í s tupy není možný vzhledem k výpoče tn í náročnos t i . 
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4.2 Implementace do SW nástroje 
Výše popsané metody a principy byl i implementovány do S W nás t ro je pro tvorbu 

metamodelu ve formě P C e . J e d n á se o samos ta tný program vytvořený v jazyce C # , 

což je jeho nespornou výhodou vůči již existujícím nás t ro jům vy tvořeným v pro

středí M A T L A B . V té to kapitole budou předs taveny jeho základní charakteristiky, 

algoritmus a benchmark. Nejprve je na Obr. 4.5 uveden vývojový diagram S W ná

stroje. 

•co 
• LU 

•O 

•CL 

START 

FReET 

E N D 

Stochastic 
model 

Experimental 
design X 

Results y 

PCe 
set t ings: 

polynom order 
target error 

Nataf 
transformation 

Optimizat ion 
of AM'P 

Generation 
of PCe basis 
AM,p y 

Computation 
of coefficients 
0 " - (*T$)- 1 * T j ) 

POST-PROCESSING 

Sensitivity 
analysis 

Moment 
analysis 

Extension 
of X and 3̂  

Obr. 4.5: Vývojový diagram 

Celý S W je tedy rozdělen do několika imaginárních částí: p ř íprava dat, zpracování 

a vyhodnocení . Jednot l ivé bloky představuj í objekty nebo skupiny objektů , k teré 

spolu komunikují a zabezpečují chod programu. Výhodou těchto bloků je možnost 

j ednoduchého nahrazen í /vy lepšen í jednot l ivých metod. 
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4.2.1 Pre-processing 

P r v n í imaginárn í část programu tvoří pre-processing neboli př íprava dat. Jelikož je 

snahou b ě h S W co nejvíce zautomatizovat, je to jed iná oblast, do které uživatel 

zasahuje. Nejprve je vy tvořen s tochast ický model fyzikálního problému, k tomu je 

určen S W F R e E T [22], vyvíjený na ús t avu s tavební mechaniky F A S T V U T . 

S t o c h a s t i c k ý model a E D 

Uživatel definuje rozdělení náhodných vs tupních veličin, jejich vzá jemnou korelaci a 

způsob vzorkování. Ukázku takového s tochast ického modelu lze vidět na Obr. 6.1. 

Po té se vygeneruje požadovaný počet realizací, pro které je proveden výpočet zpra

vidla pomocí komerčního M K P programu. P o t é jednot l ivé realizace tvoř í E D X a 

odpovídající výsledky získané M K P vektor y. 

Z á k l a d n í n a s t a v e n í 

V zák ladn ím nas tavení S W uživatel určuje použi tý s tupeň polynomu a cílovou přes

nost metamodelu danou ukazatelem Q2. Další nepovinné nas tavení obsahuje mož

nost optimalizace množiny použi tých funkcí a adap t ivn í zvyšování s tupně polynomu, 

ty budou p rob rány v dalš ím textu. Možnost i nas tavení v grafickém rozhraní S W lze 

vidět na Obr. 4.6. 

Maximal PCe order 

Q"2 

Norm q 

Sparsity v 

Order of PCe 

Save options 

Obr. 4.6: Nas tavení S W 

Takto př ipravená data jsou následně p ř e d á n a s a m o t n é m u řešiči, k t e rý vytvoří 

metamodel ve formě P C e dle nas tavení . Tato činnost je uživateli skryta a není možné 

do ní zasahovat. Samotný proces je popsán v následující podkapitole. 
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4.2.2 Processing 

Zpracování vs tupních dat a s a m o t n á tvorba P C e prob íhá pomocí několika bloků, 

k teré jsou popsány níže. Celý tento proces může být navíc adapt ivn í , jak lze vidět 

na Obr. 4.7. 

Extension 
of Xaná y 

P+ + 

YES 

1 
Nataf 
transformation 

Generation 
of PCe basis 
AM,P y 

Computation 
of coefficients 
31S = ($T$)-' yry 

Optimization 
of AM-p 

m i—i 

< 
<D 

U 
Q. 
LU 
in 
< 
Q. 
in 

Obr. 4.7: Schéma řešiče 

Z p r a c o v á n í v s t u p n í c h dat 

Získaná vs tupn í data a nas tavení jsou př i ja ty blokem pro tvorbu P C e . Nejprve je vy

tvořená E D t ransformován do nezávislého s t anda rdn ího normáln ího prostoru pomocí 

Natafovy transformace dle kap. 4.1.2. Po té jsou vygenerovány Hermitovy polynomy 

a je vy tvořena množ ina bázových funkcí. Další postup závisí na volbě adap t ivn ího 

režimu. 

V ý p o č e t k o e f i c i e n t ů 

N a základě vygenerované báze je vy tvořena informační matice \I ř T\I ř ' . Po té je pro

vedena inverze t é to matice, na výběr je Q R dekompozice nebo S V D dekompozice a 

nás ledná tvorba pseudoinverzní matice. Pokud m á m e známe koeficienty /3 i bázové 

funkce Ý je j ednoduché zkontrolovat kvali tu metamodelu pomocí ukaza te lů Q2 a 

R2. Pro rozhodnu t í o př i je t í /nepř i je t í modelu je důleži tý Q2. 
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A d a p t i v n í algoritmus 

Adapt iv i ta je možná dvojím způsobem v závislosti na po t ř ebě uživatele. P r v n í adap

t ivní algoritmus pracuje s pos tupně zvyšujícím se m a x i m á l n í m s t u p n ě m Hermitova 

polynomu p dle levé části Obr. 4.7. V p rvn ím kole je tedy vygenerována báze se 

s t u p n ě m polynomu p — 1, p roběhne výpočet koeficientů a kontrola kvality aproxi

mace. Pokud je přesnost dos ta tečná , dojde k post-processingu. V opačném př ípadě 

se zvýší s t upeň polynomu p o jedničku a proces se opakuje. Ukončení adap t ivn ího 

procesu nastane, pokud p je rovno pmax zvolené v zák ladn ím nas tavení P C e . Výpočet 

se ukončí s h lášením o nutnosti zvýšit X a y spolu s dosaženou max imáln í kvalitou 

metamodelu. Uživatel m á po t é na výběr , zda využije nej kvalitnější metamodel, nebo 

zda rozšíří E D a spus t í proces znovu. 

Druhý adap t ivn í algoritmus pracuje s množinou bázových funkcí. V prakt ických 

úlohách se to t iž ukazuje, že množ ina AM,P obsahuje spoustu členů blížících se nule, 

tud íž jejich eliminací způsobíme pouze malou chybu. Samozřejmě čím, méně bázo

vých funkcí množ ina obsahuje, t í m nižší E D je n u t n ý pro výpočet koeficientů /3. 

Samotný výběr důležitých bázových funkcí p rob íhá ve dvou krocích, první je 

pomocí hyperbolické normy q dle [4]. Nejprve definujme normu vektoru koeficientů 

jednoho členu P C e jako: 

M 

IMlo = J2 1K>o} 
i=l 

Poté je hyperbol ická norma pro zvolené q definována následovně 

/ M \q 

Nl,= (£«?J (4-3°) 
Množina bázových funkcí se s využ i t ím t é to normy redukuje na následující podmno

žinu: 

AM'P = {aeNM :\\a\\q<p} (4.31) 

Neboli , v podmnož ině jsou preferovány členy, k teré obsahují kombinaci po lynomů 

nižších s tupňů nebo obsahují funkci závislou pouze na j edné p roměnné . Se zvyšujícím 

se q dochází k nižší redukci množiny a pro q = 1 se původn í množ ina nezmění . 

Po p ř ípadné úpravě množiny AM,P př ichází na ř a d u d ruhý krok, k te rý využívá 

techniku pro výběr ideálního modelu tzv. LeastAngleRegression(LAR). Matema

tické odvození i rozsáhlou diskuzi lze nalézt v původn í publikaci z roku 2004 [15]. 

Metoda p rob íhá v P krocích, kdy P p ředs tavuje množs tv í členů P C e . V každém 

kroku p ř idá do ideálního modelu jeden nejvhodnější člen z AM,P, po P krocích zís

káme původn í model. Adap t ivn í algoritmus každý krok využívá pro sestavení P C e 

(4.29) 
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a kontroly kvality metamodelu dle Q2. Tento proces je znázorněn na pravé části 

Obr. 4.7. Výhodou tohoto p ř í s tupu je nalezení nej vhodnějš í množiny bázových funkcí 

na základě daného E D , není tedy n u t n é využívat plnou množinu AM,P a s ní spojený 

rozsáhlý E D . 

Výše popsané dvě množnos t i adaptivity algoritmu pro sestavení P C e lze sloučit a 

t í m celý proces zautomatizovat, kdy výsledkem je pro zadaný E D vždy nej kvalitnější 

možný P C e . Efektivita tohoto p ř í s tupu je více zře te lná se zvyšujícím se s t u p n ě m 

použi tého polynomu p a s větš ím rozsahem stochast ického modelu, což je p ř ípad 

prakt ických úloh ve s tavebním inženýrství . 

4.2.3 Post-processing 

Jakmile je sestavena aproximační funkce ve tvaru P C e , je možné analyticky zjistit 

základní údaje o m a t e m a t i c k é m modelu, tak jak je popsáno v kap. 4.1.5. Stejné 

informace se dají samozřejmě získat i pomocí metamodelu j iného typu, avšak P C e 

umožňuje analyt ické vyjádření a t í m mnohem nižší výpoče tn í náročnos t . J e d n á se 

obecně o 3 úlohy, na Obr. 4.5 reprezentované t ř emi následujícími bloky. 

M o m e n t o v á a n a l ý z a 

P ř e d m ě t e m momentové analýzy je s tanovení s t řední hodnoty a rozptylu daného 

výpočtového modelu. Jelikož se zpracovávají pouze s tanovené koeficienty P C e , není 

tato operace výpoče tně ná ročná . 

C i t l i v o s t n í a n a l ý z a 

Výsledkem cilivostní analýza jsou Sobolovy indexy prvn ího ř á d u a to t á ln í Sobolovy 

indexy, tak jak jsou popsány v kap. 3.2.2. Opě t výpočet p rob íhá pouze s koeficienty, 

práce s n imi tedy není nijak výpoče tně ná ročná a není p o t ř e b a provádět žádné další 

simulace. J e d n á se o nesmírnou v ý h o d u P C e a ak tuá lně je tento p ř í s tup považován 

za nej efekt i vnější možnos t v ý p o č t u citl ivostní analýzy ve formě Sobolových indexů. 

V y u ž i t í P C e 

Využit í sestaveného P C e předs tavuje nahrazen í výpočtového modelu (např. M K P ) 

aproximační funkcí. Následně lze provést jakoukoli spolehlivostní ana lýzu v mno

hem kra t š ím čase a tedy efektivněji. Ak tuá lně je S W př izpůsoben spolupráci se S W 

F R e E T , nicméně v dohledné době bude možné funkci exportovat jako D L L (dyna

micky př ipo jená knihovna) a pracovat tak v jakémkoli S W nástroj i . 



4.2. I M P L E M E N T A C E DO SW NÁSTROJE 40 

4.2.4 Benchmark 

V té to podkapitole bude otes tován vytvořený algoritmus (SW nás t ro j ) na několika 

příkladech dokazujících správnou implementaci popsaných teoret ických pozna tků . 

Nejprve je vždy vytvořen P C e na základě vygenerovaného E D a následně je zpra

cován dle typu výpoč tu . Stochast ický model, stejně jako E D je vy tvořen pomocí 

S W F R e E T . Následně je expor tován do vytvořeného S W nás t ro je a výsledky jsou v 

tabulce s t e x t o v ý m výs tupem. 

Sobolovy indexy 

Nejprve je důležité ověřit správnou implementaci v ý p o č t u Sobolových indexů, to je 

provedeno na j e d n o d u c h é m př íkladu, u k te rého je možné analyt ické řešení, k te ré je 

dos tupné v l i te ra tuře [6]. 

Ma tema t i cký model je vyjádřen polynomiáln í funkcí se dvěma nezávislými ná

hodnými vs tupn ími veličinami Xi,X2 ~ A/"(0,1) v následujícím tvaru: 

Y = X1 + X2 + X2 + XXX2 + 3 (4.32) 

Maximáln í s t upeň polynomu p = 2, E D obsahuje 20 b o d ů a výs ledná přesnost 

Q2 = 1. Níže je zobrazen tex tový výs tup S W nást ro je . Základní nas tavení P C e a 

údaje o vygenerované množině bázových funkcí jsou zobrazeny v levém sloupci a 

výsledné údaje o metamodelu v p ravém sloupci: 

PCe SETTINGS: RESPONSE SURFACE: 
Maximal order of polynomial: 2 
Q-norm for hyperbolic set: 1 
Target error estimation Leave-one-out: 1 
Sparse PCe by LARS: True 
Order-adaptive PCe: False 

Full size of polynomial chaos basis: 6 
Size of sparse hyperbolic basis: 6 
Size of experimental design: 20 
Size of sparse L A R basis: 5 

Mean value: 4,0000 
Variance value: 5,0000 
Coefficient of determination R: 1 
Leave-one-out error Q: 1 

Total SoboP indices 
Variable 1 = 0,4000 
Variable 2 = 0,7999 

First Sobol' indices 
Variable 1 = 0,2000 
Variable 2 = 0,5999 

Jelikož je výpoč tový model ve formě polynomu, dosáhli jsme 100% přesnost i 

metamodelu Q2 = 1, k tomu byl využi t algoritmus L A R , k te rý identifikoval nu tných 

5 členů P C e . Sobolovy indexy jsou naprosto identické s ana ly t ickým řešením (po 

zaokrouhlení) . Můžeme tedy prohlási t , že algoritmus pro výpočet Sobolových indexů 

je korektně implementovaný a lze ho využí t i pro složitější př ípady. 
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P r o s t ě p o d e p ř e n ý n o s n í k 

D r u h ý m ana ly t ickým p ř í p a d e m pro ověření funkčnosti S W nás t ro je je pros tě po

depřený nosník s rovnoměrným zat ížením po celé délce dle Obr. 4.8 na konci pod

kapitoly. Výpočtový model obsahuje 5 nezávislých náhodných vs tupních veličin s 

lognormálním rozdělením (LN) a charakteristikami dle tabulky 4.1. 

Tab. 4.1: Stochast ický model pros tého nosníku 

Veličina Stř. hodnota Směroda t . odch. C o V 

b (LN) 0.15 m 0.075 m 5 % 

h (LN) 0.3 m 0.015 m 5 % 

E (LN) 30000 M p a 4500 M p a 15 % 

1 (LN) 10 k N / m 2 k N / m 20 % 

L (LN) 5 m 0.05 m 1 % 

S a m o t n á funkce p r ů h y b u upros t ř ed rozpět í p ros tého nosníku je po té následující: 

V(L/2) 
5 qLA  

384 El I2~ 
(4.33) 

Výs tup S W nás t ro je v textové p o d o b ě jako v předchozím př íkladu: 

PCe SETTINGS: 
Maximal order of polynomial: 4 
Q-norm for hyperbolic set: 1 
Target error estimation Leave-one-out : 
Sparse PCe by LARS : True 
Order-adaptive PCe : False 

Full size of polynomial chaos basis: 126 
Size of sparse hyperbolic basis: 126 
Size of experimental design: 100 
Size of sparse L A R basis: 98 

RESPONSE SURFACE: 
• Mean value: 8,3665 
• Variance value: 6,4293 
• Coeff. of determination R: 0,9999 
• Leave-one-out error Q: 0,9999 

• Total SoboP indices 
. b = 0,0292 
. h = 0,2630 
. L = 0,0193 
. E = 0,2623 
. q = 0,4563 

• First Sobol' indices 
. b = 0,0269 
. h = 0,2461 
. L = 0,0175 
. E = 0,2453 
. p = 0,4341 

V tomto př ípadě již není možné docílit Q2 = 1, n icméně dle výsledků jsme dosáhli 

velmi dobré aproximace při v s t u p n í m E D o velikosti 100 bodů . 
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Cílem tohoto př ík ladu je ověřit tvar sestavené funkce P C e a tedy odpovídající 

momenty ma tema t i cké funkce. Referenční hodnoty jsou získaný pomocí S W nás t ro je 

F R e E T , metodou L H S s p o č t e m vzorků 10 4 . Výsledky jsou shrnuty v tab. 4.2. 

Tab. 4.2: Porovnání m o m e n t ů P C e a L H S na p ros t ém nosníku 

Charakteristika P C e (ED=100) L H S (reference) 

Stř. hodnota 8.3666 8.3687 

Rozptyl 6.4294 6.4468 

Z tabulky je p a t r n á velmi dobrá shoda výsledků momentové analýzy. Dále byla 

provedena p lně-pravděpodobnos tn í ana lýza simulační technikou L H S opět s p o č t e m 

vzorků 10 4 pro různé l imitní hodnoty p růhybu , hledanou veličinou byla p ravděpo

dobnost poruchy p f pro funkci poruchy g(X) = vumit — i>z/2 > k te rá byla stanovena 

S W F R e E T pomocí simulačních technik. V tomto př ípadě tedy šlo o využi t í P C e 

jako metamodelu, na k t e r ém byl proveden výpočet mís to původn í funkce. Výsledky 

jsou shrnuty v následující tabulce: 

Tab. 4.3: Porovnání pf P C e a L H S na p ros t ém nosníku 

Limi tn í hodnota P C e (ED=100) L H S (reference) 

15 m m 1.716E-2 1.719E-2 

20 m m 1.017E-3 1.015E-3 

25 m m 6.25E-5 6.18E-5 

30 m m 4.3E-6 4.2E-6 

Zhodnocen ím výsledků lze konstatovat, že implementace P C e do softwarového 

nást roje je bezchybná a je možné jej využít pro prakt ické aplikace. B y l a ověřena 

funkčnost momentové analýzy, cit l ivostní analýzy i spolupráce se S W F R e E T . 

1 > f ) 
< > i M 

Y o u n g ' s m o d u l u s E 

\ 
x— L —x 

q 

Obr. 4.8: Schéma pros tého nosníku 
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5 T E C H N I K Y T Y P U M O N T E CARLO 
Simulační techniky typu Monte Carlo jsou založeny na principu opakovaného nume

rického řešení ma temat i ckého modelu Y = .A/f ( X ) , vždy s j i ným vektorem vs tupních 

náhodných veličin X . Stochast ická ú loha je t í m tedy převedena na sérii determi

nist ických výpoč tů . N á h o d n é veličiny jsou generované dle svého teoret ického prav

děpodobnos tn ího rozdělení s využ i t ím vygenerovaných (pseudo)náhodných čísel na 

intervalu (0,1). 

P r v n í popsanou aplikací s imulační techniky je nejspíše tzv. p rob lém Buffonovy 

jehly z roku 1777. Francouzský matematik Georges-Louis Leclerc Comte de Bufřon 

se snažil odhadnout hodnotu čísla 7r n á h o d n ý m v r h á n í m jehly na linkovaný papír 

a sledováním, zda po dopadu p ro t íná l inku. Po s ta t i s t ickém vyhodnocen í výsledků 

hodů obdržel odhad n. Samozřejmě, se zvyšujícím se množs tv ím opakování pokusů 

roste i přesnost odhadu. V dnešní době již nepoužíváme fyzikální generá tory náhod

ných čísel (hrací kostka), ale tzv. generá tory pseudonáhodných čísel ve formě S W 

algoritmu. Pojem pseudonáhodný předs tavuje skutečnost , že čísla jsou generována 

dle urč i tého algoritmu a po několika milionech v ý p o č t ů se opakují . 

Systemat ické využi t í s imulačních metod pomocí počí tače bylo provedeno až ko

lem roku 1930, kdy je Enrico Fermi využil pro výpočet vlastnosti neutronu. Stejný 

postup byl po t é aplikován také v projektu Manhat tan při vývoji a tomové bomby. 

N a konci 70. let se s imulační techniky začaly více rozvíjet společně s rozvojem 

výpoče tn í techniky. Vznik la metoda La t in Hypercube Sampling s několika modifika

cemi. Vybrané simulační techniky typu Monte Carlo budou popsány v následujících 

podkapi to lách . 

5.1 Klasická metoda Monte Carlo 

P ů v o d n í podoba simulační metody Monte Carlo ( M C ) předs tavuje velmi názorný 

proces, k te rý u rč i tým způsobem simuluje reálné chování modelu. Klasická metoda 

Monte Carlo generuje vektor vs tupních náhodných veličin v každém kroku zcela 

n á h o d n ě pomocí generá toru pseudonáhodných čísel. Jednot l ivé kroky v ý p o č t u jsou 

následující: 

• generace j realizací z-té n á h o d n é veličiny dle vztahu xitj = F~ 1 (mj j ) , kde 

F _ 1 ( X ) označuje odpovídající inverzní d is t r ibuční funkci a uitj p seudonáhodné 

číslo, viz Obr. 5.1 

• opakovaný výpočet ma temat i ckého modelu Yj = A4(X.j) s j různými vektory 

vs tupních náhodných veličin 

• s tat is t ické zpracování výsledků n á h o d n é veličiny Y a odhad s t řední hodnoty, 

rozptyl a vyšších s ta t is t ických m o m e n t ů 
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Velmi čas tá aplikace metody Monte Carlo v oboru spolehlivosti s tavebních kon

strukcí je pro výpočet p ravděpodobnos t i poruchy [38]. Ma tema t i cký model v tomto 

př ípadě představuje funkce poruchy g (X.) a pomocí jejího vyčíslení získáváme re

zervu spolehlivosti Z definovanou v kap. 1. V př ípadě že z j < 0 nas tává porucha 

konstrukce, celkový počet takových p ř í p a d ů označme N f a poče t provedených simu

lací N, tento princip je zobrazen na 2D př ík ladu na Obr. 5.2. Po té p ravděpodobnos t 

poruchy lze odhadnout následovně: 

Obr. 5.2: Výpočet pf pro 2D př ípad 
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Z popsaného principu vyplývá závislost přesnost i odhadu p ravděpodobnos t i po

ruchy na celkovém p o č t u simulací N a t aké na ř á d u odhadované p ravděpodobnos t i , 

abychom získali dos ta tečný počet realizací v oblasti poruchy. Zmíněnou závislost 

popisuje následující vztah pro výpočet variačního koeficientu p ravděpodobnos t i po

ruchy: 

1 . . 
VPÍ = -ŤŤŤ= (5-2) 

P f 

Je zřejmé, že pro velmi malé p ravděpodobnos t i poruchy, jako v p ř ípadě staveb

ních konstrukcí , je n u t n ý obrovský počet simulací, z tohoto důvodu byly vyvinuty 

další metody typu Monte Carlo jako např ík lad La t in Hypercube Sampling. 

5.2 Latin Hypercube Sampling 
Metody La t in Hypercube Sampling (LHS) jsou modifikované simulační techniky 

Monte Carlo, kdy N jednot l ivých realizací je vybí ráno z N intervalů definičního 

oboru dis t r ibuční funkce ( C D F ) F(X) každé n á h o d n é veličiny X j . Každý takový 

interval m á stejnou p ravděpodobnos t l /TV. Z každého takového intervalu je v y b r á n a 

právě jedna realizace n á h o d n é p roměnné , t í m L H S zajišťuje rovnoměrné pokry t í 

prostoru náhodných p roměnných s mnohem menš ím p o č t e m realizací ve srovnání s 

klasickou metodou M C . Princip L H S je zobrazen na Obr. 5.3. 

F(x) 

1 

N -1-

0 X i x 

Obr. 5.3: Metoda La t in Hypercube Sampling 

Podle způsobu vybí rán í realizace uvn i t ř intervalu existuje několik variant L H S . 

LHS-Medián volí pro realizaci s t řed intervalu, což vede k p rob l émům s generací re

alizací z okrajových část í funkce hustoty p ravděpodobnos t i ( P D F ) , k teré zásadně 

ovlivňují šikmost a špičatost rozdělení náhodných veličin. LHS-Random dle názvu 
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vybí rá realizaci uvn i t ř intervalu pomocí p seudonáhodného čísla. Poslední často vy

užívanou variantou je L H S - M e a n , k t e rá volí pro realizaci s t řední hodnotu intervalu. 

Poslední zmíněná metoda je v prakt ických úlohách nej využívanější díky eliminaci 

nevýhody LHS-Medián . 

Po vygenerování jednot l ivých realizací všech náhodných veličin je t ř e b a sestavit 

vektory vs tupních náhodných veličin (Xj), k tomu se využívá tzv. tabulka náhod

ných pe rmutac í . Ř á d k y tabulky odpovídaj í j edno t l ivým simulacím a každý sloupec 

reprezentuje vs tupn í n á h o d n o u veličinu. I lus t ra t ivní př íklad lze vidět na Tab. 5.1. 

k t e rá je vy tvořena dle [38]. 

Tab. 5.1: Tabulka náhodných pe rmutac í 

N á h o d n é veličiny 

1 2 3 4 5 6 

9 1 10 4 1 1 

4 5 3 7 10 2 

8 3 9 10 8 5 

6 2 8 9 3 10 

10 4 4 8 9 6 

7 10 5 1 2 4 

5 9 6 5 4 7 

2 6 7 2 6 3 

1 7 1 6 7 8 

3 8 2 3 8 9 

Simulační techniky typu Monte Carlo jsou rozsáhlou vědní disciplínou a různé 

jejich modifikace lze nalézt v další odborné l i te ra tuře . Výše popsané metody jsou 

implementovány v softwarovém nást roj i F R e E T a byly využi ty při zpracování t é to 

diplomové práce . 
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6 POUŽITÝ SOFTWARE 

6.1 FReET 

F R e E T (Feasible Rel iabi l i ty Engineering Tool) je softwarový nás t ro j pro statistic

kou, p ravděpodobnos tn í a cit l ivostní analýzu vyvíjený na Ús tavu s tavební mecha

niky Fakulty s tavební Vysokého učení technického v Brně [22]. F R e E T předs tavuje 

víceúčelový program sdružující spoustu technik z oboru spolehlivosti a ma tema t i cké 

teorie p ravděpodobnos t i . 

Tento software nachází up la tněn í i při prakt ických aplikacích ve s tavebnictví , 

díky možnost i propojení s M K P programem A T E N A . Pro takové propojení je na

vržen softwarový nás t ro j S A R A - Structural Analys is and Rel iabi l i ty Assessment. 

S A R A n á m umožňuje p ředa t s tochast ický model konstrukce, řešený dále pro

gramem A T E N A pomocí metody konečných p rvků s implementovanými principy 

nel ineární lomové mechaniky. Stochast ický p ř í s tup je velice vhodný právě při řešení 

cementových kompozitu, jelikož naměřené hodnoty vykazují vysokou proměnlivost . 

V diplomové práci je F R e E T využi t nejen pro propojení s M K P programem 

A T E N A a provedení několika desítek výpoč tů , ale t aké s nově vy tvořeným nás t ro jem 

pro tvorbu metamodelu ve formě P C e , díky tomu bylo možné ověřit jeho kvali tu bez 

nutnosti implementace dalších funkcí. 
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Obr. 6.1: P ros t řed í S W F R e E T 
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6.2 ATÉNA 
Software A T É N A vytvořený firmou Červenka Consulting [10] představuje komplexní 

řešení inženýrských úloh pomocí metody konečných prvků. Zvláště pak je velmi 

vhodný pro analýzu železobetonových konstrukcí díky implementaci velmi detai lních 

mater iá lových modelů , k teré zahrnuj í i vznik a šíření t rhl in dle zásad nel ineární 

lomové mechaniky. 

Nesmírnou výhodou programu je jeho možné propojení se S W F R e E T a následné 

provedení spolehlivostní analýzy. V p r ů b ě h u diplomové práce byl S W A T E N A takto 

využi t pro řešení nel ineární analýzy střešních p ředp ja tých nosníků. 

Ak tuá lně existuje několik p r o d u k t ů A T E N A , v diplomové práci byla využi ta 

aplikace A T E N A Science, k t e r á jako preprocessor využívá S W t ře t í strany G i D . Ná

sledně vytvoř í v s tupn í soubor, k t e rý je p ř edán řešiči. Výhodou tohoto p ř í s tupu je 

možnost úp ravy vs tupn ího souboru a provést tak znáhodněn í modelu, t í m t o postu

pem pracuje také S W S A R A . 

Pomoc í programu lze řešit statickou i dynamickou analýzu a navíc i problematiku 

požárn ího zat ížení konstrukce. Navíc m á A T E N A Science modern í a přehledný post

processor, viz Obr. 6.2. Získané výsledky lze tedy velmi j ednoduše vizualizovat a 

prezentovat. 

3 ModelDvlc* - Alena Studio n u 
Project Output Window Help 

o-seiEfx * g l o r i a s ms nt ti is ta Í. 
T X /' View 

Obr. 6.2: P ros t řed í S W A T E N A [převzato z www.cervenka.cz] 

http://www.cervenka.cz
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6.3 M A T L A B 
In te rak t ivn í programové pros t ředí M A T L A B předs tavuje skriptovací programovací 

jazyk vytvořený pro technické a vědecké účely. Samotný název vychází ze slov 

M A T r i x L A B o r a t o r y , tedy mat icová labora toř , což odpov ídá jednomu ze základ

ních rysů jazyka - základní datovou strukturou je matice. 

Díky tomu, že není n u t n é vytváře t v las tn í funkce pro běžné ma temat i cké úkony, 

hodí se pros t ředí velmi dobře pro vytváření a tes tování nových algori tmů, popř ípadě 

i tvoření aplikací. M A T L A B m á rozsáhlou uživatelskou komunitu po celém světě a 

je tedy možné nalézt spoustu uži tečných algori tmů. Další velmi využívanou funkcí 

pros t ředí M A T L A B je tvorba 2D i 3D grafů. 

V diplomové práci byl M A T L A B využi t pro tes tování jednot l ivých funkcí nově 

vy tvořeného S W a pro vizualizaci některých výsledků. Samotné pros t řed í lze vidět 

na Obr. 6.3. 
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Obr. 6.3: P ros t ř ed í M A T L A B 
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6.4 IO-SUPPORT 
I O - S U P P O R T předs tavuje p o d p ů r n ý program pro spolehlivostní výpočty, zvláště 

pak po lo-pravděpodobnos tn í metody. S W nás t ro j je rozdělen na dvě části , p rvn í se 

zabývá vs tupn ími daty s tochast ického modelu tzn. s tanovení charakter is t ických a 

návrhových hodnot a ve druhé části lze stanovit návrhovou hodnotu únosnos t i a 

vytvoř i t její vizualizaci. I O - S U P P O R T byl vytvořen jako součást bakalářské práce 

autora, více informací lze tedy nalézt p ř ímo v bakalářské práci nebo webových s t rán

kách S W nás t ro je [14]. 

V diplomové práci byly využi ty obě část i I O - S U P P O R T . Nejprve byly stano

veny charakter is t ické a návrhové hodnoty vs tupních mater iá lových charakteristik v 

záložce Inputs a následně výsledky M K P simulací zpracovány v záložce Response, 

kterou lze vidět na Obr. 6.4. 

IO-SUPOKT - A 

M e n u 
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Obr. 6.4: P ros t ř ed í S W I O - S U P P O R T 
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7 PRAKTICKÁ APLIKACE 

Cílem diplomové práce byla aplikace zmíněných p ř í s tupů na reálný problém, kon

kré tně s t řešní železobetonový p ředp ja tý nosník, k te rý je p ř e d m ě t e m rozsáhlého vý

zkumu. N a projektu spolupracovaly F A S T V U T v Brně a I K I B O K U University 

Wien za podpory rakouské firmy Franz Oberndorfer G m b H & Co K G . Cílem vý

zkumu bylo co nejpřesnější namodelování smykového porušení s t řešního nosníku a 

získání informací o jeho působení . 

P r v n í část í projektu bylo rozsáhlé tes tování be tonových vzorků provedeného na 

F A S T V U T [23], na jehož základě vznikla da t abáze lomově-mechanických p a r a m e t r ů 

[24, 27]. D a t a b á z e implementovaná do softwaru F R e E T byla nás ledně využi ta při 

tvorbě s tochast ického modelu s třešního nosníku. 

Ve d ruhé část i byly tes továny již reálné střešní nosníky. Výsledky zkoušek slou

žily jako data pro ověření vy tvořeného nel ineárního modelu konstrukce v konečně 

p rvkos tn ím softwaru A T E N A . 

Pos ledním krokem bylo již s amotné stochast ické ma tema t i cké modelování nos

níku pomocí metod prvn í a d ruhé úrovně. Během procesu bylo publ ikováno několik 

odborných článků, viz [32, 25]. A vytvořen au torský software I O - S U P P O R T [14], 

blíže popsaný v bakalářské práci autora. V následujících kapi to lách je uveden souhrn 

nej důležitějších zjištění. 

Je vhodné dodat, že zmíněný nosník je zmenšený v p o m ě r u 1:6 vzhledem k origi

nální konstrukci. Zjištění a zkušenost i získané v p r ů b ě h u výzkumu budou v následu

jících měsících aplikovány na reálný nosník. Následně budou stejné postupy apliko

vány i na další p ředp ja té nosníky j iných průřezů z produkce firmy Franz Oberndorfer 

G m b H & Co K G . N a Obr. 7.1 jsou znázorněny i lus t ra t ivně 3 prvky výše popsaného 

komplexního p ř í s tupu celého výzkumu. 

a) b) c) 

Obr. 7.1: a) lomově-mechanické experimenty; b) experiment nosníku v měř í tku 1:6; 

c) m a t e m a t i c k ý M K P model - trhliny při smykovém porušení 
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7.1 M K P model 
Výpočtový model des t ruk t ivn í zkoušky zmenšeného p ředp ja t ého be tonového T nos

níku byl vy tvořen na Ú S T M F A S T V U T v Brně Ing. Slowikem v programu A T E N A 

Science. V t é to podkapitole bude tedy pouze popis finálního modelu po vyladění, 

více deta i lů o postupu modelování a dalších detailech lze nalézt v o d b o r n é m článku 

Geometrie zmenšených nosníků byla modelována dle posky tnu t é výkresové doku

mentace: délka 5 m, výška 0,3 m, šířka př í ruby 1,5 m a její t loušťka 0,07 m. Stojina 

je široká 0,14 m a vysoká 0,23 m. Dále byla namodelována výz tuž nosníku včetně 

předpínacích kabelů , viz Obr.7.2. 

Mater iá lový model pro beton byl zvolen jako CC3DNonLinCement i t ious2, k terý 

vykazuje velmi dobré chování pro úlohy nel ineární lomové mechaniky. Be tonářská 

výz tuž BST550 je modelována pomocí I D p rvků se zvoleným mate r i á l em I D Reinfor

cement, definovaný mul t i l ineárn ím diagramem napět í -deformace. Předp ínac í kabely 

ST1570/1770 jsou modelovány obdobně , jen diagram napět í -deformace je bil ineární. 

Schéma křivek je zobrazeno na Obr. 7.3. 

7.2 Stochastický model 

Následně byl pomocí softwaru F R e E T vytvořen s tochast ický model, ve k t e r ém jsou 

využi ty informace z da t abáze lomově-mechanických p a r a m e t r ů betonu vytvořené na 

základě labora torn ích zkoušek. Nicméně po závěrech z bakalářské práce byla na

výšena variabilita náhodných veličin betonu s ohledem na l abora to rn í p o d m í n k y 

tes tovaných vzorků. Stat is t ické parametry oceli jsou převza ty z J C S S [18]. Charak

teristiky jednot l ivých náhodných veličin jsou uvedeny v Tab. 7.1 a Tab. 7.2. 

[31]. 

Reinforcement 0 6 mm 

Reinforcement 0 8 mm 

Reinforcement 0 12 mm 

Reinforcement 0 14 mm 

Reinforcement 0 20 mm 

Obr. 7.2: Schéma namodelované výztuže 

Kromě p a r a m e t r ů betonu a oceli bylo n u t n é stanovit t aké parametry předpína

cích kabelů . Jelikož tato data nebyla známa , musely být použi ty hodnoty z literatury. 
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t 
ST 1570/ 1770 

1 / / 1 

/ BST 550 

r * * » 

i >~ 
0,5 2,5 

Strain % 

Obr. 7.3: Pracovní diagram výztuže 

Tab. 7.1: N á h o d n é veličiny betonu C50/60 

Prameter Mean CoV [%] PDF Unit Material model Coment: 

fc 77 16,4 G M B min E V I [MPa] 
ft 3.9 20,6 GMB max E V I [MPa] 
E 34,8 20,6 W B L min (3 par) [GPa] 3D Nonlinear Cementitious 2 

Gf 219,8 32,8 GMB max E V I [J • m-2} 
Density 0,0023 4 Normal [kton/m3] 

Stat is t ické parametry předpínacích kabelů byly stanoveny dle J C S S [18] a jsou zob

razeny v Tab. 7.3. Navíc je zde také uvažována i předpínací síla P jako n á h o d n á 

veličina. 

V p r ů b ě h u tes tování se ukázalo , že velkou roli hraje také z t r á t a p ředpě t í , k t e rá je 

stanovena analyticky dle J C S S [16] a apl ikována ve formě zat ížení teplotou. Abychom 

zohlednili z jednodušení v ý p o č t u pomocí analyt ického vztahu, byla aplikována ne

jistota dle následující tabulky, kde I .L. značí nejistotu okamži tých z t r á t a L . T . L . 

d louhodobých z t r á t . 

P ř i sestavování s tochast ického modelu byla uvažována s ta t i s t ická závislost veli

čin použ i tého betonu C50/60 dle Tab. 7.5 a oceli BST550 dle Tab. 7.6. Korelace 

Tab. 7.2: N á h o d n é veličiny oceli BST550 

Prameter Mean Cov [%] P D F Unit Mater ia l model Coment: 

E 

fy 

200 

610 

2 

4 

Normal 

Normal 
Mult i l inear diagram 

[MPa] 6 
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Tab. 7.3: Materiálové charakteristiky předpínacích kabe lů pro s tochast ický model 

Prameter Mean Cov [%] P D F Uni t Material model Coment: 

E 195 2,5 Normal [GPa] 2,5 [GPa] 
Bilinear diagram with hardening 

fy 1387,88 2 Normal [MPa] 

P 0,0835 6 Normal [MN] Initial strain for reinforcement line 

Tab. 7.4: Nejistota v ý p o č t u z t r á t p ředpě t í 

Prameter Mean Cov [%] P D F Unit 

I.L. 1 10 Normal [—] 

L.T.L. 1 10 Normal [—] 

mater iá lových charakteristik předpínacích kabe lů byla uvažována také dle Tab. 7.6 

a nejistota v ý p o č t u z t r á t byla korelována korelačním koeficientem 0,5. 

Tab. 7.5: Sta t is t ická závislost veličin betonu C50/60 

E ft fc Gf 

E 1 0,5 -0,8 0,5 

ft 0,5 1 -0,7 0,8 

fc -0,8 -0,7 1 -0,6 

Gf 0,5 0,8 -0,6 1 

S využ i t ím vytvořeného determinis t ického modelu byly tedy, pomocí softwaro

vého bal íku F R e E T / S A R A , vytvořeny jednot l ivé simulace, jejichž celkový počet je 

31. Jelikož je naší snahou odhadnout stat is t ické momenty smykové únosnost i , lze 

tento počet považovat za dostatečný. 

K a ž d á simulace obsahuje mater iá lové charakteristiky stanoveny pomocí softwaru 

F R e E T (simulační technika LHS-Mean) . Jednot l ivé simulace byly zpracovány řeši-

čem A T E N A a následně byla pro každou simulaci vyhodnocena kř ivka zatížení-

posun. Výsledky byly statisticky zpracovány pro získání s ta t is t ických m o m e n t ů ná

hodné veličiny max imáln í únosnost i (vrchol kř ivky zat ížení -posun) . 

7.3 Stanovení návrhové hodnoty únosnosti 

Cílem analýzy s třešního p ředp ja t ého nosníku je s tanovení návrhové hodnoty únos

nosti pro indexy spolehlivosti j3 — 3, 8 dle metod uvedených v kap. 2 a jejich porov-
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Tab. 7.6: Sta t is t ická závislost veličin oceli BST550 a předpínacích kabe lů 

E fy 

E 1 0,6 

fy 0,6 1 

nán í s hodnotou stanovenou pomocí simulačních technik typu Monte Carlo. 

7.3.1 Metoda dílčích součinitelů bezpečnost i 

Pro s tanovení návrhové hodnoty únosnos t i Rd dle metody dílčích součinitelů bezpeč

nosti (PSF) je n u t n á pouze jedna simulace M K P . Vs tupní hodnoty mater iá lových 

charakteristik odpovídaj í náv rhovým h o d n o t á m Xd, určených na základě p ředpo

kladu lognormálního rozdělení s momenty převza tými ze stochast ického modelu. 

Cit l ivostní součinitel byl stanoven na hodnotu a = 0, 8 pro všechny vs tupn í veličiny. 

K účelu v ý p o č t u odpovídaj ícího kvantilu byl využi t S W I O - S U P P O R T , viz Obr.7.4. 

IO-SUPORT - x 

Menu 

Fc E_conerete Ft_concrete Gf E_steel Fy_steel EJendons Fyjendons 

MEAN COV a B Xd Xk v PDF 

A |077 0.164 00.8 03.8 |i A 

B B 1 Ě Z 0 

46.925| |58.9 | |1.255 | LOGNOHMAL -

Obr. 7.4: Stanovení vs tupních hodnot pomocí I O - S U P P O R T 

N a s t ředních hodno tách byly ponechány nejistoty v ý p o č t u z t r á t p ředpě t í , obje

mová hmotnost betonu a hodnota předpínac í síly. Takto s tanovené návrhové hodnoty 
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vs tupních mater iá lových charakteristik jsou uvedeny v Tab. 7.7, jednotky jsou iden

tické jako v kapitole 7.2. Index b značí výz tuž BST550 a index t p ředs tavuje označení 

pro předpínací kabely. 

Tab. 7.7: Vs tupní vektor mater iá lových charakteristik dle P S F 

fc ft E Gf Density Ej, fyb Et fyt P 

xd 46,9 2,1 16519 83,17 0,0023 188 540 180 1306 0,0835 

Hodnota návrhové únosnost i je stanovena jako vrchol kř ivky zat ížení-posun (L-D 

kř ivka) , k t e rá byla z ískána M K P analýzou S W A T E N A Science, viz Obr. 7.5. Vý

sledná hodnota únosnost i je navíc dále redukována součini telem modelové nejistoty 

jRd = 1.06. 

7.3.2 Metoda dle E N 1992-2 

Pro s tanovení návrhové hodnoty únosnos t i Rd dle metody uvedené v EN1992-2 je 

opět n u t n á pouze jedna simulace s upravenými vs tupn ími hodnotami a výsledek 

M K P analýzy je navíc redukován globálním součinitelem bezpečnost i . 

Hodnoty vs tupních mater iá lových charakteristik betonu jsou stanoveny na zá

kladě charakter is t ických hodnot vypoč tených pomocí I O - S U P P O R T za p ředpok ladu 

lognormálního rozdělení jako v m e t o d ě dílčích součinitelů bezpečnost i . Navíc jsou 

redukovány dle kap 2.1.2. 

Hodnoty os ta tn ích vs tupních mater iá lových charakteristik jsou ponechány na 

s t ředních hodno tách , vektor vs tupních veličin je v Tab.7.8. 

Tab. 7.8: Vs tupní vektor mater iá lových charakteristik dle EN1992-2 

fc /* E Gf Density Eb fyb Et fyt P 

X-m 49,7 2,35 19603 109,5 0,0023 200 610 195 1387,88 0,0835 

Návrhová hodnota únosnost i je p o t é stanovena redukcí výsledku M K P analýzy 

dle vztahu 2.4. L - D kř ivka z ískaná M K P analýzou je zobrazena na Obr. 7.5. 

P r v n í dvě metody byly determinist ické, ke s tanovení návrhové hodnoty únosnost i 

Rd vyžadovaly pouze jednu simulaci M K P . Dále uvedené po lo-pravděpodobnos tn í 

metody budou vyžadovat větší počet simulací, ale získáme také více informací o 

n á h o d n ě veličině R. 
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7.3.3 Metoda E C o V dle Červenky 

P r v n í z polo-pravěpodobnos tn ích metod je E C o V dle Červenky. K v ý p o č t u jsou 

t ř e b a 2 simulace M K P bez ohledu na rozsah s tochast ického modelu, což je velmi 

výhodné . Opě t je zaveden p ředpok lad lognormálního rozdělení vs tupních mate r iá 

lových charakteristik, ale t en tok rá t t aké samotné veličiny R. 

Vstupní vektory představuj í charakter is t ické hodnoty a s t řední hodnoty mate r iá 

lových charakteristik, oba jsou uevedeny v Tab.7.9. Opě t předpínac í síla P i nejistoty 

v ý p o č t u z t r á t p ředpě t í byly ponechány na s t ředních hodno tách . 

Tab. 7.9: Vs tupní vektor mater iá lových charakteristik dle E C o V 

fc /* E Gf Density Eb fyb Et fyt P 

•Em ^7 3,9 34800 219,8 0,0023 200 610 195 1387,88 0,0835 

Xk 58,9 2,78 23250 129,9 0,0023 194 571 187 1343 0,0835 

Následně byly provedeny dvě M K P simulace, jejichž výsledky představuj ící vr

chol L - D diagramu byly použi ty pro odhad variačního koeficientu a následně pro 

stanovení globálního součinitele bezpečnost i . Výsledné L - D křivky jsou zobrazeny 

na Obr. 7.5. 

LD - Experiment vs. Model 

175.3599792 170.000085 1 3 0 1 5 0 v 2 Experiment 

—Charakteristické hodnoty 
Xk 

Střední hodnoty Xm 

Návrhové hodnoty Xd 
lognormal 

Návrhové hodnoty Xd EN 
1992-2 

0.01 
Displacement [m] 

Obr. 7.5: L - D křivky metod 1. úrovně 
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7.3.4 Metoda E C o V dle Schlune et al. 

Náročnos t v ý p o č t u následujících dvou metod je závislá na velikosti s tochast ického 

model. A b y bylo možné tuto studii provést v co ne jkra t š ím čase, byla nejprve pro

vedena citl ivostní ana lýza ve formě variačních koeficientů pomocí umělých neurono

vých sítí, viz [25]. 

N a základě citl ivostní ana lýzy byly vybrány pouze 3 n á h o d n é veličiny: Gf, f t a 

E. O s t a t n í veličiny z původn ího s tochast ického modelu jsou uvažovány jako deter

ministické reprezentovány jejich s t ředními hodnotami. 

S využ i t ím vz tahů uvedených v kap. 2.2.2 byly s tanovené redukované vs tupn í 

mater iá lové charakteristiky Gf, f t & E uvedené v Tab. 7.10, os t a tn í byly ponechány 

na s t ředních hodno tách . 

Tab. 7.10: Redukce mater iá lových charakteristik dle E C o V Schlune 

fc /* E Gf Density Eb fyb Et fyt P 

fiA 77 2,5 27560 106,8 0,0023 200 610 195 1387,88 0,0835 

Celkem v t é t o m e t o d ě byly tedy provedeny 3 simulace M K P analýzou, kdy 

v každé byla právě jedna mater iá lová charakteristika redukována na hodnotu z 

Tab.7.10 a zbytek ponechán na s t ředních hodno tách . Navíc byla provedena jedna 

simulace se s t ředními hodnotami. 

Shrnu t í lze vidět v Tab. 7.11, ve které každý řádek reprezentuje jednu simulaci 

M K P . Ovšem tento počet je získán pouze díky citl ivostní analýze a nás ledné redukci 

s tochast ického modelu. 

Tab. 7.11: Vs tupní vektor mater iá lových charakteristik dle E C o V Schlune 

fc ft E Gf Density Eb fyb Et fyt P 

MKPfnean 77 3,9 34800 219,8 0,0023 200 610 195 1387,88 0,0835 

MKPX 77 2,5 34800 219,8 0,0023 200 610 195 1387,88 0,0835 

MKP2 77 3,9 27560 219,8 0,0023 200 610 195 1387,88 0,0835 

MKP3 77 3,9 34800 106,8 0,0023 200 610 195 1387,88 0,0835 

Variabi l i ta modelu je reprezentována pomocí var iačního koeficientu t>m = 0,1, 

variabilita geometrie je uvažována nulová. N a základě s tanoveného celkového vari

ačního koeficientu odezvy konstrukce je stanovena únosnos t Rd dle vztahu 2.15. 
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7.3.5 Numer ická kvadratura dle Rosenblueth 

Poslední běžně užívanou návrhovou metodou 1. úrovně předs tavuje numer ická kva

dratura dle Rosenbueth p o p s a n á v kap. 2.2.3. Tato metoda je výpoče tně zdaleka 

nejnáročnější z důvodu vysoké závislosti p o č t u návrhových b o d ů vzhledem k veli

kosti s tochast ického modelu. Opě t tedy byla k redukci s tochast ického modelu vy

uži ta cit l ivostní ana lýza ve formě variačních koeficientů zpracována pomocí umělé 

neuronové sítě jako v předchozím př ípadě . 

Pro s tanovení návrhové hodnoty únosnost i je v tomto p ř ípadě numer ická kvadra

tura využi ta pro odhad s t řední hodnoty a rozptylu únosnos t i konstrukce. Samotná 

návrhová hodnota je po t é u rčena dle vztahu 2.6. 

Celkem bylo provedeno 8 simulací M K P , k teré jsou pro 3 rozměrný prostor vr

choly kvádru o s t ranách 2axt, dle Obr.7.6. 

Obr. 7.6: Znázornění numerické kvadratury 3D 

Váhové koeficienty P odpovídající j edno t l ivým b o d ů m jsou stanoveny dle indexů 

následovně: 

P±±± = J(l ± P l 2 ± P 2 3 ± P 3 l ) (7-1) 
o 

kde p představuj í korelační koeficienty. Suma všech takto s tanovených váhových 

koeficientů je rovna J2t=i Pí — 1-

V následující tabulce jsou uvedeny vs tupn í mater iá lové charakteristiky jednotli

vých simulací spolu s váhovými koeficienty. N á h o d n é veličiny neuvedené v tabulce 

jsou ponechány na s t ředních hodno tách . 
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Tab. 7.12: Vs tupní vektor mater iá lových charakteristik dle Rosenblueth 

simulation Gf Ft E index weight coefficient 

1 291,9 4.7 43460 P+++ 0,35 

2 291,9 4.7 26140 P++- 0,1 

3 291,9 3.1 43460 P+-+ 
0,025 

4 147,7 4.7 43460 P+-+ 
0,025 

5 147,7 4.7 26140 P-+- 0,025 

6 147,7 3.1 43460 P - + 
0,1 

7 291,9 3.1 26140 P+- 0,025 

8 147,7 3.1 26140 P _ _ _ 0,35 

Výsledky získané M K P analýzou jsou následně zpracovány pro s tanovení s t řední 

hodnoty a rozptylu únosnos t i konstrukce dle vztahu 2.16. Odhad s t řední hodnoty 

E(Y) je po t é dán vztahem: 

E{Y)^YjPi-yi (7.2) 

Rozpty l únosnos t i a2 lze následně stanovit jako: 

- [E(Y)f (7.3) 



7.4. SESTAVENÍ M E T A M O D E L U V E FORMĚ P C E 61 

7.4 Sestavení metamodelu ve formě PCe 
Pro sestavení metamodelu ve fromě P C e byl využi t nově vytvořený software popsaný 

v kapitole 4.2. Cílem je vytvoř i t analytickou aproximační funkci ve formě PCe , 

kterou bychom mohli využít dále pro momentovou a citl ivostní analýzu. 

Množinu t réninkových b o d ů (ED) tvoř í 31 simulací generovaných L H S pomocí 

S W nás t ro je F R e E T a odpovídající výsledky získané M K P analýzou provedenou 

v S W A T E N A Science. Dodejme, že výsledky jsou po kroku 2 kN. Pro co nejlepší 

pokry t í návrhového prostoru byla zvolena metoda vzorkování L H S - M e a n . Je vhodné 

doda t , že jedna simulace M K P prob íhá zhruba 6 hodin, proto je využi t í metamodelu 

velmi vhodné . 

Základní nas tavení tvorby P C e bylo provedeno ve dvou var iantách, nejprve s 

plnou množinou bázových funkcí AM'P. Dle doporučení literatury [4] je vhodné sta

novit max imá ln í s tupeň použ i tého polynomu p = 3 — 5, pro tento konkré tn í př íklad 

byl zvolen jako p = 3. Množina AM,P obsahuje v tomto př ípadě P = 455 členů. 

Abychom mohli provést regresní výpočet koeficientů, je nu tné , aby E D obsahoval 

min imálně tolik b o d ů jako počet členů P = 455. Není tedy možné t í m t o postupem 

sestavit P C e , to bylo také původn í mot ivací k sestavení adap t ivn ího algoritmu tak, 

jak je popsán v kap. 4.2.2. 

V aplikaci byl využi t algoritmus L A R a vzhledem k nízkému max imá ln ímu stupni 

polynomu nebyl použi t adap t ivn í algoritmus pro jeho pos tupné zvyšování. V tomto 

př ípadě nejvhodnější množ ina AM,P pro daný E D obsahuje pouze 9 členů. To zna

mená , že některé veličiny do v ý p o č t u vůbec nevstupuj í , což z n a m e n á jistou apro

ximační chybu. Více detai lů o využi tých členech bude zřejmé z cit l ivostní analýzy. 

Pro lepší výsledek by bylo n u t n é navýši t počet t rénovacích/učíc ích b o d ů . 

P r v n í využi t í P C e metamodelu je k odhadu s t řední hodnoty a směroda tné od

chylky únosnos t i nosníku, to lze provést j e d n o d u c h ý m post-proceesingem tak, jak je 

popsáno v kap. 4.2.3. Pro porovnán í jsou v Tab.7.13 uvedeny hodnoty získané refe

renční analýzou metodou L H S - M e a n , jak byla p o p s á n a výše. Jak lze vidět z porov

nání , metamodel dosáhl velmi podobných výsledků, k teré jsou v tabulce zaokrouh

leny na celé kN. Vzhledem k ma lému p o č t u simulací L H S budou charakteristiky 

stanoveny pomocí P C e využi ty jako referenční hodnoty k porovnán í s návrhovými 

metodami 1. úrovně. 

Tab. 7.13: Porovnání m o m e n t ů s tanovených P C e a L H S na prakt ické úloze 

Charakteristika P C e L H S (reference) 

Stř. hodnota [kN] 196 198 

Směroda t . odchylka [kN] 25 26 
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Následuje t ex tový výpis S W nást ro je , ve k t e r ém lze zjistit všechny po t ř ebné 

údaje o vy tvořeném metamodelu. Sobolovy indexy zde zobrazeny nejsou, budou 

rozebrány zvláště v kap. 7.6. 

P C e S E T T I N G S : 

• M a x i m a l order of polynomial: 3 

• Q-norm for hyperbolic set: 1 

• Target error estimation Leave-one-out: 0,95 

• Sparse P C e by L A R S : True 

• Order-adaptive PCe : False 

• Fu l l size of polynomial chaos basis:455 

• Size of sparse hyperbolic basis: 455 

• Size of experimental design: 31 

• Size of sparse L A R basis: 9 

S U R R O G A T E M O D E L : 

. Mean value: 195,8303 

• Variance value: 699,8746 

• Coefficient of determination R: 0,9630 

• Leave-one-out error Q: 0,9093 

Jak lze vidět , kvalita metamodelu dle křížové validace je 91%. Což není požado

vaných 95% ale pro účely odhadu m o m e n t ů a citl ivostní ana lýzu je to postačující . 

Pokud bychom zvyšovali počet bázových funkcí, objevuje se fenomén přefitování, 

kdy koeficient R2 roste a blíží se j edné ale Q2 prudce klesá. 

P C e byl využi t pro výpočet 5000 simulací vygenerovaných L H S - M e a n . Výsledný 

tvar rozdělení p ravděpodobnos t i únosnos t i nosníku se blíží no rmáln ímu rozdělení, 

což lze vidět na Obr. 7.7. Je zajímavé dodat, že výpočet proběhl v řádech minut. 

< — A — > K — * — ^ 

Obr. 7.7: Histogram mezního stavu únosnos t i získaný pomocí P C e 
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7.5 Porovnání návrhových hodnot únosnosti 
Cílem diplomové práce je s tanovení návrhových hodnot únosnost i s t řešního před-

p ja tého nosníku pomocí po lo-pravděpodobnos tn ích metod a jejich srovnání . 

Jelikož po lo-pravděpodobnos tn í metody jsou závislé na korek tn ím odhadu s t řední 

hodnoty a var iačním koeficientu, nejprve je uvedena studie, k t e r á porovnává právě 

odhady těchto dvou veličin vzhledem k p o č t u nu tných simulací. 

Navíc je pro porovnán í uveden také odhad pomocí metody L H S - M e a n s různým 

p o č t e m simulací. 

N a Obr. 7.8 je zobrazen vývoj s t řední hodnoty v závislosti na p o č t u po t řebných 

simulací a s t í m spjatou výpoče tn í náročnost í . 
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Obr. 7.8: Odhad s t řední hodnoty dle jednot l ivých metod 

Jako referenční hodnota byla stanovena s t řední hodnota z ískaná pomocí meta-

modelu ve formě P C e dle kap. 7.4, n icméně tato hodnota také odpov ídá m e t o d ě 

L H S se 31 simulacemi dle kap. 7.2. 

Důlež i tým závěrem je špa tný odhad numerické kvadratury dle Rosenbluetha, 

k te rý by se dal p r avděpodobně odstranit zvýšením p o č t u návrhových bodů , s čím 

by se ale také zvyšovala výpoče tn í náročnos t . 

Velmi zaj ímavý je výsledek simulace se s t ředními hodnotami vs tupních náhod

ných veličin. Ukázalo se tedy, že p ředpoklad E C o V metod o rovnosti výsledku simu

lace se s t ředními hodnotami a s t řední hodnoty odezvy je v tomto př ípadě správný. 

Následující Obr. 7.9 zobrazuje s te jným způsobem vývoj variačního koeficientu 

odezvy konstrukce VR dle jednot l ivých metod. 
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3 5 7 8 9 11 Number of FEM evaluations 31 

Obr. 7.9: Odhad variačního koeficientu dle jednot l ivých metod 

Opě t odhad dle P C e je v souladu s hodnotou stanovenou pomocí L H S - M e a n s 

31 simulacemi a může být tedy považován za referenční. 

Jak lze vidět , metoda E C o V dle Červenky, ačkoliv měla správný odhad s t řední 

hodnoty, vysoce podhodnotila variabili tu únosnos t i konstrukce. Naopak metoda 

E C o V dle Schlune vykazuje velmi dobrou shodu s referenční hodnotou. 

Důsledek výše zmíněných zjištění jde vidět na s tanovené návrhové hodno tě únos

nosti dle jednot l ivých metod na Obr. 7.10. 
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Obr. 7.10: Návrhové hodnoty únosnos t i dle jednot l ivých metod 
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Podle očekávání jsou determinis t ické metody dle E N 1992-2 a Metoda dílčích 

součinitelů bezpečnost i (PSF) velmi konzervat ivní . Numer ická kvadratura dle Ro-

senbluetha je ze všech zmíněných po lo-pravděpodobnos tn ích metod nejvíce výpo

četně ná ročná , avšak výsledek je t aké velmi konzervat ivní . 

Metoda E C o V dle Schlune je naopak ideálním p o m ě r e m mezi výpoče tn í nároč

nost í a přesnost í s tanovené návrhové hodnoty únosnost i . Nicméně pro větší stochas

tické modely je vhodnějš í využí t metod n á h r a d n í plochy odezvy, popř ípadě vzor

kovací metodu L H S - M e a n . Je vhodné dodat, že v souladu s p ředpok ladem E C o V 

je pro metody P C e a L H S p ředpok ládáno lognormální rozdělení p ravděpodobnos t i 

únosnost i konstrukce. 

Velmi překvapivý výsledek je s tanovený často využívanou metodou E C o V dle 

Červenky. Vzhledem k silnému podhodnocen í variability únosnost i stanovila velmi 

vysokou návrhovou hodnotu únosnost i . Tento závěr se dá nalézt t aké v několika 

odborných článcích [1, 5]. Výsledky diplomové práce byly publikovány ve formě 

odborného článku [26] a budou sloužit pro další diskuzi ohledně vývoje metod E C o V . 
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7.6 Citlivostní analýza pomocí PCe 
Vzhledem k vy tvořenému metamodelu ve formě P C e je velmi vhodné zpracovat také 

citl ivostní analýzu. Přesněji se j e d n á o citl ivostní ana lýzu pomocí Sobolových indexů 

tak, jak je p o p s á n a v kap. 3.2.2. Tento proces nevyžaduje žádné další výpoče tn í 

nároky, j e d n á se pouze o post-processing aproximační funkce. Samotný algoritmus 

lze nalézt v kap. 4.1.5. 

Výsledné to tá ln í Sobolovy indexy lze vidět ve formě výsečového diagramu na 

Obr. 7.11. Je vhodné poznamenat, že tyto výsledky neodpovídaj í provedené ci t l i 

vostní analýze ve formě variačních koeficientů s využ i t ím umělé neuronové sítě. Po 

kontrolním v ý p o č t u pomocí M K P se sníženou tlakovou pevnos t í betonu lze odhad

nout, že umělá neuronová síť chybně zanedbala vl iv t lakové pevnosti betonu fc. 

Obr. 7.11: Totá lní Sobolovy indexy dle P C e 

V následující Tab. 7.14 lze vidět t ex tový výs tup S W nást ro je , ze k te rého lze 

jasně vidět , k te ré bázové funkce byly vybrány pro tvorbu P C e pomocí algoritmu 

L A R . Z textového výpisu sestaveného metamodelu v kap. 7.4 bylo vidět , že aproxi

mačn í funkce se skládá pouze z 9 členů a s tochast ický model m á 12 veličin. Z toho 

vyplývá, že některé členy byly bud zanedbány, a nebo byly vyjádřeny pomocí členů, 

k teré obsahovaly více veličin najednou. Odpověď na tuto o tázku lze získat p ř ímo vý

pisem funkce P C e nebo u větších mode lů vhodnějš ím p ř í s t u p e m pomocí Sobolových 

indexů. Sobolovy indexy prvního ř á d u vyjadřují vl iv členů, k te ré obsahují pouze 

urč i tou veličinu a Totá lní Sobolovy indexy vyjadřují v l iv všech členů, k te ré obsahují 
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urč i tou veličinu, tedy i interakci s j inými. N a základě Tab. 7.14 můžeme říci, že za

nedbán byl v l iv variability předpínací síly a nejistoty v ý p o č t u d louhodobých z t r á t . 

Veličiny, k teré maj í nulový Sobolův index prvn ího řádu , ale Totá ln í Sobolův index 

již nulový není, jsou ve v ý p o č t u zohledněny vlivem interakce s j inými veličinami. 

Tab. 7.14: Sobolovy indexy 

Total Sobol First Sobol 

I.L. 0,014 0,014 

L.L. 0 0 

fc 0,641 0,641 

E 0,030 0,030 

P 0 0 

ft 0,194 0,194 

Gf 0,117 0,117 

Density 0,002 0 

Eb 0,002 0 

fyb 0,0002 0 

Et 
0,002 0.002 

fyt 0,0002 0 
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8 ZÁVĚR 

Diplomová práce se zabývá pokroči lým náv r hem konstrukcí s využ i t ím spolehlivost-

ních metod. Konkré tně se j edná o použi t í po lo -p ravděpodobnos tn í ch metod a ná

h radn í plochy odezvy pro určení návrhové hodnoty únosnost i . Dalš ím v ý z n a m n ý m 

t é m a t e m souvisejícím s pokroči lým n á v r h e m konstrukcí je cit l ivostní analýza, proto 

jí je v práci věnována také větší pozornost. 

Nejprve jsou předs taveny základní metody teorie spolehlivosti a návrhové me

tody 1. úrovně pro s tanovení návrhové hodnoty únosnos t i při využi t í nel ineární 

formy metody konečných prvků. J e d n á se o ak tuá ln í shrnu t í běžně využívaných i 

méně známých metod z normat ivn ích d o k u m e n t ů a vědeckých publikací . V závěru 

teoretické kapitoly je uvedeno srovnání jednot l ivých metod s ohledem na výpoče tn í 

náročnos t , tedy počet nu tných v ý p o č t ů pomocí M K P . 

Následující kapitola se zabývá citl ivostní analýzou využívanou pro pokročilé ana

lýzy konstrukcí . Jsou zde předs taveny t rad ičn í metody pomocí Spearmanova kore

lačního koeficientu a metody založené na principu Hoefřding-Sobol dekompozice. 

Ve č tv r t é kapitole je p o p s á n a metodologie metod n á h r a d n í plochy odezvy, k te rá 

je často využívána při spolehlivostních výpoč tech pomocí M K P , vzhledem k její 

výpoče tn í náročnos t i . Zvláštní pozornost je věnována ak tuá ln í technice pro tvorbu 

metamodelu ve formě polynomiáln ího chaosu. V kapitole jsou popsány jak základní 

teoretické principy, tak i implementace do nově vy tvořeného S W nást ro je . Je zde 

ukázáno , že metamodel ve formě P C e je velmi efektivní pro momentovou a citlivostní 

analýzu, díky čemuž je využi t í t é t o metody na vzestupu. Navržený S W nás t ro j 

navíc pracuje do značné míry automaticky a je tedy využi telný i pro méně zkušené 

uživatele. 

Poslední teoret ická kapitola obsahuje popis základních technik typu Monte Carlo 

hojně využívaných v p ravděpodobnos tn ích výpočtech . 

P rak t i cká aplikace popsaných metod je u k á z á n a na úloze s tanovení návrhové 

hodnoty únosnost i s t řešního p ředp ja t ého železobetonového nosníku porušovaného 

smykem. J e d n á se o součást d louhodobého výzkumu s firmou Franz Oberndorfer 

G m b H & Co K G . Tvorba stochast ického modelu a některé po lo-pravděpodobnos tn í 

výpoč ty byly provedeny již b ě h e m bakalářské práce , n icméně na základě výsledků 

bylo rozhodnuto o zvýšení variability vs tupních veličin. Diplomová práce v tomto 

mís tě navazuje a pracuje již s up raveným s tochas t ickým modelem. Nejprve byly 

stanoveny návrhové hodnoty únosnost i dle normových a po lo-pravděpodobnos tn ích 

metod definovaných pro nel ineární analýzu. V práci je p o p s á n a p rak t ická aplikace 

a s tanovení vektorů vs tupních náhodných veličin pro M K P dle jednot l ivých metod. 

Následuje prak t ická tvorba metamodelu ve formě P C e využi t ím nově vytvo

řeného S W nást ro je . Učící množ ina obsahuje 31 simulací vygenerovaných pomocí 
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metody L H S - M e a n a odpovídaj ící únosnos t z ískaná M K P . Stat is t ické zpracování 

výsledků učící množiny zároveň slouží jako kontrolní hodnota jak metamodelu, tak 

i s tanovené návrhové únosnost i . 

Porovnán í možných p ř í s tupů tedy obsahuje po lo-pravděpodobnos tn í metody, me-

tamodel a p lně -p ravděpodobnos tn í p ř í s tup metodou L H S - M e a n . Ze srovnání stano

vených návrhových hodnot únosnos t i s t řešního p ředp ja t ého nosníku lze vyvodit ně

kolik závěrů. Nejprve byla ověřena funkčnost S W nás t ro je pro tvorbu metamodelu 

ve formě P C e pro prakt ické využi t í díky možnos t i po rovnán í získaných výsledků s 

referenční hodnotou. Srovnáním o d h a d ů s t řední hodnoty a var iačního koeficientu 

jednot l ivých metod a metody L H S - M e a n s ohledem na výpoče tn í náročnos t lze kon

statovat, že nej efektivnějším p ř í s t u p e m je metoda E C o V dle Schlune. Naopak odhad 

variačního koeficientu metodou E C o V dle Červenky v tomto př ípadě nevede ke sta

novení bezpečné návrhové hodnoty, což lze vidět ze srovnání s tanovených hodnot. 

Závěrem je provedena cit l ivostní ana lýza ve formě Sobolových indexů. Jelikož 

je tato metoda často realizována pomocí metod typu Monte Carlo a je tedy velmi 

časově náročná , není pro prakt ické úlohy běžně využívaná. Z tohoto důvodu v té to 

práci byl využi t ak tuá lně nej efekt i vnější způsob výpoč tu , a to pomocí metamodelu 

ve formě P C e . Výsledky citl ivostní ana lýzy odpovídaj í p ředpok ladu o důleži tost i 

mater iá lových charakteristik betonu. 

Diplomová práce uceleně prezentuje možnost i s tanovení návrhové hodnoty únos

nosti při využi t í nel ineární analýzy M K P . Získané závěry lze využí t při dalším roz

voji po lo-pravděpodobnos tn ích metod a při pokročilé výpoče tně náročné analýze 

konstrukcí pomocí metamodelu ve formě P C e . 
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SEZNAM SYMBOLŮ, VELIČIN A Z K R A T E K 

R n á h o d n á veličina odolnosti konstrukce 

E n á h o d n á veličina zat ížení konstrukce 

p f p r avděpodobnos t poruchy 

Z n á h o d n á veličina rezervy spolehlivosti konstrukce 

F d is t r ibuční funkce n á h o d n é veličiny 

(f) d is t r ibuční funkce normal izovaného normáln ího rozdělení 

F _ 1 inverzní d is t r ibuční funkce n á h o d n é veličiny 

0 _ 1 inverzní d is t r ibuční funkce normal izovaného normáln ího rozdělení 

/3 index spolehlivosti dle Cornella 

a váhový součinitel (citlivostní součinitel) 

\i s t řední hodnota n á h o d n é veličiny 

a2 rozptyl n á h o d n é veličiny 

a s m ě r o d a t n á odchylka n á h o d n é veličiny 

M K P metoda konečných p rvků 

P S F metoda dílčích součinitelů bezpečnost i (partial safety factor) 

7 součinitel bezpečnost i 

xm s t řední hodnota pro E C o V metody 

Xk charakter is t ická hodnota 

Xd návrhová hodnota 

Rd návrhová hodnota únosnost i 

E C o V odhad variačního koeficientu (estimation of coeflicient of variation) 

Rm s t řední hodnota únosnost i konstrukce 

R(Xm) výsledek simulace se s t ředními hodnotami mater iá lových charakteristik 
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R(Xk) výsledek simulace s charakter is t ickými hodnotami mater iá lových 

charakteristik 

VR celkový variační koeficient odezvy konstrukce 

v f variační koeficient odezvy způsobený mate r iá lem 

vg variační koeficient odezvy způsobený geometri í 

vm variační koeficient odezvy způsobený modelem 

E{Ym) odhad Y- tého momentu n á h o d n é veličiny 

p korelační koeficient dle Spearmana 

P C e rozvoj ve formě polynomiáln ího chaosu (Polynomial Chaos expansion) 

£ n á h o d n á veličina v nezávislém s t a n d a r d n í m normá ln ím prostoru 

E D množ ina t réninkových b o d ů pro metamodel (Experimental Design) 

Si Sobolův index prvn ího ř á d u 

STÍ Totá ln í Sobolův index 

S W software 

M C metoda Monte Carlo 

L H S metoda La t in Hypercube Sampling 

ft t ahová pevnost betonu 

f c t laková pevnost betonu 

pv objemová hmotnost 

G f lomová energie 

E modul pružnos t i 

fy t ahová pevnost oceli 


