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1 Uvod

Pfi praci s éasovymi fadami ¢asto zkoumdame jeji systematické slozky (tren-
dovou, sezénni a cyklickou), pfi¢emz predpokladame nekorelovanost jednotlivych
pozorovani. Nahodna slozka vSak muize byt tvofena korelovanymi nahodnymi veli-
¢inami. V takovém pfipadé mizeme vyuzit Boxovu-Jenkinsovu metodologii, jejiz
postup spociva pravé v modelovani ¢asovych fad tvorenych korelovanymi nahod-
nymi veli¢inami.

Modely ziskanymi Boxovou-Jenkinsovou metodologii lze stochasticky mode-
lovat nejen nahodnou slozku, ale i trend a sezénnost. Zaroveni rychle reaguji na
zménu charakteru dat. Dalsi vyhodou je, ze se ¢asova fada analyzuje pomoci pre-
dem daného algoritmu a subjektivni zasahy jsou minimalni.

Ackoli mé tento pristup i své nevyhody, kterymi jsou predevsim poZadovani
délka tady alespon 50 pozorovani, ¢asova narocnost vypoctl, pro které je tfeba
statisticky software, a obtizna interpretace modeld, patii Boxova-Jenkinsova me-
todologie mezi analytické metody s dobrymi praktickymi vysledky.

V dalsim textu se predpoklada znalost zakladnich pojmt z oblasti pravdépo-

dobnosti a matematické statistiky.



Pouzité symboly

N(R)|Z] mnozina piirozenych (redlnych)[komplexnich] &isel
Ay ¢tvercova matice typu k x k

|A| determinant matice A

X nahodna veli¢ina X

F(X) distribu¢ni funkce ndhodné veli¢iny X

E(X) stfedni hodnota ndhodné veli¢iny X

var(X) rozptyl ndhodné velic¢iny X

cov(X,Y) kovariance ndhodnych veli¢in X a ¥
cor(X,Y) korela¢ni koeficient nahodnych veliéin X a Y
X aritmeticky pramér ndhodné veli¢iny X

Hy nulova hypotéza

X ~AN(0,1)  ndhodnd veli¢ina X ma asymptoticky normélni rozdé&leni
se stfedni hodnotou 0 a rozptylem 1

g ~ WN(0,02) proces &; je proces bilého sumu se stfedni hodnotou 0
a rozptylem o2

(o) (1 — a)-kvantil x? rozdéleni s s stupni volnosti

Of(z,y)

R parcialni derivace funkce f(z,y) podle proménné x



2 Zakladni pojmy

Stézejnim pramenem teorie, kterou obsahuje druha az pata kapitola, je lite-

ratura [3].

2.1 Casova fada

Definice 2.1. Systém ndhodnych velicin
{Xt}t€T7 T C R? (1>

nazyvame ndahodny proces.
Definice 2.2. Casovou Yadu chdpeme jako:

1. ndhodnou posloupnost, tedy jako ndhodny proces s diskrétnim casem, tj. { X, her,
kde T je spocetnd mnoZina ( napt. T CZ );
nebo

2. konecnou verzi 1., tedy jako nahodnou posloupnost rozsahu n.

Definice 2.3. Euxistuje-li pro kazdé t € T stredni hodnota E(X,), potom funkci
e = E(Xy) nazgvdme stiedni hodnotou procesu.

Je-li stredni hodnota nulovd, nazyvime proces centrovany.

2.2 Autokorelac¢ni vlastnosti ¢asovych rad

2.2.1 Stacionarita

Rekneme-li o0 néjakém nahodném procesu, Ze je stacionarni, znamena to, ze
chovani tohoto procesu v ¢ase je v jistém smyslu stochasticky ustalené. Rozlisu-

jeme striktni a slabou stacionaritu.

Definice 2.4. Ndhodny proces se nazyvd striktné staciondrni, jestlize vsechna

jeho konecnérozmeérnd rozdélent jsou invariantni vici posunum v case, tj.
Fiypitn @y 00,) = Foytan (Btovns o Ty i) (2)
VneN, VheR, Vt,eT :t;y, €T, 1=1,...,n.
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Definice 2.5. Nahodny proces se nazyvd slabé staciondrni, jestlize ma konstantni
stredni hodnotu, konstantni rozptyl a kovariancni strukturu druhého Tdadu invari-

antni viuci posunum v case.

Je-li proces striktné stacionarni, je také slabé stacionarni. Opacny vztah obecné

neplati.

Definice 2.6. Jestlize jakékoli sdruzené rozdéleni pravdépodobnosti ndhodného

procesu je normdlnt, potom tento proces nazijvdme normdlni (gaussovsky).

Pokud je normalni proces slabé stacionarni, potom je také striktné stacionarni,
protoze normalni rozdéleni je jednoznac¢né uréeno prvnimi dvéma momenty. V dal-
sim textu budeme predpokladat, ze pracujeme s ndhodnymi veli¢inami, které maji

normalni rozdéleni, a proto bude pouzivan jen pojem stacionarita.

2.2.2 Autokovariance a autokorelace

Predpokladame stacionarni ¢asovou fadu.

Definice 2.7. Funkci
e 1= cov( Xy, Xpw) = B(Xy — ) (Xeyw — 1), keZ, (3)
nazyvame autokovariancni funkce casové tady.

Poznamka 2.1. Specidlné pro k = 0 je vo = var(X;) = 0%, co? je rozptyl asové

Tady.
Definice 2.8. Funkct

X4, X
0p = Tk _ cov(Xe, Xin) = cor( Xy, Xeyx), keZ, (4)

Yo \/var(Xt)var(XHk)

nazyvame autokorelacni funkce casové tady.



Diky stacionarité jsou autokovarianéni i autokorela¢ni funkce sudé, tedy
Ve = V_k & Pp = P_k, Proto se mizeme omezit jen na k € N.

Predpona auto- se pouziva proto, ze kovarianci a korelaci pocitame pomoci
veli¢in z téze Casové Tady.

Graf autokorelac¢ni funkce g, pro jednotliva k se nazyva korelogram.

Odhady autokovarian¢ni a autokorela¢ni funkce
Pri praci s daty Xi,...,X,,, ktera tvoil ¢asovou fadu ve smyslu 2. definice 2.1,
budeme pouzivat odhad

_ . "X
X=FBx)= =
n

t=1

pro stfedni hodnotu,

n—=k S S
_ N~ X - X)Xk — X)) _
h="Fk=) - ., k=0,1,...,n—1, (6)
=1
pro autokovarianéni funkci a
re=0n ==, k=01,...,n-1, (7)
Co

pro autokorela¢ni funkci. Pro praktické vypocty byva pozadovano n > 50 a k < 7.

Definice 2.9. Casovou fadu X = {X;} nazveme bilyj Sum se stfedni hodnotou p

a rozptylem o3, jestlize py = p a plati

2
_ Jox, prok =0,
= {0, pro k # 0, (8)

Piseme X ~ WN (i, 0%).

Poznamka 2.2. Staciondrni casovd tada, kterd neni bilym Sumem, se nékdy

nazyva také barevny sum.



Hledani identifika¢niho bodu
Podle pribéhu autokorelaéni funkce identifikujeme piislusny model (viz. kapi-
tola 4.1). Pfitom je tfeba nalézt tzv. identifikacni bod ko. To je takova hodnota,

ze

Protoze teoretickou (skutecnou) autokorelaéni funkei gp nezname, ale pouze ji
odhadujeme pomoci funkce r, potfebujeme zjistit, jak blizko nule musi byt od-
hadnuté autokorelacni funkce ry, abychom mohli s predem danou spolehlivosti

tvrdit, ze teoretickd autokorelacni funkce g, = 0. Testujeme proto hypotézu
HO . Ok = O, k > ko.

Nejprve spocitame pomoci Bartlettovy aproximace smérodatnou odchylku auto-
korela¢ni funkce r;. Za predpokladu normality zkoumaného ndhodného procesu

a pokud je kg skuteény identifikaci bod, tak plati:

Hy

o(ry) = \/var(ry,) = %(1 + 227«;), k> k. (10)

Zvolime ko = 0 a pokud |ry| > 24/var(rg) pro néjaké k > ko, zvétsime ko o jed-
nicku (ko := ko + 1) a znovu porovname. Pokud |rg| < 2y/var(ry) pro vSechna
k > ko, potom je ko hledany identifikacni bod a hypotézu Hy : g, = 0 pro k > ky

nezamitame.

Poznamka 2.3. V predchozim odstavci vyuZivame toho, Ze

Tk
— ~ AN(0,1), (11)
var(ry)
a pravidlo, Ze normdlni ndhodnd velicina s nulovou stiedni hodnotou prekroci

v absolutni hodnoté dvojndsobek své smérodatné odchylky s pravdépodobnosti pri-

blizné 0,05.

Parcialni autokorelaéni funkce

10



Definice 2.10. Parcidlni autokorelacni funkci o, rozumime parcidlni korelacni

koeficient ndhodnych velicin X; a Xy, pri pevnych hodnotach X1, ..., Xpyp_1-

Plati
AF
QkaM, (12)
kde
1 01 - Qk—1
Ok—1 Qk—2 .. 1

a matice A} vznikne z matice Ay zménou posledniho sloupce

1 01 .. 01
01 1 . 02

Ok—1 Qk—2 --- Qk

Pro prvni dvé hodnoty parcialni autokorelacni funkce pg tedy plati

011 = 01
1 o
0oy = o 02| 02— 0
22 = = .
1 o 1-— Q%
o1 1

Odhady hodnot funkce gz pocitdme pomoci rekurentnich vzorci

T =T1 (13)

k—1
Th = 2 j—1 Th=1,Th—j
Tkl =
k—1
1= 00 The147;

. k>, (14)

kde 7y ; = rg—1,; — TrerTr—14—; Pro j = 1,... k—1. Ani v tomto pfipadé nezname

hodnoty skuteéné parcidlni autokorela¢ni funkce g, proto testujeme nulovost
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jejich hodnot. K tomu pouzijeme nasledujici hypotézu

HO . Okl = O, :l{? > ko.

Vychézime z Quenouilleovy aproximace, podle které je

Ho 1
O'(Tkk) = \/;, k > ko. (15)

Déle postupujeme stejné jako u predchozi hypotézy pro autokorela¢ni funkei.

Priklad 2.1.

V tabulce 1 je po fadcich uveden kurz ceské koruny vici australskému dolaru

po dobu 11 pracovnich tydnt v dobé od 30. cervna 2008 do 12. zaf1 2008.

14507 14,425 14,494 14,427 14,554 14,392 14,324 14,236 14,345
14,313 14,235 14,356 14,272 14,242 14,161 14,125 14,131 14,551
14,452 14,354 14,391 14,417 14,539 14,475 14,404 14,366 14,164
14,17 14,101 14,337 14,296 14,048 13,987 14,31 14,378 14,561
14,404 14,425 14,335 14,317 14,34 14,322 14,335 14,49 14,49
14,469 14,287 14,298 14,302 14,005 14,375 14,239 14,167 14,051
14,003

Tabulka 1: Kurz CZK/AUD v obdobi od 30.6.2008 do 12.9.2008

Pomoci (7) a (14) spocitame odhady 74 a 74 autokorelaéni funkce gy a par-
cialni autokorela¢ni funkce ox Tady z tabulky 1. Prvnich jedenédct hodnot funkei

rE a g, je uvedeno v tabulce 2. Nyni budeme hledat identifika¢ni bod funkce gy.

k 1 2 3 4 5) 6 7 8 9 10 11

m 053 0,25 002 0,02 005 -0,07 -0,16 -0,24 -0,35 -0,31 -0.22

e 0,63 -0,06 -0,12 0,09 0,04 -0,10 0,09 -0,00 -0,26 -0,06 0,02

Tabulka 2: Hodnoty odhadnuté autokorela¢ni a parcialni autokorela¢ni funkce

Nejprve otestujeme, zda neni ko = 0. Podle (10) je

) 1 1
a(rk):\/;:,/%:o,l% pro k> 0.
12



Hodnota |ry| = 0,53 je skoro dvakrat vétsi nez hodnota 20, = 0,27. Budeme v
testovani pokracovat a posuneme identifikac¢ni bod na ky = 1. V tomto pfipadé

je

o(re) = \/%(1+2r§) = \/%(1+2-0,532) =0,169 pro k> 1.

Hodnotu 20(r;) = 0,306 pfesahuje hodnota |rg| = 0,35, a tedy ani bod k =1
neni identifika¢ni. Pokud by byl identifika¢ni bod ky = 2, pak by platilo

1 1
o(rg) = 2\/g(1 +2(r}+713)) = 2\/5(1 +2(0,53% + 0,252)) = 0, 1751 pro k > 2.

(16)
Dvojnasobek smérodatné odchylky, tj. hodnotu 0,3502, neptekracuje zadna z hod-
not odhadnuté autokorela¢ni funkce r, k > 2, a proto kg = 2.

Pro parcialni autokorelaé¢ni funkei identifika¢ni bod nalezneme rychleji. Podle

O\Tkk n V 55 ) pro 0-

Proto budeme v8echny hodnoty 74 z tabulky 2 porovnévat s 20(rg) = 0,27. Tu
prekracuje pouze hodnota r1; a tedy identifikacni bod je kg = 1.

13



3 Stacionarni procesy

Tato kapitola je vénovana zakladnim modelim Boxovy-Jenkinsovy metodolo-
gie. Nejprve se budeme zabyvat obecnym linearnim procesem, déle potom procesy
z n¢ho odvozenymi. Jsou to: proces klouzavych souctt MA, autoregresni proces

AR a smiSeny proces ARMA.

3.1 Linearni proces

Stacionarni proces, ktery neobsahuje zddnou deterministickou slozku, lze vzdy
vyjadfit jako linearni kombinaci fady nekorelovanych ndhodnych veli¢in ve formé

linedrniho procesul.

Definice 3.1. Casovou Tadu ve tvaru
Xe =i+ gy Fbagia + ..o, teZ, (18)
kde e, ~ WN(0,02) a v, jsou parametry, nazgvdme linedrnim procesem.

Jiny zptsob zapisu linearniho procesu je pomoci operatoru zpétného posunuti
B, ktery je dan vztahem
BXi = X

a ktery muzeme aplikovat né¢kolikandsobné jako

BX, = X,_;.
Potom lze psat
Xy =¢(B)ey, (19)
kde
¢(B)=1+¢1B+¢232+...=1+§:¢j31. (20)
j=1

¢(B) nazyvame operdtor linedrnitho procesu.

Dokazal svédsky statistik Herman Ole Andreas Wold ve své praci A Study in the Analysis
of Stationary Time Series (1938)

14



Pied uvedenim véty 3.1 je tfeba definovat jesté pojem konvergence podle

kvadratického stfedu.

Definice 3.2. Plati-l:
lim E(Y; —Y)* =0, (21)

t—to

konverguje tada Yy, t — to, t € T podle kvadratického stredu k ndhodné veliciné
Y, ty.
Y =1lim.Y,. (22)

t—ito

Véta 3.1. Necht ©(B) je redlnd funkce, kterd konverguje pro |B| £ 1 a necht
g ~ WN(0,02). Potom v¢(B)z; konverguje podle kvadratického stiedu, takze
existuje nahodnd velicina

Dukaz: viz. Andél, 1976, str. 58.

Disledek 3.1. Linedrni proces je staciondrni a centrovany.

Za jistych podminek lze linedrni proces piepsat (invertovat) na tvar
Xt = 7T1Xt_1 + 7T2Xt_2 + ...+ & (23)

Poznamka 3.1. Procesu ve formé (23) se také 7ikd Bozova-Jenkinsova repre-

zentace.
Pouzijeme-li operator zpétného posunuti, zapisujeme proces (23) ve tvaru
m(B)X, = &, (24)
kde

W(B):1—7TlB—7TQBQ—...:1—Z7Tij. (25)
=1

Pokud lze linedrni proces zapsat ve tvaru (24), potom se nazyva invertibilni.

15



Véta 3.2 (Podminka invertibility). Necht ©(B) konverguje pro
Bl<1 (26)
Potom je proces { X} invertibilni.
Pro parametry ¢(B) a n(B) plati vztah
WB)(B) = 1, (21)

tedy

(1 + Z¢]B])(1 - Zﬁij) =1+ (¢1 - 7T1)B + (¢2 — ¢17T1 — WQ)BQ +...=1.

3.2 Proces klouzavych souctu
Definice 3.3. Proces vyjddreny ve tvaru
Xy =i+ 0e 1+ Occto+...+ 0,54, teZ, g ~ WN(0,02), (28)
se nazyvd proces klouzaviych soucty tddu q. Znacime ho MA(q).
Proces (28) lze vyjadrit téZ pomoci operatoru zpétného posunuti B ve formé
Xt =0(B)ey, teZ. (29)

V tomto pfipadé je operator zpétného posunuti dan vztahem
q .
0(B)=1+> 0;B (30)
j=1

a nazyvame ho operdator klouzavych soucti.
Proces klouzavych souéti (28) vychézi piimo z linedrniho procesu (18), zména
je pouze v tom, ze ma konecny pocet parametri. Z toho plyne, Ze vSechny procesy

klouzavych soucth jsou stacionérni pro libovolnou volbu parametrii, nebot

P(B)=0(B) <o pro |B|<1, Vb,,....0, (31)
16



a stacionarita je disledkem véty 3.1.

Pro prvni dva momenty tohoto procesu plati

E(X;) =0

03(:70:(1—#9%—%...—{—92)03. (32)
Autokorela¢ni funkce g5, ma tvar

0, + 0,0 e+ 0,40
o = k+ 1k:+21+ —I-qu:q7 k=1.....q
1403+ ...+ 02

Ok = 0, k > qg. (33)

Identifika¢ni bod autokorela¢ni funkce procesu (28) je ko = g. Pii zndmych o
je mozné spocitat parametry 6;, ¢ = 1,2,...,q. Parcidlni autokorela¢ni funkce
Okx je omezend geometricky klesajici posloupnosti nebo sinusoidou s geometricky
klesajici amplitudou. Identifikaéni bod kg této funkce neexistuje. Podle véty (3.2)
je proces (28) invertibilni, pokud fada

7(B) =0"(B) (34)

konverguje pro |B| < 1. 0(B) (polynom fadu ¢) rozlozime na kofenové &initele

nésledovné
q

0(B) = ][t —n'B), (35)
i=1
kde h;, i =1,2,...,q, jsou kofeny polynomu #(B). Potom fada 671(B), |B| < 1,

konverguje pro |h;| > 1,i=1,2,...,q. Tim je dokdzadna nasledujici véta.

Véta 3.3. Proces klouzavych soucti je invertibilng, lezi-li koreny h;, i = 1,2,...,q,

polynomu 0(B) v kompleznt roviné vné jednotkového kruhu.

Proces MA(1)

V tomto pfipadé je ¢ = 1. Model Casové fady ma tvar

Xi=ei+bhea, LE€Z, & ~WN(,02). (36)

17



Véta 3.4. Pro invertibilni proces MA (1) plati
|61] < 1. (37)

Dukaz: Polynom #(B) = 1+ 6, B ma pouze jeden kofen hy = —0—11, pro ktery
musi podle véty 3.3 platit |hy| > 1. [ |

Operator zpétného posunuti je zde ve tvaru

w(B) =07 B) = 1y = 1 (igl By = 2 (HBY =13 1)

a proces (36) lze pii splnéni (37) psat ve tvaru
Xt = QIXt—l — Q%Xt_g + Qi)Xt_g — QZLXt_LL + ...+ Et. (38)

Autokorelac¢ni funkce procesu MA(1) nabyva dle (33) hodnot

Ql - 1 —l—@%’
o, =0 pro k>1 (39)

Jeji identifikacni bod je ky = 1.
Lemma 3.1. Pro invertibilni proces plati

1
lo1] < 5 (40)

Dtkaz: Z predchoziho textu vime, Ze o7 = %. S ohledem na (37) budeme

hledat extrémy funkce f(z) = =55 pro |z| < 1. Prvni derivaci této funkce

df (x) 1—a?

dx (14 22)?

polozime rovnou nule. Extrémy nastévaji na hranici defini¢niho oboru v bodech

x = —1ax =1,.Prvni derivace f/'(x) je na celém definiénim oboru kladna,
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funkce f(x) je tedy rostouct a tudiz se v bodé x = —1 jednd o globalni minimum

s funkéni hodnotou —% a v bodé & = 1 o globalni maximum s funkéni hodnotou

01 1
1+0%| <3 u

+. Z toho plyne, Ze |¢1| = |
Za predpokladu, ze zndme p;, vypocitame hodnotu parametru ;. Upravime vztah
(39)

0107 — 01+ 01 = 0.

Kofeny této rovnice jsou

L+ /1407

t ., =
b2 201

1+4/1—

2
o 2ol nespliiuje pro |g| < % podminku invertibility (37), protoze

] = |1+ /1 —403]
1| =
2|91|

Koren ¢, =

> |14 4/1— 402 > 1.

Kofen t; podmince invertibility vyhovuje a dostavame
1— /1 —4p?
01

Lze ukazat, Ze parcidlni autokorelaéni funkce procesu MA(1) ma tvar

IRl
% .
1— ef( +1)

(42)

Lemma 3.2. Parcidlni autokorelacni funkce procesu MA(1) je omezend geome-
tricky klesajici posloupnosti

|owe] < |6u[". (43)
Dukaz: Z véty 3.4 vime, Ze |0;| < 1 a tedy Qf(kﬂ) < 63, proto je % <1
1

a pro absolutni hodnotu parcialni autokorela¢ni funkce potom plati (viz. vztah

(42))

1- 62

|ore| = |91|k‘T+1 < 164",
D
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Na obrazcich 1 a 2 jsou zndzornény mozné tvary g a g procesu MA(1)
pro kladnou a zapornou hodnotu parametru ¢;. Obrézek 3 zachycuje ¢asovou fadu
124 hodnot simulovanou na zakladé procesu MA(1) ve formé X; = ¢, 4+ 0,8¢;_;.
Na obrazku 4 jsou potom odhady autokorela¢ni a parcialni autokorelaéni funkce
této fady. Na obrazku 5 je zobrazena fada generovana pomoci stejnych ;, ale
s parametrem s opac¢nym znaménkem, grafy odhadu jeji autokorelacni a parcialni

autokorelac¢ni funkce si mizeme prohlédnout na obrazku 6.

osl . osl .
oel . osl .
o.al . o.al .
o J | o J | |

= o 5 o | | I [ | - n -

—oz=2t . —oz2} I I .
—o.at . —o.al .
—oe6l . —os} .
—osl . —osl} .
- 1 2 3 4 5]{6 7 8 9 10 - 1 2 3 4 5]{6 7 8 9 10

Obrézek 1: g a ogr pro parametr 6; > 0

1 1
osl 1 osf 1
o6l 1 o6l 1
o4l 1 o4l 1
oz} 1 ozt 1
el IR
—o.z2f 1 —oz2} 1
—o.4af 1 —o.4al 1
—0.6 | - —0.6 | 4
—o.8f 1 o8} 1
-1 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 -1 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Kk Kk

Obrézek 2: g a pgr pro parametr 67 < 0
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o 20 40 80 80 100 120
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Obrazek 3: Simulovany proces X; = &; + 0,851
1 1
o.sf . o.s}l 1
0.6 b 0.6 T
o.4af . o.atl 1
o.2F b o.2fF I T
o= o § o II Il_- .I-IIII. _.I ..ll-
—0.2F —0.2F | b
—0.4r E —0.4 E
—0.6 | - —0.6 | 4
—-0.8| - —0.8} 4
1 1
o 10 20 30 o 10 20 30
Kk Kk

Obrézek 4: Odhad autokorela¢ni a parcialni autokorelacni funkce procesu X

&
0

(o] 20 40 [=Ye] 80 100 120

Obrazek 5: Simulovany proces X; = ¢; — 0,851
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o.8 B 0.8
0.6 B 0.6
o.af . o.al
ozt i o=t
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— O 2 PR e e e e e e - —0.2 H
_o.al i _o.al
_osf i _oesl
—o.8} 1 —0.8
5 10 20 30 5 10 20 30
y53 y53

Obréazek 6: Odhad autokorela¢ni a parcialni autokorelacni funkce procesu X

Proces MA(2)

Tento proces ma tvar
Xy =1+ 01601 + Os5y_s, teZ, e ~WN(0,0?). (44)
Pomoci operatoru klouzavych souctt lze psat
X;=0(B)e; = (14+60,B + 0,B%)z,. (45)

Véta 3.5. Pro invertibilni proces MA(2) plati ndsledugici vztahy

Z) |81| < 2| ) |82| < 17 (46)
i) O+ 0; > —1, (47)
i) 0y — 0, > —1. (48)

Dukaz: Z véty 3.3 plyne, Ze pro kofeny polynomu 0(B) plati |hy| > 1 a |hy| > 1.

Polynom rozepiseme 6(B) =1+ 60,B + 6,B* = (1 = h%)(l = h%) =1— (4 —

— h%)B + ﬁBQ a porovname koeficienty u B. Dostaneme, ze 6 = — (h% + 1 )

ha
aﬁgzﬁ.Potomje
D)l =l S | ] <2
ol = | ] = | 2|} <

i) 0+ 0, = 5= — 5= — 7;- Budeme hledat minimum funkce f(z,y) =
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= f(y,x) = é — % — i pro |z| > 1, |y| > 1. Parcialni derivace

Of(z,y) 11 1 1 1
YImI) sty - (1=
Ox x2y+x2 x2( y)’
Of(z,y) 11 1 1 1
GBI 2t - S
Jy y2x+y2 y2( x)

polozime rovny nule. Rovnost plati v prvnim pfipadé€, pokud je z = o0 nebo
y = 1, ve druhém piipadé obdobné, tedy pokud y = +00 nebo x = 1. Vypocitame
hodnoty funkece f(x,y) v téchto bodech:

f(lvl) :f(l,—oo):f(l,oo):f(—oo,l):f(oo,l):—l,
f(—00,—00) = f(—00,00) = f(o0, —00) = f(00,00) =

Odtud plyne vztah 65 4+ 6; > —1.
i7) Dokézeme obdobné jako @i) : 0y — 01 = 30— + 4= + 7. Budeme hledat

minimum funkee f(z,y) = f(y,z) = é + 1 —I—i pro |z| > 1, |y| > 1. Parcialni

derivace
0 11 1 1 1
fz,y) —————=——(1+—),
Ox x?y P x? Y
0 11 1 1
fley) 11 =——(1+—)
dy vyt oy x
polozime rovny nule. To nastane v bodech x = +o0 nebo y = —1, popfipadé

y = £oo nebo & = —1. Vypodéitame hodnoty funkce f(z,y):

f(_lv _1) = f(_lv _OO) = f(_lv OO) = f(—OO, _1) = f(OO, _1) =-1,
f(—OO, _OO) = f(—OO, OO) = f(OO, _OO) = f(OO, OO) = 0.

A tedy plati 6, — 6; > —1. |
Na obréazku 7 je zobrazena dvourozmérna oblast invertibility procesu MA(2),

kterd je urcena vztahy (46), (47) a (48).

23



Obrazek 7: Oblast invertibility procesu MA(2)

Autokorela¢ni funkce je dédna vztahy

011+ 0,)
R -y
S N
o =0, k>2. (49)

Jejim identifika¢nim bodem je ko = 2.

Lemma 3.3. Pro hodnoty o1, 02 libovolného invertibilniho procesu (44) plati

) 1
i) o2+o01>—=

o0
27 ( )
g 1

i) 02— 01 > T (51)

Dukaz: V dtkazu vyuZijeme skutecnosti, Ze pro a* 4+ 0% +¢* > 0, kde (a, b, ¢) #
(0,0,0), plati vztah

ab + ac + be 1

a2 +b0 2T 2 %2)

Tento vztah je odvozen z toho, ze obecné plati (a + b + ¢)? > 0 a tedy také
a® + % + ¢ + 2(ab + ac + be) > 0, odtud dostaneme ab + ac + be > —CHEEE
vydélime a® + b* + ¢® > 0 a ziskdme vztah (52).
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; : X _ 0 61(0402) _ 0,16516,6 , .
i) Nejprve sefteme g, + 07 = 1+0%2+€§ + 16702 = 11+€2%+€132. Zvolime a =

1,b = 01,¢c = 05 a dostavame piimo tvar (52). Rovnost 1 + 0; + 05 = 0 uréuje
hranici oblasti invertibility (6, = —6; — 1), nerovnost (50) tedy plati uvniti celé
oblasti invertibility.

o P . _ — 02 _ 01(0463)  —0,46,-6,6, 5
i1) Dokazeme obdobné: g, — o1 = TRORT0l T 1407465 — 140503 Tentokrat
zvolime a = 1,0 = —01,¢ = 6,. Rovnost 1 — 07 + 05 = 0 urcuje hranici oblasti

invertibility (6, = 6, — 1), nerovnost (51) tedy také plati uvniti celé oblasti in-
vertibility. [ |

Vypocet parametri ¢, a 0, ze zndmych hodnot g; a o, se provadi iteracné
nebo pomoci specidlnich diagramn.

Parcidlni autokorelac¢ni funkce pxi je omezena geometricky klesajici posloup-
nosti (v ptipadé redlnych kofentt polynomu #(B)) nebo sinusoidou s geometricky
klesajici amplitudou (v p¥ipadé komplexnich kofent polynomu 6(B)).

Na obrazcich 8-11 jsou zndzornény mozné tvary op a ogx procesu MA(2)
pro razné hodnoty parametria 6, a #,. Obrazek 12 zachycuje ¢asovou fadu 118 hod-
not simulovanou na zakladé procesu MA(2) ve formé X; = ¢,4+0,8¢;,_1 —0, 4e;_».
Na obrazku 13 jsou potom odhady autokorela¢ni a parcidlni autokorela¢ni funkce

této Tady.

al al
o.s| 1 o.sf
o.6| 1 o6
0.4t 1 o.af
o.2F 1 o.2r
& o = o I L
2 I
—o.4at g —o.4al
—o.6| 1 —o.6f
—o.8} 1 —o.8f
—1 —1
al 2 3 4 5 6 7 8 9 10 al 2 3 4 5 6 7 8 9 10
K

Obrézek 8: g5, a o pro parametry 6; < 0, 5 <0
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Obréazek 9: g a pxr pro parametry 6; > 0, 5 > 0

1

2 3 4 5 6 7 8 9 10
Kk

Okk

0.8

0.6

o.4

0.2

—0.2

—0.4

—0.6

—0.8

10

1

2 3 4 5 6 7 8 9
Kk

Obrézek 10: g a ggx pro parametry ¢, > 0, 0, <0

1

2 3 4 5 6 7 8 9 10
Kk

Okk

0.8

0.6

o.4

0.2

—0.2

—0.4

—0.6

—0.8

10

1

2 3 4 5 6 7 8 9
Kk

Obrézek 11: g5 a g pro parametry ¢, < 0, 6, > 0
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Obrazek 12: Simulovany proces X; = &, + 0,8c,_1 — 0,4¢;_

1 1
o8 1 o.8r
0.6 1 0.6
0.4 b o.4rf
0.2 S S -~ 1 0.2 -I I
e o I 1 1 | 1 R T = o Ll ountn Is | .
= L [ ] LI | | P I I II- L L
—o.2f I 1 —o.2}
—_o.4al E —_o.4l}
—0.6 | k| —0.6
—o.8} 1 —o.8}
1 1
o] 10 20 30 o] 10 20 30
k k

Obréazek 13: Odhad autokorela¢ni a parcidlni autokorel¢ni funkce procesu X;

3.3 Autoregresni proces
Definice 3.4. Casovou tadu vyjddienou vztahem
Xe=p1Xia toaXe o+ o+ X, + &, teZ, & ~WN(0,02), (53)

kde ¢1,..., ¢, jsou parametry, nazyvdme autoregresnim procesem tddu p. Zna-

¢ime AR(p).

Proces (53) mtiZzeme zapsat také pomoci operatoru zpétného posunuti B jako

o(B)X; = ¢y, (54)
kde
AB) =1-) (55)
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je autoregresni operdtor.

Véta 3.6. (Podminka stacionarity) Autoregresni proces je staciondrni, pokud lezi

koteny g;, 7 = 1,2,...,p, polynomu ¢(B) v komplezni roviné vné jednotkového
kruhu.
Dikaz: Dukaz se provede na stejném principu jako pro vétu 3.3. |

Autoregresni proces (53) odpovida centrovanému linedrnimu procesu zapsa-
nému v invertovaném tvaru (24) s kone¢nym poctem parametra. Tento proces je
tedy invertibilni pro libovolné parametry ¢;, 1 =1,2,...,p.

Vyhovuje-li proces podmince stacionarity, lze jej psat v neinvertovaném tvaru
Xt = ¢_1(B)€t. (56)
Hodnoty autokorela¢ni funkce ziskdme fesenim soustavy diferenénich rovnic

Ok = P10k—1 +9029k—2+"-+30p9k—p7 k= 1727"" (57>

Nyni ukaZzeme, Ze tyto rovnice jsou odvozeny postupnym néasobenim vztahu (53)
veli¢inami X;_,, k =1,2,...,p, a naslednym pfechodem ke stiednim hodnotam.
Vime, ze stfedni hodnota tohoto procesu je nulova a ze budouci hodnoty chyb jsou
nekorelované s minulymi hodnotami ¢asové fady. Z toho plyne E(X; &) = 0,

k=1,2,..., atedy

Ve = P17VE-1 + P2 Vk—2 +...+ Sopfyk:—pv k= 17 27 s (58>

Tyto rovnosti nakonec vydélime ~y,. Ziskdme soustavu (57). Dale odvodime tvar
autokorela¢ni funkce pro rtzné kofeny polynomu ¢(B). K vypoétu parametru ¢;,
1 =1,2,...,p, pii znamych hodnotéach autokorela¢ni funkce se pouziva prvnich

p rovuic soustavy (57), tedy tzv. Yuleova- Walkerova soustava rovnic, tj.

01 = Spl‘l’SOQQl ‘I’---‘I‘Sopgp—l?
02 = ©101 + ¥2 +.o Y02,
Op =  P10p-1+ P20p2 +...+ ©p. (59)
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Vztah pro rozptyl procesu AR(p) odvodime tak, Ze vynasobime vztah (53) veli-

¢inou Xy, pfejdeme ke stfedni hodnoté, vydélime ~, a po pravé dostaneme

0.2

0'2:7: € . 60
S S NP R (60)

Parcialni autokorelacni funkce ggr mé identifika¢ni bod kg = p a pro k > p jsou

hodnoty této funkce rovny nule.

Proces AR(1)

Tento proces je vyjadieny tvarem
Xe=o1Xeo1+e, LEL, gr ~ WN(0,02). (61)
Véta 3.7. Pro staciondrnt proces AR (1) plati
p1| < 1. (62)

Dukaz: Polynom ¢(B) = 1+ ¢1B mé pouze jeden kofen g; = —é, pro ktery
musi platit podle véty (3.6) |g1| > 1, a tedy |¢1| < 1. [ |

Pokud je splnéna podminka (62), lze proces (61) pfepsat na tvar
Xy =i+ 161 +@leeo+. ... (63)
Pro autokorela¢ni funkei procesu AR(1) plati
o1 = ¢¥1 (64)
O = 01061 = Plop 2= =@, k> (65)

Je to tedy klesajici geometrickd posloupnost. Parcidlni autokorelacni funkce je

déna vztahy

on = ¥, (66)
ok =0, k=2 (67)

jejim identifikaénim bodem je ko = 1.
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Obrézek 14: g, a gg pro parametr ¢ > 0
1 1
0.8 b 0.8 b
0.6 b 0.6 b
o.4 E o.4t 4
o.2F I b o.2F b
=5 o I—I—. u - §l [e]
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—o.4al g —o.4al g
—0.6 T —0.6 T
—0.8F E —0.8 | 4
—1 —1
1 2 3 4 5 S 7 8 @ 10 1 2 3 4 5 S 7 8 @ 10
Kk Kk

Obrézek 15: g, a ogg pro parametr ¢ < 0

o] 50 100 150

Obrazek 16: Simulovany proces X; = 0,8X;_1 + &4
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Obrazek 18: Simulovany proces X; = —0,8X;_1 4+ &;
1 1
ol 1 o.s .
o6l 1 o.6 .
o.al ‘ 1 0.4 .
oz} | | I . oz .
o= o I im_ . ' = olgngn 11 1. 1 | I
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Obréazek 19: Odhad autokorela¢ni a parcidlni autokorela¢ni funkce procesu
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Na obrazcich 14 a 15 jsou znézornény mozné tvary g a ogx procesu AR(1)
pro kladnou a zapornou hodnotu parametru ¢;. Obrazek 16 zachycuje caso-
vou fadu 115 hodnot simulovanou na zékladé procesu AR(1) ve formé X; =
0,8X;_1+¢; Naobrazku 17 jsou potom odhady autokorelaéni a parcialni autoko-
rela¢ni funkce této fady. Rada simulovana se zadpornym parametrem je zobrazena
na obrazku 18, odhady jeji autokorelacni a parcidlni autokorelacni funkce jsou

znazornény grafy na obr. 19.

Proces AR(2)
Tento proces je ve tvaru

Xe=o1 X+ Xo o+, tEZL, &4~ WN(07 U?)v (68)

Véta 3.8. Pro staciondrni proces AR(2) plati vztahy

i) el <2, el <1, (69)
i) w1 < 1, (70)

Dikaz: Duikaz provedeme stejné jako u véty 3.5, ale misto 6; dosadime ¢ =

91—1 + 91—2 = —0, a misto 0, parametr @, = prrl —0,, kde g1, 9> jsou kofeny
polynomu ¢(B) =1 — ¢ B — ¢, B~ [

Dvourozmérnou oblast stacionarity danou vztahy
¢1+§02<1, 302—301<1, —1<¢2<1, (72)

ukazuje obrazek 20. Tvar autokorela¢ni funkce gy procesu (68) je odvozen v lite-
ratufe ([1], str. 60-61).

Jestlize jsou 27 a 25 navzajem razné kofeny charakteristického polynomu

22— 12 — Py (73)

prislusnému k soustavé diferen¢nich rovnic

Ok — P10k—1 — P20k—2, (74)
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o

Obrazek 20: Oblast stacionarity procesu AR(2)

potom ma autokorelacni funkce g, tvar

(-2t — (1= )zt

= 75
o (21 — 22)(1 + 2122) (75)
Pro kofeny charakteristického polynomu (73) plati
1 1
1=~/ k2= (76>
g1 g2

kde g1, g2 jsou kofeny polynomu ¢(B) = go(%) =1- 801% - 802(%)2. Z véty 3.6
plyne, Ze pro stacionarni proces musi platit |z;] < 1, |22] < 1.

Je-li 27 = 25 dvojnésobny realny kofen, pak je

(1+ 1_22k:) 8 (77)
= —— k2.
Jsou-li kofeny komplexné sdruzené, tj. plati 2, = 2} = ze™, 2z = |z| = |24],

potom dostavame feSeni ve tvaru

or = A2 sin(wk + B), (78)

kde A = —+= aB:arctg(

2
sin}B) 14—52 th) :

Resenim Yuleovy-Walkerovy soustavy rovnic
01= Y1 TPa201,

02 = 101 T2 (79)
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dostaneme vztahy

1— 42
— Ql( 52)7 802 — (92 Ql) (80)
1—07

1 1—9%

Pro autokorela¢ni funkei procesu AR(2) lze odvodit

Z) |Ql|<17
1
i) o < 92; . (81)

Parcialni autokorelacni funkce procesu (68) ma identifikaéni bod kg = 2.

1 1
o.8 1 o.8 1
0.6 B 0.6 1
o.4 E oO.4a | .
o.2F I B o.2F 1

== o I I B m = § o
—O0.2 E —0.2 | .
—o.al — —o.atl 4
—0.6 - —0.6 | .
—0.8 1 —0.8 1

—1 —1

1 2 3 4 E= (=3 7 8 2 10 1 2 3 4 E= (=3 7 8 2 10
V5] V5]
,
Obréazek 21: g a ogi pro parametry ¢1 > 0,05 >0

o.8 o.8
O.6 0.6 1
o.4 0.4 .
o.2F I 1 o.2r 1

= o I | B § o I

—0.2F 1 —0.2F 1
—o.al — —o.atl 4
—o.6} — —o.6} 4

—0.8 —0.8

1 2 3 4 E= (=3 7 8 2 10 1 2 3 4 E= (=3 7 8 2 10
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Obréazek 22: g a opxr pro parametry ¢1 < 0,02 <0
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Obréazek 23: o a opx pro parametry ¢1 > 0,05 <0
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Obréazek 24: o a ogt pro parametry ¢1 < 0,05 >0
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Obrazek 25: Simulovany proces X; =0,8X;_1 — 0,4X;_ 2+ &
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Obréazek 26: Odhad autokorela¢ni a parcidlni autokorelacni funkce procesu X,

Na obrazcich 21-24 jsou znazornény mozné tvary gx a g, procesu AR(2) pro
razné hodnoty parametri ¢ a p,. Obrazek 25 zachycuje ¢asovou fadu 106 hodnot
simulovanou na zakladé procesu AR(2) ve formé X; = 0,8X;-1 — 0,4X;2 + 4.
Na obrazku 26 jsou potom odhady autokorelacni a parcidlni autokorela¢ni funkce

této Tady.

3.4 SmisSeny proces

Definice 3.5. Smisenym procesem vddu p a q rozumime proces dany vztahem

Xt = SOIXt—l_I_' . '+SOpXt—p+€t+€1€t—1+' . '+8q€t—q7 t e Z, Ep WN(O, O'?)
(82)
Znacime ho ARMA(p,q).

Pomoci operatoru zpétného posunuti muzeme proces (82) zapsat nasledovné
p(B)X: = 0(B)e, (83)

kde 6(B) je operdtor klouzavych soucti a p(B) je autoregresni operdtor. Podminka
stacionarity je stejna jako u autoregresniho procesu (53) a podminka invertibility
je shodna s procesem klouzavych souctt (28), tj. kofeny polynomi (55) a (30) lezi
vné jednotkového kruhu. Stfedni hodnota procesu (82) je nulova. Autokorelaéni

funkce spliiuje soustavu diferencidlnich rovnic

Ok = P10k—1 + P20k—2+ ... + PpOk—p, k>q. (84)
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Pokud z; jsou navzajem rtzné kofeny polynomu (55), ma soustava (84) stejné
FeSeni jako pro proces AR(p), tentokrat pro k > max{0,q — p + 1}. Pokud tedy
je ¢ > p, pak hodnoty 0o, 01,...,04—p se vymykaji charakteristickému pribéhu
autokorela¢ni funkce, kterd je jinak linedrni kombinaci geometricky klesajicich
posloupnosti a sinusoid s geometricky klesajici amplitudou. Parcidlni autokore-
la¢ni funkce procesu (82) se pro k > max{1, p—q+1} chova stejné jako u procesu

MA(g) a tedy ani pro ni neexistuje identifika¢ni bod.

Proces ARMA(1,1)

Tento proces ma tvar
Xi=o1Xi1 + e + 016, e ~ WN(0,02). (85)

Podminka stacionarity je stejnd jako u procesu AR(1), tedy |¢1| < 1, obdobné
podminka invertibility je shodna s podminkou invertibility procesu MA(1), tedy

|61] < 1. Autokorelaéni funkce procesu (84) vyhovuje soustavé

Ok = P10k—1, k> 1. (86)

Vynésobenim vztahu (85) veli¢inou X; a néslednym pfechodem ke stfedni hod-

noté ziskdme vztah nasledujici pro rozptyl
Yo =1 + o + 0107 (g1 + 0h). (87)

Stejnou upravou ale tentokrat s veli¢inou X; ; dostaneme vztah pro kovarianci
mezi velicinami X; a X;_;

T = 170 + o (88)

Dosazenim (87) do (88) a opacné dosazenim (88) do (87) tyto vztahy upravime

na tvary
1 —I— 92 —I— 2301@1
02 =% = ! 37 (89)
* L -}
(14 ©101)(p1 + 01)

37



Pomoci téchto vztahtt mizeme spocitat hodnotu

o (L4 ¢161)(p1 + 1)

Yo 14 9% + 20164

01

02 = £101-

Odtud lze zpétné urcit hodnoty parametrd ¢, a 6y takto

01
901:_7
02
b+ Vb2 — 4 1-2 2
6, =TV T8 gep=rt2TA
2 01— 1

(91)

(92)

a znaménko + nebo - volime tak, aby |0;| < 1. Z pfedchoziho vztahu lze odvodit,

Ze pro stacionarni a invertibilni proces musi platit

207 — |o1] < 02 < |onl-

(93)

Parcialni autokorela¢ni funkce procesu (85) je omezena geometricky klesajici po-

sloupnosti stejné jako u procesu (36).

. —0.2
—0.4 —0.4
—0.6 —0.6
—0.8 —0.8
_112345k678910 '7 1T 2z 3 4 5 & 7 =8 ® 10

Obrézek 27: g, a og pro parametry ¢; > 0,1 > 0

Na obrazcich 27-30 jsou znézornény mozné tvary g a ggg procesu ARMA(1,1)

pro rizné hodnoty parametri ¢, a ¢;.
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Obrézek 28: g a opr pro parametry ¢; < 0 < ¢
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Obrézek 29: g a g pro parametry ¢, < 0 < 6,
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Obrézek 30: g, a og pro parametry ¢ < 0,6; <0

39



' ' ' ' ' ' ' '
o] 10 20 30 40 50 80 70 80 Q0 100

Obréazek 31: Simulovany proces X; = —0,8X;_1 +&; — 0,454
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Obréazek 32: Odhad autokorela¢ni a parcidlni autokorela¢ni funkce procesu X,

Obrézek 31 zachycuje ¢asovou fadu 101 hodnot simulovanou na zékladé pro-
cesu ARMA(L,1) ve formé X;, = —0,8X;, 4 + & — 0,45,_;. Na obrazku 32 jsou
potom odhady autokorelaéni a parcialni autokorelaéni funkce této fady. Celkem

snadno lze nalézt podobnost mezi témito odhady a priabéhy funkei na obr. 30.

Poznamka 3.2. V Bozové-Jenkinsové metodologii se snazime nalézt modely s co
nejmensim poctem parametri. Ve vétsine praktickych pripadi vystacime s modely

popsanymi v této kapitole, tj. modely, ve kterych je p 4+ q < 2.
Poznamka 3.3. Pokud neni casovd Tada centrovand, provedeme centrovdni

XtWXt—/L.
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Napriklad model AR(p) centrujeme ndsledovné
Xe—p=o1(Xemr —p) + ..+ op(Xip — 1) + &4, (94)
coz lze psdt zkrdcené ve tvaru
Xe=0+viXea+ .o+ 9 Xip + 44, (95)

kde
d=p(l—p1—...—pp) (96)

Hodnotu p odhadujeme bud aritmetickym pramérem dané casové tady, nebo spo-

lecné s parametry ¢;,0;,1=1,...,p,j=1,....q.
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4 Vystavba modelu

4.1 Identifikace modelu

vvvvv

V této fazi uréujeme jaky typ a fadd modelu zvolit pro danou ¢asovou fadu.

Ze vseho nejdiive je vhodné:

e Poriidit graficky zdznam dat, pomoci kterého mizeme ohodnotnit staciona-

ritu (kolisani kolem konstantni trovné, stejny rozptyl).
e Centrovat stacionarni fadu, pokud jeji stfedni hodnota neni nulova.

Nejsme-li si jisti nulovosti stfedni hodnoty, lze testovat hypotézu Hy : o = O.
Nejéastéji se pouziva test zalozeny na srovnani aritmetického priméru X s dvoj-
nasobkem odhadnuté smérodatné odchylky tohoto priméru og. Je-li | X| > 20,
zamitneme hypotézu Hy na hlading 95%. Odhady smérodatnych odchylek pro jed-

notlivé modely jsou uvedeny v tabulce 3.

Tyto odhady jsme ziskali pomoci nasledujici aproximace

var(X) = (142 Z k) (97)
odvozené takto
var(X) = var( ZXt — Z Zcov(Xt, (Zvar X))+
=1 s=1
n—1 n—2
—I— 2 ZCOV Xt7Xt+1 —I— 2 Z cov Xt7Xt+2) —I— e ‘I— 2COV(X17XH)) =

t=1

= 1
= (M0 + 200 = D)n +2(0 = 2D+ 4+ 27) = (0 + 27 +
Tt 2) = %“Z% 1+2ng (98)
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Model Odhad oy
Co(l+27’1)

MA() !

MA(2) 60(11»27’1)

AR(1) ol
co(14r1)(1—2r2+r3)

AR(2) el

ARMA(L,1) | /(1 + -20)

Tabulka 3: Odhady smérodatnych odchylek pro prameér

Vypocet 0% pro konkrétni modely potom probihé takto:

MA(1)

Pro hodnoty autokorela¢ni funkce plati (viz. kap. 3.2) g =0,

Rozptyl je tedy dén vztahem

MA(2)

Obdobné jako u procesu MA(1) zde plati g =0,

Pro rozptyl potom plati

0% = L1+ 201+ 02).
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AR(1)

Vime, %e (viz. kap. 3.3) 0, = 0%, k =1,2,... Seéteme-li na obou stranich
v S > $1 01 :
pres k, dostaneme op = oF = = . Dosazenim do (97
2T T, o
ziskdme vztah
1
a}(:@(lw o ):%( to), (101)
n 1—0 n(l— o01)
AR(2)
Zde plati
1—o0
01 = ¢1+ Y201, Y1 =01 3
1—o7
2
02 = P101 + @2, Pa = g2 9217
1—oy

Ok = P10k—1 + ©20k—2, k=3,4,...

Secteme-li rovnice na levé strané pres k, ziskdme nasledujici rovnost

po upravé dostaneme Z O = PL¥ pot SOQQl, dosadime do (97) a méame

k=1 1_801_802

pro rozptyl nasledujici vztah

Yoo (T—a)(1— o)

ARMA(L,1)

Pro tento proces plati o, = ¢10k_1, k =2,3,..., coz je rekurentné zadana

[ele]
geometricka Tfada, jeji soucet tedy je Z O = . Za @ dosadime 2
1 - 01

a rozptyl je potom ve tvaru
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0% = ﬁ(l + 297%). (103)

n 01— 02
Vlastni identifikace je zalozena na odhadech autokorela¢ni funkce r; a par-
cialni autokorela¢ni funkce 7. Ty porovname s prubéhy teoretické autokorela¢ni
funkce g, a teoretické parcidlni autokorelacni funkce pgg, které jsou uvedeny v ta-

bulce 4. Symbolem — je oznacena kiivka ve tvaru linedrni kombinace klesajicich

geometrickym posloupnosti a sinusoid s geometricky klesajici amplitudou.

MA(p) AR(q) ARMA(p, q)
Ok ko =q neexistuje ko, neexistuje ko,
Or MA tvar — 0k MAa tvar —
po prvnich ¢ — p hodnotach
Okk neexistuje ko, ko =1p neexistuje ky,
Okk Omezena — Ok Omezena — po prvnich
p — ¢ hodnotéch

Tabulka 4: Tvar autokorela¢ni a parcidlni autokorela¢ni funkce

Pro praktické vypocty je tfeba mit ¢asovou fadu o délce miniméalné n = 50 a
odhad autokorelac¢ni funkce 7, a parcidlni autokorelacni funkce 74y, tvofeny asi
hodnotami.

Pokud se rozhodneme pro néjaky model, vypocitdme hodnoty parametra
podle tabulky 5. Tyto odhady parametrt nelze pouzit jako vysledné. Pouzijeme
je ale jako pocatecni hodnoty iteraci v nasledujici fazi. Musime také zkontrolovat,

jestli jsou splnéna omezeni pro dany model. Ta jsou uvedena ve tietim sloupci

téze tabulky.
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Model Pocateéni odhady omezeni na ry,
A 1—4/1—4r? ~9 1
MA(l) @1 = 727,1 5 0-6 = —1:;12 |T1| < 5
MA(2) iteracné ro 41 > —1,
nebo
pomoci grafického diagramu Ty —T1 > —1,
nebo
0, =06,=0,1 6= —0
1 2 bl o 1+0%+022
AR(l) SOAl—Tl, OA'(?:Co(l—SOAlTl) |T1| <1
AR(2) 5, = nlre) 5y = 2 | <1
801 1_7,% ) 4)02 1_7,2 Y 2 ?
- - - 1
62 = co(1 — f1r1 — Para) ri < 24
~ 2 bt+/b2—4 2
ARMA(L1) | ¢ = 22, 0, = =5—, 2rf — ri| <y <
kde ) — 1=2ratén”
ri—¢1
znaménko volime tak,
aby |él| < 17
52 = Yi =y — b1y
€ 146,%° t t 1Yt-1
kde cg = 7 22, (Yt — ¥)

Tabulka 5: Tabulka pocatecnich odhadti a omezeni na autokorelacni funkci

Priklad 4.1.

Na obrazku 33 je zndzornéna fada X; kurzu CZK/AUD, jejiz hodnoty jsou

uvedeny v tabulce 1. Rada neni centrovana, ale stiedni hodnota je zfejmé kon-

statni, rozptyl se s rostoucim ¢asem nezvétsuje.

Nejdiive fadu centrujeme. Stifedni hodnotu odhadneme aritmetickym pri-
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13.9

Obréazek 33: Graf hodnot z tabulky 1

mérem jako X = 14, 323, modelovat potom budeme centrovanou fadu

X =X,— 14,323, t=1,2,...,55. (104)
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Ty
o

—0.6 | .
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Obréazek 34: Odhad autokorelaéni funkce oy

Na obr. 34 a 35 jsou uvedeny odhady autokorelacni funkce g a ggi. U obou
graftl je znazornén pas dany dvojnasobkem odpovidajici smérodatné odchylky po-
moci (16), resp. (17). Identifikaéni body téchto funkel jsme uré¢ili v ptikladu 2.1.
Pripomenme, Ze v pripadé autokorela¢ni funkce je to bod kg = 2, pro parcidlni
autokorelac¢ni funkei potom bod kg = 1. Z grafu odhadnuté autokorelacni funkce
), (obr. 34) lze ovSem soudit, Ze funkce g je omezena sinusoidou s klesajici am-
plitudou. Naproti tomu odhadnuta parcialni autokorelaéni funkce 5, ma vyrazné

nenulovou pouze prvni hodnotu, kterou nésleduji nizké hodnoty. Tyto skute¢nosti
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Obréazek 35: Odhad parcidlni autokorelacni funkce ggg

ukazuji na to, Ze fadu bychom mohli modelovat procesem AR(1). Prubéh obou
funkei lze porovnat s obr.(14) na strané 30.

Podminka procesu AR(1), |r1| < 1, je splnéna. Po&ateéni odhady jsou

$1 =1 = 0,5346,
&. = co(1 — $yry) = 0,0209(1 — 0, 5346%) = 0, 0149. (105)

4.2 Odhad parametra

Po identifikaci (nalezeni hodnot p, g) modelu ¢(B)X; = 0(B)e¢;, kde p(B) =
=1-—p1B—pB%—...—p,B%a0(B) = 0, B4+0,B>4...407, je tfeba odhadnout
vektor parametri

(S0,0) = (801,...780],,61,...,6(1).

4.2.1 Podminéna metoda nejmensich nelinearnich étvercu

~

Oznacme (@,0) vektor téch parametri, které v oblasti stacionarity a inverti-

bility minimalizuji funkci

Sele.0) = Y 3.0, (106)
kde
-Ap.0) = 07 (B)(B) X, (107)



jsou odhadnuté hodnoty bilého Sumu. Nazev metody pochézi z toho, ze (107) je
nelinedrnt funkce parametru ¢ a 6.

Predpokladdme centrovany model (E(X;) = 0).

Poznamka 4.1. Pokud neni model centrovany, musime odhadovat ¢ hodnotu

parametru ji s pocdtecni hodnotou X .

K vypoétu rezidul ¢;(¢,0) nepouzivame vztah (107), ale rekurentni vztah

€t(¢,9) = Xt — ¢1Xt_1 — ... — SOPXt—p — @1515_1(90, 9) — ... — qut—q(wa 9) (108)

Je nutné vhodné zvolit pocateéni hodnoty Xy_,,..., Xo,61-4,...,50. Misto
neznamych hodnot lze dosadit nuly (za predpokladu, Ze proces X je stacionarni

a £¢ je proces bilého Sumu, jsou to stfedni hodnoty téchto veliéin).

Poznamka 4.2. Pokud lezi koteny polynomu ¢(B) blizko jednotkové kruznice,
muZe se skutecné namerend hodnota X, znacné lisit od nuly. V tomto pripadé by

byla hodnota £, vysokd a doslo by ke zkresleni procedury.

Modifikace této metody spoc¢iva v tom, ze nahradime nulami veli¢iny £,_,1, . ..

a hodnoty veli¢in ,41, ..., &, vypocitdme dle vztahu (108). Nevyhodou této mo-

difikace je, ze prijdeme o prvnich p séitanca.

Priklad 4.2.

Podminénou metodou nejmensich nelinearnich ¢tvercii odhadneme parametr
¢1 modelu AR(1) pro data z pfikladu 2.1 na strané 12. Zvolime £, = 0 a dalsi
odhady rezidui spoéitame pro dané ¢, pomoci (108), takze napiiklad pro ¢; =
—0,5 bude

€y =X2+0,5X;=0,10240,5-0,274 = 0,239

€3 =X5+0,5X,=0,171+0,5-0,102 = 0, 222

atd. az

€3 = X5 +0,0X5, =—-0,3240,5(—0,272) = —0, 456
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Soucet ¢tverct odpovidajici odhadu ¢, = —0,5 bude
Sp(—0,5) = 0,239% 4+ 0,222° + ... + (—0,456)* = 2,0236. (109)

Na obr. 36 je zobrazen pribéh funkce Sp(p;) na intervalu (—1,1).

Obrézek 36: Souéty ¢étverci pro parametr ¢; na intervalu (—1, 1)
Minimalni hodnotu funkce Sp(¢1) = 0, 7879 dava odhad ¢y = 0,587.

4.2.2 Nepodminéna metoda nejmensich nelinearnich ¢tverca

V tomto pfipadé hleddme parametry, které minimalizuji funkci

Sw(@.0) = 3 [BElX, . X,)P. (110)

t—=—o0
kde F(e¢|X1,...,Xn) je podminéna stfedni hodnota veli¢iny e; pfi pevnych hod-
notach Xi,..., X, (déle ji budeme znacit kratce [g4]), jsou-li ¢ a 8 hodnoty pa-

rametri v uvazovaném modelu.

Poznamka 4.3. V nepodminené metodé se pouzivaji podminéné stredni hodnoty.
Ty jsou ale pocitany pomoct zndmych hodnot Xy,...,X,, kdeZto v podminéné
metodé se tyto stiedni hodnoty pocitaji v zdvislosti na nezndamych pocdtecnich

hodnotdach.
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Abychom mohli zkonstruovat vyraz (110), potfebujeme ziskat odhady hod-
not X_o,...,X_1, Xo. K tomu pouzijeme tzv. zpétné extrapolovdni. Princip této
metody spoéiva v tom, Ze proces ARMA(p, q) lze zapsat také pomoci operdtoru
posunuti vpred jako

o(F)X¢ = 0(F)ny, (111)

kde o(F) =1— o1 F — ... — @, P a0(F)=14+0,F+ ...+ 0,F% F je inverzni
operator k operatoru B, tj. F.X; = X;,;. Protoze je proces X; staciondrni, ma
proces (111) stejnou autokovarianéni strukturu jako proces (83), tudiz {n,} je
také proces bilého Sumu se stejnym rozptylem jako proces bilého Ssumu ¢; a lze

psat
Xe=o1Xepi + o2 X+ oo+ 0p Xy + e+ 011 + -0+ Oy g (112)

Jedna se o tzv. zpétny model, protoze generuje ¢asovou fadu ve sméru proti po-
stupu ¢asu, kdezto model (82) je tzv. primy model.

Nejprve vypoéitame podminéné stfedni hodnoty [m], t = 1,2,...,n— p, takto

7] = [Xe] = e1[Xea] — o = 0p[Xigp] = Orlnera] — - - — Og[ne4q], (113)

kde [X;]=X;prot=1,2,...,n, ] =0prot=n—p+1,....,n—p+q ataké

prot=0,—1,—2,.... Nynl mizeme vypocitat podminéné stfedni hodnoty
[(Xo] = w1[Xa] + ... + @p[Xp] + Or[m] + ...+ O4ng], (114)
[Xa] = ea[Xo] 4+ @p[Xpa] + 02 [m] + . 4 O [n-1], (115)
[(Xoo] = @i Xl + .o+ 9 [Xpo] + 05[] + . .. + 04 [ng—2], (116)

V praktickych vypoctech samoziejmé nepokracujeme az k [X_], ale protoze
zpétné extrapolace [X_;] se s rostoucim ¢ blizi ke stfedni hodnoté procesu, ukon-
¢ime extrapolovani ve chvili, kdy se pfiblizime se zvolenou pfesnosti nule. Jednou
z variant, kdy zastavit, je situace, kdy tii po sobé& jdouci hodnoty [X_;] jsou mensi
nez 5% ox. Potom povazujeme hodnoty €_;_1, €_;_o,... za nezavislé na hodno-

tach X1,..., X, a polozime je rovny nule. Nakonec pomoci (108) spocitame [g],
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t = —i,...,n. Ty dosadime do vztahu (110). Pro ¢t > n je [¢;] = 0.
Pro rady, které maji délku alesponl 75, je rozdil mezi podminénou a nepodmi-

nénou metodou zanedbatelny:.
Priklad 4.3.

Nepodminénou metodu nejmensich nelinedrnich ¢tverct ukdzeme na stejnych

datech a pro stejny parametr jako v pfedchozim piikladu. V tabulce 6 jsou uve-

t X e [4]
7120001 0 0
600002 0  -0,001
500004 0 0,003
40009 0  -0,006
300017 0 0013
200034 0  -0,026
10069 0 0051
010137 0  -0,103
1] 0274 0325 0,206
2| 0,102 0,188 0,239
3| 0,171 0223 0,222
4] 0104 0220 0,190
54 | 0272 -0432 -0,350
5510320 0 -0,456

Tabulka 6: Princip zpétného extrapolovani v modelu AR(1) pro ¢y = —0,5

deny hodnoty podminénych stfednich hodnot [X;], ] a [e;] prot = =7, —6, ..., 55.
Zpétné extrapolovani ukoncime pro ¢ = —7, protoze X 5, X _¢, X_7 < 0,007 =
0,050 x. Nepodminénou metodou nepodminénych nelinearnich ¢tverci dostaneme

pro parametr ¢, = —0,5 soucet
Sy (=0,5) = (=0,001)%40,003% + (—0,006)* +. ..+ (—0,456)> = 2,0048. (117)

4.2.3 Minimalizace soudétu nelinearnich étvercua

Hledame takové parametry ¢,0, které minimalizuji vyraz S(gp,8) ziskany jed-

nou z vyse uvedenych metod.
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K tomu, abychom pro odhad parametri mohli pouzit metodu nejmensich
¢tverct, musi byt splnény podminky klasického linedrntho modelu (podminky

o rezidudlni sloZce ¢;). Uvazujeme-li model Y; = Z; + ¢, jsou to tyto podminky
e F(ct) =0, stfedni hodnota je nulova,
o E(c7) = o2, rozptyl je konstantni,
o F(ce,) =0 pro t # s, ndhodné chyby jsou nezavislé,
o F(Ziet) = 0, rezidua a vysvétlujici proménné jsou nezavislé.

Tyto podminky splituje napiiklad proces AR(1) tvaru X; = ¢1X; 1 + &, pro

ktery mé odhad parametru ¢, ziskany metodou nejmensich ¢tverct formu

_ Z::ZQ X1 Xy

¢1 0 (118)
Zt:Q X1€2—1

Ale u procesu AR(p) se jiz jednd o mnohonédsobnou linedrni regresi. Zde musime
uvazovat jesté podminku, Ze vysvétlujici proménné jsou vzajemné nezavislé (ne-
korelované). Casto u regresnich modeld tohoto typu nenf splnéna ani podminka
na nezavislost chyb.

Metodu nejmensich ¢tverci nelze pouzit pro odhad parametrti procesu ARMA,
protoze neni linedrni v parametrech. V tomto piipadé se pouziva napiiklad tzv.
Gaussiv-Newtoniiv iteracni algoritmus. Za pocatedni odhad B° bereme vektor
({0,9) ziskany pfi identifikaci modelu pomoci vzorct z tabulky 5. Pomoci Taylo-

rova rozvoje v bodé B linearizujeme funkei ¢;(p,0) = 4(8), kterd je nelinearni

v parametrech. Dostaneme vztah

51?(:8) :5t(ﬂ0) - Z(ﬁi_ﬁ?)xti(ﬂo)v t:p—l—q,...,n, (119)
kde
vu(p?) = -2, (120)
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Ziskame linearni regresni model

2(8°) = X(B°)(B - B°) +=(B), (121)
kde
£(B) = (p41(B), - . €n(B)) (122)

X(B%) =2,4(8%°), t=p+1,....n, i=1,....p+q. (123)
Metodou nejmensich ¢tvercti uréime odhad optimalniho pfirtistku parametra
BB = (XTX)"X"<(8). (124)
Odhad (124) vylepsime
B ="+ (B—B) (125)
a postup opakujeme, dokud nedosdhneme pozadované pfesnosti.

Pomoci této itera¢ni metody dovedeme také odhadnout kovarianéni matici

vysledného odhadu B vztahem

var(B) = o2[X" (B)X(B)] ", (126)
kde JE = @ resp. Ag = n_s((ﬁq) je odhad rozptylu procesu ;. Pomoci vztahu

(126) odvodime aproximace pro odhady smérodatnych odchylek odhadd parame-

tru jednotlivych procest.

Vypocet var(B) pro autoregresni modely:

AR(1)
Model je dan vztahem X; = 01 X; 1+, t =1,...,n, rezidua jsou ve tvaru
T, . . Dy .
g = Xy — v1Xy_1, a parcidlni derivace potom jsou x4y = ™ = X;_1,tj.
¥1

n—1

matice X1 = (Xo, X1,..., Xno1)?, XX = ZXE =n-c.
=0

Vime, ze (viz. tabulka 5) 02 = 74(1 — ¢101), kde ¢; = ¢;. Dosadime do (126)

1 1—¢7

a dostaneme var(¢;) = 6*(X'X)™! = (1 — p7)— = —L. (127)

ncy n
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AR(2)

Zde mame model tvaru X; = o1 Xy 1 + @2 Xy 2+, t=1,...,n, rezidua

jsou tedy ¢; = X; — 01 X;_1 — ¢2X;_o, parcidlni derivace jsou tentokrat

%) %)
':Utl == —i == Xt—l? ':UtQ = —i — Xt—27 ty tVOf‘i mat1C1
dp1 o
XO X_l n—1 n—1
X1 X T o X{ o XeXi1
X—TL><2 = . . ’ X— X— — —
. . n—1 n—1
X, 1 X, s =0 XX t=0 Xt2
<nco ney > < 1 —r >
— = nCO .
ney ncg -7y 1
, . T~y —1 1 1 . , 9.
Inverze této matice (X X)™ = ————¢ méa shodné diago-
neg(l —rf) \m 1

nalni prvky a proto plati var(¢,) = var(»). Ze soustavy (79) odvodime,

2
Ze 01 = 71 , & 09 = w V tomto pfipadé je rozptyl bilého
1= 1—¢s
> + 2.2
sumu O'? = fyo(l — Y101 — 90292) — fyo(l . 9011 9_01802 . 302802 : flSOQ 902) _
=1 %80 (14 ¢2) [(1 — pg)? — goﬂ Polozime m = ¢y a dosadime do (126)
— P2

var(1) = 62 [(X7X)7] = O (L @) [(1— @) — @) g =

! 1 1-— @2 2 2 1 1-— @% nCo

1—¢ 1 — @32

= P14y = 2 (128)

P11 pocéitani rozptylu vektoru £ pro modely klouzavych souctt vychazime z in-

vertovaného tvaru. Prehled smérodatnych odchylek je uveden v tabulce 7.
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Model Smérodatné odchylky odhadnutych parametr
MA(1) o4~ 1—5%

MA(2) o4, =0, ~ 1—né§

AR(1) Opy ~ 1—:5%

AR(2) Opy = O, 1—:33

ARMA(LY) | oy, ~ [ SEEA0E \/%

Tabulka 7: Pfiblizné smérodatné odchylky odhadnutych parametri

Priklad 4.4.

Protoze jsme pro data z piikladu 2.1 identifikovali model AR(1), miZeme pro

odhad parametru ¢; pouzit metodou nejmensich ¢tvercd, tj.

55
X, X
Py = S0 = 0,587, (129)
t=2 “*t—-1

Stejny odhad jsme dostali i podminénou metodou nejmensich nelinearnich ¢tverct.
Ke shodnému vysledku dospéjeme, i kdyz budeme odhad ¢, hledat pomoci Gaussova-
Newtonova itera¢niho algoritmu s poéateénim odhadem ¢ = r; = 0,5346 (viz.

. . I 0
tabulka 5). Matice X(8°) = X(¢1) je typu 5dx1 a x4 (p1) = —%@f) = Xy,
t =1,2,...,54. Prvky vektoru £(8°) = (%) spocitdme pomoci vztahu (108).

Optiméalni pfirtstek parametru potom je

—

p1 — ) = (X"X) " X"e(¢]) = —0,0523.
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Vylepseny odhad bude

ol = 0 4 (01 — ) = 0,5346 + 0,0524 = 0, 587, (130)
pro néj je optimalni pfirastek prakticky nulovy, protoze

o1 — b = (XTX)1XTe(pl) = —2,7756 - 10717,

Smérodatné odchylka odhadu parametru ¢ je podle vztahu z tabulky 7

1-¢2  [1-0,587
o4 = \/ LA \/ ——— = 0,1002 (131)

n

Piiblizny 95% interval spolehlivosti potom je
(p1—20(1), $1+ 20(¢1)) = (0,3686;0,8053). (132)

4.3 Ovéfovani modelu

V této fazi porovnadvame napozorovanou casovou fadu se zkonstruovanym
modelem. Posuzujeme, zda jsme vybrali vhodny model. Metodami uvedenymi

v dals{m textu hodnotime model z riznych hledisek (var(8),52) a s riiznou Géin-

nosti.

4.3.1 Metoda preparametrizovani modelu

~

Je-li ngjaké z hodnot var(3) nebo 62 velkd, zvysime polet parametrtt v modelu
(napt. MA(1) — MA(2)). U rozsifeného modelu vypocitame odhady B, jejich
rozptyl a reziduélni rozptyl 62. Pokud se rozptyly vyrazné zmensily a pokud jsou

odhady nové zavedenych parametri nenulové, pouzijeme rozsifeny model.

Poznamka 4.4. Nové zavedeny parametr povaZujeme za nenulovy, je-li jeho ab-

solutni hodnota vétsi nez dvojndsobek jeho smérodatné odchylky.
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4.3.2 Normalita nesystematické slozky

Normalitu nesystematické slozky predpokladame pii testovani parametri mo-
delu, pfi testovani autokorelace, pii konstrukci predpovédi a v neposledni fadé
pro interpretaci parametri. Jak bylo uvedeno ve druhé kapitole, predpoklddame
normalitu dat také proto, ze v tomto pripadé stacl ovérit, Ze je proces slabé sta-
cionarni, abychom zjistili, ze je také striktné stacionarni.

Jednou z moznosti testovani normality je Jarqueuv-Beruv test. Je zalozen na

soucasném testovani Sikmosti a Spi¢atosti. Testujeme hypotézu

Hy
g = N(0,02). (133)
Statistika
JB=SK*+ K? (134)
kde
-2
SK = |3 (135)
6,
je testové kritérium pro Sikmost rozdélenti,
m4 n
K=——/— 136
ms — 3\ 24 (136)
je testové kritérium pro Spi¢atost rozdéleni a
. 1~
i =~ ;et- (137)

Za platosti nulové hypotézy mé4 statistika J B rozd&leni y3.

Poznamka 4.5. Pric¢inou zamitnuti nulové hypotézy mize byt kromé nenormality

gy také jejich heteroskedasticita (tzn. ¢, nemagi konstatni rozptyl).
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Priklad 4.5.

Otestujeme normalitu rezidui z predchoziho piikladu. Dosadime do vztahu

(134), t]

JB = SK?*+ K* =

niig ( Ty )23_55-1,17-10—7 55( 5,76 - 10~ )_
; -

6mg+ 24~ 6-2.18-10° ' 25\1,68-104_3

= 0,4931 + 8,43 - 107% = 0, 4931, (138)

coz je mensi nez kritickd hodnota x3(0,05) = 5,99. Lze tedy predpokladat, ze

rezidua maji normalni rozdéleni.

4.3.3 Metoda odhadnutych rezidui

Odhadnutymi rezidui rozumime odhadnuté hodnoty bilého Sumu vypoctené
ve druhé fazi vystavby modelu, tedy

~

& = (@, 0) = 071 (B)¢(B) X, (139)
= Xt - ¢1Xt_1 — ... — prXt—p — élgt—l — ... qut—q' (140)

Tato metoda je zaloZzena na zkoumani odhadnuté autokorela¢ni funkce téchto

rezidul. PTi vypoétu r4(¢) vyuzivame toho, Ze fada &; ma nulovou stfedni hodnotu.

N Zt 1 Eilirk

e = T

Pokud jsou rezidua &, nezévisla a maji normalni normované rozdéleni (E(s;) = 0,

k=1,2,... (141)

0. = 1), potom lze pii v&t8im n aproximovat odhadnuté hodnoty r4(c) nezéavis-
lymi nahodnymi veli¢inami s rozdélenim N (0, +). Odhadnuté hodnoty r(£) maj
také normalni rozdéleni a nulovou stfedni hodnotu, ale nejsou nezavislé a maji

jiny rozptyl. Proto byla odvozena tprava, kterd pro proces AR(1) dava vztah

1 — 2=y _
varfrp(@)] ~ L2 =) gy (142)

)
n

specialné pro k£ =1 je tedy

varlr (8)] ~ 2. (143)



Pro rozptyl prvnich dvou odhadnutych hodnot autokorela¢ni funkce 7 (¢), ro(€)

procesu AR(2), pak plati

[ SR )

var[ri(é)] ~ —= (144)

n 2
2 2 1 2
varlry(€)] ~ £27° %7(1 tea) (145)

Proces ARMA(p,q) dany tvarem (83), mtiZzeme v tomto piipadé povazovat za pro-
ces AR(p + q) ve tvaru
p(B)O(B)X, =&, (146)

protoze odhadnuta rezidua jsou v obou piipadech piiblizné stejnd. Pro proces

MA(1) tedy plati

1 . @2(]{3—1) 1 . @2
var(rg (€)] ~ ! n( 1), k=1,2,.... (147)

Pokud |7 (8)| > 24/var[rg(é)], jsou rezidua zfejmé autokorelovand a model neni
dobry.

4.3.4 Portmanteau test

Tento test je dalsi moznosti, jak zjistit, jestli jsou odhadnuta rezidua neauto-
korelovana. Je to metoda méné pfesna nez predchozi, ale jeji vyhodou je vypocetni

jednoduchost. Testujeme hypotétu

1
Hy : r(8) ~ N(O, =) nezévislé, (148)

n

kde K = /n. Pouzijeme tzv. portmanteau statistiku

Q=n> ). (149)

k=1
Za platnosti nulové hypotézy ma statistika () pro velkd n piiblizné rozdéleni
X%{—p—q' Pokud je
Q > Xi—p—q(a), (150)
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zamitneme dany model na hladiné a jako nevhodny.
Pro rozsahy pouzivané v praxi je doporuc¢ovano pouzit jiné statistiky, které
déavaji lepsi vysledky pfi mensim n a které se od statistiky @) lisi pouze vybérem

konstant ve vzorci. Vhodna je napiiklad statistika

K r7(é)
Q@ =n(n+2)) . (151)
k=1

4.3.5 Durbinuv-Watsonuv test

Tento test slouzi k ovéreni nezavislosti rezidui. Testova statistika je zde

D& — &)’
Zt:l t ‘

Hodnoty statistiky DW se pohybuji v intervalu od nuly do ¢tyf. Pokud jsou rezi-

DW = (152)

dua nezavisla, pohybuje se tato statistika okolo ¢isla 2, v pripadé piimé zavislosti
rezidui, se hodnota DW blizi zprava nule, pokud se jednd o nepfimou zavislost,

blizi se zleva Ctyfem.
Priklad 4.6.

Pro fadu X4, s niz jsme pracovali v predchozich pfikladech, jsme zkonstruovali
model

X, — 14,323 = 0,587(X,_1 — 14,323) + (153)

resp.

X; = 5,9154 4 0, 587X, + 1. (154)

Rozptyl rezidui £ je 62 = 0,0131.

Zda jsou rezidua v tomto modelu neautokorelovand, ovéiime nejprve portman-
teau testem. Pouzijeme odhady &;, t = 2,3, ...,55, které jsme ziskali pfi hleddni
odhadu parametru ¢;. Pro rezidua plati E(¢;) = 0. Podle vztahu (141) vypodi-

tame hodnoty autokorela¢ni funkce rezidui. Potom je napf.

54 A a

r(8) = S22 0, 0455,

t=2-1
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53 A
&
ra(é) = 721*:35 —2 = 10,0071,

t=2 %
atd. Prvnich osm hodnot funkce 74 (), které jsou tieba k vypoctu, je uvedeno v

tabulce 8.

k 1 2 3 4 ) 6 7 8
r | 0,0455 0,0071 -0,1704 -0,0617 0,1280 0,0306 -0,0286 -0,0584

Tabulka 8: Prvnich osm hodnot funkce r(é)

Modifikovana portmanteau statistika pro K = 8 je

(@)

n—k

1

n—|—2

K
= 3,4764. (155)
k—

55—

Kritick4d hodnota y?— rozdéleni s K — p— g =8 —1— 0 = 7 stupni volnosti

na hladiné vyznamnosti o = 0,05 je
x2(0,05) = 14,07,

tedy @* < x2(0,05) a hypotézu o neautokorelovanosti rezidui nelze zamitnout.
Tuto hypotézu potvrzuje i metoda odhadnutych rezidui. Na obr. 37 jsou zachy-
ceny hodnoty autokorelacni funkce 74(é) a také hodnoty dvojnasobkd sméro-
datnych odchylek jednotlivych hodnot této funkce spoéitanych dle (142). Zadn4
z hodnot r(£) neptekroéila v absolutni hodnoté dvojnasobek své smérodatné
odchylky, z toho plyne, ze rezidua £; nejsou autokorelovana. Stejny vysledek do-

staneme 1 Durbinovym-Watsonovym testem, jelikoz

P (B — )
DW = =42 =1,8732 (156)
55 52
t=1 t

je hodnota blizko ¢isla 2, a tedy nelze zamitnout neautokorelovanost rezidui.
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Obréazek 37: Graf hodnot funkce 7 (¢) a dvojnésobku jejich smérodatnych odchy-
lek

4.3.6 Oprava modelu pfi zamitnuti ARMA (p,q)

Pokud pfi analyze rezidul zjistime, Ze jsou korelovana, lze model opravit
nasledovné. Pro odhadnuta rezidua Uare];silont sestavime model ARMA (p*,q*)

ve tvaru

e(B)'é = 0(B) n,,  m~WN(0,07) (157)

Tento model slou¢ime s ptvodnim modelem ¢(B)X; = 6(B)e; a ziskdme novy

ve tvaru

p(B) o(B)X, = 0(B)"0(B)n, (158)
kde ¢(B)*¢(B) je operator fadu (p + p*) a 0(B)*0(B) je operator fadu (¢ + ¢*).
Vytvorili jsme model ARMA(p + p*, g + ¢%).

4.3.7 Vybér modelu

Problém vybéru modelu nastava v pripadé, ze jsme identifikovali dva nebo vice
vhodnych modeld. Mizeme se rozhodovat na principu porovnani odhadnutych
rezidul. Vybirdme model s mensim rezidudlnim rozptylem a s mensim poctem

parametri. Z tohoto principu bylo odvozeno nékolik kritérii.
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Kritérium AIC (Akaike Information Criterion)

AIC(m) = nln 62 + 2m, (159)

Kritérium BIC (Bayesian Extension of Information Criterion)

2
n “m

52 a2
BIC(m) = nlné? —(n—m)ln (1— 2 mlnn+mln {u}), (160)
o

Kritérium SBC (Schwartzovo bayesovské kritérium)

SBC(m) = né? +mlan, (161)

FPE (Final Prediction Error)

FPE(m) = (162)

2

kde n znacl pocet pozorovani, m pocet parametri v modelu, -

odhad rozptylu
rezidul a 6% odhad rozptylu ¢asové fady X;. Vybereme ten model, ktery mini-

malizuje dané kritérium.

Poznamka 4.6. Kritérium BIC bylo navrieno, protoze kritérium AIC md ten-

dence nadhodnocovat 7dd autoregrese.
Poznamka 4.7. Kritérium FPE pouzivd systém MATLAB.

Druhy pifstup spoéiva v porovnani presnosti predpovédi. Casovou fadu rozdé-
lime na dvé ¢asti. Z prvni je model identifikovan, pomoci druhé uréime presnost

predpoveédi.
Priklad 4.7.

V tabulce 9 jsou uvedeny zakladni charakteristiky modelu AR(1) pro data
z prikladu 2.1. Jsou zde pro uplnost uvedena i porovnavaci kritéria, ale protoze

jsme identifikovali pouze jeden model, jejich hodnoty znat nepotiebujeme.
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1 = 0,587
Rezidudlni soucet 0,7128
Smérodatné odchylka rezidui 0,1146
Smeérodatna odchylka odhadu ¢4 0,1092
Durbintiv-Watsontv test 1,8732
Portmanteau test Q* 3,4754
Minimalni hladina vyznamnosti QQ* pro K = 20 0,835
Jarquetiv-Bertv test 0,4931
Minimalni hladina vyznamnosti J.-B. testu 0,78
AIC -236,3150
BIC -233,7954
SBC 4.9294
FPE 0,0136

Tabulka 9: Zakladni charakteristiky modelu AR(1) z pfikladu 2.1
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5 Rozsirené ARMA modely

5.1 Integrované modely (ARIMA)

Pomocl integrovanych modeltt mizeme modelovat i ¢asové fady, které vyka-
zuji nestacionaritu ve velikosti urovné nebo jejim sklonu, pfi¢emz tyto zmény
mohou mit i nesystematicky ndhodny charakter. Modely ARIMA modeluji sto-
chasticky kromeé nahodné slozky i slozku trendovou.

V predchozim textu bylo uvedeno, Ze procesy AR(p) a ARMA(p,q) jsou sta-
cionarni, pokud lezi v8echny kofeny polynomu ¢(B) vné jednotkového kruhu.
Neni-li tato podminka splnéna, proces neni stacionarni, ale obsahuje tzv. stocha-
ticky trend.

Pro konstrukei integrovanych modelt neni pozadovana stacionarita tak jako

u piredchozich modeli, ale predpokladéame tzv. homogenni nestacionaritu.

Definice 5.1. Casovd rada, kterd obsahuje stochasticky trend, je homogenné ne-
staciondrnt, je-li preveditelnd na Tadu staciondrni prechodem k pronim nebo vys-

sitm diferencim.

Véta 5.1. Lezi-li jeden koten polynomu ¢(B) na jednotkové kruznici a ostatni
jsou vné, je proces staciondrni po prvni diferenci a obsahuje tzv. linedrni stochas-

ticky trend.

Véta 5.2. LeZi-li na jednotkové kruznici dva koteny polynomu ¢(B) a ostatni vné
této kruznice, je proces staciondrni po druhé diferenci a obsahuje tzv. parabolicky

stochasticky trend.

Poznamka 5.1. Obecné: pocet koteni polynomu ¢(B), které lezi na jednotkové

kruznici, urcuje vad procesu.

Poznamka 5.2. Jestlize lezi alespon jeden z koteni p(B) uvniti jednotkové kruz-

nice, jednd se o nestacionaritu explozivniho typu.
Definice 5.2. Integrovany smiseny model ARIMA(p,d,q) je din vztahem

o(B)w, = 0(B)ey, (163)
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kde
w, = A%X, (164)
je d-td diference procesu Xy, €; je proces bilého sumu a model (163) je staciondrni

model typu (82) pro proces wy.

Plati AX; = X; — X,_,. Diferenc¢ni operdtor A lze tedy vyjadiit pomoci

operatoru zpétného posunuti takto
A=1-B. (165)
Model (163) mutizeme zapisovat také ve tvaru
v(B)X; =0(B)ey, (166)
kde
v(B) = ¢(B)(1 - B)" (167)

je zobecnény autoregresni operdtor, coz je polynom fadu p 4+ d.

Uréeni fadu diferencovani

e Opticky posoudime stacionaritu casové fady pomoci grafického zaznamu.
Mame-li pochybnosti o stacionarité, pofidime jesté graf prvni nebo i druhé

diference (v praxi se malokdy pouzije vétsi fad diferencovani nez 2).
Jsme-li na pochybach, lze pouzit jednu z nésledujicich metod:

e Ur¢ime odhad rozptylu dané fady o% a odhady rozptyli jejich diferenci
ORxs Oasy- - - Za d zvolime hodnotu, kterd dava nejmensi rozptyl. Pii po-
stupném diferencovani se totiz odhadnuté hodnoty rozptylu zmensuji, do-
kud neni dosazeno stacionarity, potom se zacinaji opét zvysovat. Pouzijeme-

li vyssi 7ad diferencovani, nastava tzv. prediferencovdni, coz je nezadoucl.

e Nebo miizeme zkoumat odhadnutou autokorela¢ni funkci. Pokud klesaji
hodnoty ry pomalu (pfiblizné linedrné a ne geometricky), je nejspise aspoil
jeden kofen autoregresnitho operatoru velmi blizky jedné a je nutné déle

diferencovat.
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5.1.1 Proces ndhodné prochazky ("random walk”)

Tento proces je zvlastnim piipadem procesu (163), kde p = 0, ¢ = 0. Jeho
charakteristickou vlastnosti je , Zze po d-té diferenci z né¢ho vznikne proces bilého

sumu. MizZeme jej zapsat jako
(1- B)'X, =¢,. (168)

5.1.2 Procesy nestacionarni v rozptylu

Meéni-li se rozptyl v Case, jiz se nejednd o homogenni nestacionaritu. Nekdy
na Case muze zaviset 1 kovariance.

Stacionarity nedosahneme pouhym diferencovanim, ale musime proces vhodné
transformovat. V mnohych pfipadech s rozptylem stabilizujeme i kovarianci.

Obecna transformace, kterou navrhli Box a Cox, mé nasledujici tvar

w0 _ [N £0, (169)
K InX;, A=0,

kde A je tzv. transformacni parametr. Ten je odhadovan pomoci procedury zalo-
zené na metodé maximalni vérohodnosti (viz. Andél). Hledame takové A, které
vede k transformaci, ktera minimalizuje rezidualni soucet Ctvercu casové rady.

Tento postup je dosti komplikovany, ¢astéji se pouziva transformace

o _ [ XD OA#£0,
X = {mxt, A=0. (170)

Hodnotu A volime tak, ze danou fadu rozdélime na tseky o délce 4 — 12
pozorovani, v kazdém tseku vypocteme aritmeticky prumér a rozdil mezi nej-
vétsl a nejmensi hodnotou, pfislusné dvojice hodnot vyneseme do grafu. Pokud
zakreslené body jsou konstantni, rozptyl se s ¢asem neméni a fadu neni tieba
transformovat. Jestlize body lezi pfiblizné na rostouci pfimce, pouzijeme logarit-
mickou transformaci. Roste-li rozptyl exponencidlné, je mozné fadu transformo-

1

vat funkei ook Tato metoda je sice méné piesné, ale jednodussi a pro praktické

ucely obvykle vyhovuje.
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5.1.3 Vystavba modelu ARIMA — Shrnuti

e Pokud je fada nestaciondrni v rozptylu, vhodné ji transformujeme.
e Diferencujeme na stacionarni fadu ve tvaru(164).

e Pro tuto fadu sestrojime model ARMA(p,q) tvaru (163).

5.2 Sezénni modely

V této casti se budeme zabyvat stochastickym modelovanim sézénni slozky.
Predpokladadme vzajemnou zavislost mezi veli¢inami ..., X;_ o, Xy 1, X, X¢yq,
Xii2,..., ale vzhledem k sezénnimu kolisdni ocekdvame i zavislost mezi velidi-
nami ..., Xy os, Xi—s, X, Xigs, Xiyos, ..., kde s je délka sezénni periody. Nejprve
zkonstruujeme model pro ¢asovou fadu odpovidajici jedné sezénné (napiiklad pro

mésiéni pozorovani zkonstruujeme model pro lednova data) v tomto tvaru
G(B)A]Xe = O(B)n, (171)
kde
¢(B°)=1— ¢ B* — ¢ B> — ... — ¢,B" (172)

je tzv. sezonni autoregresni operdtor ridu P,
O(B*) =1+ ¢ B° + ¢ B* +... + ¢$,B% (173)
je tzv. sezonni operdtor klouzaviych soucty vdadu Q) a
A, =(1- B9 (174)

je tzv. sezonni diferencni operdtor, D je Fad sezénniho diferencovani. Model (171)
je v podstaté ARIMA model popisujici prubéh pozorovani pro danou sezdnu.
Predpokladame, ze tento model lze pouzit i pro ostatni sezény. Je ovSem tfeba
nalézt model i pro fadu tvofenou ndhodnymi slozkami 7;, ponévadz ty by mély
byt mezi jednotlivymi sezénami korelované (napiiklad hodnoty pro tnor jsou

ovlivnény hodnotami v lednu), a tedy netvoii bily sum. ARIMA (p,d, g) tvaru

p(B)A%y, = 0(B)z, (175)
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kde &; je proces bilého sumu. Oba modely (171) a (175) muzeme sloudit do jedi-

ného.

Definice 5.3. Sezdnni smiseny model SARIMA(p,d, q) x (P, D,Q), je ddn vzta-
hem

(B)$(BY)A'APX, = 6(B)O(B)e,. (176)

5.2.1 Vystavba modelu SARIMA(p,d,q) x (P,D,Q), — Shrnuti

Vystavba modelu spociva opét ve tfech fazich. Odhad parametrd i verifikace

jsou stejné jako u modelt ARIMA, rozdil je pouze v prvni fazi identifikaci.

e Urcime rad diferencovani

<béinéh0. ..o d

sezénniho ... D

Obvykle je d < 1, D < 1. O tadu diferencovani vétsinou rozhodneme na
zakladé odhadnuté autokorela¢ni funkce r;. Je vhodné prozkoumat aspoil

4s hodnot této funkee.

e MA-li tato funkce lokalni maxima v bodech s,2s,3s,..., pak je nutné se-

zénné diferencovat bez ohledu na jeji priubéh mezi témito body.

e Pokud mezi body s,2s,3s,..., klesd autokorelacni funkce pomalu (line-

arné), je tfeba provést bézné diferencovani.

e Nebo muzeme hledat fad diferencovani d, D tak, ze najdeme minimalni
2 o 22 22 29 a0
hodnotu z odhadt rozptylt 6%, 64y, 0K, x: TAa, x-
Kdyz zname rad diferencovani, zkonstruujeme radu

Wy = AdASDXt (177)

a pro tuto identifikujeme model (176). K tomu pouzijeme odhadnutou autoko-

rela¢ni funkei 7, a odhadnutou parcidlni autokorelacni funkci 7y Fady (177) .

Pokud
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e jsou hodnoty funkce 7, vyznamné nenulové v bodech 1,...,¢9,5s—q,...

s+¢,28—¢q,...,25+¢q,...,Q0s—q,...,QQs+q,

Y

e jsou hodnoty funkce r; mezi témito body piiblizné nulové,

e funkce r;; v isecich mezi body s, 2s, 3s, ... v absolutni hodnoté geometricky

klesa,
e funkce r;; klesd v bodech s,2s,3s,...,

potom fada (177) vyhovuje modelu SARIMA(0,0,49) x (0,0,Q)s a X; vyhovuje
modelu SARIMA(0,4d, q) x (0, D, Q)s.
Pokud

e funkce 7, v tsecich mezi body s, 2s, 3s, ... v absolutni hodnoté geometricky

klesa,
e funkce r;, klesd v bodech s, 2s,3s, ...,

e jsou hodnoty funkce 7y vyznamné nenulové v bodech 1,...,p, s, ...

s+p,2s,...,28+p,...,Ps,...,Ps+p,

Y

e jsou hodnoty funkce 7, mezi témito body priblizné nulové,

potom (177) vyhovuje modelu SARIMA(p,0,0) x (P,0,0), a X; vyhovuje modelu
SARIMA (p, d,0) x (P, D,0)..

Poznamka 5.3. Modely SARIMA (p,d,q) x (P,D,Q)s s vesmés nenulovymi

parametry jsou obtizné identifikovatelné.
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6 Konstrukce predpovédi

Oznacme Xt+h(t), predpovéd budouc veli¢iny X;,;, v ¢ase t o h obdobi do-
piedu. Cislo h se nazjva horizont predpovédi a t prdh predpovadi.

Predpoklddejme proces ARMA(p, ¢) tvaru
Xt = ¢1Xt_1 + ...+ SOPXt—p + &+ 81513_1 + ...+ qut—q (178)

Konstruujeme piedpoveéd veliéiny Xy, pro h > 1 v ase t, zndme tedy hodnoty
velidin Xy, Xi_1, Xi_a, ..., resp. velidin 4,641, &4_a, . ... Pfedpoveéd velid¢iny X4
bude linedrni kombinaci t&chto veli¢in. Snazime se ziskat predpovéd s minimalni

¢tvercovou chybou danou vztahem

2

B[Xen — Xen(D] = Elern®)]™. (179)
Tuto predpovéd lze zapsat ve tvaru
Xt+h(t) = ¢;’;€t + ¢;’;+1€t—1 + ¢;’;+2€t—2 +.... (180)

Pouzijeme-li pro budouci veli¢inu X;,j tvar linearniho procesu, ktery jsme pou-

zivali v pfedchozich kapitolach, budeme psat

Xith = Strh + Vieh1 + Voliyn—o+ ...+ Up161 +pee + ... (181)
a budeme hledat koeficienty v}, 47, ,. .., které minimalizuji riziko predpovédi
(L af 4k 0, + D (W = 00)%) o2, (182)
i=h

Toto riziko je minimalni, pokud jsou
V=, i=hh+4+1,.... (183)

Predpovéd mé potom tvar

(o9}

~

Xipn(t) = tnriciss. (184)

=0
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Jiny zptsob zapisu predpovedi je pomoci podminénych stiednich hodnot pii pev-

nych hodnotach Xy, X;_1,..., tedy jako
Xipn(t) = BE(Xpyn] Xe, Xia, .. ). (185)
Chybu predpovedi Xt+h(t) definovanou jako
errn(t) = Xipn — Xern(D) (186)
lze zapsat jako koneény linedrni proces ve tvaru
errn(t) =copn + Ve + .o+ Un_184a- (187)
Tato veli¢ina ma nulovou stiedni hodnotu a rozptyl
var (e (t)] = (L+ 47 + ...+ )02 (188)

Vypocdcet predpovédi
Prakticky vypocet predpovedi XHh se provadi rekurentné na zakladé odhadua

parametrd daného modelu. Uvazujme budouct veli¢inu X;,,, ve tvaru
Xeth =01 Xeno1 + oo+ 0pXevnp + tin + 1801n1 + ... + 0414n—g.  (189)
Predpovéd této veliciny lze zapsat jako

Xt+h(t) = ¢1E(Xt+h—1|Xt7Xt—17 . ) —I— P —I— @pE(Xt+h—p|Xt7Xt—17 . ) —I—
+E(€t+h|Xt7 Xt—17 .. ) + élE(€t+h—1|Xt7Xt—17 .. ) + ...+
0, B (et h—ql Xe, Xi21, .. ) (190)

Déle ve vypoctu vyuzijeme skutecnost, ze

Xii >0
BE(Xe1 | X, Xia,y.) = {Xzf giz ; < 07 (191)
7 =
a
_J0 pro 7 > 0,
E(€t+]|Xt7Xt—17‘ : ) - {€t+j — Xt+j _ Xt+j(t +,] _ 1) pl"Oj S 0. (192)
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Nejprve vypoditame predpovédi o jeden krok dopiedu Xq+1 (q), Xq+2(q+1), -
ty vyuzijeme pro vypocet predpovédi o dva kroky dopiedu atd.

Do vztahu(190) dosadime za podminéné stfedni hodnoty E(es| X, Xi—1,...)
pro s > t, nuly, pro s < ¢ je nahradime vyrazy X, — Xs(s — 1), podminéné stiedni
hodnoty F(X,| Xy, Xi_1,...) nahradime pro s > ¢ predpovédmi Xs(t), které jsou
jiz znamé a pro s <t potom pouzijeme hodnoty X..

Pocateéni podminka pro zahéjeni rekurentniho vypoctu je

g1=ér=...=¢,=0. (193)

Pro model ARMA ve tvaru (178) je 95% interval spolehlivosti dan jako

(Kent) = 20 feern ()], Kern(t) + 20 errn(0)]). (194)

kde smérodatna odchylka o [eqy4(t)] je po dosazeni do vzorce (188) ve tvaru

(195)

Poznamka 6.1. Nepracujeme se skutecnymi parametry, ale pouze s jejich od-
hady. Vzorce pouzité v této kapitole ale nastésti nejsou prilis citlivé na chyby

vzniklé pri vypoctu téchto odhadii.

Poznamka 6.2. Predpovédi a intervaly spolehlivosti pro modely ARIMA a SARIMA
se konstruugi analogicky jako pro proces ARMA.

Priklad 6.1.

V zéavéru kapitoly zkonstruujeme predpovédi pro fadu X, pro niz jsme v

predchozim textu identifikovali model (154), tj.
Xt = 5, 916 + O, 587Xt_1 + &4

V piipadé procesu AR(1) je to velice snadné. Dosadime do (190), potom bude
predpovéd o jeden krok dopiedu
Xs6(55) = 5,9154 + 41 Xes = 5,9154 + 0,587 - 14,003 = 14,1352, (196)
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predpovéd o dva kroky dopredu
X57(55) = 5,9154 + 1 Xs6(55) = 5,9154 + 0,587 - 14,1352 = 14,2127 (197)

atd. az predpovéd o osmnéct krokt dopiedu se bude rovnat stfedni hodnoté

procesu, tj.

X75(55) = 5,9154 4 ¢1 X75(55) = 5,9154 + 0,587 - 14,3229 = 14,323.  (198)
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7 Boxova-Jenkinsova metodologie v praxi

Na zévér uvedenou teorii ukazeme na realnych datech. Zkoumanou casovou
fadu X; tvori teploty vzduchu ze stanice Staré Mésto u Uherského Hradisté meé-
fené v hodinovych intervalech od 20. ledna do 5. tinora roku 2009 (data pochézi
z m&Feni Ceského hydrometeorologického tistavu). Celkem se jedna o 408 méFeni
béhem 17 dnt. V nésledujicich podkapitolach jsou ukédzany tii zptsoby, jak je

mozné hledat model pro tuto fadu.

7.1 Modelovani pivodni fady pouze pomoci Boxova-Jenkinsova

pristupu

X

' ' ' ' ' ' ' '
[e] 50 100 150 200 250 300 350 400 450

Obréazek 38: Nameétené teploty

Z obrazku 38 je patrné, ze fada X; je nestacionarni. Z nasledujicich grafa je
zlejmé, ze bude tfeba provést kombinované diferencovani. Na obrazku 39 je graf
odhadnuté autokorelaéni funkce 7, fady X;. Tato funkce ma v bodech, které jsou
nasobky 24, lokalni maxima, resp. minima . To ukazuje na nutnost diferencovat

sezénné. Graf odhadnuté autokorelacni funkce r; fady diferenci
X: - Xt - Xt_24 (199)

si mizeme prohlédnout na obrazku 40. Prvni hodnota této funkce je velmi blizka
jedné a lze Tici, ze pomalu klesd mezi nasobky cisla 24, a tedy je tfeba provést i
bézné diferencovani.
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—0.4

—0.6

—0.8

—0.8

20 30 40 50 [1e] 70 80 20 100 110

Obrézek 39: r pro fadu naméfenych teplot

10 20 30 40 50 [1e) 70 80 20 100

50 100 150 200 250 300 350 400

Obrazek 41: Rada w;,
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Po kombinovaném diferencovani dostavame tfadu wy, kde t = 1,2,...,383.
Z obrazku 41 lze usoudit, Zze stfedni hodnota fady w; je konstatni a nulova
(aritmeticky prumér @ = —0,0106) a rozptyl se s Casem neméni, tj. proces je

stacionarni a centrovany.

-1 [e] 1‘0 2‘0 3‘0 4—‘0 5‘0 6‘0 7‘0 8‘0 9‘0 100
153
Obrazek 42: r;, fady wy
.
0.8 |- —
0.6 |- —
0.4l R
0.2 —
= Sl Il'
—0.2 —
—0.4 —
—0.6 |- —
—0.8 | —
—1 L L L L L L L L
[e] 10 20 30 40 50 [S]e] 70 80 20 100

Obrazek 43: ry;, fady wy

Graf na obr. 42 znéazortiuje prubéh odhadnuté autokorela¢ni funkce r;. Odtud
muzeme usoudit, ze funkce g je mezi body k = 0,24, 48, ... omezena sinusoidou
s klesajici amplitudou. Hodnota r,y = —0,4289 je vyrazné vétsi nez ostatni.
Z grafu odhadnuté parcialni autokorelacni funkce rix na obr. 43 je dobfe vidét, ze
vyrazné nenulové jsou hodnoty 717 = 0,3601, roy04 = —0,4177, 72505 = 0,2077
a Tyg48 = —0,2664, za kterymi nasleduji nulové hodnoty. Relativné vysokych

hodnot nabyvaji také hodnoty ry4 = —0,1786, 177 = —0, 1444 a 174,740, 1520, to
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ovSem muZe byt zpusobeno chybami pii méfeni (zamyslime-li se nad prubéhem
teplot béhem dne, nedava smysl, Ze by teplota v jistou hodinu zévisela na teploté
o ¢tyti hodiny diive, ale na teplotédch o dvé a tii hodiny diive ne) a také chybou
vnesenou v prubchu odhadovani r, a ry. Zvolime Q) = 1 a p = 1. Pro fadu w;
jsme identifikovali model SARIMA (1,0,0) x (0,0,1)s4 a pro puvodni fadu X,
model SARIMA (1,1,0) x (0,1, 1)24.

Parametry budeme hledat pomoci podminéné metody nejmensich nelinearnich
¢tverct (viz. podkapitola 4.2.1). Vypoc¢itame odhady hodnot bilého Sumu dle
vztahu (107). Poéatecni odhady &; pro ¢t < p, tj. pro ¢t < 1 polozime rovny nule.
Napftiklad pro parametry ¢, = 0,4 a 0, = —0, 8 potom dostaneme

£5(0,4;—0,8) = wy — 0, 4wy +0,82_55(0,4;0,8) = 0,02 — 0,4 - (=0,10) + 0,80 =
= 0,0549

£5(0,4;—0,8) = ws — 0, 4wy + 0, 82_5,(0,4;0,8) = —0,52 — 0,4-0,02+ 0,80 =
= —0, 5270,

£6(0,4; —0,8) = wog — 0, dwas + 0,25(0,4;0,8) = —0,63 — 0,4 - 0,2+ 0,8 - 0,0549 =
= 0, 5940,

2455(0,4; —0,8) = was; — 0, dwsgs + 0, 82350(0,4;0,8) = 0,30 — 0,4- 0,90 + 0,8 -
. 0,4824 = 0, 3259,

Soucet ¢tverct pro tuto dvojici parametr je

S%(0,4; —0,8) = 0,0549 + (—0,5270)% + ... +0,5949% + ... + 0, 3259% = 173, 22.
(200)

V tabulce 10 jsou uvedeny hodnoty souéti &tverctt Sp(p1,©1) na mifzi hodnot

parametru

w1 =—0,75-0,5;...;0,75a 0, = —0,75;—-0,5;...;0,75.
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©,] —0,75 —05 —025 000 0,2 0,50 0,75

—0,75 | 413,94 466,71 546,62 659,72 822,14 107525 1 698,00
—0,50 | 317,25 357,18 418,15 505,19 630,87 828,44 1 312,62
—0,25 | 245,25 275,18 322,14 389,87 480,26 648,57 1 035,12
—0,00 | 197,03 220,71 258,27 313,75 397,32 535,63 865,57
0,25 | 175,30 193,76 226,65 276,85 355,04 489,64 803,99
0,50 | 177,35 104,35 227,28 279,16 362,44 510,58 850,37
0,75 | 204,08 222,47 260,17 320,67 419,50 598,45 1 004,71

Tabulka 10: Soucty S%(¢1,©1)

Minimalni hodnotu funkce S%(pq, ©1) v tab. 10 dava dvojice parametri ¢ =0, 25,
©, = —0, 75. Ale soudet (200) je jesté mensi. Globalni minimum funkce S§(¢1, O1)
se nachézl tedy na oblasti dané body [0; —1], [0; =0, 75], [0,5; —1], a [0, 5; —0, 75].

Budeme-li zde hustotu sité postupné zjemnovat az na 0,001, ziskdme minimum

172.72 5
172.7 4

@ 172.68 L

o~ R ittty

= 172,664 S%\\ \\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\

= ; \w@‘\\\\

AR
N

-0.78

Obréazek 44: Soucty S(¢1,©;) na miizi parametra ¢; = 0,34;0,341;...;0,36 a
60, =-0,8,-0,799;...;-0,78

S8(1:01) = 172,62

pro odhad parametrtt $; = 0,3495 a 6; = —0,7880. Graf funkce Sp(p1,01)
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na miizi hodnot parametrta
v1=0,34;0,341;...;0,36 a ©; = —0,8;—0,799;...;—-0,78

zobrazuje obrazek 44.

Pro fadu w; jsme identifikovali model SARIMA (1,0,0) x (0,0, 1)a4 tvaru
wy = 0,3495w,_; — 0, 788204 + 210 (201)

Zda je spravny, ovéiime pomoci Portmanteau testu (viz. podkapitola 4.3.4). Od-

hady rezidui
ét = Wt — O, 3495wt_1 + 0, 788513_24, t= 2, 3, ce ey (202)

jiz zname. Nyni vypocitame autokorela¢ni funkei téchto rezidui

82 G
ri(€) = S (203)

t=2%1t

Prvnich dvacet hodnot této funkce je uvedeno v tabulce 11.

k 1 2 3 1 5 6 7 8 9 10
re(é) | -0,0I 002 005 -0,II -0,06 0,04 -0,12 -0,12 -0,06 -0,05

k

(

i1 12 13 14 15 16 17 18 19 20
re(@) | -0,10 0,07 0,00 0,01 -0,0l 0,01 -0,04 0,06 0,06 0,01

Tabulka 11: Prvnich dvacet hodnot funkce 74 (£)

Zvolime K = 20, potom je hodnota modifikované Portmanteau statistiky

20 2/ a
i€ .
t = 2 R —383.385-2,03-107* =29,90. 204
Stupné volnosti y?— rozdéleni jsou K —p—Q =20—1—-1=18.
V tabulce 12 jsou uvedeny zakladni charakteristiky fady w; a vysledky testi

diagnostické kontroly modeli.
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Parametry modelu ¢ = 0,3495,
©, = —0,788
Rezidudlni soucet 172,62
Smérodatné odchylka rezidui 0,67
Smeérodatna odchylka odhadu ¢4 0,079
Smérodatné odchylka odhadu ©, 0,052
Durbintiv-Watsontv test 2,015
Portmanteau test Q* 29,90
Minimalni hladina vyznamnosti Q* pro K = 20 0,038
Jarquetiv-Bertv test 2,84
Minimalni hladina vyznamnosti J.-B. testu 0,24
AIC -301,23
BIC -293,12
SBC 184,51
FPE 0,46

Tabulka 12: Zakladni charakteristiky modelu SARIMA (1,0,0) x (0,0,1),4 pro

fadu w;

Nesystematickou slozku &; miizeme povazovat za proces bilého Sumu. Jarquetv-
Bertuv test neprokizal, ze by tato rezidua neméla normaélni rozdélent a ackoli dle
Portmanteau testu nelze hypotézu o neautokorelovanosti veliéin &; zamitnout az
na hlading vyznamnosti 3,8%, Durbinovym-Watsonovym testem nebyla autoko-
relovanost prokazana.

Pro pavodni fadu X; ziskAvame model SARIMA (1,1,0) x (0,1, 1)a4 ve formé
(1—-0,3495B)(1 — B)(1 — B*)X; = (1 — 0,788B%*)z,, (205)
resp.

X =1,3405X;_1—0, 3495 X, o+ X;_a1—1, 3495 X, 0540, 3495 X;_a6+-e,—0, 788;_a4.

(206)
Priblizné 95%ni intervaly spolehlivosti parametra jsou
($1—20(1), ¢1+ 20(¢1)) = (0,1913;0,5077),
(61 —20(61),0, +20(61)) = ( —0,802; —0,684). (207)



7.2 Modelovani rady rezidui ziskané po odstranéni trendu

Model (205), resp. (206), je jiz dosti slozity a jak bylo zminéno v teoretické
¢asti, modely typu SARIMA (p, d,0) x (0, D, Q), se v praxi prakticky nepouzivaji.
Jinou moznosti, jak ziskat rezidua, kterd bychom mohli modelovat pomoci jed-
nodussiho procesu, je prolozit naméfena data trendovou kiivkou. Pro charakter
teplot znadzornénych na obr. 38 lze takova rezidua ziskat vyrovnanim dat modelem
konstantni sezénnosti se schodovitym trendem (viz napf. [3]). Zde jsou jednotliva
meéteni dana vztahem

Xl']' = Tl + S]' + Vij7 (208)

kde T;, 1 =1,...,17 jsou konstanty odhadnuté jako aritmetické praméry jednot-
livych dni (Tl =Xn)aS;,j=1,...,24, jsou sezény odhadnuté jako mezidenni

prumér j— té hodiny minus celkovy pramér (5’1 = X,; — X). Predpokladame, ze

24
> 85 =o. (209)
§=1

Odhady T; jsou uvedeny v tabulce 13, odhady S; potom v tabulce 14.

i 1 2 3 4 5 6 7 8 0
T, (0,73 007 1,83 1,0l 2,05 4,63 7,07 10,07 9,34
i | 10 11 12 13 14 15 16 17
T, 1669 8,34 10,63 10,95 11,10 10,98 8,13 4,71

Tabulka 13: Odhady parametrt trendu 7T;

1 2 3 4 ) 6 7 8 9 10 11

12

-1.85 -2,16 -2,39 -2,72 -3,02 -3,18 -3,07 -2,13 -0,86 040 1,90 2,83

13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23

24

5.0 . 5.0 .

331 350 3238 3,18 290 240 138 020 -051 003 -128 -135

Tabulka 14: Odhady parametrt sezén S}

Porovnat skutecné a teoretické (vyrovnané) teploty mizeme na grafu na obr. 45.

Rezidua v, t = (i — 1)24 4+ j, kde i =1,2,...,17, j = 1,2,...,24, jsou ndhodné
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veli¢iny tvorici ¢asovou fadu, pro kterou budeme hledat vhodny model.

20

teplota®C

------- skuteéné teploty

vyrovnané teploty .

' ' ' ' ' ' ' '
o 50 100 150 200 250 300 350 400 450

Obrézek 45: Porovnani naméfenych a vyrovnanych hodnot

teplota®C
o]

o 50 100 150 200 250 300 350 400 450

Obrazek 46: Rezidua v,

Z grafu na obrazku 46 lze predpokladat, ze tento proces je stacionarni a cen-
trovany (7 = —2,05 - 107'%). Pomoci vztaht (7) a (14) spocitdme odhady ry a
rgx. Graty téchto odhadd jsou znézornény na obrézcich 47 a 48. Prvnich deset

hodnot funkei 7, a ri;, funkei je uvedeno v tabulce 15.

Pro autokorela¢ni funkci gy neexistuje identifika¢ni bod, protoze 20(rg) =
= 2\/% = 2y/7s = 0,1 <71 = 0,90 atedy ko # 0, stejné tak kg # 1, nebot
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k 1 2 3 4 ) 6

7 8 9 10
s 10,90 0,74 056 0,38 02l 006 -0,01 —0,18 —0,25 —0,30
e | 0,00 —0,31 —0,14 —0,14 -0,04 —0,04 —0,09 —0,06 003 —0,06

Tabulka 15: Odhad prvnich deseti hodnot o5 a o

20'(Tk) = 2\/%(14‘225&1 T]Q) = 2 1102g% = 2 1+z62’92 = O7 16 < re = 0774 a

ko # 2, jelikod 20(ry) = 24/ M2 _ o [120PH012) _ ) 19 <y — 0, 56.

Podle pribéhu odhadnuté funkce 74, lze soudit, Ze je autokorelacni funkce oy

omezena sinusoidou s klesajici amplitudou.

—0.8 -

- (o] 1 IO 2‘0 3‘0 4‘0 5‘0 6‘0 7‘0 8‘0 9‘0 1 (I)O

K
Obréazek 47: Odhad autokorela¢ni funkce o, fady v

;
0.8 —
0.6 -
0.4

—o.8}

Obrézek 48: Odhad parcialni autokorelaéni funkce gg fady 14

Pro parcidlni autokorela¢ni funkci g4, identifika¢ni bod kg nalezneme. Apro-

ximace smérodatné odchylky je o(rg) = \/% = /535 = 0,0495. Z obr. 48 je
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vidét, Ze absolutni hodnoty 7171, 72, 733, 44 jsou vetsi nez 20 (rg) = 0,099 a tedy
ko = 4. V&SI je také |ras 05| a nepatrné i rss56. To muze byt zpusobeno tim, zZe
pracujeme s odhady a ty mohou byt mezi sebou korelované. Identifikovali jsme
proces AR(4) a pro n&j by vypoéty byly dosti slozité. Zkusime, jestli pro radu
diferenci rady 14, tj. Tadu

V: =V — Vi1, (210)

nenajdeme jednodussi model.Rada v} ma mensi rozptyl o, = 0,5734 neZ ne-
diferencovana fada vy, jejiz rozptyl je o, = 2,7674. Rada druhych diferenci ma
rozptyl 0,8659 a déle diferencovat by tedy nemélo smysl. Z grafu fady v} na ob-

razku 49 lze pfedpokladat, ze fada je stacionarni.

* e [s] -
—1+ u
o+ .
3k .
_40 5‘0 1 (I)O 1 I50 2(‘)0 zéo 3(‘)0 3éo 4(‘)0 450

t
Obrézek 49: Rada prvnich diferenci 1/}
;
0.5 1
o o IWVMMW-I.JIHLTWJIWJIHW
—0.5F 1
-1 o 1 IO 2‘0 3‘0 4‘0 5‘0 6‘0 7IO 8‘0 9‘0 1 (I)O

k

Obrazek 50: Odhad parcialni autokorela¢ni funkce g4 fady 1/}
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Obrazek 51: Odhad parcidlni autokorelacni funkce ggi Ffady 1/}

Podle gratt odhadnutych funkci 7 a rg; na obrazcich 50 a 51 lze Tici, ze
autokorelaéni funkce i fady 1} je omezena sinusoidou s klesajici amplitudou a
parcialni autokorelacni funkce g, ma identifikaéni bod ky = 1 (hodnota r; je
nasledovana Sesti velmi malymi hodnotami). Radu 1} budeme tedy modelovat
jako AR(1).

Metodou nejmensich ¢tvercti dostaneme odhad

407 v
P = Spr = 0,2466. (211)
1= (Viz1)
Mame tedy model
vy =0,2466v; | + &;. (212)
Pro pavodni fadu potom je
Xe=T,+S;+v, t=({—-1)24+j, (213)

kde 1 je proces ARIMA(1,1,0) ve formé
vy = 1,24660,_1 — 0, 246614 + <. (214)

Hodnoty T;,1=1,2,...,17a 5;, 7 = 1,2,...,24, jsou uvedeny v tabulkich 13 a
14.
Na obr. 52 je zobrazen graf odhadnuté autokorelacni funkce ry(¢) a dvoj-

nasobky smeérodatnych odchylek hodnot této funkce. Na zakladé tohoto grafu
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Obréazek 52: Hodnoty r(¢) pro fadu v

bychom mohli zamitnout neautokorelovanost rezidui na hlading vyznamnosti 95%
(podle metody odhadnutych reziduf). Model ale nelze zcela zamitnout, protoze
prvnich sedm hodnot této funkce testem projde, vétsi hodnoty pro vyssi k£ mohou
byt zpusobeny tim, ze pracujeme s odhady reziduli.

V tabulce 16 jsou uvedeny zakladni charakteristiky tohoto modelu, vysledky

testu rezidul a hodnoty kritérii.

Parametry modelu 01 = 0,2466
Rezidualni soucet 218,63
Smérodatné odchylka rezidui 0,73
Smeérodatna odchylka odhadu ¢, 0,08
Durbintiv-Watsontiv test 2,014
Portmanteau test Q* 25,72
Minimalni hladina vyznamnosti * pro K = 20 0,135
Jarquetiv-Bertv test 3,00
Minimalni hladina vyznamnosti J.-B. testu 0,22
AIC -250,91
BIC -248,60
SBC 224,64
FPE 0,54

Tabulka 16: Zakladni charakteristiky modelu AR(1) pro fadu

Ani v tomto pfipadé testy neprokazaly, Ze rezidua &; netvoii proces bilého

sumu.
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7.3 Modelovani po c¢astech

Z obrazku 38 vidime, ze prumérna denni teplota byla v prvnich tfech dnech
konstantni (oznac¢ime tento tsek Xy, , jeho délka je n; = 72), po dobu dalsich péti
dni rostla (tsek Xy,, o délce ny = 120), v nasledujicich dvou dnech (dasek X, o
délce n3 = 48) nastala vyrazna zmeéna, teploty béhem dne méné kolisaly a jejich
praumérnd hodnota klesala, potom se mirné oteplilo, ale ke konci zacala teplota
opét klesat (isek X, o délce ny = 168).

Pokud budeme fadu teplot zkoumat po Castech, tj. kazdy z tsekt X, Xi,,

X, a Xy, budeme modelovat zvlast, dospéjeme k riznym modelim. Z grafi na

3
obrazcich 53, 55, 57 a 59 je zfejmé, ze fady tvofené jednotlivymi tseky nejsou
stacionarni. Pfed samotnou identifikaci modelu je bude tedy tieba jesté upravit.
Pro vSechny ¢tyfi useky bylo pouzito bézné diferencovani, odstranéni trendu vy-
rovnanim modelem konstantni sezénnosti se schodovitym trendem a kombinace

téchto dvou uprav. Zde je vidy uvedena ta varianta, pro kterou byl vysledny

model nejjednodussi (p + g < 2).

*
X

[e] 20 40 [S]e] [e] 20 40 [<]e]
t1 t1

Obréazek 53: Rada X;, a stacionarn{ fada X7,

V ptipadé tseku Xy, (viz. obr. 53 a obr. 54) dostédvame po druhé diferenci fadu
X7, kterou identifikujeme jako proces bilého Sumu s rozptylem &x, = 0,5042.

Jednd se tedy o proces ARIMA (0, 2,0), ktery zapiSeme jako

Xy = X1+ X0+ 24 (215)
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Obrézek 54: Grafy odhadnutych funkei 4, a 4y, pro fadu X7

Vysledky testti normality a autokorelace pro proces (215) jsou uvedeny v ta-

bulce 17.

Rezidualni soucet 35,78
Smérodatné odchylka rezidui 0,71
Durbintiv-Watsontv test 2,46
Portmanteau test Q* 9,69
Minimalni hladina vyznamnosti Q* pro K =8 | 0,2
Jarquetiv-Bertv test 7,18
Minimalni hladina vyznamnosti J.-B. testu 0,028

Tabulka 17: Zakladni charakteristiky pro radu X7

p=te}

15

10 |-

Xlg

o—wwmquW

o 50 100 o 50 100
‘2 2

Obrazek 55: Rada X, a stacionarni fada v,

Pro fadu 1/, kterou tvoii prvni diference rezidui v, ziskanych vyrovnanim
useku X, modelem konstantni sezénnosti se schodovitym trendem, byl nalezen

model AR(1) ve tvaru
vy, = 0,85720),_| + &4, . (216)
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Graficky zdznam fad Xy, a v, zndzorfiuje obrazek 55, odhady 7y, a 74 autokore-

la¢ni a parcialni autokorelacni funkce fady 1/ jsou zobrazeny na obr. 56.

o.sl B o.sf g
ol B o6 g
o.al B o4t g
o=} e 0.2 P

. o 1 117 allln n . o Hin | I | 1 - n

- 11 L | | L T L Wl L)

_o.=| i ool b L )
—o.a| B —o.atl g
—o.6| R —o.6} i
—o.s| R —o.s} i
—1 1
) 10 =0 30 ) 10 =0 30
IS IS

Obrézek 56: Grafy odhadnutych funkei 4, a ryy pro fadu 1)

12 12
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sl R s R
. 6] R . e} R
= .
a E af E
2 E 2 E
ot . of/&\/\’\\/\ﬂ/v\/\//\/\ .
o 10 20 30 40 50 o 10 20 30 40 50
z3 i3

Obrazek 57: Rada X, a stacionarni fada 1

Na obrazcich 57 a 59 jsou zobrazeny fady X, Xy, a stacionarni fady v}, a 1/,
ziskané z téchto fad odstranénim trendu a naslednym diferencovanim stejné jako
v piipadé fady X,,. Grafy odhadt 7y, 7y, autokorelacni a parcidlni autokorelacni
funkce pro fadu 1, znazoriuje obr. 58, pro fadu v}, potom obr. 60.

Pro fadu v}, byl identifikovin model MA(1) ve tvaru
vy, = 0,604ef, ) + &, (217)
pro fadu v}, model AR(1) ve formé

Vi, =0,21970} | + &4, (218)
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Obréazek 58: Grafy odhadnutych funkei 4 a rz pro fadu v,
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Obrazek 59: Rada X;, a stacionarni fada 1,
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Obrézek 60: Grafy odhadnutych funkei 4, a ryy, pro fadu 1
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V tabulce 18 jsou uvedeny zakladni charateristiky modeld analyzovanych ca-

sovych fad v, (druhy sloupec), v}, (tieti sloupec) a v (ctvrty sloupec), vysledky

testtl normality a neautokorelovanosti a porovnavaci kritéria.

Model, délka Fady AR(1), 119 | MA(1), 47 | AR(1), 167
Odhady parametria modelu ¢, = 0,6572 0, = 0,604 | ¢, = 0,2197
Rezidualni soucet 25,02 6,12 86,80
Smérodatné odchylka rezidui 0,46 0,36 0,73
Smérodatné odchylka odhadu parametru 0,076 0,12 0,089
Durbintv-Watsontiv test 2,08 1,97 1,94
Portmanteau test Q* 19,74 8,22 13,62
Minimalni hladina vyznamnosti Q* 0,011 0,22 0,32
Jarquetiv-Bertv test 4,15 0,002 5,71
Minimalni hladina vyzn. J.-B. testu 0,125 0,998 0,055
AIC -181,56 -93,81 -105,27
BIC -178.63 -90,99 -104,18
SBC 30,23 10,10 92,97
FPE 0,22 0,14 0,53

Tabulka 18: Zakladni charakteristiky modelt pro fady v}, v}, a v,

in 1 2 3 4 5 6 7
T, 091 229 466 7.1 1028 — —
T. 934 660 — — — — —
T., | 8,34 10,63 10,05 11,10 10,98 8,13 4,71

Tabulka 19: Odhady parametrt trendd 7;

Pro pavodni useky fady X; dostavame modely

th - le _I_ S]k + Vtk7

27

Ti3 )

T;

te = (ix — 1)24 + jp,

(219)

kde k = 2,34, in = 1,...,5, 45 = 1,2, g = 1,...,7, jo = js = ja = 1,...,24,

rezidua 14, jsou procesy v nasledujicich tvarech

Vg, = 1, 5572Vt2_1 — 0, 5572Vt2_2 + gy

Vg = Vig—1 — O, 604€t3_1 + sy

Vg, = 1, 2197”134—1 — O, 2197Vt4_2 + Etys

(220)
(221)
(222)

parametry trendt T, obsahuje tabulka 19 a parametry sezén S, tabulka 20.
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=

r 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
S, | -2,30 -2,563 -2,83 -3,16 -334 -343 -341 268 -128 -0,16 2,05 207
S, | 0,36 -0,03 036 034 0,110 -0,16 -0,40 -0,33 059 004 092 0,92
S, | -1,82 -2,22 231 -256 -2,86 -3,16 -3,11 -1,68 051 085 251 3,55
ik 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24
S.| 361 384 414 411 379 295 152 053 -042 -1,18 1,40 -1,35
S.| 1,01 1,10 1,02 064 030 048 022 -064 -180 -2,06 -1,88 -1,95
S, | 384 371 326 286 2,78 228 1056 -0,17 -1,00 -1,35 -1,79 -2,15

Tabulka 20: Odhady parametrt sezén Sj,, Sj,, S,

7.4 Srovnani

Na zéavér se pokusime porovnat jednotlivé modely. Nelze jednoznacéné urdit,
ktery model je nejlepsi, protoze po upravach jsme modelovali rizné fady rtznych
délek. V tabulce 21 jsou uvedeny rezidualni rozptyly pro jednotlivé fady, pricemz

hodnota rozptylu v poslednim sloupci této tabulky je vypodcitana jako vazeny

*

o o a1 o K x ok
primér rezidudlnich rozptyld fad X7, v, vz, v}, tj.

70 119 47 167
0,72°— +0,46*— +0,36*—— +0,73*— = 0, 386 223
77403 T 403 T 403 T 403 ’ (223)

Rozptyly se lisi velmi malo, z tohoto hlediska jsou tedy modely srovnatelné.

Rada wy Vi X7 vy, iz v}
Model | SARIMA(L,0,0) x (0,0,1)5 | AR(1) | WA AR(1) MA(1) AR(1)
Rozptyl 0,4507 0,5372 0,3860

Tabulka 21: Rezidualni rozptyly pro jednotlivé modely

Vypocletné je nejslozit&jsi model SARIMA(L, 1,0) x (0,1, 1)a4, ale je nejvhod-
néjst z hlediska predpovédi, protoze dokaze rychle reagovat na zménu dat. Postup
v dalich dvou pfistupech je stejné vypocetné naroény, samoziejmé musime vzit
v uvahu, ze v modelovani po ¢astech ho provadime ¢tyrikrat. Zajimava je podob-
nost mezi modely (214) pro fadu v8ech pozorovani X; a (222) pro koncovy usek
Xy,. Predpovédi by byly pro oba pristupy obdobné. Pro pfistup, kdy zkoumame
fadu po ¢astech, nalezneme uplatnéni piedevsim v piipadé, ze chceme ziskat co

nejvice informaci o chovani fady.
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8 Zavér

V diplomové praci je popsana a na realnych datech predstavena teorie po-
tfebna k pochopeni principi Boxovy-Jenkinsovy metodologie. Teoretickd cast
zacina druhou kapitolou, kde jsou popsany nastroje korelacni analyzy, které jsou
pouzivany v Boxové-Jenkinsové metodologii, jde piedevsim o autokorelacni a par-
cialni autokorela¢ni funkci. Tteti kapitola je vénovana staciondrnim procestm.
Nejprve je popsan obecny linearni model, potom i jeho specidlni piipady: pro-
ces klouzavych souc¢ti MA, autoregresni proces AR a smiSeny proces ARMA.
Problémem identifikace se zabyva ¢tvrta kapitola, ve které jsou popsany i me-
tody odhadt parametrt pro jednotlivé procesy a také zpusoby verifikace modelu.
Rozsitené ARMA modely jsou néplni paté kapitoly. Jedné se o integrované mo-
dely ARIMA a sezénni modely SARIMA. Konstrukce predpoveédi je vysvétlena
v predposledni kapitole, ktera uzavira teoretickou ¢ast. Posledni kapitola ukazuje
prakticky postup pii hledani modelu fady teplot. Jsou zde popsany tii piistupy.
Tento piiklad je nazornou ukazkou toho, Zze musime vyzkouset nékolik model,
nez najdeme ten vhodny. Pii vybéru modelu hraje také roli, za jakym ucelem jej
hledame, zda pro konstrukei predpovédi budouciho vyvoje fady nebo pro ziskani
co nejvice informaci o jejim dosavadnim chovani.

Model ziskany pouze pouzitim Boxova-Jenkinsova pristupu je vypocetné nej-
naro¢néjsi, ale nejvhodnéjsi pro konstrukei predpovédi. Piistup, kde nejprve od-
stranime trend a model hledame az pro zbyld rezidua, je jednodussi, ale chyby
v tomto modelu maji nejvétsi rozptyl. Postupem, kdy zkouméame fadu po ¢astech,
ziskavame pro kazdou z téchto ¢asti jiny model. Timto pfistupem je nejpiesnéji
popsan priubéh teplot v daném obdobi.

Tato prace se zabyva modelovanim jednorozmérnych casovych rfad. Na tuto
teorii navazuje rozsahlejsi teorie vicerozmérnych casovych fad, ktera mimo jiné
zkouma vztah mezi jednotlivymi fadami. Identifikace a specifikace téchto vztahu
je dulezitd napiiklad pro provadéni hospodaiské politiky, protoze nékteré Casové
fady (napf. ¢asova fada zasoby penéz) jsou pod kontrolou centralnich instituci a

lze je pouzivat jako néstroje Tizeni a korigovani ekonomického vyvoje.

95



Seznam obrazku

O 00~ O Uk Wi

— =
)

QO Q0 Q0 Q0 Q0 W W WK NN DLDDNDRNDNDNDN P =
N OO W O OO Uk WNDRE O OWOWw--IO0 Uk Wi

38
39
40

Ok & Ok Pro parametr 01 >0 . . . . . . ... 20
Ok & Ok Pro parametr 01 <O . . . . . . ... 20
Simulovany proces X; =¢;+0,85,.17 . . . . . . . ... ... 21
Odhad autokorela¢ni a parcidlni autokorelacni funkce procesu X; . 21
Simulovany proces X; =¢; — 0,81 . . . . ... ... .. 21
Odhad autokorela¢ni a parcidlni autokorela¢ni funkce procesu X; . 22
Oblast invertibility procesu MA(2) . . . .. ... ... ... ... 24
Ok a Ok Pro parametry 61 < 0,6, <0 . . . . .. .. ... ... .. 25
Ok & Ogx Pro parametry 61 > 0,6, >0 . . . . .. .. ... .. ... 26
Ok & Ogx Pro parametry 61 > 0,6, <0 . . . . . ... ... ... 26
Ok & Ogx Pro parametry 61 < 0,6, >0 . . . . .. .. ... ... .. 26
Simulovany proces X; =&, 4+0,85y_1 — 0,454 0. . . . . . . . ... 27
Odhad autokorela¢ni a parcidlni autokoreléni funkce procesu X; . 27
Ok & Ok Pro parametr o1 >0 . . . . . . ..o 30
Ok & Ok Pro parametr o1 <0 . . . . .. .. oo 30
Simulovany proces X; =0,8X; 1+ . . . . .. ..o 30
Odhad autokorela¢ni a parcidlni autokorelac¢ni funkce procesu X; . 31
Simulovany proces X; = —0,8X;_14+¢&; . . . . . ... 31
Odhad autokorela¢ni a parcidlni autokorelac¢ni funkce procesu X; . 31
Oblast stacionarity procesu AR(2) . . . . .. ... ... ... ... 33
O & Ok Pro parametry o1 >0,00>0. . . . .. ..o L. 34
Ok & Ok pro parametry ;3 < 0,0, <O0. . . . .. .o L. 34
Ok & Ok pro parametry o3 > 0,0, <0. . . . .. o000 35
Ok & Okk pro parametry ;3 <0, >0. . . . .. ... oL 35
Simulovany proces X; =0,8X; 1 —0,4X; o4+ . . . . ... ... 35
Odhad autokorela¢ni a parcidlni autokorela¢ni funkce procesu X; . 36
Ok a Ogk pro parametry 61 > 0,07 >0 . . . . . . .. ... 38
Ok a Ok Pro parametry 61 <0 <@y . . . . . ..o L. 39
Ok a Ok Pro parametry o1 <0 <6y . . . ... ... ... 39
Ok & Ogx Pro parametry ¢ < 0,60, <0 . . . . .. .. ... ... .. 39
Simulovany proces X; = —0,8X;_1+¢;,— 0,441 . . . . . . ... 40
Odhad autokorela¢ni a parcidlni autokorela¢ni funkce procesu X; . 40
Graf hodnot z tabulky 1 . . . . . .. ... o000 47
Odhad autokorela¢ni funkce g5 . . . . . . . . ..o 47
Odhad parcialni autokorelacni funkce op, . . . . . . . . Lo 48
Soudty Ctvercl pro parametr p; na intervalu (—=1,1) . . .. . .. 50
Graf hodnot funkce 7,(£€) a dvojnasobku jejich smérodatnych od-

chylek . . . . 63
Nameéfené teploty . . . . . . .. ... oo 76
rx pro fadu naméfenych teplot . . . . . . .. ..o 7
rp fady po sezénnim diferencovani . . . . . . .. ... 7

96



41
42
43
44

45
46
47
48
49
o0
o1
52
93
o4
)
o6
57
o8
99
60

reTady wy .o 78
ree Tady we Lo L 78
Souty S(p1,©1) na miizi parametra ¢ = 0,34;0,341;...;0,36 a

©,=-0,8-0,799;...; 0,78 . . . . ... ... ... 80
Porovnani namétenych a vyrovnanych hodnot . . . . .. ... .. 84
Rezidua v, . . . . . . . . e 84
Odhad autokorela¢ni funkce g, fady v, . . . . . .. . .. ... .. 85
Odhad parcialni autokorelacni funkce og Tady v, . . . . . . . .. 85
Rada prvnich diferenci v/ . . . ... .. .. ... ... ...... 86
Odhad parcialni autokorela¢ni funkce g fady vy . . . . . . . . .. 86
Odhad parcialni autokorela¢ni funkce ggt fady v . . . . . . . .. 87
Hodnoty rg(é) profadu vf . . . .. . .. ... L. 88
Rada X, astacionarni Fada X, . . . .. ... ... ... . ..., 89
Grafy odhadnutych funkei ry a rg, pro fadu X7 . . ... .. ... 90
Rada X;, a stacionarni fada Vf e e 90
Grafy odhadnutych funkei ry a ry pro fadu v, . . ... .. ... 91
Rada X, a staciondrni fada v}, . . . .. ... ... ... .. ... 91
Grafy odhadnutych funkei ry a ry pro fadu vy, . . ... .. ... 92
Rada X;, a stacionarni Fada v/, . . . ... ... ... 92
Grafy odhadnutych funkei ry a rg, pro fadu vy . . .. . .. ... 92

97



Seznam tabulek

O~ O T W o~

=)
o = O

13
14
15
16
17
18
19
20
21

Kurz CZK/AUD v obdobi od 30.6.2008 do 12.9.2008 . . . . . ..
Hodnoty odhadnuté autokorelaéni a parcidlni autokorela¢ni funkce
Odhady smérodatnych odchylek pro prameér . . . . ... ... ..
Tvar autokorelacni a parcialni autokorelaéni funkce . . . . . . . .
Tabulka pocatecnich odhadt a omezeni na autokorela¢ni funkei
Princip zpétného extrapolovani v modelu AR(1) pro ¢1 = —0,5
Priblizné smérodatné odchylky odhadnutych parametra . . . . . .
Prvnich osm hodnot funkce ry(¢) . . .. ... ..o
Zakladni charakteristiky modelu AR(1) z piikladu 2.1 . . . . . ..
Soucty SP(p1,01) - - - o o
Prvnich dvacet hodnot funkce rg(¢) . . . . . .. .. ...
Zakladni charakteristiky modelu SARIMA (1,0,0) x (0,0, 1)24 pro
Tadu wy . . . L
Odhady parametra trendu 7; . . . . . . .. ... L.
Odhady parametr@ sezén S; . . . . . .. ... ... ...
Odhad prvnich deseti hodnot gp a ggg - - - - - . . . . . . L.
Zakladni charakteristiky modelu AR(1) pro fadu vy . . . . . . ..
Zékladni charakteristiky pro fadu X7 . . . ... ... .. ... ..
Zékladni charakteristiky modeld pro fady v}, vj, a vy, . .. ...
Odhady parametrt trenda 7;,, Ty, T, - - 0 o o o o oo o oo L
Odhady parametrt sezén Sj,, Sj,, S - - - - - o oo
Rezidudlni rozptyly pro jednotlivé modely . . . . . ... .. ...

98

12
43
45
46
52
o6
62
65
80
81



Literatura

[1] Andél, J.: Statistickd analyza casovych tad. SNTL, Praha, 1976.

[2] Artl, J.:Moderni metody modelovani ekonomickych ¢asovych tad. Grada Pu-
blishing, spol s.r.o., Praha, 1999.

[3] Cipra, T.: Analyza casovych Tad s aplikacemi v ekonomidi. SNTL/ALFA,
Praha, 1986.

[4] Hindls, R.,Hronové, S.,Seger, J.: Statistika pro ekonomy. Professional Pub-
lishing, Praha, 2006.

[5] Kozak, J., Hindls, R., Artl, J.: Uvod do analyzy ekonomickijch casovych vad.
Kapitola 4. VSE v Praze, Praha, 1994.

[6] Vasicek, T.: Uvod do analyjzy casowjch vad [online]. Dostupné z
http://www.econ.muni.cz/gasar/vyuka/emm2/skriptaemmii.pdf [cit. 2009-11-21].

[7] Vesely, T.: Uvod do ¢asovijch ¥ad [online]. Dostupné z
http://www.math.muni.cz /Vesely /educ/sptext.pdf [cit. 2009-11-13].

99



