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Abstrakt

Predlozena bakalarska prace zpracovava déje spojené s hydromechanikou. Za v§im stoji
Eulerovy rovnice hydrostatiky, hydrodynamiky a Bernoulliho rovnice. Voda ma v rotujici
nadobé charakteristickou hladinovou plochu. Pii postupném zvySovani otacek se voda zacne
vylévat. Ukolem je rozbor a analyza d&ji, které mohou nastat pii rotaci nadoby s vodou.

Klicova slova

rotujici nadoba, Eulerova rovnice hydrostatiky, zakon zachovani objemu, voda, vylévani vody
z nadoby

Abstract

This bachelor’s thesis handles with happenings related to hydromechanics. For all stands
Euler’s equations of hydrostatics, hydrodynamics and Bernoulli’s equation. The water has got
a characteristic surface in the rotating vessel, by increasing the revolutions the water begins to
pour out. The task is analyzing the events that can occur when the vessel is rotating with the
water.
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rotating vessel, Euler's equation of hydrostatics, law of conservation of volume, water,
pouring water out from the vessel
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1. UVOD

Cilem této bakalarské prace je matematicky popsat jevy v rotujici nadob¢, v které se nachazi
voda. V Kapitole 1 odvodime rovnici hladinové plochy dle Eulerovy rovnice hydrostatiky. Ze
zakonu zachovani objemu odvodime patficné charakteristické rozméry. Dal§im krokem bude
vypocitat tlak a silu pasobici na dno pied a po rotaci.

Pti zvySovani otacek se bude voda vylévat v zavislosti na otakach. Zakladni znaky a rozméry
pro odvozeni téchto rovnic jsou znamy ze schémati. Odvozené rovnice aplikujeme i na jinych
ptipadech, kdy vylévani vody bude omezeno vikem.

V Kapitole 2 rozsifime poznatky a zahmeme je do vypocti hydrodynamiku, neboli
Bernoulliho rovnici. Na ose rotace nadoby vyvrtame diru a umistime ventil. Pomoci
Bernoulliho rovnice jsme schopni odvodit vytokovou rychlost a vypocitat ¢as za kterou
vyteCe voda z nadoby pfi rotaci.
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2. KAPITOLA 1
2.1. Rovnice hladinové plochy

2.1.1. Eulerova rovnice hydrostatiky [1]

Rovnici hladinové plochy rotujici nadoby lze odvodit z Eulerovy rovnice hydrostatiky. Tyto
rovnice pouZijeme, protoze Castice vody nekonaji zadny vzajemny pohyb. Uhlové rychlost,
kterou ota¢ime nadobou musi byt konstantni. Budeme vychazet z problematiky 3D.
Predpokladame, Ze to je rotacné symetricka nadoba.

Eulerova rovnice hydrostatiky:
i -2 gradp =0
a——-gradp =
p (D

Z obrazku (priloha 1,2) ur¢ime sily pusobici na element objemu vody, rozkladame je do
prislusnych soutradnicovych os, a zjistime nasledujici parametry:

. ; . . .
celkové zrychleni na element objemu vody: d= (ax; ay; az)

hleni piisobici , 2. — 2
zrychleni pusobici v ose x: Ay =T W COSP =X W
zrychleni pasobici v ose y: a, =—g

hleni oiisobici , e 2 e iy = 7 - (2
zrychleni pusobici v ose z: a, =r-w sinpg =z'w

Z Eulerova rovnice hydrostatiky (1) mizeme vyjadfit:

pro osu x: ) z_l_a_p_ O_p_ Cx w2
X w pax—0=>ax—/)xw (2)
pro osu y: 1 dp op
9-53,=025,=7P9 3)
pro osu z: . z_l_a_p_ O_p_ C 7 w2
Z'w paz—0=>az—/)zw 4)

Z matematiky zname, ze totalni diferencial ma tvar pro p = f(x,y, z):

op op op
_ &, . —d
dp o dx+6y dy+62 z (5)

Kdyz rovnice (2), (3), (4) dosadime do (5), tak dostaneme:
dp=p-x-w?dc—p-g-dy+p-z-w? dz (6)

Ted je nasim cilem vyjadfit ze vztahu (6) rovnice hladinové plochy vody. Toho docilime tak,
ze do rovnice dosadime dp = 0 :

dp=p'x-w?dx—p-g-dy+pz-w?-dz=0 (7)
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Rovnice (7) je obecna diferencialni rovnice se separovanymi proménnymi, coz snadno
vyte§ime. Dostaneme zavislost vysky hladiny na poloméru nadoby za predpokladu, ze
r? = x2 + z2, coz je analytické vyjadfeni kruznice v roving x-z. Tato vaha vede na rovinny
problém (2D):

fO:fp-x-a)z-dx—fp-g-dy+fp-z-w2-dz

x> 72

C:p-7-w2_p.g.y+p.7.w2

y=5— 24+ C (8)

Integraci rovnice (7) vznikne konstanta C, coz muzeme zjistit z okrajovych podminek.
Okrajova podminka v naSem pfipadé pro r = 0 je y = yo; (pfiloha 2). Kdyz tyto hodnoty
dosadime do rovnice (8), tak nam vyjde, ze C = y,; a rovnice hladinové plochy bude vypadat
takto:

(1)2

Vr1 = n r? + Yo1 9

2.1.2. Rovnice zachovani hmoty

Hodnotu y,; zatim nezname, a proto ji musime vyjadfit. Vyjadiime ji z rovnice zachovani
hmoty, coz znamena, ze se objem vody v nadobé pred rotaci rovna objemu vody v rotujici
nadobé. Neuvazujeme vylévani vody. Kdyz mame nestlacitelnou tekutinu (vodu povazujeme
za nestlaCitelnou tekutinu), vypliva nam, ze p = konstanta. Z této podminky vime, ze plati i
zakon zachovani objemu. Je zifejmé z pfilohy 3 jak je definovana elementarni plocha.
Z ptilohy 4 doplnime chybé&jici znaky pro definovani elementarniho objemu.

Pivodni objem vody v nadobé za klid (objem valce) : Vo =m-R%- h, (10)
Elementarni objem vody v nadobé¢ za rotace: dV =y(r)-dS (11)
Elementarni plochu vyjadiime: dS=2'm-r-dr (12)

Dosazenim rovnice (12) do rovnice (11) dostaneme:
dV=y(r) 2w r-dr (13)

Rovnice (13), je také obecna diferencidlni rovnice se separovanymi proménnymi.
Aplikovanim vztahu (13) pro vypocet objemu dostaneme:
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Vi R

de:fyrl(r)-Z-n-r-dr

0 0

R 2
w
V1=f<—2.g-r2+y01>-2-n-r-dr
0

w? 4R r2|®
V1:2._.2.7T. Z +2.T[.y01- R
0 0

g 2
w? R* R?
Vlzm'z Vs T+2 " Yo1 7
T w?+ R* )
V1:T+T['y01'R (14)

Je zfejmé, ze se objem vody v nadobé za klidu musi rovnat objemu vody za rotace. Ze vztahu
(13) a (10) zjistime konstantu y,,. ZapiSeme matematicky:

V0:V1
) T w?-R* )
mR*-hy = T g + 7T yo1 "R
w? - R*
y 'R2=R2'h _
01 0 4 g
w? " R?
Yo1 = ho — 4-g
w? " R?
he =
0=Yo1t i g

Zpétnym dosazenim konstanty y,; do rovnice (9) obdrzime vysledny vztah pro rovnici
hladinové plochy vody pfi rotaci:

w? ) w? - R?
yrlzﬁ'r +h0_ 4'9

_ @ . R
%1-%' o + ho (15)

Ciselng: 112 2 4 015 11%2- 0,22
y=3g9g1 T TO T 981

Yr1 = 6,167176351 - 2 + 0,026656472

Vypocet charakteristickych rozmért dle schématu (pfiloha 4) i Ciselné:
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w? , R? w?
h]_:H_hO:E' R —_ - +h0_h0:_R

2 4.9
oo 02° o a43s27
1= 2981 m
(1)2 RZ wZ_RZ (1)2
= — = —_— 2—— — h — = R2:2h
h, =H —yo 29 <R 2>+h0 <0 4'g> 29 1

h, =2-0,123343527 = 0,246687054 - m
h3:h2_h1 :Z'hl_h]_:hl

Lze konstatovat, ze hladina kapaliny v klidu pali vysku paraboloidu za rotace.

2.1.3. Tlak od kapaliny pusobici na dno nadoby [1]
Pro vypocet tlaku v rotujici nadobé pouzijeme vztah (7):
dp=p-x-w?dc—p-g-dy+p-z-w?-dz=0

Zintegrovanim diferencialni rovnice (7) dostaneme zavislost tlaku na poloméru a vysce:

fdp:fp-x-a)z-dx—fp-g-dy+fp-z-w2-dz

x? z?
p=p 5 ot-pgytp o+l

2
prw
pP=— (x*+z)—prgy+C

- w?
p:PZ 2 pgoy+C (16)

Konstantu C zjistime z okrajovych podminek: 7 = 0,y = yg1 je P = Patm

Parm = =P g Yo+t C = C=pam+p g Yo
Vypoctenou konstantu C dosadime zpatky do rovnice (16) a obdrzime tak vztah (17).
r2

p=p @ =P g Y+Pam+p g Yo )

2
T
p = 1000 - 112 ST 1000-9,81-y + 101325 + 1000-9,81 - 0,026656472

p = 60500 - 1% — 9810 -y + 101586,5

Vztah (17) umozni zjiSteni tlaku v kazdém bodé€ vody. My se soustfedime na tlaky na dné
nadoby. Je zfejmé, ze nejvétsi tlak bude na okraji a nejnizsi tlak bude v ose symetrie nadoby :

- tlak v ose nadoby (r = 0, y = 0):
14



02

pr=p @ —=p g 0+Ppam+p g Vo= Pam+P 9" Yo
w? - R?
p:patm+p'g'<h0_ 4-g )

11%2-0,22
p: = 101325+ 1000-9,81-( 0,15 — = 101586,5- Pa

4-9,81
- na okraji nadoby, maximalni tlak (r = R, y = 0):

RZ
pz=p-w2-7—9-9-0+patm+p-g-yo

R2 wZ_RZ
pz=p-w2-7+patm+p-g'<ho— T g )

= 1000 112 02° + 101325 + 1000-9,81-( 0,15 11%-0.2°
Pz = 2 ’ ’ 4-981

p, = 104006,5- Pa

2.1.4. Sila pusobici od kapaliny na dno nadoby [1]

Jak jsme pocitali tlak, tak ted’ zjistime silu ptsobici na dno, takze do rovnice (17) dosadime
y = 0. Atmosféricky tlak nepocCitame, pg¢y, polozime roven 0. Vypocty budou probihat
v relativnich tlacich, p,¢, = 0, petlak je p > paem > 0, podtlak je p < paem < 0:

- sila puisobici na dno nadoby pred rotaci:

dF =p-dS=hy-p g2 -mw-r-dr
F R
de:th-p-g-Z-n-r-dr
0 0
RZ
F1=ho-p-g-Z-n-7=n-R2-h0-p-g
F, =m+0,22-0,15-1000-9,81 = 184,914145- N
- sila puisobici na dno nadoby pfi rotaci:
r2

dF:p-dS:(p-w2-7+ p-g.y01>.2.n.r.dr

Fp

R
,r.2
de:f(p-wz-?_l_ p-g.y01>.2.n.r.dr
0

0
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R R
"W
FZ:'O2 -2-7T-fr3-dr+p-g-y01-2-n-fr-dr
0 0
P w? R* R?
F2: 2 .2.71'.I_I_p.lg.:)/01.2.71'.7

RZ
Fz=ﬂ-R2-<p-g-y01+p-w2-T>

w? - R?
Fzzﬂ'Rz'P'g'<3’01+ 4-g )
F2=T['R2'h0'p'g
F, =m+0,22-0,15-1000- 9,81 = 184,914145- N

Vypocitali jsme tlaky a sily ptisobici na dno nadoby.

2.1.5. Pripad rotujici nadoby s vikem

Pii konstantni rychlosti otdek jiz vime, ze rovnice hladinové plochy ma tvar paraboloidu.
Budeme to dale vyuzivat a zkoumat stavy, jak se bude ménit hladinova plocha, kdyz ji
omezime vikem. Z pfilohy 5 je patrné, ze viko bude v intervalu (hg, yo1 + 2 hy).
Matematicky: H,€e(hg, Yo1 + 2 * hy), kde H, je vySka ulozeni vika. Na obrazku (pfiloha 5) je
Cerchované naznacCena puvodni hladinova plocha. S uvazovanim, ze nebudou pusobit zadné
sily navic, mazeme tvrdit, ze tvar hladinové plochy ziistane paraboloid, pouze rovnice bude
posunuta o jinou konstantu vzhledem k pocatku souradného systému. Ze vztahu (8) budeme
zjistovat skuteCny tvar rovnice paraboly. Dosazenim do vztahu (8) parametry r =0 je
Y = Yoo, dostaneme:

o 0*+C
Yoz = 2.9
C = Yoz
Vztah pro funkce hladinové plochy:

(1)2

Vr2 :ﬂ'rz + Yoz (18)

Cilem je ale ziskat hodnotu R;, coz ziskame pro bod y = H, a r = R;. Matematicky
vyjadiime:
w?
HZ:_Z-g.Rl + Vo2 (19)
V tomto vyrazu jsou dvé neznamé R, a y,,. Pro feSeni musime jeSté doplnit rovnici
kontinuity. Z pfilohy 5 mizeme psat:
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[ » VA . P2 —
H2 m- R hO m-R° = vzduchl

(20)
Objem paraboloidu vypocitame tak, ze vytkneme elementarni prvek a zintegrujeme ho pies
cely objem:

AV =2-m-r-hy-dr (21)
Z vyrazu (21) neznamé h, vyjadiime z piilohy 5, matematicky
h4 - H2

—Yr2 (T‘)
Vidime, ze h, je zavislé na proménné r, takze h, = f(r), dosadime do vztahu (21)
dV =2 1w r-[Hy — y,(r)] - dr

Do ptedchoziho vyrazu dosadime za H, vztah (19) a za y,,(r) vztah (18), dostaneme tak

w? w?
av=2-m-r- — 2

2.9 Ri + Yoz —E'Tz —J’o2>'dr
Zintegrovanim vyjde:

Vvzduchz Ry

w? w?
f defZ-n-r-(—- z

0 0

R —-r2>-dr
2:g ' 2-g

Ry

wz 2 2
szduchzzf Z'N'T'm'(Rl—T‘ )'dT‘
0

Ry

-f(Rf-r—r3)-dr

T w?
Vizaucnz =

2

T o L P
Vizaucnz = g )
T w? R? R}
Vizaucnz = g <R2 ) 71 - %)
T w? R}
szduchz

Dostali jsme objem V,,,4,ch2, tento objem se musi rovnat objemu V,,,4,,.n1 neboli vztah (20)
Vizaucni = Vozaucnz. Rozepsanim dostaneme

T-w? Rf

p 4—H2T[R—h07'[R2

-l>|,EEL

w?
? =R?%: (Hz ho)

(22)

17



Z rovnosti (22) muzeme snadno vypocitat polomér R;:

(H, = hy)

Rf:ll-ng wz

s (H,—hy) [2°R
R1:J4-g-R2- sz 2 =j — g (Hz = ho)

2-0,2
e T \/981 (0,17 — 0,15) = 0,12691367 - m

Prvni Cast mame, to jest, ze R; je jiz znamé. Zbyva urCit yy, coz mame jiz definované ze
vztahu (19), snadno dostaneme tto konstantu:

2

2R,
T'Vg'(Hz—ho) + Vo2

_y w? 2R =
Yoz = 13 2.9 w g U1y 0
O)R HZ_hO
yOZZHZ_T'Vg'(HZ_hO =H, — g

Konstantu yy, dosadime zpatky do vztahu (18), dostaneme uplnou rovnici hladinové plochy,
kdyz je tam vlozeno viko. Rovnici zapiSeme takto:

w? H,—h
=—r24+H,-w-R- | 2—
Yr2 2.9 r 2 T W g

_ M e i017-11-02 (X005
Yr2=%981 " T ’ 9,81

Vr2 = 6,167176351 - 12 + 0,070664798

Tvary hladinovych ploch jsou zndzornény na obrazku (ptiloha 6).

2.2. Vyprazdiovani rotujici nadoby
2.2.1. Odvozeni a analyza déju pri zvySovani otacek [3]

Otacky budeme zvySovat do té doby, nez se hladina vody dotkne okraje nadoby. To znamena,
Ze objem vody bude konstantni, nebude se vylévat. Tento prabéh piesné definuje vztah (10).

Budeme hledat otacky za sekundu, kdy se hladina vody dotkne okraje nadoby (piiloha 7).
Z rovnice (15) je patrné, ze muzeme vypocitat otacky za sekundu, za predpokladu, ze r = R

18



a y-1 = H,. Vime jesté, ze otacky dostaneme z vyrazu wy = 2 * - ny. Dosazenim do rovnice
(15) dostaneme:

w3 R?
Hy=—%(R?—=)+h
2

w§
Hy=—% R2+h
25734 + hy

3 (H; — hy)
wy = 4.9.T

2:g-(Hy— ho)

2:mTng = R
_Vg'(Hz—ho)
no = (23)

/9,81 (0,17 — 0,15)
m-0,2

ng = = 0,704968372 -s71

Obdrzeli jsme vztah (23) pro otacky, pro dosazeni okraje nadoby (dale uz jenom otacky).

Nyni budeme otacky n zvySovat nad hodnotu ng, ale jen do okamziku, nez se hladina (vrchol
paraboloidu) dotkne dna nadoby (to je okamzik, kdyz y,3 = 0). Kapalina se z nadoby zacne
vylévat a objem kapaliny v nddob¢€ se zmensuje (pfiloha 8).

Pro otacky v intervalu (ng, n,) bude platit:

2-hs = H; — yo3

m-D?>-H, 1 m-D?
V=——"F—"5—F2'hs (24)

V rovnici (24) je prvni ¢ast objem valce a druha ¢ast je objem rota¢niho paraboloidu o vysce
2 b h5.

Muzeme psat:

nDzh_n-DzH 1 m-D? L
7 hem gty T2k es)
he = Hy, — hs

Kapalina dosahne vysky H, na okraji nadoby:

w? (D
t=35(3) +o

Q
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Yoz =H;—2-hs a hs=H;—hg
Yos = Hy; —2-(Hy —hg) =2+ hg — H,

Dostaneme a upravime:

w? (D
H2=E-<E) + 2 hg — H,
w? D?
2+ Hy =5+ 20k
h6=Hz—1(6”_2 . D?

Dosazenim hg do prvni ¢asti vyrazu (25) obdrzime vztah (objem kapaliny se zvySujicimi
otackami se zmensSuje):

4

. D2 e )2
m-D '[Hz—(z T n) 'Dzl

16-g

- D? <4-n2-n2 2) - D?
CHy — [ ————- .

T Ty 16 g 4
T+ D2 3 - D% n2 )
Vi = 2 'Hz—th—kz'n (26)
_m0,4? n-0,4%-n® 0,02136283 — 0,005057088 - n?
rlT — 4 ’ 16 - 9,81 - , "

Z rovnice (26) vidime, Ze se jednad o rovnici paraboly. Konstanty k;, k, zavisi na velikosti
nadoby. Musime si vSak uvédomit, ze tato rovnice plati az do okamziku, nez vrchol
paraboloidu dosdhne dna nadoby, to jest yo3 = 0. Otacky n, (otacky, kdy se vrchol
paraboloidu dotkne dna nadoby) mazeme zjistit z rovnice (8) probod r = R ay = H;:

2
w.
Hy,=="--R?+0

2:g
(2-m-ny,)? 2-9-H,
H; = 2.9 ’ R2 =4’ n
g-H, _ g-Hy, |29 H
SRz W T M™MT ST o RrT |2 p2 (27)
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2-9,81-0,17 1
Tlp = 71_2—0,42 = 1,453329531 'S

Se zvySenim otacek na n = n,, objem dosahne hodnoty V,, kterou vypoCitame dosazenim n,,
do vyrazu (26). Dostaneme:

_ - D? Y n®-D*-n}  m-D? u m3-D* g H,
P74 z 16-g 4 > 16-g 2-m?-R?
T+ D? m3-D* 2-g-H, m-D? T+ D?

P “H; — ' = "Hp — - Hy
4 16-g m?-D2 4 8

- D? - 0,42 s
Vy =—g— Hy = —5—"0,17 = 0,010681415 - m® = 10,681415 - |

V, vyjadiuje objem vody, kdy se vrchol paraboloidu dotkne dna nadoby.

Budeme-li otacky n zvySovat dale nad n,, vrchol paraboloidu bude klesat pod dno nadoby a

logicky i objem vody se bude dale snizovat. Z obrazku (ptiloha 9) konstatujeme nasledujici
hodnoty:

- D?
Vr2: 4 .h7
- D? - D? 1 - D? )
Vip = 7 * (Yoa + Hy) — 2 'J’O4—§'(3’04+H2)' 1 +§ T R5 " Yos
-+ D? - D? - D? 1 m-D?* 1 - D?
Viz = 2 “Yoa T 2 'HZ—T'YM—E'}’M'T—E'HZ' 1 +
1 2
+§'7T'R2'J’04
- D? H, Yoi\ 7R3
) (2_7_7) 2 Yos
7+ D2 7+ D2 7+ R3
Vig = 3 'HZ—T'J’M"‘T'}’M (28)

Nezname velikost R,. Zjistime ji z obecného tvaru rota¢niho paraboloidu, vztah (8):

w 2
Yr3 :E'r — Yoa

Pted yg4 je znaménko (-), protoze vrchol paraboloidu zasahuje do zapornych Casti souradného
systému. Potifebujeme kladné Cislo yy,. Pro zjisteni hodnoty R, budeme vychazet z obecného
tvaru rotaniho paraboloidu tak, ze do rovnice dosadime zndmé hodnoty, a vyjadiime R,.
Hodnota pro r = R, je y,3 = 0. Dosazenim téchto hodnot do pfedchoziho vyrazu dostaneme :
0 W’ R?
2.9 2~ Yoa
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29 Yoa 29 Yoa
Ri=—g = k==&

Zjistené R,, dale doplnime do vyrazu (28):

- D? - D? T 29" Vos
Vip = ) )

38 H; — 38 'y04+§'T Yoa

-+ D? - D? T gy
D Tg v
8 (21 n)?

- D? - D? 9 Via
Vig = Hy — Yoat T3 (29)

8
Ze vztahu (29) vidime, ze mame jedinou neznamou (promeénnou) yo4. Vyjadiime ji jako
funkci objemu v zavislosti na yy,. Matematicky: V = V(yg4). Abychom ji mohli pouzit,
musime najit zavislost Yy, na otaCkach n. Vychazime z ptilohy 9:

w? D?
H, +}’04=E'T

(30)

Z vyrazu (29) konstatujeme, Ze se zvySenim otaCek n > n, se bude objem v nadrzi dale
zmenS$ovat. Dosadime-li y,, do vztahu, dostaneme:

- D? m-D? (m?-n?-D? g % -n?-D? ?
VT2: 'HZ_ b _H2 + _H2

8 8 2 g 4mnz\ 2-g
. _m-D? u +T['D2 u 7T3-n2-D4+ g
r2 — ) 2 38 2 16-g 4 -1 n2
n*-n*- D* % - n? - D?
{2 H — 1 H2
< 4- g2 > T7g " 2)

_n_Dz 7T3'n2'D4+g'7T4-n4'D4 2-H2-n2-n2-D2-g+ g-H22
r2 — 4 2 16'g 16'7‘['112'92 8-g-n-n2 417 n2
. _n-D2 u 713-112-D4_|_7T3-112-D4 - D? u +g-H22 1
T 4 z 16-g 16 g 4 27 4.1 n2
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_g-H; 1 ks
=TT et w 3D

~ 981 0,17? 1 ~0,022560929
7 4-m nz n2
Obdrzime vztah pro objem vody v nadobé€ zavisejici na otackach, piitom musi platit n > n,,.
Provedeme kontrolu tak, Ze pfi otaCkach n, se objem vody v nadobé bude rovnat. Dosadime
n, neboli vyraz (27) do rovnice (31):

V:g-szli:g-szl 1 :g-HZZIZ-nZ-RZ
P 4m n} 4nm _g H 4-m  g-H,
52 R2
_m'R**H, m- D* H
P2 8

Vztahy pro objemy, které jsme odvodili v pfedchozich odstavcich muzeme vykreslit.
Zavislost objemu na otackach je znazornéno na obrazku (pfiloha 10).

V predchozich odstavcich jsme zjistili zavislost mezi otackami a objemem vody v rotujici
nadobé. Pfisli jsme na to, ze na dvou intervalech, (ny,n,) a na (n,, ) se bude objem vody
v rotujici nadobé¢ jinak ménit v zavislosti na otaCkach. Budeme ted’ vySetfovat spojitost kiivek
v bod€ napojeni n = n,:

1. na intervalu (ng, n,), derivovanim rovnice (26) dostaneme:

dVTl _ d(kl - k2 b nz)

=2k, -
dn dn 2
2. na intervalu (n,, ), derivovanim vyrazu (32) dostaneme:
dv, d(ks n2
T2: (3 ):—2-k3-n_3

dn dn

Dosazenim n = n, do pfedchozich rovnic dostaneme, jestli se kiivky budou ménit spojité

nebo ne:

L av,, m3-D* [2:-g-H,
= 2-kyn,=-2- :
dn 16-g w2 - D?

dVy 5 n®-D* J2-g-H,  mw*-D®-\/2-g-H,

dn 16-g m-D 8-9g
dV,,  m*-04%-y2-981-0,17 _ 0014699233
dn 8-9,81 -
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2 v, . g H2 1
an - Lkempt =T 3
2-g-H,
‘mZ-DZ
av,, ) g H? 1 —2-g-H? 3 - D3
—2- 3.2 2. - = : : -
w SRR (w4t (T
m D
dV,, —2-g-H; mw:-D? g-HZ m?-D3

AT T 2@y

dVy,  981-0,17% 720,43
dn 3

= —0,014699233
2-(2-9,81-0,17)2

V tomto pfipadé kiivky v bodé n = n,, se napojuji spojité. Z piilohy 10 je ziejmé, Ze v bodé
n = n, se kiivky nenapojoji spojite.

2.2.2. Aplikace odvozenych rovnic pro vylévani na prikladé

V této kapitole se zabyvame analyzou jevu rotacni nadoby, kdyz je zakryta vikem. Pfi rotaci
nadoby odstranime viko za nekonecne kratkou dobu, to jest nekonecné rychle. Budeme
uvazovat, ze voda je nesmaciva, abychom se nemuseli zabyvat odebrani vody spolu s vickem,
anebo uvazujeme, ze dany objem je tak maly vzhledem k objemu vody v nadobé, ze to
z prostého divodu zanedbame.

Pro tento problém mame odvozené vSechny potfebné rovnice v kapitole (2.2.1.). Budeme
vyuzivat tyto rovnice pro zjiSteni objemu vody v rotujici nadobé. Jako prvni je potieba zjistit
jaka je uhlova rychlost, a po zjisténi této hodnoty mizeme konstatovat, do kterého intervalu
nalezi hodnota. Teoreticky postup je takovy, ze pii danych otackach odebereme viko a voda
se bude vylivat pfi konstantnich otackach po né&jakou dobu. Tento jev bude kopirovat
zavislost objemu na otaCkach odvozenou v kapitole (2.2.1.). To znamen4, Ze objem se bude
snizovat do hodnoty, ktera je dana charakteristikou (pfiloha 10) pii danych otaCkach (otacky
pii kterych odstranime viko). Otacky n, jiz mame spoltené (n, = 1,453329531-s71).
Vykreslime zavislost objemu na otackach pro tento ptripad (piiloha 11).

Pro uhlovou rychlost w = 11 - rad - s~ &iselné plati:

w 11
w=21"'n =2 n=—=——=1750704375 571
2'm 2w

Z této uvahy mizeme vidét, ze n > n,, coz znamena ze se nachazime v intervalu (n,, ©). Pro
tento interval jsme odvodili v kapitole (2.2.1.) vztah (31). Tento vztah vyjadiuje, kolik vody je
jesté v nadobé. Ciselng:
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,_g-HE 1 _981-017 1

- == : — 0,007360907 - m® = 7,360907 - |
41 n? 4-m1 17507043742 m

Ted provedeme vypocet objemu vody v nadobé jinym zpusobem, ktery poslouzi jako
kontrola vztahu (31). Budeme postupovat takto:

o Zname obecné rovnice paraboly, vztah (8):

2 +C

= —" 7
y=7 g

o Pro nés pfipad, kdyz tam neni viko (viz ptilohu 12):

w?

Yra = n " = Yos (32)

o Staci jeden bod lezici na parabole ktery zname, z toho se da vyjadrit rovnice paraboly

pro tento ptipad. Tento bod je [R;H,]. Zpétnym dosazenim do vztahu (32) obdrzime
neznamou konstantu ys:

H_w_Z.RZ_ = _w_Z.RZ_H
Z_Z-g Yos }’05—2_9 2
o Vyjadteni rovnice hladinové plochy, yos dosadime do vyrazu (32):
w? w0
yr4:—2.g'r ——Zlg'R + H, (33)
= 1 2 1 0,22 + 0,17
Yre =% 981 " T2-981 4T

Yra = 6,167176351 - 2 — 0,076687054

o Ted vypocitame polomér R3. Z piilohy 12 je patrné, ze toto Cislo vyjadiuje, ze v jaké
vzdalenosti od osy y ma prusecik paraboly s osou r. Dosadime do rovnice (33) bod [R3; 0], a
dostaneme:
w? w?
0=—"R:2——— R?+H
2:g 32 g z
w? w?
——R?—H, =——"R?
2:g 272 g 3
2-g-H, 2-g-H,
2 2
R " =R; = R3—jR2— 2
o Dale budeme postupovat tak, ze vytkneme elementarni prvek a budeme integrovat pres

cely objem vody. Proto jsme pottfebovali vztah pro Rj, protoze to je dolni mez v integraci.
Vypocet:
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AV = yu(r)- 2w r-dr

V2 R
w? w?
dv = - o
f f(Zgr ZgR+H2>2nrdr
0 Rs
R R
w
f? ndr—f—Rzrndr+fH22nrdr

s [ = o ]

. 2 . 2 v 2. P2 .
y, =@ .[R4_(R2_M) ]_u.[Rz_(Rz_M)]+

4-g w? 29 w?
2-g'H
+n-H2-[R2—(R2—#)]
w
T w? 2:g-H 4-g%-H2 T w? - R?
V, = ARt — (Rt -2 2L 2. g2 29 2| :
4'9 w? w? 2'9
2-g-H, 2.9 H,
|G R e
T -w? [4-g-H, 4-g°- H? 2-m-g-H?
_ , . p2 _ 2| _ . p2. - J 2
Vo= [ R — l ™o R? Hy +
) w-g-H? ) 2-m-g-H?
Vo=m R?Hy ———t = R? - H, + ———
T-g-H?
=
Ciselné to &ini:
Tm-g-H? m-9,81:0,172
V, = = = 7,360907 - |

w? 112

Vysledek kontroly vychazi stejné jak u odvozenych rovnic. To znamend, ze uvaha byla
spravna, odvozené rovnice plati a mizeme je dal pouzivat na prikladech.
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3. KAPITOLA 2

3.1. Vyprazdnovani nadoby pri rotaci otvorem
3.1.1. Bernoulliho rovnice a vytokova rychlost [2]

Nasim cilem bude vypocitat Cas, za ktery vyteCe kapalina z nadoby pfi rotaci. Pii této
problematice jsme omezeni, a budeme vyuzivat dalsi vztahy pro definici problému. Tento
vztah bude Torricelliho teoretickd vytokova rychlost a Bernoulliho rovnice. Obecné
Bernoulliho rovnice bez ztrat:

2
Pp1 . V1 Pp2 Vg2

7+—+g-h31=—+

“h
> P > T3 b2

Podle prilohy 13 odvodime teoretickou vytokovou rychlost bez ztrat z Bernoulliho rovnice, za
predpokladu: pp1 = Patm» Pz = Patm» hez = 0-m, hpy = ho, Vpy =7, Vg =?. Zrovnice
kontinuity mame zavislost vg; na vg, nebo opacné. Rovnice kontinuity:

Vg1 *S1 = Vpy " S

Protoze S§; > S, = vp; K vgy. Z této tvahy mluzeme uvazovat, ze Vg, je zanedbatelné malé

vi&i vg,. Matematicky vg; ~0-m-s™ L

odvozena aplikovanim Bernoulliho rovnice:

Torricelliho teoretickd vytokova rychlost je

0 V3
+—+g-h0:p‘gm+ﬁ+g-0

v
g'hoz% = Vg =429 hg

Tento vztah ale neni postacujici, protoze v misté kde voda vytéka je ventil. Ventil ptsobi
znacné ztraty. Pficemz uvazujeme délku ventilu za zanedbatelnou.

Bernoulliho rovnice se ztratami:

2 2
v v
P31+ Bl+g'h31=pp32+ Sz

> + g hgy + Y,

Obecné¢ ztratova meérna energie Y, je zavisla na rychlosti (£ - je ztratovy soucinitel):

vz
Yz:$'7

Odvozeni skuteCné vytokové rychlosti pro: pgi = Patm> P2 = Patm->Vp1 =7, hg1 = ho,
Vg =?, hg, = 0-m. Nejprve zrovnice kontinuity vyjadiime vp,, pak to dosadime do
Bernoulliho rovnice:

S7
Vg1 S1=Vg S, = UB1:S_'UBZ
1

27



<

- d?

7 d;
V1 = pz VB2 = Up1 = e Up2
4
d2 2
patm (ﬁ . vBZ) patm véz vtz?z
ho = Bz .0 . B2
) + > +g-ho ) + > +g-0+¢ >
dz\?
(D_1;> .véz h v§2
. =22.1
> + g no > 1+
2 2\ 2
_UB2 dy
2 _ Zlglho _ Zlglho
Vpy = d2 2 = Vpy = d2 2 (34)
tri-() - ()

Obdrzeli jsme vztah (34) pro vytokovou rychlost.

3.1.2. Cas za kterou se nadoba vyprazdni

Ukolem bude vyjadfit elementarni objem. Z piilohy 14 vypiSeme potiebné parametry a
vypocitame objemy V3 a V,. Z téchto objemt formulujeme rovnici pro elementarni objem. Pro
vypocet objemu V3 a V, vyhazime z vyrazu (13):

dV =y (r)- 2w r-dr

av = (2 g 2 d
= Z-gr Vo1 Tor-dr

V3

R
w’
deZf 7 r3+ye 2 mer)-dr
0

0

2

w2 [rf r2|®
=[], e 5]
g 0 0

w? m R* )
p 'T+7T'J’01'R

dV =y,s(r)-2-m r-dr

V3:

w?
dVv = E-r +Yo1 —dyy |2 T dr
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R
w? -
de:f 7 T34+ (Yo —dyg) -2 -m-r|-dr

4R 21R
r r
'lzL +2'7T'(YO1—dJ’o)'l7L

w?-m R*

+—+ 1 (Yo — dyo) - R?

V. =
4 4

w?-m R* ) w?-m R* "
av ="V, —V; = P 'T+7T'(}’01—dYO)'R |7 'T‘HT'}’O'R

dV = —m - dy, - R?

Vyjadfime Cas za kterou voda vytecCe z nadoby pfi rotaci. Vytokova rychlost je uz vyjadiena
ze vztahu (34), jedinou zménu provedeme, h, zménime na y,. Vytokovy Cas vypocteme
z rovnice kontinuity a ze vztahu (34):

av
Q-dt =—-m-dy, R?
_T['dyo'Rzszz'Sz'dt

T d?

7 - dt

—ﬂ'dJ’o'Rzszz'

2:g-y, m-d;
dz 4
1+¢- ( )

2
146 (d) A
2.9y, 7w dZ

_T[-dyO-RZI 'dt

=dt

—T['dyO'Rz'

(36)

2\ 2
e P B
dt = | —m-dyy- R?- -

f fﬂ Yo 29" Yo - d2

0

Yo1

T =

1+¢& - —2 4_R2 Jj?ldyo
2-g
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d? 2 Yo1
1+f—<D—Z> 4 - R2 \/%
1
2

T =
2-g dz
0
dz\>
1+€—<D—’é) 8-R>
T = 2 . g ' d]% ' yOl
0,022\
T 1+2_<0'4Z> 802" J/0.026656472
2981 0,022 V>

T =51,07424969 - s

Cas za ktery se nadoba vyprazdni je T = 51,07424969 - s.

3.1.3. Vypocet objemu ktery vytece z nadoby

Budeme zjistovat objem ktery vyteCe z nadoby pfi rotaci. Objem vypocitame tak, ze nejprve
vypocitame zbyly objem v nadobé, pak ho odeCteme zobjemu na zacatku. Vypocet
provedeme tak, ze vytkneme elementarni prvek na objemu a zintegrujeme. Postup je logicky

z ptilohy 16:

o zjistime rovnice hladinové plochy y,¢(r) z vyrazu (8) dosazenim bodu r =717, a
Yre = 0O:
2
Yre :E'rz + Yos
w? w?
0 :E'rvz TYos = Yoo = —E'rvz
w? w?
yr6:2.g'r2_2.g'rv2
o vypocitame objem zbylé vody v nadobg:

dV =y.e(r)-2 - r-dr

w? w?
dV:<—-r2——-rv2>-2-n-r-dr
2:g 2:g
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v _wm [r“r w? w12 [rzr
? g 4 Ty g 2 Ty

_wrm R*-1) o nry (RP-1)

T g 4 g 2
w?-m R* w?mr} w?mr? R?
Ve = - L v
g 4 g 4 g 2
V_a)2 i R“_I_r,,4 , R?
=7y \a T3
o ted’ zjistime objem uniklé vody:
AV = VO - V5
) w?>m (R* 1 R
AV =m-R 'hO_ g ' T-I_Z_r”.?
AV =027 015 — LT (920, 0010 e 02
SmRe T8 \a T 2

AV = 0,003427153 - m3 = 3,427153 - |
Objem vyteklé vody je AV = 0,003427153 - m3.

3.1.4. Odvozeni zavislosti mezi objemem a ¢asem

Budeme zjistovat zavislost vytéklé vody v zavislosti na Casu, vychazime ze vztahu (35),
pfiemz t zménime na ty:

- d?
dV:Q'dt]_:sz' 4 dtl
2-g- - d2
av = J yd"zz- =t (37)
e - ()

Ve vyrazu (37) vystupuji konstanty, pficemz y, je proménné. Je zavislé na Case: y, = yo(t1).
Vyjadtime funkci yq(t,). Z ptilohy 15 je logicky postup:

o vyjadiime obecné ¢as t; ze vztahu (36), jedinou zménu provedeme y, zménime na yg
(jedna se pouze o formalni upravu, aby bylo mozné dosadit do vyrazu (37)):

2 2
t1 Yo , 1+€_<%) 4
fdt_ f_ﬂ'dyO"'R | 29V m-d
0 Yo1
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R () = K- (5~ )

0,022
1+2—<_0,42> 022

2-9,81 0022 (o =)
t, = 312,8244289 - (\/yo1 — /o)

mame zavislost, zbyva vyjadfit y, z rovnice (38) :

t]_:

KW=t = =

t t1\2
VYo=+Yor—7 = Yo=\+Yo1— 7%
1; 1

K
yo dosadime zpatky do vyrazu (37):

2- T d? 2- t, m-d>
av = J Yo1 41; dt; — J N 1; 4 ~dty
d dj
1+¢ ( ) 1+€_<ﬁ)
2 d? x 2 1 d? x
- g I8
1+§‘—<D—’;) 0 1+§‘—<D—’;>

(38)
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V(t) = . . o . — . t2
@) a2 2 v Yo1 2 7 7% g
1+f—<ﬁ> 1+§‘—<ﬁ>
2-981 - 0,022 29,81
V() = = 1/0,026656472 - ———— - t — .
142— (0,022> 4 L4 (0,022>
0,42 0,42
1 - 0,022

2

'312,8244289 8
V() = Kyt — Ky - t2 = 0,000131171 - t — 0,000001284 - £2

Posledni ulohou bylo odvodit zavislost objemu na €asu. Vykreslime graf (piiloha 17).
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4. ZAVER

Cilem této bakalaiské prace bylo porozuméni a ziskani zakladnich poznatkii z oblasti
hydromechaniky. Mysleni a analytické feSeni je v kazdém oboru inzenyrstvi velice intuitivni a
dilezité.

Krok za krokem jsme rozebirali tento problém. Prvnim krokem bylo odvodit z Eulerovy
rovnice hydrostatiky rovnice hladinové plochy. Vychézeli jsme z trojrozmérné problematiky
(3D). Po zamysleni se tato problematika da zjednodusit na rovinny problém (2D). U rovnice
zachovani hmoty jsme povazovali hustotu vody za konstantni, nebot voda je nestlacitelna.
Coz neni pfili§ pfesné, ale pohybujeme se v malych tlacich a zrychlenich, a proto je tato
uvaha dostaCujici. Takovou uvahou jsme se dostali z rovnice zachovani hmoty na rovnici
zachovani objemu. Dal jsme zjistili tlak a silu na dno nadoby pfed a béhem rotace. Zjisténé
sily mély totoznou hodnotu.

V kapitole 2.2. jsme dikladné rozebrali problematiku zabyvajici se vyprazdiiovanim nadoby
za rotace. Byly odvozeny zakladni funkce. Bylo zjisténo, Ze v jednotlivych intervalech otacek
dochazi k vyprazdiiovani nadoby dle danych funkci. V intervale (ng,n,) ma zbyly objem
v z4vislosti na otaCkach tvar paraboly. Naopak v intervale (n,, o) je zavislosti zbylého
objemu a otacek hyperbola. Dokazali jsme, Ze se tyto dvé funkce v bod€ n, napojuji spojité.
Zavislost objemu na otackach je vykreslena v piiloze 10.

Odvozené rovnice byly aplikovany na ptipadé€, kdy na nadobé bylo polozeno viko a béhem
rotace jsme ho rychle odstranili. Nasledné jsme vykreslili graf (pfiloha 11).

V Kapitole 2 jsme se soustfedili na Bernoulliho rovnici. Na dn€ nadoby byl umistén ventil.
Cilem bylo zjistit kolik vody a za jaky ¢asovy interval vyteCe z nadoby béhem rotace. Je
ziejmé, pouzivame-li ventil s vétsim primérem, vyteGe také vice vody. Cas za ktery vytete
voda z nadoby je o néco v€tsi, nez byly puvodni odhady. Coz je zpuisobeno konstantou ¢.

V posledni kapitole bylo cilem odvodit zavislost vyteklého objemu na Casu, zavislost jsme
vykreslili (pfiloha 17).
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Seznam hlavnich pouzitych oznaceni

Latinska pismena:

Oznaceni

yT'W

Rozmér

[m-s72]

BN

Vyznam

zrychleni

obecné konstanta

vnitini pramér nadoby (zvoleny 2- R = D = 0,4- m)
vnitini pramér ventilu (zvoleny 2 -1, = d,, = 0,02 - m)
sila

tihové zrychleni (g = 9,81 - m - s™2)

patiicné rozméry z obrazku

maximalni vy$ka hladiny vody v nadobé pfi w = 11-rad - s~*
vyska nadoby neboli vyska ulozeni vika (H, = 0,17 - m)
konstanta

konstanta

konstanta

konstanta

konstanta

konstanta

otacky za sekundu

atmosféricky tlak (pg¢m = 101325 - Pa)
tlak

otacky za sekundu

atmosféricky tlak (pg¢m = 101325 - Pa)
tlak

patiicné rozméry z obrazku

Cas za kterou voda vyteCe z nadoby
objem

rovnice hladinové plochy
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Yogq [m] patfi¢né rozméry z obrazkl a z rovnic

Y, [J - kg™] ztratova mérna energie

Recka pismena:

Oznaceni Rozmeér Vyznam

s [rad] Ludolfovo ¢islo (m = 3,141592654 - rad)
Wy, [rad - s1] Ghlova rychlost (zvoleny w = 11 -rad - s™1)
& [1] ztratovy soucinitel (zvoleny & = 2)

p [kg - m™3] hustota vody (p = 1000 - kg - m™3)

Indexy:

i i=x9271

j j=12

k k =0,1,2,3,4,5,6,7,B1,B2
m m = 1,23

n n=0,p

o o=1234

P p = 0,1,2,3,4,5,p, 71,12, vzduchl, vzduch?2,
q q=123456k

y q=12,B1,B2

w w = 1,2,3,4,5,6
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Priloha 1: Rozklad sil v roviné x-z

Priloha 2: Schéma rotujici nadoby s vodou se silovym rozkladem v roving r-y

Yo1

39



Ptiloha 3: Elementarni plocha (pohled shora na dno nadoby)
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Priloha 4: Rotujici nadoba s patfiénymi rozmeéry a vyznaCenym elementarnim objemem

Yo1

y
I
I av
N A
I N hy
y
|
%
\ H
A 2 ho
7 ]
% Yr1
g
é
7
?
Y 7 - .
r

40



Priloha 5: Nadoba je zakryta vikem
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Priloha 7: Rotujici nadoba, kdy se voda dotkne okraje nadoby
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Priloha 9: Vrchol paraboloidy se dostal pod dno nadoby
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Priloha 10:

Zavislost objemu vody v nadobé na otackach
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Priloha 12: Nadoba s patficnymi rozmeéry
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Priloha 13: Nadoba pro vypocet vytokové rychlosti
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Priloha 14: Nadoba s vyznacenym elementarnim objemem
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Priloha 16: Stav, kdy z nadoby jiz nevytece vic vody
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Priloha 17: Zavislost vyteklého objemu na Case
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