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Anotace

Tato bakalarska prace se vénuje tématu derivace funkce jedné proménné a jeji
aplikace na stredoskolské trovni. Cilem je teoretické shrnuti daného tématu v rozsahu,
ve kterém se s nim mohou studenti na strednich Skolach setkat. Dliraz je kladen na
predstaveni praktického vyuZiti derivace funkce jedné proménné. Soucasti prace je
také navrh a realizace kratkodobého projektu zaméreného na optimalizacni ulohy.
Posledni ¢ast bakalaiské prace je vénovana porovnani vyukovych materidla
zamérenych na diferencidlni pocCet a zhodnoceni jejich zplisobu zavedeni pojmu

derivace funkce jedné proménné.

Klic¢ova slova: derivace, diferencialni pocet, aplikace, stiedni $kola

Annotation

This bachelor thesis deals with the derivative of a function of a single variable
and its application at the secondary school level. The goal is a theoretical summary of
the topic at the secondary school level. The thesis puts an emphasis on practical
application of the derivative. The thesis includes a proposal and a realization of short-
term project which is directed at an optimization problems. The last part of the
bachelor thesis contains a comporison of an educational materials which specialized in
differential calculus. This part also includes an assessment of derivative defining in this

materials.
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Uvod

Tato bakalarskd prace se zabyva diferencidlnim pocCtem na stiredoskolské
urovni. Rozsah vykladu diferencialniho poctu na strednich Skoladch neni pevné dany,
nékteré stiedni Skoly se diferencidlnim poctem vibec nezabyvaji, nékteré ho maji
soucasti uc¢ebniho planu vramci béZnych hodin matematiky, jiné ho zarazuji do
volitelnych predméti zabyvajicich se matematikou ¢i fyzikou. Rozsah vykladu
diferencialniho poctu v této praci vychazi ze stredoskolskych ucebnic.

Derivace funkce patfi na stfednich Skolach k nepopularnimu ucivu, studenti
i nékteri ucitelé mu nevénuji prili§ velkou pozornost, protoZe se radéji soustredi na
ucivo, které je soucasti statni maturity. Podle mého nazoru ucitel o hodinach
matematiky zaujme studenty nejlépe tim, Ze jim ukaZe vyuZiti probiraného uciva
v béZném Zivoté. Proto jsem si pro bakalarskou praci zvolila téma ,Derivace a jeji
aplikace” a jako hlavni cil si stanovila predstaveni praktického vyuziti derivace funkce
jedné proménné studentlim stiednich skol.

Dil¢ich cili ma vSak tato bakalarska prace hned nékolik - teoretické shrnuti
pojmu derivace funkce jedné proménné a jeho aplikace na stiedoskolské trovni,
vypracovani arealizace kratkodobého projektu na téma derivace a jeji aplikace,
porovnani vyukovych materiali zamérenych na diferencialni pocet a zhodnoceni jejich
zplsobu zavedeni pojmu derivace funkce jedné proménné.

Prvni kapitola této prace se vénuje historickému vyvoji diferencidlniho poctu
a objasniuje prosluly spor mezi Isaacem Newtonem a Gottfriedem Wilhelmem
Leibnizem o prvenstvi objevu derivace. V druhé kapitole objasnuji zakladni pojmy
diferencialniho poctu na stredoskolské urovni. Ve treti kapitole uvadim pét zakladnich
aplikaci, kterymi jsou: urceni rovnice teCny a normaly, vySetiovani pribéhu funkce,
L"Hospitalovo pravidlo, optimaliza¢ni ulohy a zakladni fyzikalni aplikace. Ve ctvrté
kapitole navrhuji projekt s ndzvem ,Setfivy matematik stavi dim“, ktery je zaméfen na
optimaliza¢ni dlohy a pomoci néhoz ilustruji studentim pouZiti derivace v béZném
Zivoté. Soucasti prace je také realizace toho projektu a nasledné zhodnoceni. Pata
kapitola se vénuje porovnani vyukovych materialti zamérenych na diferencialni pocet.

K porovnani jsem vybrala ctyfi materialy, se kterymi mam vlastni zkuSenosti z role



studenta a prijdou mi prinosné. U kazdého vyukového materialu také zhodnocuji jeho

zpusob zavedeni pojmu derivace funkce.
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1 Historie diferencialniho poctu

S nékterymi pojmy a myslenkami souvisejicimi s diferencialnim poctem se
zabyvali jiZ filozofové ve starovékém Recku. Jiz fecky filozof Zenon z Eleje (490-430
pr. n. 1.) se snazil svymi paradoxy ukazat, Ze pro porozuméni pohybu a zmény je nutné
pochopit pojem nekoneéno. Recky filozof Eudoxos z Knidu (408-355 pft. n. 1.) zavedl
pojem libovolné malé veliCiny, kterou definoval tvrzenim: ,Odecteme-li od néjaké
veliciny polovinu nebo vice neZ polovinu a opakujeme-li tento postup dostatecné casto,
pak se vZdy miiZzeme dostat k veliciné, kterd je mensi neZ néjakd dand veli¢ina téhoZ
druhu.“ Na prelomu stfedovéku a renesance se tato metoda zacala oznacovat jako
exhaustivni neboli vycerpavajici. Eudoxos tuto metodu vyuzil napiiklad pro urceni
obsahu kruhu, kdy kruh aproximoval n-uhelnikem, ktery rozdélil na pravidelné
trojuhelniky. Obsah kruhu nasledné urcil jako soucet obsahii jednotlivych trojihelniki.
Dalsi reckou osobnosti byl Archimedes ze Syrakus (287-212 pft. n. 1.), ktery se mimo
jiné zabyval kiivkami, jeZ se snazil nahradit nekone¢nym poctem nekonecné kratkych
usecek [1].

Vyznamny rozvoj matematickych poznatki nastal v obdobi renesance. Zakladni
otazky tykajici se nejen diferencidlniho a integralni poctu reSili mnozi matematici.
V této dobé byly zkoumany plosné i prostorové ktivky, tvary ¢ocek a zrcadel, fyzikové
se také zabyvali pojmy jako rychlost, zrychleni, draha ¢i ¢as. K nejprinosnéjSim
osobnostem patrili némecky matematik a astronom Johannes Kepler (1571-1630),
italsky astronom, fyzik a filozof Galileo Galilei (1564-1642), italsky matematik,
astronom a fyzik Bonaventura Cavalieri (1598-1647), francouzsky filozof a matematik
René Decartes (1596-1650), francouzsky matematik Pierre de Fermat (1601-1655) ¢i
teolog, matematik a ucitel Isaaca Newtona Isaac Barrow (1630-1677). Vznik
diferencidlniho poCtu je neodmyslitelné spjat s anglickym matematikem a fyzikem
[saacem Newtonem (1643-1727) a némeckym matematikem, fyzikem, filozofem
a diplomatem Gottfriedem Wilhelmem Leibnizem (1646-1716).

[saac Newton se mySlenkou diferencialniho poctu zacal zabyvat uzZ béhem svych
studiich na Trinity College v Cambridge, kde ispéSné absolvoval v roce 1665. Téhoz
roku vypukla v Anglii morova epidemie, a tak se Newton stahl na dva roky na venkov,

kde mél klid na promysleni svych matematickych a fyzikalnich teorii. V roce 1667 se
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vratil na Trinity College a zacal sepisovat spis Philosophiae Naturalis Principia
Mathematica oznacCovany také jako Pricipia, ve kterém popisuje zaklady klasické
mechaniky. Aby ale mohl Newton své fyzikalni teorie formulovat, potfeboval umét
zachazet s nekonecné malymi nenulovymi ¢isly a podrobné popsat priibéh krivky, a tak
poloZil zaklady dneSniho diferencialni a integralniho poctu. Newton trpél chorobnym
strachem z nedspéchu a kritiky, proto nékteré své spisy nepublikoval, ¢i si jejich
publikaci dlouho rozmyslel. Dovoloval vS§ak svym koleglim nahliZet do svych poznamek
a o nékterych svych myslenkach dokonce prednasel na zasedani Royal Society, takze
byly verejné dostupné. Prvni myslenky smérujici k diferencidlnimu poctu Newton
publikoval roku 1687 v Principiich. Podrobnéjsi vyklad sepsal v dile Methodus
fluxionum et serierum infinitorum v roce 1671. Dilo vSak bylo publikovano aZ po
Newtonové smrti v roce 1736 [2].

Zakladni Newtonovou myslenkou bylo nalézt nastroj, pomoci kterého ze
znalosti drahy pohybu hmotného bodu v kazdém okamZziku bude schopen urcit
rychlost tohoto pohybu v urcitém case. Potreboval tedy nastroj pro podrobny popis
pribéhu krivky. Kiivku si Newton predstavoval jako mnozinu priisec¢ikii dvou primek
rovnobéZnych se souradnicovymi osami x a y pohybujicich se okamzitymi rychlostmi.
PiricemZz souradnice pohybujictho se priseciku oznacoval jako fluenty, tedy
proménné veli¢iny, a okamzitou rychlost, se kterou se soufadnice priseciku
méni, nazval fluxi. Symbol y oznaCoval okamZitou rychlost pohybu piimky
rovnobéZzné sosou y a symbol x oznacoval okamzitou rychlost pohybu primky
rovnobézné s osou x. Okamzitou rychlost pohybujiciho se priiseciku pak urcil slozenim

slozek pohybu podle v té dobé jiZ znamého rovnobéznikového pravidla. Pro fluxe plati

ay = 3—3:. Derivaci y podle x pak Newton definuje jako pomér< [3].

—dx y
X

X =
dt

Yy f(z,y) =0  (xy)...fluenty (funkce Casu t)

(x))....fluxe (derivace fluent podle t)

Z.....smérnice te¢ny ke kiivce
X

Obr. 1: Newtonova metoda fluxi [3]
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Jiny nahled na diferencialni pocet prinesl Gottfried Wilhelm Leibniz, ktery se
zabyval predevsim filozofii, diplomacii, pravem a teologii. Hlubsi zdjem o matematiku
projevil azZ po setkanim s Isaacem Newtonem vroce 1672 v Londyné. Leibniz byl
ohromen Newtonovymi myslenkami a zacal prohlubovat své matematické znalosti.
Vletech 1675-1676 zvetejnil prvni pokusy o diferencidlni pocet. Finalni verzi své
predstavy o diferencidlnim poctu publikoval roku 1684 v Casopise Acta Eruditorum.
Nazvoslovi, které Leibniz v této publikaci zvolil, pouzivime dodnes [2].

Leibnizliv pohled na diferencidlni pocet byl spiSe geometricky. Derivaci chapal
jako smérnici te¢ny ke Kkrivce. Jeho zplsob zavedeni derivaci vychazi
z tzv. charakteristického trojuhelniku, kterym se zabyval jiZ Pascal. Newton uvazoval
krivku zadanou obecnou funkci y = f(x) a na ni bod A4, kterym prochazi te¢na t ke
grafu funkce f(x). Dale uvaZoval pravouhly trojihelnik ABC, jehoZ jeden vrchol je dan
bodem A4, vrchol C leZi na te¢né ¢, kdy ds = |AC| tvori preponu trojuhelniku ABC. Bod B
vznikne jako prinik rovnobézky r;, ktera je rovnobézna s osou y a prochazi
bodem C, a rovnobézky r? kterd je rovnobéZna sosou x a prochazi bodem A.
Odvésny Leibniz oznaCil nasledovné: dx=|AB|, dy = |BC|. Dale sestrojil
v bodé A kolmici k1 k te¢né t a kolmici k2 k ose x. Priinik kolmice k1 s osou oznacil jako
bod V a prinik kolmice k2 s osou x jako bod U. Vytvoril tak pravouhly trojiihelnik AUV,
ktery je podobny trojtihelniku ABC (viz obr. 2) [3].

F 3
v

Obr. 2: Leibnizlv charakteristicky trojihelnik [3]
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Leibniz si dale predstavoval, Ze strana dx bude konvergovat k nule a trojiihelnik
ABC se bude zmenSovat, pritom se jeho podobnost s trojithelnikem AUV zachova.
Z podobnosti téchto dvou trojuhelnikt dostal vztah:

% = j—z neboli adx = vdy,
ktery se stal vychozim bodem tady jeho nasledovniki. Leibniz dale odvodil zakladni
pravidla pro derivovani, zavedl diferencidlni zlomek j—i, podminku dy = 0 pro lokalni
extrém a d2y = 0 pro inflexi.

Radu let si matematici z celé Evropy lamali hlavu, zda diferencialni pocet
definoval prvni Newton nebo Leibniz. Ve skutetnosti Leibniz vydal svou verzi
diferencidlni poc¢tu vroce 1784, tedy o tfi roky diive nez Newton. Ale Newton se
zabyval diferencidlnim poctem jiz v poloviné Sedesatych let a pouze otalel
s publikovanim svych spisti. Leibnizovi je také vycitano, Ze Newtona nékolikrat
navstivil a mohl se inspirovat jeho pozndmkami. Na druhou stranu Leibnizova verze se
od Newtonovy znacné liSi. Newton zavadi derivace pres popis okamzité rychlosti
primocarého pohybu, kdeZto Leibniz zvolil geometricky pristup a derivaci definuje
jako smérnici tecny funkce v bodé. V souCasné dobé prevlada nazor, Ze oba tito
matematicti velikani vytvorili zaklad diferencialniho poc¢tu nezavisle na sobé.

Vznik diferencialniho i integralniho poctu vyvolal v matematickém svété velkou
vinu zajmu. K prvnim Newtonovym a Leibnizovym nasledovnikiim patfili Svycarsti
bratfi Jacob Bernoulli (1654-1705) a Johann Bernoulli (1667-1748), ktefi se pomérné
rychle seznamili s Leibnizovymi mysSlenkami a zacali je rozvijet. Johann Bernoulli
v 90. letech 17. stoleti prednasel diferencialni pocet v Zenevé a soukromé vyucoval
Guillauma Francise de 'Hospitala (1661-1704), ktery v roce 1696 publikoval prvni
ucebnici diferencidlniho poctu. Ucebnice nesla nazev Analyse des infiniment petits
pour l'intelligence des lignes courbes a bylo vni mino jiné predstaveno
tzv. 'Hospitalovo pravidlo pro vypocet limity zlomku, jehoZ Citatel i jmenovatel se blizi
k nule ¢i k nekonec¢nu. Dalsi u¢ebnici diferencidlniho poctu vydal Svycarsky matematik
Leonhard Euler (1707-1783), ktery byl rovnéZz Bernoulliho Zakem. JelikoZ Johann
Bernoulli Cerpal predevsim z praci Leibnize a ucil podle nich prvni autory ucebnic
diferencialniho poctu, uchytila se vice Leibnizova symbolika, kterd byla prehlednéjsi

nez Newtonova. K vyvoji symboliky diferencidlniho poctu prispél také Joseph Louis
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Lagrange (1736-1813), ktery zavedl nazev derivace a jehoz vlivem se rozsirilo znaceni
pomoci f'(x) [4].

Vyvoj diferencialni poCtu ostatné stejné jako vyvoj celé matematické analyzy je
proces velmi pomaly a slozity. Zajimavé je, Ze i kdyZz v soucasné dobé derivaci
definujeme jako limitu, pojem limita vznikl pozdéji neZ pojem derivace. Limitu poprvé
definoval azZ francouzsky matematik Jean le Rond d’Alembert (1717-1783) v roce
1754. Vyznamnou osobnosti moderni analyzy byl némecky matematik Karl
Weierstrass (1815-1897), ktery upravil definice limity, spojitosti a derivace tak, jak je
zname dnes. K zpresnéni a vyjasnéni diileZitych pojmi z oblasti diferencialniho poctu
prispéli také francouzsky matematik Michel Rolle (1652-1719), cesky némecky
hovorici matematik a filozof Bernard Bolzano (1781-1848) a francouzsky matematik

Augustin Louis Cauchy (1789-1857) [5].
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2 Diferencialni pocet funkce jedné proménné

2.1 Vyznam a definice pojmu derivace

Derivace je vyznamnym pojmem matematické analyzy. Jeji znalost nam
umoziuje detailni pohled na priibéh mnohych funkci. Z geometrického hlediska je
derivace funkce f vbodé x, smérnice tetny ke grafu funkce f vbodé [x,, f(x)]-
Z fyzikalniho hlediska derivace funkce f vbodé x, charakterizuje rychlost zmény

funk¢ni hodnoty funkce f v bodé x,.

Definice 1. Necht' je funkce f definovand v kaZdém bodé néjakého okoli bodu x, a necht’

existuje lim w Pak tuto limitu nazyvdme derivaci funkce f v bodé x, a znacime
X—=Xg —Xo
Jif (xo)-
y=f(x)
yo=f(xg)

v =

0

Obr. 3: Derivace funkce fv bodé xo [6]

Provedeme-li substitucih = x — x,, mizeme defini¢ni vztah prepsat do tvaru

. h)— , . - : . .
}11rré M Rozdil x — x; se oznacuje také jako Ax, proto je moZné se setkat

. . v g . Xo + Ax)—f(x . . v
i s defini¢nim vztahem ve tvaru Ahm0 ’C(‘)A—xf(o). Pro derivaci funkce f v bodé x, se
X—
vy Vi s 4 s . v d d df(x
rovnéz pouzivaji nasledujici oznaceni y’(x,), ﬁ (x0), é (x0), % (x0)-
Je-li f'(x,) €R, jedna se o vlastni derivaci. Je-li f'(x,) = tco, oznatujeme
derivaci jako nevlastni. Pokud vySe uvedena limita neexistuje, fikdme, Ze derivace

funkce f v bodé x, neexistuje.
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Priklad 1. Pomoci definice najdéte derivace ndsledujicich funkci:
a) f:y = x*vbodéx, ER
b) g: y = 5x-4vbodéx, €ER
¢) k:y = Vx2—1vbodéx,=5

Resent:
x?% — x¢? . (e =x0)(x + x0)

’ i SO =F(x0) s _ T _
D flo) = fim B s S = I T S o) =

= 2x0

b) 9'(x0) = xlll?ow = lim 2= %) = Ji; 5= 5

X —Xo x-xg X~ Xo X—Xg

_ f-f(V5) . Vx2-1-V5-1 L. VxZ-1 -2 VxZ-1+42
k(\/_) 1m5 x-+5 xll)r\l/lg x-+5 _xll,r\r/lg x-v5  VxZ-1+2

x2-1-4 — lim -5 lim (x=V5)(x+v5)
x_>\/—(x B (VaZ—1+2) ol (a- \/—)(\/x2—1+2) T G- E)(xEo1+2)

— lim x+vV5 _ VJ5+45 _ Zﬁ:igzﬁ
x_,\/—\/x —1+2 [\/gz_l+2 Va+2 4 2

Definice 2. Necht je funkce f definovand v kazdém bodé néjakého levého, respektive

f(x)—f(x0)

pravého, okoli bodu x. Existuje-li lim , nazveme tuto limitu derivaci zprava

x> xg X~Xo

F(x)=f(x0)

funkce f v bodé x, a znacime ji f_(x,). Existuje-li lim , hazveme tuto limitu
X Xg

X—Xo

derivaci zleva funkce f v bodé x, a znacime ji f, (x,).

Funkce f ma derivaci v bodé x, pravé tehdy, kdyZ existuji obé jednostranné
derivace funkce f v bodé x a jsou si rovny. Prikladem funkce, kterd ma v bodé x, obé
jednostranné derivace, ale nema derivaci, je funkce y = |sin x| v bodé x, = 0. Vypocet

jednostrannych derivaci této funkce v bodé x, = 0 je nasledujici:

y,—(o) = 111’1(;1 w = lim w lim |sin x| —
x—- 0" - _—

x— 0" x—0 x— 0— X

17



(x)-f(0 . sinx|—|sin0 .
[G=f©) _ ) Isinxl=Isinol _
X — x— 0t x—0 x—- 0t X

[sinx|

y+(0) = Jim, 1
Z vypoctu vyplyva, Ze jednostranné derivace funkce y = |sin x| v bodé x4 = 0 si

nejsou rovny, proto derivace funkce y = |sin x| v bodé x4 = 0 neexistuje.

Definice 3. Rekneme, Ze funkce f md derivaci na intervalu I = (a, b), md-li derivaci
v kaZdém bodé tohoto intervalu. Derivace funkce f na intervalu je opét funkce
s hodnotami derivace v kaZdém bodé intervalu. O takové funkci rikdme, Ze je

diferencovatelnd.

Definice 4. Necht' md funkce f (x) k-tou derivaci f® (x) v kazdém bodé néjakého okoli

N ¢ .y . O -r®(xo)
bodu x,. Potom (k + 1)-derivaci funkce f(x) v bodé x, nazyvime lim —
X—=Xg —Xo

a znacime ji f*+V (x,).
Priklad 2. Urcete druhou derivaci funkce f : y = x*- 5vbodéx, € R

Resent:
Pro vypocet druhé derivace funkce f potrebujeme nejprve urcit prvni derivaci

funkce f.

fx) = f(xo) li x*—5—x0*+5 L oxt—xpt
= |lim —————— = |lim ———
X — Xo X—=Xo X —Xo X—Xq X —Xo

f,(xo) = lim
X—Xg

(x = X0) (X + x0)(x? + x0?) _

= lim = lim ((x + x0)(x% +x¢%)) =2xy * 2xy% =
praer X — X X—Xg
= 4x03

Druhou derivaci funkce f dostaneme tak, Ze derivujeme prvni derivaci funkce f.

1 . ) = f (xp) . 4x3 —4x,3 . 40— x0)(x? +xxq + %02
f (xo) — lim f f(xo) _ lim " — Jim ( 0)( 0+ Xx0%) _
X—>Xg X — Xo X—>Xg X = Xp X—>Xg X —Xo

= lim 4(x? + xx, + x¢%) = 12x,?
X=X

18



2.2 Vypocet derivace

Vypocet derivace pomoci definice milize byt v nékterych pripadech velmi

narocny, proto se prili§ nepouziva. Pro vypocet derivace funkce pouzivame nasledujici

vzorce a pravidla.

Tabulka 1: Derivace elementarnich funkci

f(x) f'(x) Dy
KeR 0 x €R
xn nxn-1 obor mocninné funkce
eX e* x €R
sin x COS X x ER
COS X —sinx x €ER
! x ER\(2k+1)E ke Z
tg X cos? x 2
cotg x — .12 x€ER;sinx#0
Sin“ X
ax a*Ilna x €R
Inx % x € (0,+c0)
1
log, x ~Ina x € (0,+0)

JestliZe funkce f a g maji v bodé x vlastni derivaci f'(x,) a g'(x,), poté derivaci

algebraickych operaci provadime nasledujicim zplisobem

(f £ 9)" (x) = f'(x0) +9'(X0)

(f - @) (x0) = f'(x0) * gxo) + f(x0) * g'(X0)

f ! _ f(x0) - g(xo)—f(x0) - g (X0)
(g) (xO) N g?(xo)

19

pro g(xo) # 0




Pii vypocCtech mizeme také narazit na derivaci slozené funkce. Jestlize ma

funkce g v bodé x, vlastni derivaci g'(x,) a funkce f ma v bodé g(x,) vlastni derivaci

f'(g(x0)), potom f(g)'(x0) = f'(g(x0)) * 9'(Xo0)-

Priklad 3. Urcete derivace ndsledujicich funkci:

a) f:y = 10x>-2x3 + 12x + 6 vbodé x€R

b) g: y= /gvbodevxER

c) p: y= 5cos3x?vbodéx€R

Resent:
a) f'(x) = 50x*- 6x% +12
1

’ _1(x+3 ) . 1-(x-1)—-1-(x+3) _ 1 x-1 -4 2 oo x-1
b)g(x)_z(x—1) (x — 1)2 _2\’x+3 (x-1)2  (x-1)2 \}x+3

¢) p' (x) =5[—sin(3x?) - 6x)] = —30x - sin(3x?)

2.3 Neékteré vyznamné véty diferencialniho poctu

Véta 1. Necht' md funkce fv bodé x, vlastni derivaci. Pak je v bodé x, spojitd.

Podle predchozi véty z existence derivace v bodé x, plyne spojitost funkce
v tomto bodé. Toto tvrzeni vSak nelze obratit. Ze spojitosti funkce f v bodé x, neplyne
existence derivace funkce f v tomto bodé. Prikladem funkce, ktera je v bodé x, spojit3,
ale nema v ném derivaci, je funkce y = |x| vbodé x, = 0 nebo jiZ zminéna funkce
y = |sin x| v bodé x4 = 0, u které jsme ukazali, Ze jednostranné limity jsou rizné, a tak

derivace v bodé x, = 0 neexistuje. Stejnym zptsobem lze ukazat neexistenci derivace

funkce y = |x|vbodé x,=0.
PN pee FO=FO) o xd=lo]
y‘(o)_xli%l— x-0 xl—1>r1(;1- x-0 1
’ i SO g IxI= 0]
y+(0) = lim =——"== lim =—==1
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Jednostranné limity funkce y = |x| v bodé x, = 0 si nejsou rovny, proto funkce

y = |x| vbodé x, = 0 nema derivaci, i kdyZ je v tomto bodé spojita.

Véta 2. (Lagrangeova véta o stiredni hodnoté€) Necht fje funkce spojitd na intervalu {a, b)

a necht md funkce f derivaci v kazdém bodé intervalu {a, b). Pak existuje alespori jeden
bod c z intervalu (a, b) takovy, Ze f'(c) = w.
Lagrangeova véta o stiedni hodnoté 1ika, Ze na intervalu (a, b) existuje bod, ve

kterém je teCna ke grafu rovnobéZna se spojnici krajnich bodi intervalu, tj. bodi

la, f(@)]a[b, f(b)].

0 a € b z

Obr. 4: Geometricky vyznam Lagrangeovy véty o stiedni hodnoté [7]

Véta 3. (Rolleova véta) Necht f je funkce spojitd na intervalu {a,b) a necht md
funkce fderivaci v kazdém bodé intervalu {a, b). Ddle plati f(a) = f(b). Pak existuje

alespori jeden bod c z intervalu (a, b) takovy, Ze f'(c) = 0.

Geometricky lze Rolleova véta interpretovat: Pokud ma spojitd funkce na
intervalu (a, b) derivaci, vZdy na tomto intervalu existuje bod, ve kterém je tecna ke

grafu funkce rovnobézna s osou x.

f(a) =f(bJ—_/\/f

D

0 a ¢ b 1

Obr. 5: Geometricky vyznam Rolleovy véty [7]
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3 Aplikace derivace

Derivaci funkce jedné proménné lze aplikovat v radé praktickych i teoretickych
uloh tykajicich se nejen matematiky, ale také fyziky, ekonomie ¢i chemie. V této praci
se zabyvame derivaci na stredoSkolské tirovni, a tak si zde predstavime pouze aplikace,
se kterymi se mohou studenti na strednich Skolach setkat. Mezi tyto aplikace patri
nalezeni rovnice teny a normaly ke grafu funkce, vySetfovani pribéhu funkce,

optimalizacni ulohy a zakladni fyzikalni aplikace.

3.1 Rovnice teCny a normaly ke grafu funkce

V kapitole pojednavajici o vyznamu derivace jsme uvedli, Ze z geometrického
hlediska je derivace funkce f vbodé x, smérnice tecny ke grafu funkce f vbodé
[x0, f(x0)]. Nemélo by tedy byt Zzddnym piekvapenim, Ze diky derivaci jsme schopni
snadno urcit rovnici teCny ke grafu funkce. Rovnice te¢ny ke kiivce y = f(x) v bodé
A =[xy, f(xp)] méa tvar

y = f(xo) + f'(x0)(x — x0).

Normala je pfimka kolma na te¢nu a pro smérnice kolmych pfimek, v naSem
pripadé pro smérnice tecny k; a normaly k,, plati k; - k, = —1. Rovnice normaly ke

grafu funkce v bodé A = [x,, f(x)] ma tedy tvar

y= f(xo) —

(x = xo).

f'(xo)

Priklad 4. Najdéte rovnici te¢ny a normdly ke grafu funkce f:y = x?—7x+ 10

v bodé x, = 4.

Resent:
> vypocitdme y-ovou soufadnici: f(4) = 4% —7-4+10 = —2
» vypocitame prvni derivaci: f'(x) = 2x — 7
» vypocitdme prvni derivaci v bodé x, = 4: f'(4) = 1
» dosadime do rovnice te¢ny:y = -2+ 1(x—4) = y=x-6
» dosadime do rovnice normaly: y=-2—-1(x—4) = y=-x+2
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» obecnd rovnice tecnymatvar:x —y —6 =0

» obecnda rovnice normaly matvar:x +y—2 =20

Priklad 5. Ve kterém bodé md tec¢na ke grafu funkce f:y = x? smérnici k = 10? Najdéte

rovnici te¢ny v tomto bodé.

Resent:
» pro hledany bod plati: f'(x,) = 10
» spocitadme prvni derivaci funkce f: f'(x,) = 2x,
» vypocteme xy: 2xo =10 = x5 =5
» pro x, = 5 z funkéniho prredpisu vypocteme y-ovou souiadnici: y = 25
» dosadime do rovnice tecny: y = 25+ 10(x —5) = y=10x—25
» hledany bod je bod [5,25], obecna rovnice te¢ny vtomto bodé ma tvar:

10x —y—=25=0

3.2 VySetirovani priubéhu funkce

Vysetiovani priibéhu funkce je proces vedouci k zjisténi podstatnych vlastnosti
funkce, pomoci kterych jsme schopni zakreslit graf funkce. Pti vySetfovani pribéhu
funkce nas budou zajimat tyto vlastnosti: definicni obor funkce, sudost, lichost,
periodicita, spojitost, priise¢iky se soufadnymi osami, monoténnost, extrémy funkce,
konkavnost a konvexnost. NeZ se ale pustime do samotného vySetifovani priibéhu
funkce, musime znat nékteré souvislosti mezi derivaci a danymi vlastnostmi. Derivaci
funkce pouzivdme pro urceni monotonie, vySetieni lokdlnich extrému a pro urceni

konvexnosti, respektive konkavnosti.

Véta 4. Md-li funkce fvbodé x, € Dy lokdlni extrém, pak je f'(x,) = 0 nebo prvni
derivace funkce fv bodé x, neexistuje. Jestlize f'(x,) = 0 a zdrover f" (x,) < 0, pak md
funkce fv bodé x, ostré lokdlni maximum. Jestlize f'(x,) = 0 a zdroveri f'' (xy) > 0, pak

md funkce fv bodé x, ostré lokdIni minimum.

Definice 5. Necht’ md funkce fv bodé x, € Dy nulovou prvni derivaci, tj f'(x,) = 0. Pak

bod x, nazyvdme staciondrnim bodem.
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Véta 5. Necht funkce f je spojitd na intervalu I = (a, b) a necht' ma funkce f derivaci ve
vSech bodech intervalu I. Je-li f'(x) > 0 pro vsechna x € (a, b), pak je funkce f rostouct
na I. Podobné je-li f'(x) <0 pro vsechna x € (a,b), pak je funkce f klesajici na I
Analogické tvrzeni plati i pro neostré nerovnosti: je-li f'(x) = 0 pro vSechna x € (a, b),
pak je funkce f neklesajici na I, je-li f'(x) < 0 pro vSechna x € (a,b), pak je funkce

fnerostoucina L. Je-li f'(x) = 0 pro vSechna x € (a, b), pak je funkce f konstantni na I,

Véta 6. Je-li funkce f spojitd na intervalu I = (a,b) a je-li f'(x) # 0 pro vsechna

x € (a,b), je funkce fryze monoténni na I.

Véta 7. Necht funkce f je spojitd na intervalu 1 = (a,b) a necht md funkce f druhou
derivaci ve vSech bodech intervalu 1. Je-li f''(x) > 0 pro vSechna x € (a,b), pak je
funkce fkonvexni na I Podobné je-li f''(x) <0 pro vSechna x € (a,b), pak je

funkce f konkdvni na I.

Definice 6. Necht' je funkce f spojitd v bodé x, € Dy a necht' existuje f'(xq). Je-li
funkce fv pravém okoli bodu x, konkdvni, respektive konvexni, a soucasné je-li
funkce fv levém okoli bodé x, konvexni, respektive konkdvni, pak bod x, nazyvdme

inflexnim bodem.

Nyni zndme vSechny potiebné souvislosti derivace a priibéhu funkce. Postup
vySetifovani priibéhu funkce se v mnohych publikacich lisi. V této praci se budeme
drZet tohoto postupu:

1. defini¢ni obor funkce
parita funkce (sudost, lichost) a periodi¢nost
praseciky s osami souiadnic
body nespojitosti a krajni body defini¢niho oboru
asymptoty grafu funkce
monotdnnost a extrémy funkce
konvexnost, konkavnost, inflexni body

graf funkce

© ©® N o ;o W N

obor hodnot
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Jednotlivé kroky si rozebereme podrobné. Jako prvni urcujeme defini¢ni obor
funkce, tj. nalezneme mnozinu vSech prvkd, pro které je funkce definovana. Pii hledani
defini¢niho oboru vychazime z mnoZiny realnych Cisel, kterou zuZujeme podle
defini¢nich obort jednotlivych elementarnich funkci a operaci. Ridime se témito
pravidly:

— nulou nelze délit, tedy jmenovatel zlomku je nenulovy

— sudé odmocniny jsou definovany pouze pro nezaporny zaklad odmocniny

— logaritmus In(g(x)) nebolog,(g(x)) je definovan jen pro kladna g(x) a pro

a>0ANa+1

— funkce tg(g(x)) je definovana pro g(x) # g+ km,k € Z

— funkce cotg(g(x)) je definovana pro g(x) # km, k € Z

V dalsim kroku se zabyvame paritou funkce, tedy tim, zda je funkce licha ¢i suda.
Obé mozZnosti je treba provérit, protoze nékteré funkce nejsou sudé ani liché. Také
miiZe nastat piipad, kdy je funkce suda i licha zaroven (tj. funkce y = 0). Pro lichou
funkci plati: Vx € Dy : —f(x) = f(—x), tedy pokud funkci ndlezi bod [x, y], pak ji naleZ
ibod [—x, —y]. Grafliché funkce je stfedové soumérny podle poc¢atku. Pro sudou funkci
plati: Vx € Ds: f(x) = f(—x). Graf sudé funkce je osové soumérny podle osy y.

Dale nas zajim3, zda je funkce periodicka, tedy zda se jeji hodnoty pravidelné
opakuji s urc¢itou periodou p. Funkce je periodicka s periodou p, pokud pro jeji defini¢ni
obor plati: (x € Df) = (x +kp € Df), k € Zapro vsechna x z defini¢ni oboru plati:
f(x) = f(x + kp), k € Z.

Vyznamnou charakteristikou funkce jsou jeji priseciky se souradnymi osami.
Prisecik s osou x spocitame tak, Ze za y dosadime do funkéniho predpisu nulu. Prisecik
s osou y spocitame tak, Ze za x dosadime do funk¢niho predpisu nulu.

DalSim krokem je vySetreni chovani funkce v krajnich bodech defini¢niho oboru
a v bodech nespojitosti, to provedeme vypoctem jednostrannych limit v téchto bodech.
S body nespojitosti Uzce souvisi pojem asymptota, coz je primka, ke které se graf funkce
neustale a nekonecné pribliZuje. RozliSujeme dva druhy asymptot. Prvnim druhem je
asymptota bez smérnice, ktera je kolma na osu x a jejiz predpis je: x = a, kde a € R.
Aby se jednalo o asymptotu, nesmi byt funkce vbodé a definovana a musi

v bodé a existovat alespon jedna nevlastni jednostranna limita. Druhym typem je
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asymptota se smérnici, jejiz predpis je y = ax + b, kde a,b € R. Pro funkci f(x)
a asymptotu y = ax + b plati vztah
lirP [f(x) — (ax+ b)] = 0.
X—+ 00

Z tohoto vztahu Ize odvodit vzorce pro vypocet proménnych a a b

a = lim @ ,b = xl_i)rpq)(f(x) — ax).

X—>+00

Vsechny tfi predchozi limity maji stejny vyznam i pro x — —oo.

Intervaly monoténnosti a extrémy funkce zjistime z prvni derivace funkce.
Lokalni extrémy funkce se mohou nachazet v bodech, kde je prvni derivace rovna nule
nebo v bodech, kde prvni derivace neexistuje. Tyto body rozdéli defini¢ni obor na
intervaly monoténnosti. Zda je funkce na daném intervalu rostouci nebo Klesajici
zjistime tak, Ze spocitame hodnotu prvni derivace na daném intervalu. Pokud je
hodnota kladna, funkce je na intervalu rostouci. Pokud je hodnota zaporna, funkce je
na intervalu klesajici. Globalni extrémy zjistime tak, Ze spocitame funk¢ni hodnoty
v bodech podezrelych z existence lokdlniho extrému. Nejvétsi z téchto hodnot tvori
globalni maximum, nejmensi tvori globalni minimum.

Pro urceni konkavnosti, respektive konvexnosti, funkce vyuZijeme druhé
derivace funkce. PoloZime-li tuto derivaci rovnu nule, ziskdme rovnici, jejimz
vytreSenim ziskame inflexni body, tj. body, ve kterych se funkce méni z konvexni na
konkavni nebo naopak. Inflexni body a body nespojitosti ndm rozdéli defini¢ni obor
funkce na intervaly. Pokud ma funkce v libovolném bodé daného intervalu kladnou
druhou derivaci, je funkce na daném intervalu konvexni. Pokud ma funkce na daném
intervalu druhou derivaci zapornou, je na daném intervalu konkavni.

Piredposlednim krokem vySetrovani pribéhu funkce je nacrtnuti grafu funkce
na zakladé zjisténych vlastnosti. Poslednim krokem je urceni oboru hodnot, tj. mnoZiny

vSech funk¢nich hodnot, kterych funkce pro Vx € Dy nabyva.
Piiklad 6. Vysetfete priibéh funkce: y = —x* + 2x% + 3.

Reseni: Pti vySetfovani pribéhu funkce se budeme drzet vySe uvedeného postupu.
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1. defini¢ni obor funkce

2. parita funkce a periodi¢nost
» spocitame hodnoty, na zakladé kterych urc¢ime paritu funkce
flx) = —x*+2x*+3
—fx)=4+x*-2x*-3 = f(x)=f(-%)
f(=x) = —x*+2x*+3
» funkce je sud3, neni licha

» funkce neni periodicka

3. priseciky s osami souradnic

> prisetiksosouy:y =0*4+2-02+3=3 = PBJ[0,3]

> priseciks osoux: 0 = —x* + 2x% + 3
pro Feseni rovnice pouzijeme substituci: a = x?2
0=-a’+2a+3
0=-1(a+1)(a—-3) = a,=-1,a,=3
dosadime zpét do substituce:
—1 =x? = vreélnych ¢slech nema FeSent

3=X2 = x1=\/§»x2=_‘/§ = Px1[\/§'0]'PxZ[_\/§rO]

4. vySetreni krajnich bodi defini¢niho oboru

» urcime limity v krajnich bodech defini¢niho oboru

lim (—x* + 2x2 + 3) = lim [x4 (_1+x2_2+x3_4)] = — o0

X—+00 X—+00
lim (—x* + 2x% + 3) = lim x4<—1+%+%)]:—oo
X——00 X——00 X X

» funkce se pro x = +ooiprox — —oo bliZi k —oo

5. asymptoty grafu funkce

» funkce nemd asymptoty

6. monotonnost a extrémy funkce
> spocitame prvni derivaci: y' = —4x3 + 4x
» urcime staciondrni body
0= —4x3 + 4x
0=4x(—x%?+1) =x,=0
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0=—-x%+1
x2=1 = x,= -1,x3=1
» spocitame funk¢ni hodnoty ve stacionarnich bodech
f(-1)=-1+2+3=4
f(0)=3
f)=—-1+2+3=4
» stacionarni body rozdéli defini¢ni obor do Ctyr intervaldi, spocitame hodnoty
prvni derivace na téchto intervalech
Ii(—o,—1); f'(-2) =32—-8=24
A EERCETEE

3

o ()=o)
I,(1,4); f'(2) = —-32+8=-24

» zjisténé informace zapiSeme do tabulky

x (—o,—1)| -1 | (-=1,0) 0 (0,1) 1 | (1Q,+x)
f'(x) + 0 — 0 + 0 —
f(x) | rostouci 4 klesajici 3 rostouci 4 klesajici
» funkce ma globalni maximum v bodé x = —1a vbodé x = 1, funkce nema
minimum

7. konvexnost, konkavnost, inflexni body
> spocitdme druhou derivaci: y'' = —12x2 + 4

» urcime body, ve kterych je druha derivace nulova

0=—-12x%2+4
3x2 =1
2 _ 1
=3

~3

» body rozdéli definicni obor do tiech intervalli, spoc¢itime hodnoty druhé

derivace na téchto intervalech

L(=o0,—%); f'(-1) = —12+4 = -8
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L(-% %) f0) =4

I (%,+oo); F'(1)=—-12+4 = -8

» zjisténé informace zapiSeme do tabulky

1 1 1 1 1 1
B - (B B | G
V3 V3 V343 V3 V3
f"(x) - 0 + 0 -
f(x) konkavni inflexe konvexni inflexe konkavni
8. graf funkce
¥
3 1|2 x
21 £

9. obor hodnot

> Hf = (—00, 4‘)

Priklad 7. Vysetrete priibéh funkce: g:y =

Obr. 6: Graf funkce y = —x* + 2x% + 3

x2+1
2x-1

Reseni: Pii vySetrovani pribéhu funkce se budeme drzet vySe uvedeného postupu.

1. defini¢ni obor funkce

» jmenovatel musi byt nenulovy
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20=1#0 = x#-
1
> Dy=R-{3}
2. parita funkce a periodi¢nost

» urcime hodnoty, na zakladé kterych ur¢ime paritu funkce

g0 =22
g = 22 s g # g(-)
g0 =22 5 g % g(-v)

» funkce neni sud3, neni licha

» funkce neni periodicka

3. priseciky s osami soufadnic

o vr 0%2+1
» priseciksosouy:y = z-ot1 =-1 > PBJ[0,-1]
o vr 241
» prisecik s osou x: 0 = Al
2x—-1
zlomek je roven 0, pokud je jeho Citatel roven
x24+1=0
x?=-1 = vrealnych ¢islech nema reSeni

prusecik s osou x neexistuje

4. vySetieni bodd nespojitosti a krajnich bodt defini¢niho oboru

Vs . 1
» urcime limity prox - toax — > Zpravaa zleva

li x%+1 . x2(1+xiz) _ _
x—1>r-Poo 2x-1 x>+oo x(z—%) e (2—1) -

lim (x2+1) = lim x—z(”"%) = lim x(1+"i2)

X—>—00 2x—1

2
. x“+1
= (00}
111‘{14_ (Zx—l) +
X—>

2

. x2+1
lim = —00
17 \2x-1

X—
2

» funkce se pro x = +oo blizi k 400 a pro x - —oo se blizi k —oo

1 v 1 (v
» funkce se pro x — > Zprava bliZi k oo a pro x — > zleva se bliz{ k —co
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5. asymptoty grafu funkce
» asymptota bez smérnice je v bodé nespojitosti, jeji rovnice je x = %
» asymptota se smérnici

obecny tvar: y = ax + b

vypocteme koeficienty a a b

x%+1 2 1
. x . - ox241 1 X+ z) 1
a= lim 22 = lim 2L = Jim == lim (—’1‘)-—=
X400 X X—>+o0 X Xo+02Xx-1 X x5t x(z_;) x
g
= lim —%=-
xX—+00 2—= 2
X
. . x%+1  x 2x%+2-2x°+x . xX+2
b= lim (f(x) —ax) = lim —Z) = == - = =
x—+00 x—+00 \2x—1 2 x—+00 2(2x-1) x—+00 4x—2
i x(1+§) 1
= lim ==
Xx—>+00 x(4——) 4
X
N , . . X 1
asymptota se smérnici ma rovnici: y = -+~
6. monotonnost a extrémy funkce
» spocitame prvni derivaci
r_ 2x(2x-1)-2(x%+1) _ 4x?-2x—2x2-2 _ 2x%-2x-2
- (2x-1)2 T @x-12 (2x-1)2
» urcime stacionarni body
0=2x%—2x—2
D=(-2)?%-4-2-(-2)=4+16=20
_ 2+V20 _ 242V5 _ 14V5
Y2= 7 T T T
» spocitdme funk¢ni hodnoty ve stacionarnich bodech
2
15 1-2v5+5 10-2v5
(1‘\@)_( 2 ) Tt T 102 s V5 1_1_ 5
2 ) 15, 1-5-1 -5 -4/5  -2V5 V5 2 2 2
2
14+V5)? V5+5 Vs
1+2V5+ 10+2
(1+\/§)_( 2 )*1_ s tl_ —— _ 10+42y5 _ 5 _\/§+1_1+\/§
AW T, T 1+E-1 0 V5 45 25 V5 2 2 2
2

» stacionarni body rozdéli defini¢ni obor do 3 intervalli, spoc¢itame hodnoty

prvni derivace na téchto intervalech

_1=V5\ o oy 2(=5)%-2(-5)-2 _ 50+8 _ 58
11( = )’ g'(=5) = [2:(-5)-1]2  (-11)2 121
1-v/5 145 , -2
L (T 2 ); g9'(0) = = —2
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Iy (B, oo /() = 2222 iz g0 _ e
» zjisténé informace zapiSeme do tabulky
x (_Oo' 1_2\/3) 1—2\/§ (%g’ 1+2\/§) 1+2‘/§ (1+2\/§’ +Oo)
f'(x) + 0 — 0 +
f(x) rostouci ; — ?5 klesajici % + % rostouci

» funkce nema globalni minimum ani maximum
7. konvexnost, konkavnost, inflexni body

» spocitame druhou derivaci

i (4x—2)(4x?-4x+1)-4(2x-1)(2x%2-2x-2) _

(2x-1)*
_ 16x3-16x%+4x-8x2+8x-2-16x3+16x2+16x+8x%-8x—-8 _ 20x—10 _ 10(2x—1) _
- (2x-1)* T o(x-1t T (@x-1)*
10
T (2x-1)3

» druhd derivace nenabyva nulové hodnoty, tj. na definicnim oboru

nenalezneme bod, ve kterém se funkce méni z konvexni na konkavni nebo

naopak
L 1 W16 At . o iz
» bod nespojitosti x = 3 rozdéli defini¢ni obor do dvou intervalii, spocitame

hodnoty druhé derivace na téchto intervalech
1 n
L (~e,3); £7(0) = ~10

I, (% +oo); £(1) = 10

» zjiSténé informace zapiSeme do tabulky

« (=2 | 7 Ge)
—00,— — —, 400
"2 2 2’

£ -

neexistuje +

)

konkavni

neexistuje

konvexni
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8. graf funkce

104
glx)

-10 -5 5 10 x

104

x%+1

Obr. 7: Graf funkce y = Py

9. obor hodnot

1-V5 1+\/§)

2 7 2

> Hp=R—(

3.3 Vypocet limit
Derivaci lze uZzit také k vypoctu nékterych limit, konkrétné se jedna o limity
Ve 7 4 (e} O 7 V7 Ve 7z 4 =
neurcitych vyrazl ve tvaru 5 nebo g, které lze spocitat uzitim tzv. L'Hospitalova

pravidla.

lim f(x) = }ci—{%g(x) =0

x—-a

lim f(x) = lim g(x) = 4+ ,kde a € Ra necht
x—a x—-a

Véta 8. (L'Hospitalovo pravidlo) Necht’

!
existuje vlastni nebo nevlastni lim f,—(x), pak existuje také imL{% g plati:
x—a g'(x) x—a g(x)

im I i LW
xsag(x)  xoag'(x)

Véta 8 plati i pro jednostranné limity a pro limity v nevlastnich bodech. Pokud
po uZziti L'Hospitalova pravidla dostaneme opét vyraz % nebo vyraz E, lze pravidlo

pouzit znovu. L'Hospitalovo pravidlo miizeme pouzit i na jiné neurcité vyrazy, které lze
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pirevést na tvar % nebo = Napiiklad lim(f(x)-g(x)), kde limf(x)=0
[ee] x-=a x—a
alim g(x) = + oo,lze upravit na tvar
xX—=>a

NG BNl c)
im— nebo lim —
x—a xXxX—-a ____

g(x) )

Pro lim( f(x) — g(x)), kde lim f(x) = 4+ a lim g(x) = 4o, se pouziva Gprava na
x-a x—a xX—a

tvar

1 1

9 f)
&= IR

f(x)g(x)

lim
xX—>a

Priklad 8. Urcete ndsledujici limity:

. sin 5x
a) lim ————
x—0 4x—sin2x

b) lim 5x—cosx

x—=0 2x3

c) lim 2x-sin

1
X—+o00 x2

Resenti:

. sin 5x 0 . 5cos5x 5 5
a) llm—,= -|=lm——=—==
x—0 4x—sin2x 0 x—04—2cos2x 4-2 2

. 1—cosx 0 . sinx 0 . COosx 1
b) lim———=|-| =lim— =| - =lim ==
x—0 2x2 0 x—0 4x 0 x—0 4 4

. 2 1 . sin 0 . T30S : 1
c) lim 2x*-sin— =[oc:0]= lim —*=|~-[= lim *—* = lim 2cos—
xX—+00 X xX—+00 oz xX—+00 -3 x—+00 X

3.4 Optimalizacni ulohy

Dalsi vyznamnou aplikaci diferencidlniho poctu jsou optimaliza¢ni ulohy, coZ
jsou ulohy zamérené na hledani extrému funkce. Mezi takové ulohy patti napriklad
hledani Utvaru, ktery ma pfi daném odvodu maximalni obsah, ¢i hledani télesa, které
ma pri daném objemu minimdalni povrch. V praxi se stémito lohami setkame pfi
reSeni idealnich rozmért bazénu, oploceni zahrady ¢i objemu krabice. Optimaliza¢ni

ulohy lze aplikovat i v ekonomii. Pfikladem mtze byt hledani maximalniho zisku ¢i
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minimalizace ndkladd. Predstavme si firmu, kterd celosvétové vyrdbi napoje
v plechovkach. Naklady takovéto firmy by klesly o nemalou ¢astku, kdyby na vyrobé
plechovek dokazala usetftit tieba jen 5 % ze soucCasnych nakladi. Jednou z moznosti
sniZeni nakladd by bylo minimalizovat povrch plechovek, tedy vyresit optimaliza¢ni
ulohu: Urcete rozméry plechovky ve tvaru valce o objemu 0,5 litru tak, aby byl jeji
povrch minimalni. K feSenf této tlohy se vratime v prikladu 9.

Pti feSeni optimaliza¢nich tloh postupujeme timto zptisobem:

1. Nacrt obrazku vystihujici situaci (pokud je to mozné)

Vyjadreni funkce, jejiz extrém hledame
Stanoveni podminek existence proménnych
Prevedeni funkce na funkci jedné proménné
Nalezeni extrému funkce

Dopocitani zbylych proménnych

N o s W

Kontrola a interpretace vysledku

Priklad 9. Urcete rozmeéry plechovky ve tvaru vdlce o objemu 0,5 litru tak, aby byl jeji

povrch minimdlni.

Resent: @
» nacrt: i
v

> povrch vélce: S = 2nr? + 2mrv
» zapiSeme podminky pro nezndmé rav:r,v >0
> objemvalce:V =nr?v =051

: s Tue il V. !
» zobjemu vyjadiime vySku: v = — @ V=5
> dosadime v do vzorce pro povrch valce: S = 2mr? + riz
> hleddme minimum funkce S = 2nr? + %:

1
S'(r) =4nr — —
r
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471'1"——2:0
T
4rd =1
3 1 311
r- =— =>r= [—
41 41T

vys , o 3 f 1 ..
ovérime, zda ma funkce v bodé r = - minimum:

I (0, \/g) §'(3) =2m—25=-225
L (S/i,+oo); S'(1) = 4m — 1= 11,56

. o . , v 3 [ 1 ..
funkce je na I; klesajici, na Irostouci, funkce ma v bodé r = - minimum

1

dopocitame rozmeér v: v = —, -
2w |—
41T

1

zavér: Vyska plechovky je v = dm = 0,86 dm, polomér plechovky je

r = i/zdm = 0,43 dm.
41T

311
2T [—
am

Priklad 10. Urcete dvé kladna Cisla tak, aby jejich soucin byl maximdlni, kdyZ je jejich

soucet 36.

vV V V VY

zapiSeme funkce, jejiz maximu hledame: f(x;y) = x-y
zapiSeme podminky pro neznamé xay: x,y > 0 A x,y € (0,36)
ze vztahu pro soucet vyjadiime y: x + y =36 = y=36—x
dosadime y do funkce f a hledame jeji maximum:

f(x) = 36x — x?

f'(x) =36 —2x
0=36—2x
x =18

ovérime, zda ma funkce v bodé x = 18 maximum
1,(0,18); f'(10) =36 — 20 = 16
I, (18,36); f'(20) =36 —40 = —4
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funkce je na I; rostouci, na I, klesajici, funkce ma v bodé x = 18 maximum
» dopocitdme ¢isloy: y =36—-18 = y =18

» zavér: Hledanymi Cisly jsou ¢isla 18 a 18.

Priklad 11. Chceme oplotit cdst zahrady a vytvorit tak vybéh pro koné, ktery bude na
jedné strané priléhat ke stodole. Strana stodoly, ke které bude vybéh priléhat, md délku
60 m. Urcete rozméry vybéhu tak, aby byla jeho rozloha maximdlni, jestliZe mdte

k dispozici 100 m elektrického ohradniku.

Resent"

> nacrt:

Stodola

» obsahvybéhu:S=a-b
» zapiSeme podminky pro neznamé: a,b > 0 A a € (0,50); b € (0,100)
» obvod vybéhu: O = 2a + b = 100
» z obvodu vyjadiime rozmér b: b = 100 — 2a
> dosadime b do vzorce pro obsah: S = a - (100 — 2a) = 100a — 2a?
> hleddme maximum funkce S = 100a — 2a?

S'(a) =100 — 4a

0 =100 — 4a

a=25

ovérime, zda ma funkce S vbodé a = 25 maximum:

1,{0, 25); S§'(10) = 100 — 40 = 60

I, (25,50); S'(30) = 100 — 120 = —20

funkce je na I; rostouci, na I,klesajici, funkce ma v bodé a = 25 maximum
» dopocitame rozmér b: b = 100 — 50 = 50

» zavér: Rozméry vybéhu jsou 50 x 25 m.
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3.5 Uziti diferencialniho poctu ve fyzice

Nékteri studenti strednich Skol se mohou s derivacemi setkat i béhem hodin
fyziky. Pomoci derivace se na vybranych, vétSinou technicky zamérenych, strednich
Skolach zavadéji pouze zakladni velic¢iny, které zde uvedeme. Vyuziti derivace ve fyzice
je vsak daleko Sirsi.

Ve stredoskolské fyzice se nékteré veliCiny definuji pomoci vztahu %, kde x je
urcita fyzikalni veli¢ina a At je velmi malé. Napriklad okamZita rychlost se definuje jako
v= %, kde se At bliZi k 0. Tento vztah vSak neni pifesny a pouZziva se pouze z diivodu

neznalost diferencialniho poctu. My vSak uZ vime, Ze derivace funkce f vbodé x,

popisuje rychlost zmény funk¢ni hodnoty funkce f vbodé x, a tak mlzeme vySe

7 LI sy . . . , Ax ,
uvedené fyzikalni veli¢iny definovat pomoci derivace. Obecny vztah ~ lze pomoci

derivace zpresnit a vyjadrit jako j—:. OkamZitou rychlost pak definujeme v = %, tedy
derivace drahy podle ¢asu t.

Podobné muiiZzeme pomoci derivace definovat i jiné veli¢iny zavislé na case

v vers ; . . Av v . ,
blizicimu se k nule. OkamZité zrychleni se definuje vztahem a = < COZ 1ze derivaci

.o s v d “ir s , Cax i i
zpresnit a vyjadrit a = d—:. Okamzité zrychleni tedy odpovida prvni derivaci okamzZité

ds

rychlosti podle casu t. JelikoZ zndme vztah pro okamzitou rychlost v = " miiZeme

v/ A, d d (d d2 .y ; .
okamZité zrychleni vyjadrit: a = d—: = E(d_i) = d—tj. OkamZité zrychleni tedy také

odpovidd druhé derivaci drahy podle casu t.Stejnym zpilisobem definujeme

. v. , d vers s , , do  d?
i okamzitou uhlovou rychlost w = d—‘f a okamzité hlové zrychleni ¢ = i d—t(f.

Dalsi vztahy, se kterymi se mohou setkat i studenti stiednich Skol, jsou okamzity
de

vykon P = < & okamity elektricky proud I = 2

Priklad 12. Kdmen byl vyhozen kolmo vzhiiru pocdtecni rychlosti 20 m/s. Jakou rychlost
md kdmen 1,5 s po vyhozeni? Jaké maximdlni vysky dosdhne a za jak dlouho se v ni ocitne?

(Pocitejtes g = 10m/s?.)
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Reseni:

» zapiSeme znamé veli¢iny:

vy = 20m/s
tl = 1,55
g =10m/s?

» zapiSeme vzorec pro vrh kolmy vzhtiru: s = vyt — %tz

» zapiSeme vzorec pro okamZitou rychlost a dosadime do néj:
ds

T

v=s'(t) = vy— gt

v=s(1,5)=20-10-15=20—-15=5m/s

v

» kamen dosahne maximalni vysky pravé tehdy, kdyZz bude jeho okamZzita
rychlost nulovd, spocitame t pro v = 0:
v=v,—gt
0=20-10t
t=2s
» spocitame maximalni vysSku
S = vyt — %tz
§=202->-22=40-5-4=20m
» zavér: Kimen ma 1,5 s po vyhozeni rychlost 5 m/s. V maximalni vySce 20 m

se ocitne za 2 s.

Priklad 13. Pohyb dvou hmotnych bodii je popsdn rovnicemi: s; = t3 + 5t + 2t;
S, = 5t3 — 4t? + 4t, kde t je Cas. Urdete okamZik, kdy se tyto dva hmotné body
pohybuji se stejnym zrychlenim. Ddle urcete, jaké jsou jejich okamZité rychlosti

v tomto okamZiku.

Resent:
d v Vo= 7 = 4 o
» podle vzorce v = d—i urcime okamZzité rychlosti obou hmotnych bodi:

ds
vy (6) = d—tl = 3t2 + 10t + 2

ds
v, (t) = d—tzz 15t2 — 8t + 4
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dv ., v s . , o
» podle vzorce a = d—: urcime okamzité zrychleni obou hmotnych bodu:

dU]_

a;(t) = 2 =6t + 10

a,(t) =2 =30t -8

» vypocteme pro jaké t si jsou zrychleni rovna:

a, = az

6t+ 10 =30t —8

24t = 18

t=§s=0,755
4

» zjistime, jakou rychlosti se hmotné body pohybuji v ¢ase t = 0,75 s:

v1(2)=3-(§)2+10-%+2= Z+2+2="=112 m/s
UZG)=15-(2)2—8-%+4=%—6+4=%i6,4m/s

» zavér: Hmotné body se pohybuji stejnym zrychlenim v c¢ase t = 0,75 s.
Rychlost prvniho hmotného bodu je vtomto okamziku 11,2 m/s, rychlost
druhého je 6,4 m/s.

Priklad 14. Hridel se roztdci tak, Ze béhem prvnich trech sekund je tihel jejiho otoceni
imérny ¢asu t a Ize popsat rovnici: ¢ = t* + 3t2. Urcete, v jakém okamZiku se hridel

pohybuje tithlovym zrychlenim 54 rad/s.

Resent:
» podle vzorce w = i—‘f ur¢ime uhlovou rychlost hiidele:
d(t* + 3t?
w(t) = % = 4t3 + 6t

do ., , , r1ve
» podle vzorce € = - urcime uhlové zrychleni hridele:

e(t) = W =12t>+6
» urc¢ime hodnotu t pro uhlové zrychleni ¢ =54 rad/s:
54 =12t>+6
12t%2 = 48
t? =4

40



t =142 = zajimajinas pouze kladné hodnoty, tedy t = 2

» zavér: Hridel se pohybuje thlovym zrychlenim 54 rad/s v Case 2 s po uvedeni

htidele do pohybu.

Priklad 15. Setrvacnik se rozbihd tak, Ze béhem prvnich 5 sekund jeho pohybu je jeho

vykonand prdce rovna poloviné ti'eti mocniny casu. Urcete, jaky vykon md setrvacnik pro

ty =1sat, =4s.

Resent:

aw . yiis o v
» podle vzorce P = -, urcime okamZity vykon setrvacniku:

t3
P(t)_dW_d(j)_Stz
T odt - dt 2

» urc¢ime vykon setrvacnik prot; = 1sat, = 4s:

3:12 3
Pi(1) = ==W
\(1) = ——=7

3:42 42
P2(4): 2 :7:21W

» zavér: Prot; = 1 s ma setrvacnik vykon 1,5 W a pro t, = 4 s ma vykon 21 W.
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4 Kratkodoby projekt na uziti derivace

4.1 Charakteristika projektu

Projekt nese nazev ,Setiivy matematik stavi diim“ a je zaméfen na procviceni
optimaliza¢nich udloh, které jsou koncipovany do kratkého piibéhu. Obecnym cilem
projektu neni pouze jiZ zminéné procvic¢eni optimalizacnich tloh, ale také pochopeni
vyznamu matematiky pro bézny Zivot.

Zakladnim predpokladem pro realizaci tohoto projektu je znalost pojmu
derivace, schopnost vySetiovani priibéhu funkce, predevsim hledani extrému funkce,
a schopnost prace s méritkem.

Studenti béhem projektu rozvijeji své kompetence k reSeni problémit, kdy
zamysSleji nad ziskanymi poznatky a interpretuji je pred tridou. Studenti dale rozvijeji
komunikativni kompetence, kdy komunikuji s ucitelem, v ramci menSich skupin
ivramci celé tridy a pouZivaji odborny jazyk a odpovidajici symbolicka vyjadreni.

Zakladem celého projektu je nasledujici pribéh obsahujici 10 piikladd a zadany tkol.

4.1.1 Pribéh

Petr je Ctyricetilety nadSenec matematiky, kterému se konec¢né podarilo nasettit
dostatek penéz na stavbu vysnéného domu. Pred par lety zdédil pozemek na venkové
ve tvaru kruhu o poloméru 50 m, kde by sviij dim rad postavil. NeZ se pusti do stavby,
rad by pozemek oplotil, aby zbytecné neldkal zlodéje. Pozemek je pomérné rozlehly
a Petrovi se zahrada ve tvaru kruhu prili§ nezamlouvd, rozhodne se tedy, Ze pozemek
nevyuzije cely, ale vytvori si na ném zahradu, ktera bude mit tvar pravouhelniku, a tu
si oploti. Nyni vSak pred nim stoji téZky tkol, je tfeba urcit strany pravouhelniku tak,
aby rozloha jeho zahrady byla co nejvétsi (priklad ¢. 1).

Petr si chce postavit tzv. nizkoenergeticky diim, coz je dlim, na jehoZ bézné
pouzivani se spotiebuje méné energie nez na bézny diim. Petr chce uSettit predevsim
na vytapéni, a tak planuje postavit diim, ktery bude mit pri daném objemu minimalni
povrch, tudiz z néj bude utikat méné tepla. Dim by mél byt ve tvaru kvadru a mit dvé
patra, a tak by mél byt vysoky 6 metrd. Jeho objem by si Petr predstavoval 864 m3.
Dal$im Petrovym pocetnim dkolem je urcit zbyvajici dva rozméry domu tak, aby jeho
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povrch byl minimalni (priklad ¢. 2). Dim chce Petr situovat 15 m od jizni ¢asti plotu
a 30 m od zapadni Casti plotu.

Dale se Petr zamysli nad idealnim rozmérem oken, protoZe ¢im mensi obvod
budou okna mit, tim méné studeného vzduchu budou v zimé propoustét. Zaroven
v domé musi byt dostatek svétla, proto by jedno okno mélo mit plochu 4 m2. Petr tedy
musi urcit rozméry pravouhelniku, jehoZ obsah je 4 m?2 tak, aby jeho obvod byl
minimalni (priklad ¢. 3).

ProtoZe je Petr velice Setfivy, nakoupil néjaky material jiZ loni, kdy byl ve
vyrazné slevé. Nakoupil 40 m plotového pletiva a 80 m latkového plotu. Plotové pletivo
chce Petr pouZit na oploceni vybéhu pro slepice, které si chce do budoucna poridit.
Vybéh by chtél Petr umistit do severovychodniho rohu pozemku a k oploceni vyuZit
plotu, ktery ohranicuje celou jeho zahradu. K ohrani¢eni vybéhu chce také pouZzit
kurnik o rozmérech 2 x 2 m, ktery umisti do severozadpadniho rohu vybéhu. Otazka,
kterou musi Petr resit, tentokrat zni: Jaké rozméry bude mit vybéh pro slepice, kdyz
chceme, aby pri pouziti pouze vyse zminénych prostredki byla jeho vyméra co nejvétsi
(priklad ¢. 4)?

Petr chce vybéh pro slepice co nejvice zamaskovat, a tak podél nové
vytvoieného plotu ve vzdalenosti 2 metry od plotu vysadi ptaci zob, ktery se pouziva
na zivé ploty. Kromé slepic si chce poridit také psa. Nejvice by se mu libil bernardyn,
ktery mlZe mit v kr¢ku az 90 cm. Petrova manzelka Lenka vSak takto velkého psa
nechce, protoZe se boji, Ze by ji mohl znicit jeji vysnénou zahradku, kde bude péstovat
domaci zeleninu, zasadi ovocné stromy a vysazi barevné kvétinové zahony. Petr se vSak
bernardyna nechce vzdat, a tak prijde s ndpadem vytvorit manzelce oploceny prostor,
kde by mohla mit svou zahrddku v bezpeci. Manzelé se dohodnou, Ze by zahradka
mohla priléhat k vychodnimu plotu a byt vzdalena 2 m od ptaciho zobu. Pro oploceni
Petr pouZije 80 m latkového plotu, ktery jiZ nakoupil, a opét se bude snazit najit
rozméry zahradky tak, aby jeji vymeéra byla co nejvétsi (priklad ¢. 5).

Aby méla Lenka vzdy dostatek vody na zalévani své zahradky, navrhl Petr, Ze ji
presné uprostied zahradky vytvori nddrZz na vodu. Lenka s Petrovym navrhem
souhlasila a dodala, Ze by byla rada, kdyby nadrZ byla ve tvaru kvadru a méla ¢tvercové
dno. Ve slevé se Petrovi podarilo nakoupit 200 m?2 velkych dlazdic vhodnych pro vodni

nadrze. Nyni se tedy snaZi spocitat, jaké rozméry by nadrz méla mit, aby jeji objem byl
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co nejvetsi. Petr pocita s tim, Ze nékteré dlazdice bude muset délit, ¢i se néjaké rozbiji,
proto pocita s rezervou 8 m? (priklad ¢. 6).

Zrovna, kdyZ Petr reSil rozméry vodni nadrZe, uvédomil si, Ze by nebylo na
Skodu mit vlastni bazén. Petr s Lenkou se shodli, Ze bazén by mél byt ve tvaru valce
ajeho objem by mél byt 25 000 litrt. Petr se tedy hned pustil do dalsi tlohy: Jaké
rozmeéry bude mit bazén o objemu 25 000 litrd, kdyZ poZaduje, aby na jeho vydlazdéni
bylo zapotiebi co nejméné materialu? Bazén chce Petr umistit 10 m od zapadniho plotu
a 30 m od jizniho plotu (priklad ¢. 7).

Petr rad posedi s prateli u piva ¢i u grilovaného steaku, proto na jeho zahradé
nesmi chybét pergola s pifijemnym posezenim a grilem. Podstava pergoly bude mit
rozméry 6 x 6 m, pergola bude mit strechu, jejiz vertikalni priirez bude ve tvaru
rovnoramenného trojuhelniku. Zakladna tohoto trojuhelniku méri 6 m a ramena 5 m.
V podkrovi pergoly se bude nachazet mistnost, kde budou moct Petrovi kamaradi za
teplych letnich dnech prespat. Petr chce, aby mistnost byla ve tvaru kvadru, a tak se
pousti do dalSich vypocti. Jaka bude sifka a vySka mistnosti, aby byl objem mistnosti
co nejvétsi? Pergola bude umisténa 10 m od zapadniho plotu a 20 m od jiZniho plotu
(priklad ¢. 8).

Petr nedavno nasSel u svych rodi¢ii na plidé nevyuzity plech o rozmérech
120 x 120 cm. Nyni by z néj chtél vyrobit krabici na dievéné uhli, kterou umisti do
pergoly vedle krbu. Petr planuje vyrobit krabici bez vika tak, Ze v rozich vystrihne
4 velké ctverce a zbytek ohne a svari. Jako spravny matematik se zamysli, jak velké
¢tverce ma v rozich vystrihnout, aby byla krabice co nejobjemnéjsi (priklad ¢. 9).

Jako posledni planuje Petr postavit terasu, ktera bude jednou stranou priléhat
k severni strané domu. Lenka by si predstavovala terasu, jejiz pldorys se sklada
z ptlkruhu a obdélniku. Petr chce zase po obvodu terasy udélat palisadu (néco jako
obrubnik) a ma k dispozici 16 m palisad. Petrovym poslednim tikolem je spocitat, jaké
rozméry bude mit terasa, aby byl jeji obsah co nejvétsi, kdyZ ma k dispozici

16 m palisad? Palisdda nebude v misté, kde terasa priléha k domu (priklad ¢. 10).

4.1.2 Priklady

Piiklad €. 1: Do kruhu o poloméru 50 m chceme vepsat pravouhelnik maximalniho

obsahu. Jaké bude mit tento pravouhelnik rozméry?

44



Priklad ¢. 2: Pozadujeme, aby diim ve tvaru kvadru mél vysku 6 m a jeho objem byl

864 m3. Urcete jeho zbyvajici rozméry tak, aby byl jeho povrch minimalni.

Priklad ¢. 3: Pravoudhelnik ma obsah 4 m2. UrCete jeho rozmeéry tak, aby byl jeho obvod
minimalni.
Piiklad ¢. 4: Vrohu jiZ oploceného pozemku chceme vytvorit vybéh ve tvaru

pravouhelniku. K dispozici mame jiz 2 existujici na sebe kolmé ploty, 40 metri nového

pletiva a kurnik o délce 2 m. Urcete rozméry vybéhu, aby byla jeho vyméra co nejvétsi.

Priklad ¢. 5: Chceme vytvorit zahradku ve tvaru pravouhelniku, kterda bude na jedné
strané priléhat k jiz existujicimu plotu. Zahradku chceme oplotit a mame k dispozici

80 m pletiva. Jaké rozméry bude zahradka mit, aby jeji rozloha byla co nejvétsi?

Priklad ¢. 6: Chceme vytvorit dlaZdénou nadrz na vodu ve tvaru hranolu se ¢tvercovou
podstavou. Mame dostatek materialu na vydlazdéni plochy 192 m2. Vypoctéte, jaké

rozméry bude mit nadrz, aby byl jeji objem maximalni.

Priklad ¢. 7: Pozadujeme, aby bazén ve tvaru valce mél objem 25 000 litra. Urcete

rozméry valce, aby na jeho vydlazdéni bylo zapotrebi co nejméné materialu.

Priklad €. 8: Do rovnoramenného trojuhelniku vepiste pravouhelnik, aby byl jeho obsah

maximalni. Zakladna trojuhelniku ma délku 6 m, ramena méri 5 m.

Priklad €. 9: Z plechu o rozmérech 120 x 120 cm chceme vytvorit krabici bez vika tak,
ze v rozich vystiihneme 4 stejné velké Ctverce a zbytek prehneme, aby vznikla krabice.

Jak velké ctverce musime odstrihnout, aby méla krabice maximalni objem?

Priklad ¢. 10: Chceme vytvorit terasu, ktera jednou stranou priléhd k domu. Ptdorys
terasy se sklada z ptilkruhu a obdéIniku (viz obrazek). Po obvodu terasy chceme udélat
palisadu (obrubnik), na niZ mame k dispozici 16 m palisad. Palisada nebude na stané,

kde terasa priléha k domu. Urcete rozméry terasy tak, aby byl jeji obsah co nejvétsi.

4.1.3 Ukol

Pomozte Petrovi s vypoctem jednotlivych tloh a zamyslete se, zda miiZe podle
téchto vypoctii diim a zahradu postavit. Zamyslete se naptiklad, zda neni Petriv bazén
zbytecné moc hluboky nebo naopak prili§ mélky. Lze na zahradé vSe usporadat, jak si

Petr naplanoval? Neprekryvaji se nékteré stavby? Nacrtnéte vSechny vyznamné stavby
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do planu Petrovy zahrady a pomozte mu odpovédét na otazku, zda se na zahradu vejde
jesté mensi fotbalové hristé pro jeho dva syny. Pripadné kde bude hristé umisténo

a jaké budou jeho rozméry?

4.2 Plan realizace projektu

Jedna se o kratkodoby projekt, jehoZz predpokladana doba realizace jsou
3 vyucovaci hodiny. Projekt je koncipovan pro ctvrty rocnik strednich Skol. Pred
realizaci projektu by Zaci méli byt seznameni s pojmem derivace, byt schopni najit
extrém zadané funkce a byt teoreticky seznameni s optimalizacnimi tlohami.

Projekt by mél navazovat hned po vykladu optimalizac¢nich uloh, proto by mélo
byt na zacatku hodiny zarazeno rychlé opakovani postupu reSeni optimaliza¢nich uloh.
Na zacatku prvni hodiny se studenti rozdéli do deviti skupin po dvou az trech
studentech. Kazda skupina obdrZi papirky, na kterych jsou vypsany jednotlivé kroky
feSeni optimaliza¢nich tloh. Ukolem studentii je sefadit jednotlivé kroky tak, jak jdou
za sebou. Po vyreSeni probéhne spolecna ustni kontrola, po které si studenti papirky
ve spravném poiadi nalepi na papir, ktery maji k dispozici v priibéhu celého projektu.

Poté kazda skupina dostane papir s predtisténym vyse uvedenym piibéhem
a kazdy student obdrzi pocatecni plan pozemku (priloha 1). Studenti si pfectou pribéh
a utitel jim zada vys$e uvedeny tikol. Zaci doposud Zadnou optimalizaéni ilohu nefesili,
proto ucitel precte prvni odstavec pribéhu, ktery pojednava o rozmérech
matematikovy zahrady, a spole¢né s Zaky vytesi priklad ¢. 1: Do kruhu o poloméru 50 m
chceme vepsat pravotihelnik maximdlniho obsahu. Jaké bude mit tento pravothelnik
rozméry? Po uUspésném vytesSeni prikladu ucitel studentim promitne funkci, jejiz
extrém hledali. Poté studenti zakresli rozméry zahrady do planu pozemku a prejdou
k feSeni dal$ich priklad.

Kazda skupina si vybere jeden priklad, ktery vyresi. Ucitel jejich vybér
koordinuje, aby kazda skupina méla jiny ptiklad. Ucitel studenty v priibéhu vypocta
kontroluje a pomaha jim. V pripadé, Ze néktera skupina spravné vyresi priklad rychleji
potrebuji s reSenim prikladu poradit.

Kdyz studenti vSechny priklady spravné spocitaji, zve ucitel k tabuli jednotlivé

skupiny v poradi podle pribéhu. Kazda skupina pak sdéli svym spoluzaki, jaké bylo
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zadanti jejich prikladu, jak postupovala pfi jeho vypoctu a jakého se dobrala vysledku.
Také se zamysli, zda jsou rozméry objektu podle jejich vypoctu praktické. Napriklad
zda neni mistnost prilis nizka i vysoka. Nakonec studenti zakresli rozméry objektu do
planu pozemku.

Poté, co pred tabuli vystoupi vSechny skupiny, ucitel vyvola zavére¢nou diskusi
otazkami: Lze na zahradé vSe usporadat, jak si Petr napldnoval? Neptekryvaji se

nékteré stavby? Vejde se na pozemek jeSté mensi fotbalové hristé? Jaké budou jeho

rozmeéry? Prijde vAm znalost vypoctu optimalizacnich tloh uzitecna?

4.3 Realizace projektu

Projekt byl realizovan vjedné tridé Gymnazia Dr. Josefa Pekare v Mladé
Boleslavi v ramci volitelného seminare matematiky. Pfitomno bylo pouze 12 studentf.
Projekt neprobihal presné podle planu. Z diivodu casového skluzu byl studentiim
diferencialni pocet vyloZen pouze béhem péti vyucovacich hodin. Byla jim vysvétlena
definice derivace, odvozeny zakladni vzorce a aritmetické operace, Lagrangeova
a Rolleova véta, souvislosti derivace s vySetfovanim pribéhu funkce
a s optimaliza¢nimi tlohami. Studenti vSak neméli moZnost si nové nabyté znalosti
upevnit a procvicit, proto sem se projekt snazila prizplisobit jejich moZnostem. Po
konzultaci s jejich vyucujici jsem se rozhodla k ptikladim pripsat jednotlivé kroky
feSeni optimaliza¢nich uloh (priloha 2) a na zacatku projektu vynechat opakovani
reSeni postupu optimalizac¢nich tloh.

Projektem se studenti zabyvali 3 vyucovaci hodiny. Prvni hodinu byli seznameni
s obsahem a cilem projektu. Precetli si pribéh a spole¢né jsme na tabuli vyresili priklad
Cislo 2. V planu bylo pocitat priklad ¢islo 1, ale vzhledem k jeho obtiZnosti jsem v dané
situaci zvolila priklad jednodussi. Po jeho vyteSeni studenti vytvorili Sest dvojic. Kazda
dvojice si vybrala jeden priklad z pribéhu, ktery reSila ve zbytku hodiny (15 minut).
V priibéhu reSeni jsem studenty obchazela a pomdahala jim s FeSenim. Dvojice, které
nestihly priklad vyresit, dostaly za kol vyreSit priklad do priSti hodiny, ktera se konala
za tyden. Tti dvojice stihly priklad spravné vyresit béhem hodiny a zbylé tfi prinesly
jeho spravné reSeni na dalsi hodinu.

Na zacatku druhé hodiny jsem se studenty spole¢né vyreSila priklad cislo 1.

vvvvvv
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studentiim rozdala plan Petrova pozemku (ptiloha 1), na ktery jsme spolecné zakreslili
reSeni prikladu ¢islo 1. BEhem treti hodiny, ktera nasledovala bezprostredné po druhé,
studenti chodili ktabuli vporadi podle ptikladi zpribéhu a sdélovali svym
spoluzakiim, co pocitali, kjakému vysledku dospéli, zda jsou rozméry objektu
praktické ¢i ne a jak bude objekt zakreslen v planu pozemku. ProtoZe bylo dvojic pouze
Sest a prikladl potrebnych k vyreSeni osm, ujala sem se dvou zbylych ptikladi ja
a v rychlosti seznamila studenty s jejich reSenim.

Poté, co se vSichni u tabule vystridali, pokracoval projekt dale podle planu
realizace. Vyvolala jsem zavérecnou diskusi otazkami: Lze na zahradé vSe uspoiadat,
jak si Petr naplanoval? Usporadali byste nékteré objekty jinak? Vejde se na pozemek
jeSté menSi fotbalové hristé? Prijde vam znalost vypoctu optimalizacnich tuloh
uziteCna? Vysledkem diskuze a celého projektu bylo zjiSténi, Ze optimaliza¢ni ulohy
maji vyznamné vyuziti v praxi, ale vzdy se musime zamyslet nad tim, zda vysledky, ke
kterym jsme dospéli, jsou v béZném zZivoté pouZitelné. Napriklad, zda bazén nebude

prilis mélky, mistnost priliS vysoka ¢i vybéh pro slepice prilis velky.

4.4 Zhodnoceni projektu

Osobné bych projekt zhodnotila jako povedeny. Podarilo se mi pomoci néj
ukazat studentiim praktické vyuziti derivace a procvicit postup FeSeni optimaliza¢nich
uloh. Béhem projektu si studenti také procvicili praci s méritkem. Ve tridé bylo méné
studentd, neZz jsem predpokladala, presto jsem projekt realizovala tak, aby byly
ukazany vsechny praktické ptiklady, které jsem méla ptipravené. Casové rozlozeni
projektu do tiech vyucovacich hodin bylo v mensim poctu studentd idealni. Pokud by
vSak mél byt projekt realizovan ve tiidé s vétSim poctem studentd, myslim, Ze by bylo
lepsi jeho realizaci rozlozit do Ctytfech vyucovacich hodin. Studenti béhem projektu
spolupracovali a bylo vidét, Ze je projekt zaujal.

Béhem realizace projektu jsem se setkala sKklasickymi pedagogickymi
problémy. Napftiklad jsem studentiim pripravila ke kazdému prikladu pracovni list
s jednotlivymi kroky reSeni optimalizacnich uloh a néktefi tento pracovni list nevyuzili
a délali si neprehledné poznamky do seSitu, ve kterych bylo obtiZné se vyznat, kdyz
chtéli snécim poradit ¢i udélali chybu. Nékteri studenti si dokonce nevsSimli, Ze

pracovni list ma dvé strany, a vSe zhusténé zapsali na prvni stranu. Dale jsem se setkala
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s tim, Ze nékteri studenti byli rychlejsi a nékteri pomalejsi, ale myslim si, Ze se mi
podarilo zvolit idealni tempo, které vyhovovalo vétSiné.

Abych projekt nehodnotila pouze na zakladé svych dojmt, pozadala jsem po
ukonceni projektu studenty, aby mi napsali, co se jim na projektu libilo a co ne. Vyrazné
prevazovaly kladné ohlasy. Studentlim se libilo zpracovani formou pribéhu a ukazka
vyuziti derivace v praxi. Dale projekt hodnotili jako prinosny, realny, srozumitelny
a prakticky. Také je bavilo, Ze projekt nespocival pouze v pocitani prikladd, ale Ze se
s priklady dale pracovalo a vysledky se zakreslovaly do planu pozemku a hodnotilo se,
zda jsou vysledky praktické. Zaznamenala jsem také jeden negativni ohlas, Ze studenti
méli malo ¢asu na feSeni nékterych tloh. Nicméné vidim jako dspéch, Ze tento ohlas byl
pouze jeden a zbytku tridy pripadalo tempo adekvatni. Nékteré komentare studenti

k realizaci projektu jsou uvedeny v priloze 6.
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5 Vyukové materialy zamérené na téma derivace funkce

jedné proménné

V této kapitole se budeme zabyvat porovnanim ctyr vyukovych material
zamérenych na vyklad a aplikaci pojmu derivace. Budeme porovnavat dvé papirové
ucebnice z edic Matika pro spoluzaky a Matematika pro gymnazia. Zbylé dva vyukové
materialy tvori internetova ucebnice www.realisticky.cz a vyukova videa dostupna na
strance www.isibalo.com. VSechny ¢tyfi materiadly stru¢né prestavime a rozsah jejich
vykladu pojmu derivace budeme porovnavat s rozsahem uvedenym v této bakalarskeé
praci. Dale budeme hodnotit prehlednost, srozumitelnost, naro¢nost, matematickou
spravnost vykladu, typy a mnozstvi aplika¢nich dloh a stanovime, pro koho je vyukovy
material vhodny. Dale uvedeme, jakym zplisobem tyto vyukové materidly zavadéji

pojem derivace funkce jedné proménné.

5.1 Matika pro spoluzaky

Autorem projektu Matika pro spoluzaky je Marek LiSka, ktery v roce 2012
béhem svého studia na Gymnaziu J. K. Tyla v Hradci Kralové dostal napad sepsat vlastni
ucCebnice matematiky, pomoci kterych chtél zlepsit vztah studentli k matematice. Z ad
studenttl a ucitelli se mu podarilo sestavit tym, ktery spole¢nymi silami v roce 2015
vydal prvni ucebnice. V zari 2018 ucebnice z edice Matika pro spoluzaky pokryvaly
celou stiedoskolskou matematiku a ucilo podle nich 122 $kol. [8]

Vykladem pojmu derivace se zabyva ucebnice s podtitulem Diferencialni
a integralni pocet. Vykladu a procviceni pojmu derivace se zde vénuje 12 stran, na
kterych je vysvétlen geometricky vyznam derivace, definice derivace, zakladni vzorce
pro pocitani derivaci, derivace aritmetickych operaci a derivace sloZené funkce. Vyklad
je doplnén 8 reSenymi priklady s podrobnym komentadfem a 18 ptiklady, jejichz
spravné feseni je uvedeno na konci kapitoly. Postup feseni téchto prikladti 1ze dohledat
na internetové strance www.pocitame.si, na kterou se lze jednoduse dostat pomoci QR
kédi uvedenych u vysledkd. Z aplikacnich uloh se v této ucebnici vyskytuje pribéh
funkce a optimaliza¢ni tlohy, mezi kterymi nalezneme i ulohy fyzikalniho charakteru.
Tématikou pribéhu funkce se zabyva 28 stran, na kterych nalezneme vyklad

jednotlivych vlastnosti funkce, 2 fteSené priklady s podrobnym komentarem
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a 12 prikladl s vysledky. Optimalizacnim ulohdam je vénovano 9 stran, na kterych
najdeme prehledny postup reSeni optimalizacnich tloh, 4 reSené priklady z praxe opét
s podrobnym komentarem a 5 nefreSenych prikladi s vysledky. Rozsah vykladu je
pomérné maly. Ucebnice se zaméruje na zdkladni pojmy, které se snazi co
nejjednoduseji vysvétlit, aby je pochopil kazdy.

Ucebnice pouZiva studentsky jazyk. Pri definovani pojml se casto vyhyba
matematickym zapisim a vysvétluje dané pojmy slovné. Napiiklad konvexnost
a konkavnost funkce jsou vysvétleny takto: ,Funkce je konkdvni, kdyZ jeji graf ma tvar
kopce N, miiZes si to pamatovat podle toho, Ze do konkdvni kdvu nalijes. U funkce
konvexni je to zase naopak, tvar grafu pripomind velké pismeno U (i udoli tvaru U”
[8s.55]. Nékteré matematické zapisy jsou v ucebnici uvedeny — definice derivace,
derivace sloZené funkce ¢i parita funkce, ale vZdy jsou doplnény o podrobny komentar.

Ucebnice je doplnéna o pracovni seSit s fadou prikladi, které jsou usporadany
podle obtiznosti. Plusem je také zarazeni prikladi odpovidajicich obtiZnosti statni
maturity. U¢ebnice se snazi vzbudit u studentli zdjem o matematiku. Na zac¢atku kazdé
kapitoly se nachazi tabulka, ve které je vysvétleno, co se studenti v dané kapitole naudi,
proc je dobré to umét a kde se to da pouzit. Na konci kazdé kapitoly je zarazeno
prehledné shrnuti novych poznatkii a piiklady na procvic¢eni s uvedenymi vysledky.
Dal$im pozitivem je prehledné usporadani celé ucebnice, za zminku stoji také moderni
grafické zpracovani.

V projektu Matika pro spoluzaky vidim velkym ptinos pro vyuku matematiky,
protoZe se zaméruje i na matematicky méné nadané studenty, ktefi maji v dnesnich
Skolach nemalé zastoupeni a pro které je vétSina matematickych ucebnic prilis sloZzita.
Nejvétsi prinos spatiuji vieSenych prikladech, které obsahuji velmi podrobny
komentar k postupu teSeni. Ucebnice je vhodna i pro samostudium. Matika pro
spoluzaky je psana studentskym ,nematematickym“ jazykem, ktery umoZznuje snadné
pochopeni Fady matematickych problémt. Mnozi by mohli namitat, Ze ucebnice
sepsané studenty nemuseji byt matematicky korektni. V tomto pripadé vSak ucebnice

prosly radou jazykovych i matematickych korektur, které ruci za jejich spravnost.
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5.1.1 Zavedeni pojmu derivace funkce

Ucebnice z edice Matika pro spoluzaky hned v ivodu sdéluje, Ze derivace je
smérnice teCny v bodé. Dale se zabyva tim, Ze te€na svira s osou x thel ¢, takZe tan a je
také smérnice te¢ny. Nasleduje graf, na kterém je u funkce y = x3 znazornéno nékolik
seCen prochazejicich bodem A. Pod grafem je uvedeno: ,Derivace v bodé a je viastné
limita smérnic secen, které prochdzeji bodem f (a) a bodem f (x). Bod x je v tomto pripadé
libovolny bod z okoli a, ktery se k bodu a limitné blizi“ [8 s. 36]. Poté se ucebnice
podrobné vénuje vztahu mezi derivaci a spojitosti funkce.

Na dalsi strané (priloha 7) se vraci k faktu, Ze tangens thlu je smérnici tecny
a s pomoci grafu zavadi definici derivace, jejiz kazdy clen podrobné popisuje. Graf
podporujici definici derivace neni ptilis prehledny. Z mého pohledu je v ném zbytecné
zvyraznéno okoli bodu 4, a zaroven velmi potlaceno to, Ze se bod X limitné bliZi k bodu
A (viz priloha 2). Pod grafem je uvedeno: ,Prvni derivace funkce fv bodé a se znaci f' (a).
Pokud by bylo za tikol zjistit druhou derivaci (coZ je derivace z prvni derivace), tak by se
to znacilo "' (a)" [8 s. 37]. Toto zavedeni druhé derivace naprosto piresné vystihuje
charakter celé ucebnice, ktery mize byt pro nékoho naprosto nedostacujici a nepiesny,
ale nékomu mize svou jednoduchosti pomoci k pochopeni pro néj naro¢nych pojmi.

K zavedeni pojmu derivace v této uCebnici mam radu pripominek. Ucebnice
derivaci popisuje jako limitu smérnic se€en, ale neuvadi, co je to sec¢na, coZ by bylo
dobré v ucebnici tohoto charakteru vysvétlit. Dale bych vztah mezi derivaci a spojitosti
zaradila aZ za kompletni vysvétleni pojmu derivace a nevsouvala ho doprostred
vysvétlovani. Kromé toho, Ze graf vystihujici definici derivace mi prijde neprehledny,

bych ho jesté doplnila o komentar ¢i alespon popisek, ktery u grafu chybi.

5.2 Matematika pro gymnazia

Druhou papirovou ucebnici je Diferencidlni a integralni pocet z edice
Matematika pro gymnazia, jejimiz autory jsou Dag Hruby a Josef Kubat. Rozsah vykladu
a aplikace pojmu derivace v této ucebnici je témér shodny s rozsahem v této praci.
Nalezneme zde vysvétleni geometrického i fyzikalntho vyznamu derivace, definici
derivace, derivace elementarnich funkci a aritmetickych operaci i nékteré vyznamné

véty diferencialni poctu jako jsou Lagrangeova ¢i Rolleova véta. Matematika pro

vivs
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uvedeme zpiisob, jakym tato uc¢ebnice zavadi konvexni a konkavni funkci: , Funkce f se
nazyva konvexni v intervalu 1, prdavé kdyz pro libovolnda Cisla x4, x,, x3 € I, kterd splriuji
nerovnost. x; < x, < x3, plati, Ze bod [x,; f(x,)] lezi pod pFimkou prochdzejici body
[x1; f(x1)] a [x3; f (x3)] nebo na ni. Funkce f se nazyvad konkdvni v intervalu I, praveé kdyZ
pro libovolnd ¢isla xq,x,,x3 € I, kterd splriuji nerovnost. x; < x, < x3, plati, Ze
bod [x,; f (x;)] leZi nad primkou prochdzejici body [x1; f (x1)] a [x3; f(x3)] nebo na ni.”
[5s.120].

Znamkou podrobnosti a odbornosti této ucebnice jsou dlikazy derivace vSech
elementarnich funkci, které jsou v ucebnici uvedeny. Z aplika¢nich uloh jsou zde
zastoupeny: vySetiovani pribéhu funkce, uziti derivaci pri vypoctu nékterych limit,
nalezeni rovnice tecny a normaly, optimaliza¢ni a fyzikalni dlohy. Nejpodrobné;ji se
ucebnice zabyva vySetrovanim pribéhu funkce, kterému je vénovano 29 stran s fradou
reSenych i nereSenych prikladi. Zbylé aplikac¢ni tlohy jsou uvedeny strucné.

Ucebnice je dobrym zdkladem pro studenty strednich Skol, ktefi by se chtéli
matematikou zabyvat i na vysoké Skole. V porovnani s u¢ebnici z edice Matematika pro
riiznorodych prikladd na procviceni, které jsou ¢asto formulovany tak, aby se student
musel nad piikladem zamyslet a nezacal ho okamzité resit podle nau¢eného postupu.
Vysledky vsech prikladii jsou uvedeny na konci ucebnice, a to velmi zhusténé. Ucebnice
jako celek je prehlednd a logicky uspotradana, oproti predchozi u¢ebnici v§ak obsahuje
mensi mnoZstvi grafii podporujicich vyklad, neuvadi praktické priklady a nemotivuje
studenty. Atraktivitou u¢ebnice mohou byt historické poznamky uvedené na konci

ucebnice, kde je mozné se stru¢né dozvédét, jak diferencialni pocet vznikl.

5.2.1 Zavedeni pojmu derivace funkce

V ucebnice z edice Matematika pro gymnazia se student na zavedeni pojmu
derivace pripravuje jiz v kapitole tykajici se limit, kde ucebnice s podrobnym

komentarem zavadi smérnici tecny jako limitu

Y Ay  flxg+Ax)—f(xo) | f(x)—f(x0)
im— =lim = lim —,

x-0Ax x-0 Ax X-X9 X — X

Dale je vucebnici uveden priklad, ve kterém student dojde kzavéru, Ze

okamzitou rychlost dokaZeme spocitat jako limitu
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. As o s(to+A) —f(ty) . s(E) —s(to)
lim— =lim = lim ——————.
t-0 At  t-0 At x-xo t—t,

Poté je zminéno, Ze obé vySe uvedené limity jsou limity podilu prirtastku
funkce a prirtistku argumentu a tato limita ma zasadni vyznam a své vlastni oznaceni.
Nasledné je vyslovena definice derivace funkce a uvedeno jeji znaceni a ekvivalentni
zapisy.

Zavedeni derivace vtéto ucebnici je prehledné, srozumitelné a vyuZziva
geometrického i fyzikadlniho vyznamu derivace. Jediné, co lze vykladu vytknout, je

absence grafu znazornujici geometricky vyznam derivace.

5.3 Realisticky.cz

Autorem elektronické ucebnice Realisticky.cz je stfedoSkolsky ucitel Martin
Krynicky, ktery se na zakladé své praxe snaZi nalézt takovy postup vykladu, aby ho
pochopila vétsSina zaki. Nazev Realisticky.cz je odvozen od realistické pedagogiky, na
jejimZ principu je ucebnice vytvorena. Soucasti webové stranky je také didakticka cast,
ve které jsou uvedeny zasady realistické pedagogiky, autoriiv pohled na soucasné
Ceské Skolstvi Ci rady, jak ucebnici vyuZzivat ve skole a jak z ni studovat samostatné.
Webova stranka www.realisticky.cz navazuje na stranky www.ucebnice.krynicky.cz,
kam Krynicky od roku 2008 umistoval obsahy svych hodin matematiky a fyziky, které
pouzival jako studijni materidly pro své studenty. Za tfi roky bylo mozné na téchto
strankach nalézt kompletni rozsah stfedoskolské matematiky a fyziky. S rostoucim
mnozstvim informaci se stranka stavala ndro¢néjsi na idrzbu a neumoznovala zpétnou
vazbu ¢i diskusi o problémech souvisejicich s vyukou, a tak Krynicky v zari 2010 zaloZil
elektronické ucebnice Realisticky.cz.

Pojem derivace nalezneme na této strance v u¢ebnici vénované matematice pro
stredni Skoly v kapitole Diferencidlni a integralni pocet. Rozsah vykladu priblizné
odpovidd rozsahu této bakaldrské praci. Autor se zde vénuje definici derivace,
derivacim elementarnich funkci a aritmetickych operaci a zminuje také Rolleovu
a Lagrangeovu vétu. Podrobné se vénuje vySetrovani pribéhu funkce a zminuje
i rovnici te¢ny a normadly, slovni tlohy na hledani extrémi, L'Hospitalovo pravidlo
a fyzikalni aplikace. Z hlediska odbornosti je tato ucebnice srovnatelna s ucebnici

z edice Matematika pro gymnazia. Konvexni funkce je zde definovana takto:
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LFunkce f se nazyva konvexni (md tvar ,d’olicku”) v intervalu I, prdvé kdyZ pro libovolnd

Cisla x4, x5, x3 € I spliiujici nerovnost x; < x, < x3, plati:

f(x3) = f(x1)
— x;

3

flx) < (x2—x1) + + f(xq),

(bod Py [x,, f (x,)] lezi pod primkou P, P3) [9].

Hlavni odliSnost této ucebnice od jinych spociva v tom, Ze student je pomoci
prikladu navadén, aby k novym poznatkim doSel sam, pricemz spravny postup je
v ucebnici podrobné popsan. Na tomto principu je zaloZena celd ucebnice a z mého
pohledu tak tvori prechod mezi dvéma vySe uvedenymi ucebnicemi, protoZe v ni
najdeme jak odborné definice, tak podrobné komentare psané studentskym jazykem.
Autor se také snazi, aby studenti vSechny nové poznatky odvozovali, a nebyly jim
piredkladany jako hotova fakta.

Vétsina uvedenych prikladli obsahuje i feSeni s komentarem. Slabou strankou
této ucCebnice je mensi pocet prikladl k procviceni, ktery autor kompenzuje tak, Ze
odkazuje na konkrétni priklady z publikace Matematika - pripravé Kk maturité
a prijimacim zkouskam na vysoké Skoly od Jindry Petakové. Na zacatku nékterych
kapitol jsou uvedeny znalostni predpoklady, které student potiebuje kzvladnuti
kapitoly. Na konci je vétSinou uvedeno shrnuti novych poznatkd, které je vSak velmi
strohé. Ucebnice je také doplnéna pedagogickymi pozndmkami, ve kterych jsou
zminény autorovi zkuSenosti s tim, kde a jak studenti nej¢astéji chybuji, nebo proc je
pro né obtiZzné danou latku pochopit. Silnou strankou ucebnice je velké mnoZstvi
piehlednych graft.

Na rozdil od predchozich ucebnic zde chybi odpovéd na nejcastéjsi otazku
studentti: ,K ¢emu mi to bude?“. Na druhou stranu studenti mohou byt motivovani tim,
Ze spoustu novych poznatkli odvodi sami. Negativem této ucebnice je, Ze neprochazi
Zadnymi matematickymi ¢i jazykovymi korekturami, a tak je mozné v ucebnici nalézt
néjaké chyby. V ¢asti vénované derivaci jsem Zadné matematické nepresnosti
neshledala, narazila jsem pouze na drobné jazykové nedostatky jako preklepy ¢i chyby
v interpunkci. Autor se tyto nedostatky snazi odstranit tim, Ze pod kazdou kapitolou
umoznuje verejnou diskuzi, kam mohou ¢tenari psat své pripominky ¢i dotazy.

UcCebnice je vhodna spiSe pro samostudium, a to predevSim pro studenty, ktefi nemaji
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radi, kdyZ jim nékdo predklada hotova fakta. Dale je u¢ebnice velmi uZitecna pro ucitele

jako inspirace pro pripravu na hodinu.

5.3.1 Zavedeni pojmu derivace funkce

Predtim, nez ucebnice Realisticky.cz zavede derivaci, vénuje se podrobné
pojmim prirtstek funkce a prirtistek argumentu. Studentlim jsou zadany priklady
typu: dokresli do grafu k vyznacenému Ax odpovidajici Ay a obracené ¢i vyjadri
prirtistek funkce y v bodé x, odpovidajici prirtistku argumentu Ax. Dale si studenti
pomoci prikladli pfipomenou, Ze linedrni funkce ma predpis y = ax + b, kde hodnota

parametru a nam rik3, jak rychle funkce roste nebo klesa. Parametr a pak vyjadii jako

i—i’: % Nasledné jsou studentiim zadany ukoly: Na obrazku je graf funkce
2741

y = f(x).Porovnej,jak rychle roste ve vyznacenych bodech. Jak velkou ¢ast grafu musi
byt okolo kazdého z bodi vidét, aby byl priklad resitelny? Nakresli nékolik obrazka
nasi funkce srizné zvolenou velikosti Ax. Zavisi parametr a na volbé Ax? Jak
dosahneme nejpiesnéjsiho vysledku? Pomoci téchto ukoli ucebnice postupné dojde
k definici derivace, kterou ovéri pomoci vypoctu okamzité rychlosti rovnomérné
zrychleného pohybu.

Tento postup vykladu je velmi nazorny, pouzivd mnoho grafli, které jasné
vystihuji situaci. Myslim, Ze by mohl studenty zaujmout. Problémem miiZe byt to, Ze
takovyto vyklad zabere vice vyucovacich hodin a vyZaduje neustalou aktivitu studentd,
ktera na dnesnich Skolach stale ubyva. Zajimavé je, Ze na rozdil od predchozich dvou
ucebnic vtomto vykladu zazni spojeni ,smérnice tecny” aZ uplné na konci, i kdyz

studenti vétSinu ¢asu smeérnici teny pouZivaji.

5.4 ISIBALO

ISIBALO je vyukovy portal poskytujici vyukova videa, fesené priklady a studijni
materidly zmatematiky, fyziky a nové i zchemie, dostupny na strance
www.isibalo.com. Autorem projektu je Dominik Chladek, jehoz cilem je ukazat lidem,
Ze matematika pro né nemusi byt strasak, ale Ze je miiZe i bavit a hlavné davat smysl.

Tématu derivace se vénuje lekce Diferencidlni pocet (derivace), ve které je
k dispozici 25 vyukovych videi a 132 video prikladt. Rozsah vykladu je Sirsi nez v této
bakalaiské praci, zahrnuje napriklad i derivaci funkce s absolutni hodnotou ¢i Taylortv
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a Maclauriniiv polynom. Z aplikac¢nich tloh jsou zde podrobné uvedeny vSechny kromé
fyzikalnich aplikaci. Nalezneme zde videa, ktera obtiZnostné odpovidaji stredni
i vysoké Skole, pricemz u kazdého videa ¢i prikladu je uvedena jeho obtiZnost. Kazdé
vyukové video se zaméiuje na jedno téma a je dlouhé 10-30 minut. Témér pod vSemi
videi lze nalézt priklady, u kterych jsou prilozena kratka videa s komentovanym
Fesenim, a testy, pomoci kterych si lze ovérit znalost hlavnich poznatki z vyukového
videa. Pro zobrazeni testii a reSeni prikladli je vSak nutné zakoupit predplatné.
K nékterym vyukovym videim jsou priloZeny i prehledné vypisky. Na zacatku kazdé
lekce je uvedeno, co se vdané lekci nau¢ime a k ¢emu se to da pouzit. Nalevo od
kazdého videa jsou uvedeny predpoklady zjinych témat, které by mél student pro
zvladnuti lekce znat, napravo najdeme videa, ktera na danou lekci navazuji. Za zminku
stoji i prehledny, propracovany a moderni design stranky.

Dominik Chladek ve svych vyukovych videich prednasi srozumitelné a nazorné,
i vysokoskolskou matematiku dokaze vysvétlit jednoduchym zpiisobem. Pouziva
odbornou matematiku, kterou vysvétluje lidskym zplisobem, vyklad dopliuje fadou
prikladii a kratkymi testy. Podobné jako piredchozi u¢ebnice jeho vystupy neprochazeji
zadnou korekturou, a tak zde miizeme narazit na drobné chyby z nepozornosti, které
se objevuji predevsim u resenych prikladi. Na nékteré chyby autor upozornuje
a omlouva se za né v popisku videa.

ISIBALO hodnotim jako prinosny a velice propracovany vyukovy portal, ktery
nabizi pomocnou ruku kazdému, kdo si nevi s matematikou rady. Je vhodny jak pro

samostudium, tak pro jedince, ktefi pottebuji vysvétlit latku probiranou ve skole.

5.4.1 Zavedeni pojmu derivace funkce

Dominik Chladek vysvétluje pojem derivace ve dvou videich. V prvnim videu
uvadi geometricky i fyzikalni vyznam derivace. VSe ilustruje pouze na grafech, video
neni doplnéno o Zadné zapisky. Student by si mél z videa odnést, Ze derivace
funkce f v bodé xo udava smérnici tecny ke grafu funkce f v bodé x,. Druhé video se
zabyva samotnou definici derivace. Nejprve je zde zopakovan vypocet smérnice
linedrni funkce, podobné jako tomu bylo u predchozi uc¢ebnice. Poté Chladek prichazi
s myslenkou, Ze smérnici tecny v bodé A lze pribliZzné urcit jako smérnici se¢ny danou

body A a B, pficemz nejpresnéji uré¢ime smeérnici tecny pravé tehdy, kdyz se B bude
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limitné blizit k A. Na zakladé této uvahy zavadi definici derivace a jeji ekvivalentni
zapisy.

Vykladu neni co vytknout, je logicky usporadany a snadno pochopitelny.
V prvnim videu si student vytvori intuitivni predstavu o tom, co to derivace je,

a nasledné v druhém videu je odvozena definice derivace.
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6 Zaveér

Hlavnim cilem bakalarské prace bylo predstavit studentlim strednich Skol
praktické vyuziti derivace funkce jedné proménné. Toho bylo dosazeno
prostrednictvim kratkodobého projektu, ktery se skladal z 10 praktickych priklada
zakomponovanych do kratkého pribéhu o tom, jak spofivy matematik stavi dim.
Projekt nebyl realizovan presné podle pivodniho planu, ale musel byt prizptisoben
aktualnim podminkam ve tridé, kde byl realizovan. Studenty pribéh zaujal a hodnotili
ho jako prinosny.

Vyuziti derivace bylo také ukazano v kapitole Aplikace derivace, kde bylo
predvedeno 12 teSenych prikladi zoblasti hledani rovnice teny a normaly,
vySetrovani pribéhu funkce, reSeni nékterych limit pomoci L'Hospitalova pravidla
a zakladnich fyzikalnich aplikaci. Témto aplikacim a projektu piredchazelo teoretické
shrnuti pojmu derivace, doplnéné o historicky vyvoj tohoto pojmu.

Posledni kapitola se vénovala porovnani vybranych vyukovych materiali
zameéienych na diferenciadlni pocet a miize byt velkym piinosem pro ucitele i studenty,
ktefi se diferencidlnim poctem zabyvaji a hledaji studijni material, ktery by jim nejvice
vyhovoval. Prvni vyukovy materidl tvorila u¢ebnice z edice Matika pro spoluzaky, ktera
se zaméfuje na vysvétleni zakladnich pojmia studentskym jazyk a je vhodna pro
studenty, ktefi se snazi vyhnout sloZitym matematickym zapistim. Dalsim materidlem
byla ucebnice z edice Matematika pro gymnazia, kterd je odbornéjsi, podrobné;jsi
a obsahuje vice prikladd nez Matika pro spoluzaky. Tato ucebnice je dobrym zdrojem
pro pripravu na studium na vysoké skole.

Treti vjyukovy material predstavovala internetova ucebnice Realisticky.cz, ktera
je zaloZena na principech realistické pedagogiky a je vhodna pro jedince, ktefi nemaji
radi, kdyz jim nékdo predklada hotova fakta. Poslednim porovnavanym vyukovym
materidlem byl vyukovy portal ISIBALO, ktery se sklada z vyukovych videi a rady
FeSenych prikladii. ISIBALO obsahuje i vysokoSkolské ucivo a je vhodné pro samouky,
kteri davaji prednosti vyukovym videim pred papirovymi uCebnicemi.

Vérim, Ze tato bakalarska prace rozsitila povédomi studentl stiednich skol
o praktickém uZiti pojmu derivace a je pro né jak dobrou studijni oporou, tak stru¢nym

prehledem vsoucasnosti dostupnym vyukovych materidli zaméfenych na
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diferencialni poCet. Dale doufam, Ze projekt navrZeny v této praci budu v budoucnu pfi

vyuce vyuzivat nejen ja ale i ostatni ucitelé.
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Prilohy

Priloha 1: Plan pozemku, do kterého studenti zakreslovali jednotlivé objekty

Plan Petrova pozemku SEVER

ZAPAD VYCHOD

JIH

1:500



Priloha 2: Pracovni list k prikladu ¢islo 1

Priklad €. 1: Do kruhu o poloméru 50 m chceme vepsat pravotuhelnik maximalniho obsahu.

Jaké bude mit tento pravouhelnik rozméry?
Reseni:

NAcrt situace:

Vyjadteni funkce, jejiZ extrém hledame:

Podminky existence proménnych:

Z dalsiho vztahu mezi proménnymi vyjadrime jednu proménnou pomoci druhé:

Prevedeme funkci na funkci jedné proménné:

Nalezneme extrém funkce:

— Vypocteme prvni derivaci:

— Urcime stacionarni body:



— Ovérime, zda funkce nabyva ve stacionarnim bodu pozadovaného extrému:

Dopocitame druhou proménnou:



Priloha 3: Ukazka reseni prikladu c¢islo 1 studentem

Priklad ¢&. 1: Do kruhu o poloméru 50 m chceme vepsat pravothelnik maximalniho obsahu. Jaké

bude mit tento pravothelnik rozméry? P 5 0
2 2
A= /7" +/

Reseni:

NAacrt situace:

Vyjadieni funkce, jejiz extrém hleddme: ~ Q‘!— 02 ;
f — j 2,20 [ / = dl/ i 2 2
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Prevedeme funkci na funkci jednél)r;gménné:
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Nalezneme extrém funkce: &24/ [ﬁﬁ/n ,_ga/é&/ — O

— Vypocteme prvni derivaci: g
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- Ovéfime, zda funkce nabyva ve stacionarnim bodu pozadovaneho extrému:

JONR ey /2 il
Voo — s~

Dopocitdme druhou proménnou:
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Priloha 4: Ukazka reSeni prikladu 6 studentem

Priklad ¢. 6: Chceme vytvorit dlaZdénou nadrz na vodu ve tvaru hranolu se Etvercovou podstavou.
Mame dostatek materidlu na vydlazdénf plochy 192 mz Vypoctéte, jaké rozméry bude mit nadrz,

aby byl jeji objem maximalni.

Reseni:
‘)
Nacrt situace: -’/,f’_’“ : /01
/
/
/
4 7
4 / W
—

Vyjadreni l'unkgegle'i'z extrém hledame:
) = —(,l oy =

=

Uymd

Podminky existence proménnych:
&L =A™
( U -

Z dalsiho vztahu mezi proménnymi vyjadiime jednu proménnou pomoci druhé:
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- Vypocteme prvni derivaci: SEE e
¢ Ly
V' = 74 ) 4= ﬁ,?c #. s
) % w2 ]
//.(-p 7
/ _— - 547
= %
4
- Ur¢ime stacionarni body:
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— Ovéiime, zda funkce nabyva ve stacionarnim bodu pozadovaného extrému:
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Priloha 5: Hodnoceni projektu studenty
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Priloha 6: Ukazkova strana z ucebnice z edice Matika pro spoluzaky

kapitola

1

Derivace funkce

Ach ty derivace!

V této podkapitole ti kone¢né feknu, co znamena pojem derivace. Naucim té pravidla pro derivovan{
nejen souctu nebo soucinu jednoduchych funkci, ale i funkci slozenych.

Na co umét derivace?

Derivaci funkce ziskas jeji te¢nu v daném bodé. Diky derivacim muize3 vyFesit matematické, fyzikalni,
ale i ekonomické problémy. Jestlize graf funkce popisuje napfiklad drahu né&jakého télesa v Case, tak
derivace funkce vyjadFuijici tuto situaci v konkrétnim bodé popisuje rychlost télesa v tomto bodeé. Dale
derivace vyuzije$ napfiklad v ekonomii. Diky nim bude3 moci urcit takovou cenu, pfi které bude firma
maximalizovat zisk.

Derivace a matematika?

Derivace se v matice vyuziva opravdu hodné, napfiklad diky ni dokaZes urcit extrémy (maxima

a minima) funkce. Hlavni vyuziti derivace objevis b&hem vy3etfovani pribéhu funkce. O prabéhu
funkee ti ale feknu aZ v dal3f podkapitole. Pokud ovladnes vypocet limit a derivac, tak dokazes urcit
prabéh vsech moznych funkci.

Nyni to bude jen o derivaci

T Gvodu asi tusis, ze derivace funkce je smérnice teény grafu funkce v daném bodé. Tecna je pfimka dotykajici
:= grafu v jednom bodé. V pFipadé derivace te€na svira s osou x Uhel g, takZe tangens a je smérnice tecny a ta
_réuje, jak moc je te¢na naklonéna.

v

Na obréazku vidf te¢nu t funkce f: y = x* prochazejici bodem A[1; 1]. Tangens Ghlu a vypotitas jako podil protilehlé
strany ku prilehlé strané pravothlého trojahelniku, ktery vznikne pomoci tecny ¢, osy x a kolmice z bodu A na

osu X.
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Priloha 7: Ukazkova strana z ucebnice z edice Matika pro spoluzaky

Na zacatku jsem ti fekl, Ze tangens Ghlu je smérnice tegny, takze derivaci vypoéitas jako podil zmény hodnoty na
ose y azmény hodnoty na ose x. A ted'to viechno je3té dat dohromady.

Funkéni hodnota Vzdalenost hodnot Funkéni hodnota
v bodé x na osey v bodé a

F(a)= lim L% =19)

X—a X =L

| i ——————3» Hodnota, ke které se blizi x

: Vzdalenost hodnot

Nna ose X

Limita pro x jdouci 1
k bodu a Y
Hodnota bodu x

fla)

~ IN

0 a-6 a a+6

Prvni derivace funkce fv bodé a se znati jako f'(a). Pokud by bylo za tkol zjistit druhou derivaci (co? je derivace
Z prvni derivace), tak by se to znacilo jako f"(a). TFeti derivace (co? je derivace z druhé derivace) by se znacila jako
" (0). V pfipadé, Ze by se méla provést derivace vy3ich Fadu, tak by se vie zapsalo pomoci ¢isel v zavorkach -
napriklad u ¢tvrté derivace by to bylo f“(a).

37



7

bnice z edice Matematika pro gymnazia

ce

v

Ukazkova strana z u

Priloha 8

nojruay s eaooeid

ows( yoopednd yofuopoan A 9% ‘O[gnou 99si[ TIRURY) NWPUIOZO]
“AuaA1z
ouwIoWOuA0I dwrgafzeu qAyod 0jUd) 0301d ‘WASE S JUIPUOUAOTL 3501
mm ‘WE 4p = a of 2 NIZUEO WPAOSEY WHU[OAO]I] A JSO[(DAT BPZWBO 9%
‘yseqod Apoy ouDZNIN 03D = @ YPPI[SAA [[eSIZ ows( yoapedurd noqo A

01 g
03 = 03¢ .em = (07 4 7).wuy] em =
07 — 7 0pe— 07 — e I AVA a4
e £ ﬁ:&cm =3 mk ? = W = ld.. wi =0
92— 53 T Yps— g0 sV
G il G fodte o (iNei=g
(Y~ mtcm — mtﬁ — mﬁdm = (02)s — (1)s =SV
speurl ouwsd ogau
Z 01V vj i G L s
‘09D = A D= + chV wi = - = W = — I =0
7 AV I NGﬂvdm + 970 v

ryerd syed 07 asen A 4SO[YIAT NOYIZUIERNO O1d

¢ e
.Ncﬁem + v o = Wéw = I c%m = (09)s — (v +M)s =8Y
; 1 ; :
o 07 osBY A AYRIP YOISNILLJ "BIURISUOY
af v opy rmﬁcm = (3)s woeyeyza eup of nqdyod oypreyouriad eYRICT
T Peidd
1 9 ] 9 — g R AV
95—y :m:m 2l Y oﬁﬁq _ m cE: _
(Ops—@s (s (v + s sV

ngruay| oxel yeaouyep owepng 07 9se A 180)y2fih NOPZUDY()
gy 1suew of Wiy ‘1fpusord wy) 07 ose) A q4yod ofnzI9)s[eIeYD @ RURIPA
0 =3 v A%

- = =q

s— (s (s — (v +%)s sV

uezel

-£a eugp of (377 + 07 ‘07) N[BAIONUI WHAOSEY A & 180y2fid DULIUNLT

98

I'v°190 (%p)s — ()8
ANop nyeIp poq izemn 7 © 07 £se) 1zow
I Y2 10 9qop A "T'F 190 ‘()5 = s eoyuny Jeid ey

amweuR)SOp ‘(7)s NYRIP NOYNIP BU ‘7 S€
(07)s IOFPURI OWOPN] DUPLINOS AARISNOS NSO

nupal eN ‘7 nsey yunj ‘Ay1z4j z swreuz

el “of (2)s eyri(] "0 = 7 DYIZWENO PO [1Z

-RIN POQ NOIOYY ‘(7)§ NYRIP JLIZWT SUTIPILY

7 9SLD BU 1)SO[SIARZ A UIAOIRZ © SBD JIIPUT

owpuez Myizueyo oyysil pO -elngdy
\ (D5 odes L1909y ‘poq Aujoury owrlnzean)

% npoq oyaujoury nqiyod Jso[yrA1 gjzuresy(

“A1zAy z wprqoad uopal
'U [UAU 9s auifoArpod [0 ‘0x] 7 9poq A J oouny nyeid Ly fiugay 10w
~L9WS RARPTL ‘10R9IAI9IUI NOYILIIOW0dS UL RITWIL] 0R) 9% ‘ows( [[ezey )

0% — I Oz e—m T 0—2zVv I\7 0—2V
e Wi = ¥ wi = |4. iy

(02)f — (@)J (05)] — (v + 02)] iy

nojua| eadqez [0 ‘0x) 7 apoq A f ojuny njeid Luney
WY S 1JSO[STATNIOS A os awsl ATojrdey pilozeyopeid Uy N
Aupay soTUIOUG

TIWURTD B 9D1ZAJ ‘TLIJOUI0dT A 9IRALIOP I1ZNL IS
SIOZRYN ‘“RWIUTIU OCOT ‘RUITXRUL PTLC| 0 € ‘AUII[OA JURD NWIIJXD [UIIMN
ouraopezod o opy ‘Ayorn 1mao[s 159l ot swepn( ‘nyeid yoilal ruslor)s
98 aujenA ‘Toyumy Ayaquid jeaoljesda woqosndz wrujuedoe awIpneu
98 90RALIDP om0 “1lopzod surezeyn el ‘4eg0d TUTRIOULISJIP ASZRU I
Apoay ' ‘eoyuny [RIOULISIP uefod ISIANOS 9071 20UNJ IORALIOD § ‘1139
-od oqrupeuizojruyut wingifid 3 9dyury sovArIop 11jed AL O[poA

oAl

3poq A 3d)juny 39DALIRQ LY

AMINNG IDVARNEA ¥



Priloha 9: Ukazka z internetové ucebnice Realisticky.cz

PF. 3:  Kterym Cislem charakterizujeme miru ristu linedrni funkce. Jak se toto ¢islo poditd,

pokud zname dva body grafu funkce?

? Miru ristu linedmi funkce charakterizuje hodnota parametru a, kterd take udava tge (@ je
¢ thel, ktery graf svird s kladnou poloosou x).
i Hodnotu a mizeme vypocitat ze dvou bodi grafu, bud’ dosazenim do rovnice y =ax+5b nebo

! vzorcem a = Ay ~F2"h

L J

Uréit, jak rychle funkce roste nebo klesd, neni u linedrni funkce nic tézkého. Zkusime, zda by
néco podobného Slo provést 1 u slozitéjdich funkcei, které nejsou linedrni (linearni funkee

situact zjednoduduje tim, Ze se méni pofad stejnym zplsobem a jeji zména je v kaZzdém bodeé
stejnd).

PF.4: Na obrizku je graf funkce y = f(x). Porovnej, jak rychle roste ve vyznadenych

bodech. Jak velkou ¢ast grafu musi byt okolo kazdého z bodi vidét, aby byl pfiklad
feditelny.

!'Irli

&

—\

L

i Funkce y=f (x) roste nejrychleji v bodé x, (graf je v ném nejstrmé&jii), nejpomaleji v bodé
x, (graf je v ném nejpozvolnéjii).

i K vyfedeni pfikladu sta¢i vidét libovolng malou Cist grafu funkce v okoli bodu, ve kterém
: mame porovnat rychlost ristu.



Ukazka z vyukového portalu ISIBALO

Priloha 10
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