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Uvod

Uloha nelinedrniho programovani je nejcastéjsi typ ulohy, kterou muzeme v
ramci optimalizace fesit. Jedna se o tlohy, kdy minimalizujeme nelinearni funkci a
feSeni je podminéno omezujicimi podminkami, jenz jsou také obecné nelinearni.

V této praci se zaméifime konkrétné na metodu Sekvencionalniho kvadra-
tického programovani, zkracené SQP. V prvni kapitole se seznamime se zakladnimi
pojmy nelinedrniho programovani, jenz jsou nutné k pochopeni celé problematiky
optimalizace. Velky duraz je dan i na podminky optimality, jenz jsou zakladnim
kamenem pii hledani minima danych loh a navic si predstavime i jejich specialni
tvar pro ulohy konvexniho programovani.

Po sezndmeni se zakladnimi pojmy a podminkami optimality si projdeme
nejjednodusi ilohy nelinearniho programovani a to tulohy kvadratického progra-
movani. Na zacatku budou uvedeny zakladni pojmy konkrétné pro tento typ
uloh a nasledné se podivame piimo na metody feseni tloh kvadratického progra-
movani. V prvni fadé pujde tlohy s omezenimi tvaru rovnosti, k jejichz reSeni
muzeme vyuzit naptiklad metodu nulového prostoru, kterd bude nésledné de-
monstrovana na konkrétnich prikladech. Nésledné pujde o tlohy kvadratického
programovani s omezenimi tvaru nerovnosti, s nimiz je spojena metoda aktivni
mnoziny.

Ve treti kapitole se uz primo podivame na metodu SQP. Odvozeni pricipu této
metody bude provedeno na tlohach nelinearniho programovani s omezenimi tvaru
rovnosti. Coz nasledné zobecnime na tlohy nelinedniho programovani s ome-
zenimi tvaru rovnosti i nerovnosti. U kazdého typu tloh bude uveden i zakladni

tvar algoritmu a jeho pouziti na piikladu.



V predposledni kapitole ukazeme, jak lze upravit zakladni algoritmus, abychom
usnadnili vypocty a urychlili konvergenci. Naptiklad aproximaci hessianu kvazi-
newtonovou metodou nebo tpravou kroku pomoci merit funkci. V posledni kapi-
tole jsou uvedeny konvergenc¢ni véty pro algoritmy SQP.

Kazdou metodu, kterou zde budeme probirat jsem doplnil o program v MATLABU,
pro jejich ptimé pouziti v tomto softwaru. Navic budou vsechny naprogramované
funkce ukazany na prikladech, aby bylo mozné porovnat ru¢ni vypocet s vypoctem

v MATLABU.



Kapitola 1

Nelinearni programovani

V této kapitole se seznamime se zakladnimi pojmy nelinedrniho programovani
a podminkami optimality. Znaceni je prevzato prevazné z [3] a je i hlavnim zdro-

jem pro tuto problematiku.

Zakladni pojmy

Ulohou nelinearniho programovani rozumime tlohu, kdy hledame bod v némz
nelinearni funkce nabyva lokalntho nebo globalniho minima, pficemz oblast na
které takovy bod hledame je omezena rovnostnimi a nerovnostnimi podminkami.

Tato uloha nelinearniho programovani se da zapsat jako

minimalizovat f(z) reX
za podminek ¢;(z) <0, iel={1,...,m} (1.1)
hj(l’> =0,7¢€ J:{l,‘.‘,?"}

kde f(x), g;(x), hj(z) jsou dané funkce n proménnych, mnozina X je otevienou
podmnozinou R". Funkce g;(z) predstavuje i-tou omezujici podminku tvaru ne-
rovnosti a funkce h;(x) predstavuje j-tou omezujici podminku tvaru rovnosti.

Budeme predpokladat, ze funkce f, g;, h; jsou spojité diferencovatelné. V dalsim

textu se budou omezujici podminky uvadét i pomoci vektorovych funkei

91(z) hi(r)
g(x) = : € R™, h(z) = : € R",
gm(l‘) hr(l’)



stejné tak i matice sestavené z jejich gradientu
Vi (x)" Vhi(z)"
Vyg(z) = : e R™" Vh(x) = : e R™"
Vgm(z)T Vh,(x)"
V nékterych piipadéch budeme predpokladat, Ze funkce f,g;, h; jsou dvakrat
spojité diferencovatelné. Z tohoto duvodu mohou byt pouzity matice sestavené z
jejich hessianu
Vg1 (z)T V2hy(z)T
Vig(z) = : € R™" V2h(z) = : e R™™.
V2 (x)T V2h,(z)T
V celém textu budeme uvazovat sloupcové vektory. K oznaceni vektoru a matic
nebude pouzito tucné pism, jak tomu byva v jinych textech. Z kontextu bude
vzdy zfejmé, zda se jedna o matici, vektor nebo skalar.
V pripadé nepodminéné optimalizace, bychom se zajimali o mnozinu X C R a
piimo na ni bychom hledali minimum dané funkce. V piipadé nelinearniho pro-
gramovani musime brat v ivahu i omezujici podminky, které vymezuji pripustnou

mnoZinu, na které budeme hledat minimum funkce.

Definice 1.1. Pripustnou mnozinou ulohy nelinedrniho programovani (1.1) bu-

deme rozumnét mnozinu
S={re X :g9(z)<0,h(z)=0}.

Obecné vzdy musime rozlisit o kterém minimu vlastné mluvime. V prvni
fadé jde o lokalni minimum, kterych muze mit minimalizovana funkce nekonecné

mnoho.

Definice 1.2. Bod x* € S nazveme bodem lokdlniho minima ulohy (1.1), jestliZe

eristuje 0 > 0 takové, Ze
f@) < flz)  VeeSnB("0),

kde B(x*,0) je 0-okoli bodu x*.
Plati-li pro x # x* ostrd nerovnost, hovorime o ostrém lokdlnim minimu.
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Druhym typem je globalni minimum. Bodu ve kterych funkce nabyva globalniho
minima muze byt taktéZz nekonecné mmnoho, ale funkéni hodnota, kterda témto

bodum odpovidd muze byt pouze jedna.

Definice 1.3. Bod z* € S nazveme bodem globdlniho minima ulohy (1.1), jestliZe
fl@®) < f(x) Vo e S.

Plati-li pro x # x* ostrd nerovnost, hovorime o ostrém globdlnim minimu.

V ramci nepodminéné optimalizace bychom hledali lokalni nebo globalni mi-
nimum nelinearni funkce f na celém X C R", ale v pripadé nelinearniho pro-
gramovani obsahuje tloha (1.1) omezujici podminky, které definuji pripustnou
mnozinu bodu S. V takovém piipadé bod feseni tilohy nelinearniho programovéani
(1.1) nemusi byt totozny s bodem, ve kterém nelinearni funkce f nabyvé svého
lokélniho nebo globalniho minima na X C R™.

Obecné tloha (1.1) je omezena podminkami rovnostniho i nerovnostniho typu.
Podivame-li se na tvar nerovnostnich omezujicich podminek muzeme se zamyslet
nad situaci, kdy budou splnény ve formé rovnosti g;(z) = 0. Z geometrického
hlediska se jedna o pripad, kdy mame bod z, ktery lezi na hranici piipustné
mnoziny, kterd je definovand nerovnostni omezujici podminkou g;(x) < 0. Sou-
hrné vSechny nerovnostni podminky, které v daném bodé budou splnény jako

rovnostni nazyvame aktivni podminky.

Definice 1.4. Necht x € S. Mnozina

I(x) ={iel:gx)=0}

znaci mnoZinu indexu aktivnich podminek tvaru nerovnosti v bodé x. Spolu s
mmnozZinou indexu vsech podminek tvariu rovnosti tvori mnozZinu vSech aktivnich

podminek v bodé x.

S aktivnimi podminkami pracuji nékteré metody nelinearnitho programovani,

napt. metoda aktivni mnoziny, ktera bude popsana v druhé kapitole 2.
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1.1. Podminky optimality

Zakladni myslenkou optimalizace je nalézt feseni tlohy (1.1), tj. bod z* € S,

ve kterém funkce f nabyva svého minima na piipustné mnoziné S. V takovém
pripadé nam ale vznika otazka, jaké podminky musi bod minima splhovat a
pripadné, jak ho najit. Tuto problematiku fesi podminky optimality, které maji
vyznam jak v teorii, tak i pro praktické vypocty, jelikoz nékteré metody ne-
linearniho programovani jsou z nich pfimo odvozeny.
Obecné podminky optimality délime na dvé skupiny a to na podminky nutné
a podminky postacujici. Z pohledu teorie nutné podminky musi byt splnény v
kazdém feseni dané tlohy (1.1). Coz nevyluc¢uje moznost jejich splnéni i v jinych
bodech, to ale neplati pro postacujici podminky. Z praktického hlediska hledame
vSechny body ve kterych jsou splnény nutné podminky optimality. Tim ziskame
mnozinu bodu,tzv. kandidatu, z nichz nékteré mohou byt skute¢nym bodem mi-
nima. Postac¢ujici podminky ovéruji, ktery z kandidatu je skutecné feSsenim dané
tlohy (1.1). Déle se podminky déli na podminky prvniho a druhé fadu. V pripadé
ze se jedna o podminky 1. fadu jsou podminky zaméreny na ovérovani maximalné
prvni derivace neboli na gradienty spojené s iilohou. Podminky optimality 2. fadu
navic fesi i vlastnosti hessianu, které jsou s ulohou spojeny.

Karush-Kuhn-Tuckerovy podminky, zkracené oznacované jako KKT podminky,
jsou zobecnénim podminek optimality pro nepodminéné tlohy. V dalsim textu
budou uvedeny KKT nutné podminky 1.tadu a KKT postacujici podminky 2.

radu.

Véta 1.1. [7, Véta 2.4 J[Karush-Kuhn-Tuckerovy nutné podminky] Necht x* € S
jge bod lokdlniho minima ilohy (1.1). Necht I(x*) = {i € I : g;(z*) =0} a necht
gradienty Vgi(z*),i € I(z*), a Vhij(z*),j = 1,...,r, jsou linedrné nezdvislé.

Potom existuje dvojice vektoru (N*, u*) € R™ x R" takovd, Ze plat{

1 Vf(a*)+ > AVgi(z*) + > wiVhi(a*) =0,
i=1 =1

J

2. M >0, Vi=1,....m,
12



3. Xgi(z*) =0, Vi=1,...,m.

Prvni KKT podminka ve Vété 1.1, je zobecnénim podminky pro nepodminéné
ulohy, kde je nutné, aby gradient v bodé minima byl nulovy. Prvni podminku

muzeme zapsat v maticovém tvaru
V(") + Vg(z*) '\ + Vh(z*) " = 0.

Vektory A a p se nazyvaji Lagrangeovy multiplikatory. Jak uvadi Véta 1.1, pouze
pro multiplikdatory spojené s podminkami tvaru nerovnosti je nutné ovérit i jejich
znaménko. V literatute, napf. [5], se muzeme setkat i s ilohami, kde podminky
tvaru nerovnosti maji tvar g(z) > 0. V takovém piipadé bude druhd podminka
mit tvar A} < 0,V:i = 1,...,m nebo je nutné upravit omezujici podminky do
tvaru —g(x) < 0. Treti KKT podminka se nékdy uvadi i pod pojmem podminky
komplementarity. Obecné muzeme fict, ze multiplikdtory spojené s omezujicimi
podminkami tvaru nerovnosti, které nejsou v bodé z* nejsou aktivni musi byt
nulové, tj.

=0, Vg I(ah).

V piipadé, ze plati A > 0, Vi € I(z*), potom mluvime o striktni komplementa-
rité.

Pravé nutné KKT podminky jsou zdkladem pro odvozeni nékterych metod
nelinearniho programovani. Ovéreni KKT podminek je nazorné predstaveno na

nasledujicich ptikladech.

Piiklad 1.1. [I] Mdme dlohu nelinedrniho programovdni s omezenimi tvaru ne-

r0VN0Sti

minimalizovat f(x) = —2x1 + 4,
za podminek (1 — x1)® — zy >0,

To + 0.251’% —1>0.
V tomto pripade upravime nerovnostni podminky a nase uloha bude mit poté tvar
minimalizovat f(x) = —2x1 + X9,
za podminek w3 — (1 —11)% <0, (1.2)
1— 12y —0.2522 <0.
13



Nutné KK'T podminky pro tuto wlohy jsou ve tvaru

—2+4+ 3)\1(1 — 1’1)2 —0.5X21 =0

s 1+ A =X =0

2.0, >0, Ay >0

A (g — (1 —21)3) =0

g A2+ (1—0.2522 —a5) =0

Mdame celkem ¢tyri rovnice o ctyrech nezndmych. Podivdme-li se na treti podminku
muzeme vzit v uvahu nékolik alternativ, pripad kdy oba multiplikdatory Ay = 0 a
Ao = 0, nemuze nastat jelikoz by nebyla splnéna druhd rovnice z proni podminksy.
Z toho muzeme odvodit, Ze minimdlné jedna omezujici podminka bude aktivni.
Pripad, kdy obé podminky budou aktivni ndm ddvd bod z = (0,1)T a X = (A1, )T =
(%, g)T, ktery splniuje nutné KKT podminky. Ddle pro \y = 0, bude Ay = 1 a od-
povidagici bod x = (—4,—3)T, ktery také sphiuje nutné KKT podminky. Posledni
moznost Ao = 0, kde \; = —1 nesplnuje druhou podminku, protozZe Ay je zdporné.
Na obrdzku 1.1 je tato tloha zobrazena graficky. Pripustnd mnoZina je zde v
levé cdsti obrazku, kterd je vymezena omezujicimi podminkami, spolu s vrtevni-
cemi funkce f(x) je zrejmé, Ze bod Tesent wlohy bude leZet na hranici pripustné
mnoziny. Ddle jsou na obrazku 1.1 vykresleny dva body, ve kterych jsou splnény
nutné KKT podminky. Z obrdzku je zrejmé, Ze pouze jeden z téchto bodu je bodem

lokdlniho minima.

14



10

Obréazek 1.1: Uloha (1.2)

Piiklad 1.2. [5] Mame tilohu nelinedrniho programovdni s omezenim tvaru ne-

rovnosti,

minimalizovat f(z) = 100(z2 — (21)?)* + (1 — 21)° (1.3)

za podminek xo > —1.5.
konkrétné se jednd o minimalizaci Rosenbrokovy funkce pro dvé nezndmé, nutné

KKT podminky pro tuto ulohy jsou ve tvaru
—400x129 + 400(21)2 + 22, — 2+ X -0=0
200(xg — (21)?) = A1 =0

2.0 2>0
3. AM(—z2—1.5)=0

Z treti podminky muzeme urcit dvé mozné alternativy, pruni mozZnosti je xo =
—1.5. Dosazenim do prvni rovnice z pruni podminky zjistime, Ze pro x; nedo-

staneme vypoctem Zddné redlné koreny a tedy tato alternativa nevede k tesend.

15



Druhou alternativou je A\ = 0, dosazenim do druhé rovnice prvni podminky a
substituci do pruni rovnice ziskdme veseni v = (1,1)T, které spliuje nutné KKT
podminky. Tato tloha je graficky zobrazena na obrdzku 1.2. Pripustnd mnoZina je
zde celd polorovina nad vykreslenou funkci g, (x) a ddle je na obrazku 1.2 vykreslen

bod, ve kterém jsou splnény nutné KKT podminky.

Obréazek 1.2: Uloha (1.3)

Lagrangeovy multiplikatory, pifipadné KKT multiplikatory, piimo souvisi s
Lagrangeovou funkci, ktera velmi zjednodusuje zapis podminek optimality, ale

vyuziva se i v nékterych metodach optimalizace.

Definice 1.5. [Lagrangeova funkce] Lagrangeovou funkci nebo lagrangiinem

prislusejicim tloze nelinedrniho programovand (1.1) nazveme funkci
Lz, A ) = f(2) + > Nigilw) + D pihy(x)
i=1 j=1

16



V dalsim textu se setkdame i s gradientem Lagrangeovy funkce
VaoL(x,\ ) = ZAvg, +Z“1Vh
a hessianem Lagrangeovy funkce
V2 L(z, A\ p) = )+ Z NV23gi(x) + ZW hi(

Pro prehlednost 1ze prvni KKT podminku lze psat ve tvaru
V. L(z*, X", u*) = 0.
Tato podminka odpovida hledani stacionarnitho bodu Lagrangeovy funkce.

Poznamka 1 (Citlivost). Hodnota Lagrangeovych multiplikdtori primo souvisi s
citlivostni analyzou, tj. jak je dany bod citlivy na pritomnost omezugici podminky.
Obecné pro vsechny neaktivni podminky v daném bodeé jsou multiplikdatory nulove,
coZ znamend, Ze dany bod meni na tyto omezujici podminky citlivy. To plati 1
pro aktivni podminky, kde je hodnota multiplikdtoru nulovd. Vezmeme-li priklad
1.1, kde jsme vypoéitali bod v = (—4,—3) a pro omezujici podminky g1, go
odpovidajict multiplikatory \y = 0, Ay = 1. V tomto pripadé muzeme rict, Ze
dany bod neni citlivy na omezujici podminku g,. Pro omezujici podminku gy nds
muze zagimat sila citlivosti. Pokud bude hodnota \;||Vg;(x)|| je mald, pak citlivost
nent silnd. Pro uvedeny priklad bude tedy

No||Vga()|| = 2.2361.

Podrobnosti k analyjze citlivosti lze najit napr. v [1].

Jelikoz KKT podminky predstavené ve Vété 1.1 jsou nutnymi podminkami
optimality musi platit v kazdém bodu lokalntho minima tlohy nelinearniho pro-
gramovani (1.1), coz ale nevylucuje existenci jinych bodu z piipustné mnoziny ve

kterych jsou také splnény KKT podminky, jak bylo demonstrovano na Piikladu
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1.2. Abychom mohli rozhodnout, které z urcenych bodu jsou skuteéné bodem
lokalniho minima je tfeba ovérit i platnost postacujicich podminek v danych bo-
dech.

Pro definovani téchto podminek je treba se nejdiive seznamit s dvéma pojmy a

to mnozina linearizovanych pripustnych sméru a kriticky kuZel.

Definice 1.6. Necht x € S je dany bod a I(x) je prislusnd mnoZina indexi
aktivnich omezeni tvaru nerovnosti v tomto bodé. Mnozinou linearizovanych

pripustnijch sméru v bodé x budeme rozumét mnozinu
LFD(x) = {p €ER": Vg(z)'p<0 Viel(z), Vhj(z)'p=0 Vj=1,... ,r}.

Definice 1.7. Nechl x* € S je bod lokdlniho minima tlohy (1.1), necht \*, p*
jsou odpovidagici vektory Lagrangeovych multiplikatoru splnujici KKT podminksy.

Kritickym kuZelem v bodé x* rozumime mnoZinu
C(z*) = {p € LFD(z*) : Vgi(z*)"p = 0,Vi € I(z*) pro néz\; > 0} .

Pomoci kritického kuzelu muzeme nasledné zformulovat nutné a postacujici
podminky optimality 2. fadu. Pro tyto podminky je nutné, aby dané funkce f, g

a h byly dvakrat spojité diferencovatelné.

Véta 1.2. [7, Véta 5.2] Necht z* € S je bod lokdlniho minima <ilohy (1.1). Necht
v bodé z* jsou gradienty Vg;(z*),i € I(z*), a Vhj(z*), j = 1,...,r linedrné
nezdvislé. Necht \* € R™ a p* € R” jsou vektory Lagrangeovijch multiplikdtorii,

které splnuji KK'T podminky, tj. plati

o V. L(z* \,u*) =0,

[ ]
>
< %
)
=
8
*
S~—
I
o

Vi=1,...,m. Potom plati
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Véta 1.3. [3, Véta 5.3][Postacujici podminky optimality 2. vddu] Necht z* € S
a necht existuji vektory Lagrangeovijch multiplikdtori \* € R™, u* € R” tak, Ze
spolecné splnugi KK'T podminky

1. V L(z*, X, 1u*) =0

5. Agi(z*) =0 Vi=1,...,m.
Necht navic plati
PIVLLE N @ )p >0 VpeCla™),p#0
Potom x* je bodem ostrého lokdlniho minima dlohy (1.1).

Obé véty jsou uvedeny i ve zdroji [1], lisi se pouze pouzitym znac¢enim. Rozdil
mezi témito vétami je hlavné v pfedpokladu na bod z*, kdy u nutnych podminek
predpokladame, ze bod z* je bodem lokalniho minima, ale u postacujicich podminek

tento predpoklad neni.
Piiklad 1.3. Vezmeme ted zaddni predchoziho prikladu 1.1. Kde jsme méli ilohu

minimalizovat f(x) = =21 + X2
za podminek (1 —z1)% — x5 >0

Lo —1—0.251’% —1>0

Pri reseni nutnych KKT podminek jsme dostali dva body, které tyto podminky
spligi z = (0, 1)T, X\ = (%, g)T ax=(—4,-3)T, A= (0,1)T.

Zameérime se ted na bod x = (—4,—3)T. Hodnoty multiplikdtori jsou zde Ay = 0
a Ao = 1. JelikoZ jsou splneny nutné KK'T podminky je treba overit zda hessidn

lagrangeovy funkce V2, L(x*, \*) je pozitivné definitni na kritickém kuZelu C(x*).
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V tomto pripadé je kriticky kuzel dan mnozinou C(x) = {p €R?: Vgo(x)Tp = O}.

Urcime hessidn lagrangeovy funkce, kde

v = (1) V-3 0) v - (70%)):

Hessidn Lagrangeovy funkce v bodé x = (—4,—3)T pak bude

Vi L(z, ) = V2 f(2) + MV21(2) + Ao VPga(2) = <_8‘5 8) :

Nyni overime, zda pro smerp = (1,2)T € C(x) plati podminka p* V2, L(x, \)p > 0

(1, 2) (‘8‘5 8) (;) =-05<0

Miizeme tedy vict, Ze bod x = (—4,—3)T neni bodem lokdlniho minima ikdyz
splnuge nutné KK'T podminky 1. 7dadu, jelikoZ nesplnuje nutné podminky 2. rddu.
V pripadé bodu x = (0,1)T se nejdrive podivame na kriticky kuzel, kde

Vol = (%) Vet = ().

V tomto pripadé kritickyj kuZel obsahuje pouze jediny vektor p = (0, 0)T. Podivime-
li se na podminku pro hessiin Lagrangeovy funkce, muzeme tict , Ze pro nutné
podminky 2. Tadu je spinéna ve tvaru rovnosti. Pro postacugici podminky je mnozina
nenulovych vektoru, které patri do kritického kuZelu, prdzdnd, proto muzeme Tict,
Fe podminka je spinéna. Z toho plyne, Ze bod v = (0,1)T je bodem lokdlniho

minima.

Pro nékteré ulohy (1.1) muze byt slozité vypocitat hessian Lagrangeovy funkce
a nemusi byt snadné ovérit zda je hessian pozitivné definitni nebo pozitivné semi-
definitni na kritickém kuzelu. Nejjednodusi formou tloh v takovém piipadé jsou
ulohy konvexniho programovani, kde odpada nutnost vypoc¢tu hessianu Lagran-

geovy funkce, jak se muzeme presvédéit v nasledujici véte.
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Definice 1.8. [ Uloha konvezniho programovani] Uloha nelinedrniho programovani
(1.1), v niz f(x) je konvexni funkce na S a pripustnd mnozina S je konvexni

podmnozina R", se nazyvad uloha konvexniho programovadni.

V ramci konvexniho programovani musi platit stejné podminky jako u obecného
tvaru uloh nelinedrniho programovéni (1.1). Konkrétné pro tulohy konvexniho pro-
gramovani je mozné zformulovat podminky optimality, které pro tento konkrétni

typ uloh budou jak nutné tak i postacujici.

Véta 1.4. [Nutné a postacujici podminky] Necht z* € S je pripustnym bodem
dlohy (1.1) a necht existuji vektory (A*, u*) € R™ x R” takové, Ze plati

1. V L(z*, \*, u*) =0,
2. \* >0,
3. Xgi(z*) =0 Vi=1,...,m.

Jsou-li f(x) a g;(x), i =1,...,m konvexni, hj(x), j =1,...,r linedrni funkce a

X je konvexni podmnozina R™, potom z* je bodem globdlniho minima dlohy (1.1).

Pokud tedy tloha (1.1) spliiuje definici 1.8, potom muzeme fict, ze KKT
podminky pro tlohu konvexniho pogramovani jsou podminkami nutnymi
i postacujicimi. Tato véta plyne piimo z Véty 3.2 [3], kde se uvadi pod ndzvem
KKT postacugici podminky - pro specidlni pripad. Jedna se o obecnéjsi vétu pro
pseudokonvexni funkei f(x), kvazikonvexni funkce g;(z), i = 1,...,m a linedrni
funkce hj(z), j =1,...,r. Jelikoz v této praci se s takovymi funkcemi nesetkdme

postaci nam véta v konkrétnéjsim tvaru.
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Kapitola 2

Kvadratické programovani

Tato kapitola popisuje obecnou tilohu kvadratického programovani. Zv1ast
je Tesena iloha s rovnostnimi podminkami pomoci metody nulového prostoru a
zv14st tloha s podminkami ve tvaru nerovnosti metodou aktivni mmnoziny, kte-
rou lze roz§itit i na obecnou tlohu kvadratického programovani. Pro studium této
problematiky jsem vyuzil prevazné knih [1], [2] a [3]. Duraz je kladen prevazné na
vlastnosti funkce ¢(z) a omezujicich podminek, na jejichz zékladé jsou zalozeny

metody kvadratického programovani.

Ijlohy kvadratického programovani jsou nejjednodussi formou nelinearniho
programovani. Jednd se o optimalizaéni dlohy s kvadratickou funkei ¢(z) a linearnimi

omezenimi, které se obecné daji zapsat jako

minimalizovat ¢(z) = $27Cz — d'x

za podminky Az =0 (2.1)
Dz <e
kde g(x) je dand kvadratickd funkce o n proménnych. Matice C' € R"*" A € R"™*"
a D e R™" Vektory d,x € R", b € R" ae € R™.
Predpokladame, ze matice A m& plnou hodnost, coz znamend, ze vSechny dané
omezujici podminky tvaru rovnosti jsou linearné nezavislé. Matice C' je symet-
ricka, navic je i hessianem funkce ¢ a zaroven urcuje charakter této funkce. Jestlize

je matice C

e pozitivné definitni/semidefinitni, pak funkce ¢ je ryze konvexni/konvexni
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e negativné definitni/semidefinitni, pak funkce ¢ je ryze konkavni/konkavni

e nedefinitni, pak funkce je sedlo-bodova.

V zadéni nékterych piikladu obsahuje kvadratickd funkce g( absolutni ¢len
¢ € R" a mé tvar q(z) = $27Caz — d"z + c. Tento ¢len vsak nemd zadny vliv
na polohu bodu minima z* a ovliviiuje pouze funkéni hodnotu v tomto bodé. Z

tohoto duvodu se pfi feseni tlohy vynechava.

Definice 2.1. Pripustnou mnozinou ulohy kvadratického programovdni (2.1) bu-

deme rozumnét mnozinu
S={ze XCR": Az —b=0,Dz — e <0}.

JelikoZ je mnozina S definovand linedrnimi omezenimi, jednd se o konverni

mMmnozinu.

Jelikoz pripustna mnozina S je konvexni, je tedy pouze na kvadratické funkci

q, zda se bude jednat o tlohu konvexniho programovani.

Definice 2.2. Uloha kvadratického programovant, kde kvadratickd funkce q(x) je
konvexni na S a pripustna mnoZina S je konvexni podmmnozina R™, se nazyvd
tloha konvexniho kvadratického programouvdni.

Metody kvadratického programovani jsou dulezitym nastrojem, jak pro reseni
uloh kvadratického programovani, tak i pro feseni pomocnych obecnych tloh
nelinedrniho programovani (1.1), napiiklad pro sekvencionalni kvadratické pro-
gramovani v Kapitole 3. Dale v textu se budeme zabyvat tlohou konvexniho

kvadratického programovani.

2.1. Kvadratické programovani s omezenimi tvaru
rovnosti

Jedna se o tlohu, kde omezujici podminky maji pouze tvar rovnosti. Obecny
zapis této ulohy
minimalizovat ¢(z) = 127Cx — d"x

za podminky Az = b. (2:2)
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Predpoklad, ze matice A méa plnou fadkovou hodnost, je obecnou formulaci dvou
predpokladu a to, zZe pocet omezujicich podminek r je mensi nez pocet neznamych
n a matice A ma plnou hodnost.

Z téchto predpokladu vyplyva, ze vSechny podminky jsou linedarné nezavislé a
podminka r < n piimo udava tesitelnost dané ulohy:

e pokud r = n, pak se nejednéd o ilohu optimalizace, protoze feSeni musi
splnit n linearnich rovnic o n neznamych a funkce ¢ nemda na vysledek
zadny vliv,

e pokud r > n, pak soustava rovnic omezujicich podminek nema teseni,

e pokud r < n, pak soustava rovnic omezujicich podminek ma nekonecné
mnoho Teseni a ma smysl mezi nimi hledat bod, ve kterém funkce ¢ nabyva

nejmensi funkéni hodnoty.

Jelikoz je uloha omezena linearnimi podminkami je pfipustnd mnozina S kon-
vexni. KKT podminky pro tuto tlohu s podminkou pfipustnosti jsou ve tvaru
Cx* —d+ATp =0

2.3
Ax* —b=0, (2:3)

kde se vzubije, 6e Vg(z) = Cx —d a Vh(z) = A. Tuto soustavu muzeme prepsat

(5) ()= ()

To za jakych podminek bude mit soustav KKT podminek (2.3) feseni popisuje
Véta 8.1 [3].

Metody, pouzivané k feseni tloh (2.2), jsou zalozeny na feseni KKT soustavy

do maticového tvaru

(2.3). V pripadé konvexniho kvadratického programovéni je feseni KKT soustavy

(2.3) a puvodni ulohy (2.2) totozné.

2.1.1. Metoda nulového prostoru

V této casti bude popsana metoda nulového prostoru, kterd je prevazné ze

zdroje [3], s metodou nulového prostoru se muzeme setkat i v [1], kde je ale pouzit
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rozdilny postup.

Metoda nulového prostoru slouzi k teseni uloh kvadratického programovéani s
omezenimi tvaru rovnosti (2.2). Metoda piimo resi KKT soustavu (2.3), uzitim
nulového prostoru matice A definovaného jako N(A) = {p € R, Ap = 0} a par-
tikularniho feseni  soustavy omezujicich podminek. Vsechna dalsi feSeni této

soustavy muzeme souhrné zapsat jako
T =1T+D, p € N(A).
Dosadime do rovnic KKT soustavy (2.3) dostaneme

Ci+Cp+ATp=d

AT +Ap=1>
Podivame-li se na druhou rovnici, jelikoz Z € S, tj. AT = b pak dana rovnice bude
bude platit pouze pokud Ap = 0, tj. p € N(A). V takovém piipadé prepiseme

soustavu do tvaru
Cp+ ATpu=d—-Cz,
Ap = 0.

A ziskdme upravenou KKT soustavu

C AT\ (p\ _[d
A0 w)  \b
d=d—-Cz.
Z hlediska optimalizace prechdzime od minimalizace na konvexni mnoziné {z € R" : Az = b}
k minimalizaci na podprostoru N(A).
Dalsim krokem je urc¢eni baze nulového prostoru, ktera je tvorena vektory

2,. .., Zn_r € R™ Z nich sestavend matice Z € R"*("") mg plnou sloupcovou

hodnost a plati pro ni
Z = (21, Zn—r), AZ = 0.

Jelikoz Ap = 0, pak vektor p musi byt linearni kombinaci bazovych vektoru, coz

vyjadiime pomoci neznamého vektoru koeficientu zz € R™™" jako

p=Zxyz.
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V tomto bodé nam vznika otazka, jak vypocitat neznamy bod zz. Dosazenim za

vektor p do prvni rovnice upravené KKT soustavy
Cp+ATpu=d,
a vynasobenim Z7 zleva, obdrzime rovnici pro uréeni neznamého bodu z
Z'CZx,=27"d.

Diky témto upravam ziskdame redukovanou tilohu nepodminéné optimalizace

2 (2.4)

minimalizovat §(zz) = 12327CZx, — 2527d
pro Tz € R" T,

Podobné jako tomu bylo u puvodni funkce ¢, kde charakter funkce zavisel na

matici C' i zde bude zéleZet na vlastnostech matice ZX'CZ € Rr—)x(n—7)

Véta 2.1. [, Véta 8.2] Necht matice A md plnou hodnost a necht Z € R™* (=)
je takovd, Ze plati

AZ =0, rank(AT | Z) = n.

Potom

1. tiloha (2.2) md prdvé jedno vesent tehdy a jen tehdy, kdyz je matice ZTCZ

pozitivné definitni;

2. dloha (2.2) md nekonecné mnoho teseni tehdy a jen tehdy, kdyz je matice
ZTCZ prdvé jen pozitivné semidefinitni a soustava ZTCZxy = ZTd md

resent;
3. dloha (2.2) nemd reSeni v zbyvajicich pripadech

K tdplnému sestaveni algoritmu metody nulového prostoru je tieba vytesit

vypocet multiplikatoru, ktery ziskame z upravenych KKT podminek

ATp=d—CZxy.
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a partikularniho feseni, 7 € R(AT) je sloupcovy prostor matice AT. Partikularn{

reSeni 1ze tedy zapsat pomoci vektoru koeficientu
T = AT]J A-

Pokud vynédsobime tuto rovnost matici A zleva a vyuzijeme, ze AT = b, dosta-

neme, soustavu rovnic pro neznamy vektor koeficientu x4
(AAT)z 4 = b.

Postup odvozeni hodnoty z 4 je podrobnéji popsan v literatute [3]. Uvedeny po-

stup je shrnut v nasledujicim algoritmu.

Algoritmus 2.1. [9, str.73]
Inicializace: Najdeme bdzi {z;};_| prostoru N(A) a tyto vektory sestavime do
matice Z € R™(=7),

Krok 1: postupné sestavime a vyresime ndsledujici soustavy
(AAT)z 4 = b,

(ZTCZ)ry = Z7(d — CA ),
(AAT = A(d — CATxy — CZxy).

Krok 2: vypocitame

x=ATe s+ Zzy.

Pro pouziti metody nulového prostoru v MATLABU jsem naprogramoval funkci
nulprostor, kde vstupem jsou matice C', A a vektory d, b. Vystupem metody je

bod minima kvadratické dlohy (2.2) = a odpovidajici hodnota multiplikatoru p.

function [x,mi]=nulprostor(C,d,A,b)

HWVstupy

Jmatice a vektory odpovidajici tdloze ve tvaru
ho £(x)=1/2%x’>*Cxx-d’x

pA Axx=Db
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yA
WVystupy
%x0 - bod FeSeni dané dlohy

Jmi - odpovidajici hodnota multiplikdtoru pro rovnostni omezeni

hvypotet matice bdzové matice
Z=null(A);

tA=A.7;

tZ=2.";

hpostupné feSeni jednotlivych rovnic
xa=linsolve (AxtA,b);

xz=linsolve (tZ*C*Z,tZ* (d-CxtA*xa)) ;
mi=linsolve (AxtA,A* (d-CxtA*xa-CxZ*xz));

hvypotet bodu FeZeni dlohy
x=tA*xa+Z*xz;

end

Na néasledujicim prikladé bude ukézan vypocet pomoci algoritmu 2.1 a pouziti

mnou nadefinované funkce nulprostor.

Priklad 2.1. [6] Mdme tilohu kvadratického porgramovdni s omezenim tvaru rov-

nosti

minimalizovat (23 + 23)
za podminky 2x; —x9 = 5.

Ulohu upravime pro dalsi vipocty do maticového tvaru (2.2), kde

o~ (1) -2 4= (3) s

Inicializace:

Z , . S ..
Vektor Z = (Zl)’ obecné mluvime o matici v pripadeé této wlohy pujde pouze
2
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vektor, ktery vypocitdme z rovnice AZ = 0. Jelikoz se jednd o rovnici o dvou

nezndmijch existuje vice vektoru, které tuto rovnost spliugji. Pro tuto ilohu zvolime

()

Z1 =1 a vysledny vektor bude

Krok 1:

Sestavime rovnice

5IA = 5,
5:172 = 07
5\ = —5.

Ziskdme resent
ta=1,27=0, \=—1.
Krok 2:

Vypocitame

2 1 2
¥ =ATop+ Zoy = (_1) -1+(_2) 0= (_1).

Pri pouZiti naprogramované funkce nulprostor v MATLABU ziskame vysledek

ve tvaru

[x,mil=nulprostor([1 0;0 1],[0;0],[2 -1],5)

X =
2
-1
mi =
-1

Priklad 2.1 je graficky znazornén na obrazku 2.1.
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Obrazek 2.1: Grafické zndzornéni Prikladu 2.1

Priklad 2.2. [7] Mame dlohu kvadratického programovdni s omezenimi tvaru
rovnosti
minimalizovat 395% + 2x129 + T123 + 2.51’% + 22913 + 295% — 811 — 39 — 373

za podminky x1 + x3 = 3,

$2+$3:0.

Ulohu upravime pro dalsi vipocty do maticového tvaru (2.2), kde

3 105 8
Cc=| 1251 |,d=13 ,A:(é?}),b:(ﬁ).
05 1 2 3

Inicializace:

Vektor Z vypocitdime z rovnice AZ = 0. V télo iloze bude tvaru
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Krok 1:

Sestavime rovnice
21 3
(12)7= (1)
6.5x7 = 4,
(AATYXN=A(d— CATz4— CZzz).

Postupnym vyresenim jednotlivych rovnic ziskdame

9

- 2 8 A\ = 26
xA—<_1)7xZ—T37 _<§)

26

Krok 2:
Vypocitame
34
10 9 1 13
¥ =ATo,+Zoy;=101 -(_1)+ 1 .%: _1_53
11 —1 .

13
Pri pouziti naprogramované funkce nulprostor v MATLABU ziskame vysledek

ve tvaru

[x,mi]=nulprostor([3 1 0.5;1 2.5 1;0.5 1 2],[8;3;3],
[101;01 1],[3;0])

x =
2.6154
-0.3846
0.3846

mi =
0.3462
0.9615

Na zakladé uvedenych piikladu muzeme fict, ze ruéni vypocet neni piilis
slozity pokud nemame velké mnozstvi neznamych a omezujicich podminek. K
feSeni této problematiky muzeme vyuzit i dalsi metody, jako je napiiklad metoda

projekce gradientu nebo metoda Schurova komplementu (Range space method).
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2.2. Kvadratické programovani s omezenimi tvaru
nerovnosti

V ramci kvadratického programovani s omezenimi tvaru nerovnosti se budeme
zabyvat 1lohami, které nemaji zadné rovnostni omezujici podminky. Obecny
zapis této ulohy

(2.5)

minimalizovat ¢(z) = 127Cx — d"x
za podminky Dz <e

Stejneé jako v predchozi ¢asti i zde je pripustnd mnozina S definovand linearnimi
omezujicimi podminkami a je tedy konvexni. Rozdilem je, ze uz podminky fesitelnosti
nezavisi na rozmeéru matice D. V ptripadé, ze mame konvexni funkci ¢, pak mohou

nastat tri situace

e bod minima funkce ¢ se bude nachazet mimo pripustnou mnozinu S a feseni

ulohy (2.5) bude néktery bod na hranici piipustné mnoziny,

e bod minima funkce g bude lezet na hranici pfipustné mmnoziny a bude

totozny s fesenim tlohy (2.5),

e bod minima funkce ¢ bude lezet uvnitt pripustné mnoziny a bude totozny

s feSenim ulohy (2.5).

U poslednich dvou moznosti se bude shodovat bod minima funkce ¢ s bodem

feSeni z* tlohy (2.5). VSechny moznosti mohou nastat i kdyz funkce ¢ bude

v ev s

minim nebo muzeme mit pfipustnou mnozinu neohrani¢enou.

Podminky tesitelnosti ilohy (2.5) jsou popsany v nésledujici vété

Véta 2.2. [7, Véta 8.3] Nutnou podminkou k tomu, aby bod x* € S byl resenim

dané tlohy (2.5) je, aby existovala ¢isla N\i,i=1,...,m, tak, Ze plati

1. Ca* + 3 \id; = d,
=1

2.M5,>0  Vi=1,...,m,
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3. N (dFar —b;) =0, Vi=1,...,m,
pricemz vektory dF i = 1,...,m, predstavuji rdadky matice D.

Jedna se o upravené KK'T podminky a stejné tak plati, pokud funkce ¢ je kon-
vexni, tj. matice C' je pozitivné definitni nebo semidefinitni, jsou tyto podminky

nutné i postacujici.

Metody pro feSeni tloh s omezenimi tvaru rovnosti, byly zalozeny piimo na
feseni KKT soustavy (2.3). V pripadé tuloh s omezenimi tvaru nerovnosti bychom
takto mohli postupovat, pokud bychom v bodé feseni x* védeéli, které z podminek
jsou aktivni, pak bychom mohli pfejit z puvodni tlohy (2.5) na tulohu (2.2). Jinak
feceno vynchali bychom vSechny omezujici podminky, které nejsou splnény jako
aktivni a poloha bodu feseni x* na né neni nijak citliva. Nova iloha pak by méla

tvar

minimalizovat ¢(z) = 327Cx — d"x
(2.6)

za podminky dlz =e; Vi€ I(z").

V takovém piipadé muzeme k feseni dlohy (2.6) vyuzit nékterou z metod pro
feseni kvadratickych tloh s omezenimi tvaru rovnosti. Problémem zustava, ze
mnozinu aktivnich podminek I(z*) v bodé z* zpravidla nezname a proto je tento
piimocary postup nepouzitelny. I pres uvedené problémy je mozné ideu pouzit,

jak ukédzeme na metodé aktivni mnoziny.

2.2.1. Metoda aktivni mnoziny

Metoda aktivni mnoziny je zalozena na iteracnim postupu, kdy se snazime
najit vhodnou kombinaci aktivnich podminek. Jelikoz pocet omezeni je konecny,
pak i pocet jejich moznych kombinaci bude konecné cislo, které vsak exponencialné
roste s rostoucim poctem omezujicich podminek.

Podobné jako je tomu u jinych iteracnich metod, i zde bude metoda generovat

33



posloupnost bodu {z*} tak, ze
aF = 2k 4t k=0,1,...,

kde oy, je délka kroku a p* je smér. V ramci iteraci budeme zéroven aktualizovat i
mnozinu aktivnich podminek pro dany bod z*. Pro realizaci takovéhoto postupu

se pouzivaji tyto dva postupy aktualizace aktivni mnoziny:

e vyrazovani aktivnich podminek
e pridavani aktivnich podminek

Vynechani, neaktivnich podminek vsak prinasi i jisté problémy. Jelikoz pti vypoctech
tloh (2.6), nejsme omezeni vSemi podminkami jako je tomu u puvodni tlohy

k+1

(2.5), muze nastat situace, ze novy bod "' nebude spadat do pfipustni mnoziny

21 ¢ S, Kviili tomuto nezddoucimu jevu je tieba zavést tzv. kvazistaciondrni

body.

Definice 2.3. Bod T € S nazveme kvazistaciondrnim bodem dlohy (2.5), jestliZe

je fesenim tzv. kvazistaciondrniho problému:

minimalizovat q(z) = 337 Cx — d'x
za podminky dlz = e;, Vie I(z)
dfz <e;, Vi & 1(7)

Stejné jako tomu bylo u Metody nulého prostoru, ani zde nebudeme hledat

k+1

primo bod z"**, ale pomocnou tlohu prevedeme na tlohu pro vypocet sméru p s

pouzitim partikularniho feseni a postupu z predchozi ¢asti.

minimalizovat G(p) = 1p"Cp+ (¢*)"p
{ za podminky dlp =0, Vi € I

Kde mnozina I obsahuje vSechny indexy omezujicich podminek, které jsou pro

dany bod z* aktivni. Vektor ¢* je gradient funkce ¢ v bodé z*. Vytesenim této

tilohy ziskdme smér p* a néasledné polozime Z = z* 4 p¥, ktery je tieba otestovat,

jelikoz nemusi byt akceptovatelny. Existuji pouze dvé moznosti jak budeme dale

pracovat s bodem 7 a to
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e Pokud 7 € 9, jedna o kvazistaciondrni bod, a polozime z**! =2

e Pokud Z € S, nejedna se o kvazistacionarni bod, a neni tedy akceptovatelny.

V piipadé druhé situace, kdy ziskdme neakceptovatelny bod Z, je tfeba najit
posledni akceptovatelny bod ve sméru p”, jenz zpravidla bude leZet na hranici
nékteré z omezujicich podminek, ktera neni obsazena v mnoziné I. Jinak fe¢eno
je treba urcit maximalni pripustny krok aj. Tento krok ndam zabrani v opusténi
pripustné mnoziny S. V ptipadé prvni situace je tento krok roven ay = 1.

Pro vSechna omezeni, ktera nepatii do mnoziny aktivnich podminek vypocitame
hodnotu kroku pro kterou se dana podminka stane aktivni. Z téchto hodnot vy-
bereme tu nejmensi, pokud bude platit «; < 1, bude se jednat o tzv. blokujici

omezeni a zavedeme toto omezeni do aktivni mnoziny.

_ e —dlat

T ety AP
Logicky néas bude zajimat maximalni pripustny krok pouze pro omezujici podminky;,
které nepatii do mnoziny aktivnich podminek. Zaroven pro podminky, kde plati
dTp* < 0 také neni tfeba fesit hodnotu kroku, jelikoz tyto podminky novy bod
xF+1 neporusi. To zda vysledny bod x*1 bude fesenim tlohy (2.5) budeme rozho-
dovat podle vektoru multiplikatoru NV pripadé nezapornosti vSech slozek tohoto
vektoru bude mozné z*+! oznacit jako fesen{ dlohy (2.5). V opaéném pifpadé je
nutné vyradit podminku, jejiz index odpovidéd indexu zaporné hodnoty vektoru
AV pripadé ze mame vice kandidatu na vyfazeni je doporuceno vytadit ten s
nejnizsf hodnotou. Ugelem je udrzet aktivni mnozinu co mozné nejmensi, coz je
duvod pro¢ je doporuceno zarazovat nebo vytazovat omezujici podminky z ak-
tivni mnoziny vzdy po jedné.
Problémem metody muze byt vetsi poc¢et omezeni, kterd musime prochézet. Kom-
plikace zpusobi i kdyz budeme v tloze mit linedrné zavislé gradienty aktivnich
podminek. Proto se zavadi pracovni mnozina, ktera narozdil od aktivni mnoziny,

problém linearné zavislych gradientu eliminujeme.

35



Definice 2.4. Pracovni mnozinou Wy = W (z*) prislusejici bodu x* budeme ro-
zumét takovou podmnoZinu aktivni mnoziny I, = I1(z*), Ze vsechny gradienty

omezugicich podminek urcenych touto mnozZinou jsou linedrné nezdvislé.

Pro uréeni aktivni mnoziny pro dany bod jsem v MATLABU naprogramoval
funkci UrceniAktMnoziny, kde vstupem je bod z0 pro ktery hledame aktivni
mnozinu a matice D a vektor e, predstavujici omezujici podminky. Vystupem jsou
matice W1 a vektor wl, slozené z fadku matice A a vektoru b, které odpovidaji
indexum podminek, které jsou v daném bodé splnény jako rovnostni. Matice
W0 a vektor w0 obsahuji zbyvajici fadky odpovidajici podminkam, které nejsou

splnény jako rovnostni.

function [WO,w0,W1,wl]=UrceniAktMnoziny(x0,D,e)
JW1l,wl - aktivni matice a vektor
JWO0,w0 - pasivni matice a vektor
aktivni_podm=find (D*x0-e==0) ;
WO0=D;
wO=e;
if isempty(aktivni_podm)
wi=[];
wi=[];
else
W1=D(aktivni_podm(1),:);
wl=e(aktivni_podm(1));
WO(aktivni_podm,:)=[];
w0 (aktivni_podm,:)=[];
end

end

V pripadé, ze bychom fesili ilohu s rovnostnimi i nerovnostnimi podminkami
nebude se postup feseni nijak lisit. VSechny omezujici podminky tvaru rovnosti

budou soucésti aktivni (pracovni) mnoziny a nebudou z ni vyfazovany.
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Algoritmus 2.2. [1, str.472][9, str.84]
Inicializace: Uréime vhodny prispustny startovni bod z° € S, stanovime aktivni

mnoZinu I(x°) a pracovni mnoZinu Wy a vypoéitame gradient ve startovnim bodé
¢* = Ca® —d.
HLAVNI CYKLUS:
prok=0,1,2,...
uréime p* vyresenim ulohy
minimalizovat p"Cp + (¢")p
za podminky alp =0, Vi € Wi,
kde a; predstavuji radky matice A odpovidajici indexum podminek, které jsou

zarazeny v pracovni mnoziné Wi.

e POKUD p* =0

vypocitdme multiplikdtory \F ze vztahu

> aM = -CaFtd

Wy,
ndsledné otestujeme jednotlivé multiplikdtory
— pokud \F >0 Vi € Wy, potom polozime \F =0 Vi & Wy, a* = zF,
N = N\f a ukoncime algoritmus
— v opacném pripadé uréime \; = ZreanVZL {\F}, polozime z*1 = ok, Wiy =
Wi — {l} a vrdtime se na zacdtek hlavniho cyklu

o JINAK (p* #0)

vypocitame maximdlni pripustny krok ze vztahu

- , b; — a;frxk
A — min T r
i¢We,ai pF>0  A; P
uréime oy, = min {1, } a vypocitdme x*1 = ¥ + ¥, ¢"*t = Caktl —d
ndsledné krok ay, otestujeme
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— pokud g, uréime index r takovy, Ze al (z* + app¥) = b, a polozime

Wi = Wi U {T}

— jinak (ap = 1), polozime Wy = Wy
vratime se na zacdtek hlavniho cyklu

Na vyteseni podilohy, ktera se objevuje v algoritmu metody Aktivni mnoziny
je tfeba vyuzit nékterou z metod kvadratického programovani s omezenimi tvaru

rovnosti. V tomto textu budeme vyuzivat konkrétné metodu nulového prostoru.

Pro pouziti metody aktivni mnoziny, jsem naprogramoval v MATLABU funkci
MetodaAktMnoziny, kde vstupem je dany bod 0, matice A a C, vektory b a

d. Vystupem je bod feSeni x* a odpovidajici hodnota multiplikatoru \*.

function [x,lambda,mi]=MetodaAktMnoziny(x0,C,d,D,e,A,b)
b f(x)=1/2%x’*C*x-d’x

pA Dxx<=e
pA Axx=Db
HWVstupy

%»x0-startovaci bod

%hA-matice odpovidajici omezujicim podminkam
Jb-vektor odpovidajici omezujicim podminkam
»C-matice definujici minimalizovanou funkci

hd-vektor definujici minimalizovanou funkci

WVystupy
%x-bod FeSeni dané dlohy

%lambda-odpovidajici hodnoty multiplikatora

Jhurceni, zda dloha m& rovnostni podminky

if (nargin==5)
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A=[7;
b=[];

end

hvypotet gradientu pro bod x0
g0=Cxx0-d;

Jurceni aktivni mnoZziny pro vektor xO

[Pmatice,Pvektor,Amatice,Avektor]=UrceniAktMnoziny(x0,D,e);

hcyklus funkce
while 1
hvypoZitdni pomocné tlohy pomoci metody nulového prostoru

[p, “]=nulprostor(C,-g0, [A;Amatice],zeros(length([b;Avektor]),1));

Jtestovani sméru p, zda je nulovy
p(abs(p)<1le-10)=0;
if any(p)==
i=length(Pvektor) ;
hvypotet moznych kroku
if isempty(Pvektor)
alfa_k=[];
else
alfa_k=zeros(i,1);

for j=1:1

if (Pmatice(j,:)*p)>0
alfa_k(j,1)=(Pvektor(j)-Pmatice(j,:)*x0)/(Pmatice(j,:)*p);
else

alfa_k(j,1)=Inf;
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end
end

end

if isempty(alfa_k)
alfa=1;

else
alfa=min(alfa_k);

end

Jurceni maximidlniho pEFipustného kroku

alfa=min(1,alfa);

hvypoZet nového bodu a gradientu v tomto bod&

x0=x0+alfa.x*p;

g0=C*xx0-d;

Jhurcené blokujici podminky

if alfa<1
R=zeros(i,1);
for k=1:1

R(k)=Pmatice(k, :)*(x0)-Pvektor(k);

end
Y%zavedeni blokujici podminky
i_r=find(abs(R)<1le-10);
Amatice=[Amatice;Pmatice(i_r(1),:)];
Avektor=[Avektor;Pvektor(i_r(1))];
Pmatice(i_r(1),:)=[1;
Pvektor(i_r(1))=[];

end

else
hvypoZet multiplikatoruu

if isempty([A;Amatice])
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multiplikatory=-C*x0+d;
else

multiplikatory=linsolve([A;Amatice].’,-C*x0+d);
end
mi=multiplikatory(1l:length(b));
lambda=multiplikatory(length(b)+1:length(multiplikatory));
if isempty(lambda)

lambda=0;
end
Jtestovani multiplikdtoru
if lambda>=0

hdopotitani zbylych multiplikdtord urleni FreZeni

%ha ukonZeni algoritmu

rozdil_delky=length(e)-length(lambda) ;
lambda=[lambda;zeros(rozdil_delky,1)];
x=x0;
break
else
Jhurceni a odstran&ni blokujici podminky
i_min=find(lambda==min(lambda)) ;
Pmatice=[Pmatice;Amatice(i_min(1),:)]1;
Pvektor=[Pvektor;Avektor(i_min(1))];
Amatice(i_min(1),:)=[];
Avektor (i_min(1))=[];
end
end
end

end
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Priklad 2.3. [5] Mdme dlohu

minimalizovat 23 + 13 — 5x1 — Txg + 5
za podminky 4x; + xo < 20
1+ 41’2 S 20
21 20,2020
Jako poédteéni bod budeme volit z° = (0, 0)7.

Nejprve si urcéime pracovni mnozinu Wy = {3,4} a dopocitame gradient v pocdtecnim

T e (009

Dalsim krokem je vyreseni pomocné ulohy pro vypocet sméru p. Pomocna tiloha

bude mit tvar

Tr20 —5\7
mim’malizovat% (2;) <O 2) (22) + (_7) (i;)

za podminky p; =0
p2=0

Tuto ulohu bychom resili metodou kvadratického programovani pro omezeni tvaru
rovnosti, v nasem pripadé metodou nulového prostoru, ale omezugici podminky
ndm primo vymezuji feseni. Vysledny smeér p = (0, 0)T. Jelikoz je smér nulovy
vypocitdme odpovidagjici hodnoty multiplikdtoru z rovnice

D N =-Ca2"+d

i€Wo

(0 5) () =-G2) )+ (3)

Vyresenim rovnice ziskdme multiplikdtory

A3\ [ -5
A) o\ =7
JelikozZ minimdlné jedna hodnota multiplikdtoru je zapornd, musime vyradit jednu

z podminek z pracovni mnoziny. Multiplikdtor odpovidajici 4. podmince je nejmenst,
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z tohoto divodu vyradime 4. podminku Wy, = Wy — {4}. Bod z' = 2° a gradient
g' = g°.

Vrdtime se zpét k vypoctu sméru p. Pomocnd uloha nyni bude mit tvar

Tr20 —5\7
mim’malizovat% (g) <O 2) (22) + (_7) (i;)

za podminky p; =0

Vyresenim ziskdame smérp = (0, 3.5)T. Smeérp je nenulovy, proto musime vypocitat
maximalni pripustny krok, abychom zabrdnili vystoupeni z pripustné mnoziny S

puvodni ulohy. Maximdini pripustny krok vypocitame ze vzorce

- , b; —alzt
a1 = min — 7.1
igWi,alpl>0 Q; P

a1 = 1.4286

Ndsledné otestujeme, zda nam nékterd z podminek neblokuje postup oy = min {1, ag}.
Konecénd hodnota kroku bude oy = 1, coZ znamend, Ze Zddnd z omezugjicich
podminek nds neblokuje a neni tedy treba ji zavddét do pracovni mnoziny. Novy
bod bude x* = z* + ayp' = (0, 3.5)T a pracovni mnozina Wy = W,. Gradient pro

novy bod je treba vypocitat

9 2 (20 0\ (5\_ (-5
g =0 +d_<o2 3.5 7)=Lo )
Zmovu sestavime pomocnou ulohu
T T
minimalizovat % (2;) <§ g) (22) + <_O5) (i;)
za podminky p? =0

Resenim této ilohy bude smér p = (0, 0)T. Dopocitdme multiplikdtor odpovidagici

omezugjici podmince

(=1 0" X = (?) g) (8) ! (i)
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A3 = —5

Jelikoz N3 < 0 wyradime z pracovni mnoziny 3. podminku. A novd pracovni
mnozina bude Wy = Wy — {3}. Bod 2* = 2% a gradient ¢ = g*.

Sestavime pomocnou ulohu pro smér p ve tvaru

P T 20 P 5 T P
.. Z tl 1 1 - 1
{mzmma izovat 3 <p2) <02) <p2) —i—( 0 ) <p2

Vyresenim dostaneme smeér p3 = (2.5, 0)T. Dopoéitame mazimdlnd pripustny krok
agz = 1.65 a vybereme hodnotu kterd splnuje az = min {1, az}. Vyslednd hodnota
kroku bude tedy oz = 1. Novy bod 2* = 2*+asp® = (2.5, 3.5)T a pracovni mnoZina

W,=Ws=1{ }. Gradient v bod¢ x® bude ve tvaru
3 3 (20 25\ (5Y_ (0
g_cx+d_<o2 3.5 7) = \o)
Sestavime pomocnou ilohu pro viypocet sméru p*
T T
L . 20 P1 0 D1
e (1) (52) Ga) () ()
{ minimalizovat <p2 02 s 0 s

Vyresenim této wlohy dostaneme smér p = (0, 0)T. JelikoZ pracovni mnoZina
Wy = { }, vSechny multiplikdtory odpovidajici omezujicim podminkdm, které

nepatii do pracovni mnoziny budou nulové. A reseni ulohy je tedy

. (25 .
v _'<35)’ A=

Grafické zndzornéni je na obrdzku 2.2, kde jsou vykresleny jednotlivé iterace me-

o O OO

tody, a souhrn celého postupu je uveden v tabulce 2.1. Jak ndzorné muzeme vidét
pro kazdou iteraci mdme wvedeny aktudlni bod x*, jemu odpovidajici vhodnou
pracovni mmnozinu, hodnoty multiplikdtoru \; pro vSechny omezujici podminky,
vypocitany smer pF a pripadné hodnotu mazimdlné pripustného kroku oy, pokud
je potrebnd.
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A ef [ We | A | » |

M =0
Ao =0

0 (07 O) {37 4} )\32: -5 (07 O) -
=7
M =0

1| (0,00 | {3} QQ:_% (0,35) | 1
)\4 = O
M =0
Ao =0

20 (0,35) | {8} | \°_ 5| (0,0) | -
M=0
M =0

31 (0,3.5) { iz i 8 (2.5,0) | 1
M=0
M =0
Ao =0

4| (25,35 | {} Az 0 0,0) | —
)\4 = O

Tabulka 2.1: Postup metody aktivni mnoziny pro priklad 2.3

Pri pouziti naprogramované funkce MetodaAktMmnoziny v MATLABU ziskame

vysledek ve tvaru

[x,lambda]=MetodaAktMnoziny([0;0],[2 0;0 2],[5;7],[4 1;1 4;-1 0;0 -1],
[20;20;0;0])

x =
2.5000
3.5000

lambda =

0
0
0
0
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Obrazek 2.2: Grafické znazornéni Prikladu 2.3

Na nasledujicim piipadé ukazeme vyuziti naprogramované funkce Metoda Akt Mno-

ziny na iloze s obémi typy omezujicich podminek.

Priklad 2.4. [7] Mdme dlohu

minimalizovat 3 —

za podminky x1 — xo =3
T2 Z 3.

Nejdrive upravime dlohu do tvaru (2.1), kde

C:<(2)(2)),d:<8),A:(1—1),b:3,D:(0—1),e:—3.
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Pri pouziti naprogramované funkce MetodaAktMnoziny v MATLABU ziskdme

vysledek ve tvaru

[x,lambda,mi]=MetodaAktMnoziny([10;7],[2 0;0 2],[0;0],[0 -1],[-3],
(1 -11,[3D
x =

6.0000

3.0000

lambda =
18

mi =

-12.0000

Tento vysledek nam potuvrdi i obrdzek 2.3, na kterém je tloha zndzornéna. Jednd
se pouze o ilustracni priklad, moznosti pouziti metody aktivni mnoZiny pro tulohy

kvadratického programovani s obémi typy omezujicich podminek.
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Obrazek 2.3: Grafické znazornéni Prikladu 2.4
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Kapitola 3

Sekvencionalni kvadratické
programovani - SQP

Zakladni ideou metody sekvencionalniho kvadratického programovani(SQP)
je vyfeseni tlohy nelinedrniho programovani (1.1) za pomoci posloupnosti tloh
kvadratického programovéani (2.1). Jednd se o jednu z nejucinéjsich metod ne-
linearniho programovani, jeji nejvétsi prednosti je schopnost vypotradat se i s ne-
linearnimi omezenimi. Tato kapitola je zaméfena na tilohy s omezenimi ve tvaru
rovnosti a na tlohy s omezenimi ve tvaru rovnosti i nerovnosti. Ulohu pouze s
nerovnostnimi omezenimi v tomto textu nebudeme uvazovat, jelikoz pro tento
vétsinou neni mozné zarucit tilohy pouze s rovnostnimi omezenimi, nejcastéji na-
razime na tulohy se smiSenymi omezujicimi podminkami, v takovém piipadé je
pak na uzivateli zda pro Teseni takové tlohy vyuzije SQP a nebo jinou metodu.

Hlavnim zdrojem pro tuto ¢ast je [1] a déle [3] a [1].

3.1. Ulohy nelinearniho programovani
s rovnostnimi omezenimi

V této kapitole se budeme vénovat tloham nelinearniho programovani pouze
s omezenimi ve tvaru rovnosti, pro které je metoda nejvhodnéjsi a proto je na

nich odvozen i zédkladni princip metody.
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Uvazujme ulohu

{ minimalizovat f(z) (3.1)

za podminky h;(z) =0, i1=1,...,m,
kde f je nelinedrni funkce o n proménnych, z € X C R" a h;(z) = 0 je i-td
omezujici podminka tvaru rovnosti. Omezujici podminky se budou objevovat i ve

vektorové formeé

h(z) = 0.

Principem metody SQP je konstrukce posloupnosti {xk}, ktera bude konver-
govat k feSeni ulohy (3.1). V kazdé iteraci budeme fesit tlohu kvadratického
programovani, jejim vytesenim ziskame krok p, ktery je nutny k vypoctu nového

L= gk p. Ukolem je navrhnout pomocné tlohy kvadra-

bodu posloupnosti x*+
tického programovani takovym zpusobem, aby metoda méla dobré konvergenéni
vlastnosti. Podminky za kterych metoda konverguje udéava Véta 5.1 v posledni
kapitole.

Pro odvozeni pomocné tlohy, mame k dispozici dva piistupy. Kazdy piistup je
zalozen na jiné myslence, prvni pristup vyuziva piimé aproximace a druhy pristup

Newtonovu metodu pro feseni soustavy nelinearnich rovnic.

1. pristup
Prvnf pifstup je zaloZen na pffmé aproximaci funkce f(x) v bodé 2**+! = 2%+ p
Taylorovym polynomem druhého tadu
. 1
fla +p) = f(a") + VIEH P+ op" VA (@)

a omezujicich podminek Taylorovym polynomem prvniho fddu v bodé z*+!

h(z* +p) = h(z*) + Vh(z")p.

Omezujici podminky v bodé 2*+1 aproximujeme piimkou, to znamend, 7Ze v tomto

bodé by se méli obé podminky shodovat, proto muzeme fict

h(z*) + Vh(z*)p = 0.
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V tuto chvili jiz muzeme sestavit pomocnou lohu, bude se jednat o tlohu kvad-

ratického programovani s omezenimi tvaru rovnosti:

minimalizovat $p” V2 f(z¥)p + V f(2*)Tp + f (")
za podminky Vh(z*)p + h(z*) = 0.

Vytesenim této podilohy za pomoci vhodné metody kvadratického programovani
bychom ziskali krok p, s jehoz pomoci vypocitame novy bod z*t1 = 2F +p a
pokracovali bychom v iteracnim postupu opétovnym odvozenim dil¢i podilohy.
Tento postup je sice jednoduchy a logicky, ale problém muze byt, ze podilohy
nemusi byt fesitelné, jelikoz nemusi byt zdola ohraniceny. Coz znamenad, ze ne-
bude mozné nalézt minimum funkce f(x) na pripustné mnoziné S. Tento problém

bude demonstrovan v nasledujicim piikladeé.

Priklad 3.1. [5] Mdme dlohu

{ minimalizovat (1 — x1)? — 23

za podminky 10(z3 —x1) =0

Jako vstupni bod pro tento priklad pouZijeme 2° = (0,0)T. Vypocitdime jednotlivé

vektory a matice, potrebné pro pomocnou ulohu

vio = () s = (5 ) vne = ()

i) = () e = (5 ) wnet = (550) et —o

Nyni miiZeme sestavit pomocnou tlohu kterd bude mit v bode x° tvar

(3.2)

minimalizovat p? — p3 — 2py + 1
za podminky —10py = 0.

Uloha v tomto tvaru nemd resent, jelikoZ je neohranicend. Tato wloha je zndzornéna

na obrdzku 3.1.
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Obréazek 3.1: Uloha (3.2)

Problém neohranic¢enosti zdola je mozné fesSit pomoci Lagrangeovy funkce a
lagrangeovych multiplikatoru. Vektor u* bude oznacovat hodnotu lagrangeovych
multiplikdtoru, které piislusi k feseni z* dlohy (3.1).

Upravena uloha, pak bude mit tvar

{ minimalizovat L(z, u*) = f(z) + (u*)Th(z) (3.3)

za podminky h(z) =0

a jeji feseni x* je totozné s puvodni ilohou (3.1).

Vznika novy problém a tim je, ze zpravidla nezname optimalni hodnotu mul-
tiplikatorii p*, které budeme vhodné aproximovat v k-té iteraci hodnotou p*. V
tomto bodé vyuzijeme stejny postup jako u ptivodni tlohy (3.1). V bodé (x*, u*)

pak nahradime Lagrangeovu funkci Taylorovym polynomem druhého fadu
1
L(a* + p,pt) = 5p" Vo, La", pf)p + Vo L, p*)Tp + L(ah, ).

Aproximace omezujici podminky bude mit stejny tvar. Po téchto upravach muzeme
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namodelovat pomocnou tlohu ve tvaru

{ minimalizovat $p” V2 L(z*, u*)Tp + V,L(z*, u*¥)Tp + L(z*, 1¥) (3.4)

za podminky Vh(z*)p + h(z*) = 0.

Na nasledujicim prikladé bude demonstrovano, ze pouziti Lagrangeovy funkce

vytesilo problém s neohranicenosti.

Priklad 3.2. Vezmeme znovu predchozi zadant prikladu 3.1
{ minimalizovat (1 — x,)? — a3

za podminky 10(xy — 22) = 0,

a pouzijeme zde upravenou verzi dil¢i ulohy. Pro jeji odvozeni potrebujeme vypocitat

Lagrangeovu funkci a odpovidajici gradient a hessidn.
Lz, p*) = (1 = h)? — (a5)? + 10u((x5)* — 2f)

_ k_
sttt ) = (0

—21”2C + 120z,

sk om (2 0 0 0

Hodnota multiplikdtoru bude p° = % a pocdtecni bod z° = (0, 0)1 a jejich dosa-

zenim dostaneme
—12 2
L) = 1.9.00% 0 = () vaee = (57)
Nyni miiZeme sestavit pomocnou tlohu, kterd bude mit v bodé x° tvar

{ minimalizovat p? + 4p3 — 12p; + 1 (3.5)

za podminky —10p; = 0.

Vypocitame wlohu, napriklad pomoci metody Nulového prostoru a ziskdme resent

p = (0, 0)T. Pomocnd 1iloha (3.5) je zndzornéna na obrdzku 3.2.
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Obréazek 3.2: Uloha (3.5)

2. pristup

Druhy pfistup je odvozen z pouziti Newtonovy metody na podminky opti-
mality 1. fadu pro feSenou tlohu. Princip Newtonovy metody pro soustavu ne-
linedrnédch rovnic je popsan napt. v [1]. Strucné receno Newtonova metoda slouzi k
nalezeni feseni soustavy rovnic f;(z) =0, =1,...,n, za predpokladu, zZe zndme

derivace f/(z). Soustava fesenych rovnic se souhrné zapisuje jako F'(x) = 0, kde

fi(z)
Flz)=1

fu()

Jednotlivé derivace f!(x) dle vSech proménnych definuji Jakobiho matici Jp(z).

V tuto chvili je mozné sestavit rovnici k vypoctu feseni, Newtonovy soustavy
Jr(x)y = —F(x). (3.6)

Jednd se o iteraéni postup ve kterém je tfeba zadat poc¢dtecni aproximaci z°. A

k+1

pro novy bod bude platit zFT! = 2* + y. Tento postup vyuzijeme pif odvozovani
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pomocné tilohy pro metodu SQP. Podminky optimality 1.fadu maji pro nasi tilohu
(3.1) tvar
VoL(z, 1) = Vf(z) + Vh(z)'p=0
VL(z, 1) = h(z) =
Definujeme vektorovou funkei F'(z, i)

F(z,p) = (Vf(x) Z(Z)h(x)T“)

a budeme hledat nulové body této vektorové funkce, tj. fesime soustavu ne-

linedrnich rovnic F(x,pu) =0

Vf(x)+ Vh(z) p
h(z) =0

Jacobiho matice pro funkci F'(x, i), pak bude mit tvar

_ (Vi L(z,p)  Vh(z)"
‘]F(x’m_( Ohie) 0 )

Pro nastartovan{ metody je nutné zadat pocatecni aproximace (z°, u°). Nachdzime-
li se v k-té iteraci, neboli v k-té podiloze metody Sekvencionalniho kvadratického
programovani, mame bod (z*, *) jehoz dosazenfm do Newtonovy soustavy (3.6)

ziskame
k

etat ) ( D4) = —F Gt ). 87

Vyiesenfm soustavy zfskame (p*, Ap¥). A pomocf nésledujictho predpisu vypocitame

<l’k+l) B < l’k +pk )
uk—‘—l Mk‘i‘ANk :

Budou-li splnény podminky

body pro novou iteraci

(pl) VAh(z*¥) m4 plnou hodnost

(p2) sTV2 L(z*,u*)s > 0 Vs : Vh(z*)s = 0,5 # 0,
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pak matice Newtonovy soustavy bude regularni. Takové podminky budou splnény,
pokud bude bod (z*, u*) dostateéné blizko bodu (2%, 11*), v kterém plati podminky
optimality 2.radu.

Nyni podivdame-li se na pomocnou tlohu odvozenou v prvnim piistupu (3.4),

kterad v k-t€ iteraci bude

minimalizovat $p”VZ L(z*, u¥)Tp + V, L(z*, u¥)Tp + L(a*, k)
za podminky Vh(z*)p + h(2*) = 0.

Pokud jsou splnény predpoklady (pl) a (p2) bude mit tato uloha jednoznacné
feseni (pg, Auy), jenz bude spliovat KKT podminky

V2, L(x", y*)p* + VL(2*, u*) + Vh(a®) T Apyp = 0,

Vh(z")p" 4+ h(z*) = 0.
Tuto soustavu zapiSeme do maticového tvaru

(o ™0 ) (4 ) == (™)

Porovnéme-li tento maticovy zapis s Newtonovou soustavou (3.7) muzeme fict,

pokud jsou splnény piedpoklady (pl) a (p2) potom fegeni (p*, Auy) je pro obé

soustavy totozné a pomocnd tloha pro 2. piistup v bodé z* bude mit tvar

{ minimalizovat gx(p) (3.8)

za podminky Vh(z*)p + h(z*) =0

kde funkce gx(p) bude mit tvar
1
a(p) = 5p" Vi L(a", ph)p + Vo L@, i) p + Lia", ).

Predpokladame, Ze jsou splnény podminky (pl) a (p2) na matici Newtonovy
soustavy, bude tloha (3.8) konvexnf, jelikoz V2, L(x*, u*) jakozto hessian funkce
q(z) je pozitivné definitni na kritickém kuzelu, a bude se tedy jednat o tlohu

konvexniho kvadratického programovani.
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Diléi ulohy (3.4) a (3.8) budeme zkrécené oznacovat jako QP1.

{ minimalizovat $p’ V2 L(z*, pi*)p + V,L(z*, 1i*)'p + L(z*, u*) (QP1)

za podminky Vh(z*)p + h(2*) =0

Pomoci drobné tpravy muzeme odvodit novy tvar diléich tloh. A to
Vo L(z*, 1*)Tp = V f(a*)Tp — (") h(a"),

Vo L(a*, 1) p + L(a*, 1*) = V f(2*)Tp + f(2").

V tomto ptipadé pak dil¢i tlohy, které budeme oznacovat jako QP2, budou mit

tvar

minimalizovat $p” V2 L(z*, uF)p + V f(2*)Tp + f(z*
{ 3D (%, 1F)p + V(") Tp+ f(a¥) QP2)

za podminky Vh(z*)p + h(z*) = 0.

V tuto chvili zbyva vyftesit, kterou z dil¢ich tloh QP1 nebo QP2 budeme v
métodée SQP pouzivat. Pokud jde o feSeni, z obou tiloh dostaneme stejnou hod-
notu fegeni p¥, lisit se budou pouze hodnotou multiplikdtori. V této praci budeme
k vypoctum vyuzivat pomocnou tlohu (QP2), jelikoz tento piistup se vyuziva u
vétsiny zdroju, napt. [1], [3]. Z predchozich tivah a odvozeni je mozné sestavit

zékladni algoritmu metody SQP.

3.1.1. Zakladni algoritmus SQP pro ilohy s podminkami
tvaru rovnosti

Tento algoritmus je zalozen hlavné na aproximaci puvodni funkce a ome-
zujicich podminek, z tohoto duvodu je oznacovan pouze jako zakladni. V algo-
ritmu jsou vynechany absolutni ¢leny kvadratickych aproximaci funkce f, duvod

je vysvétlen na zacatku drhé kapitoly 2.

Algoritmus 3.1. Zaddme pocdtecni aprozimace x°, u°, toleranci tol a poloZime

k=0

1. Vypocitame V2 L(z*, 1¥), Vh(z*)a V f(2F)
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2. Vyresime ulohu kvadratického programovant

minimalizovat 1pT V2 L(z*, y*)p + V f(z*)Tp
za podminky Vh(z*)p+ h(z*) =0

a ziskdme vesent p* a odpovidajici hodnotu multiplikdtori ApF.

3. Provede se test ukoncovactho kritéria

k

(a) v pripadé, Ze neni splnéno polozime x* = x* a u* = p* a ukoncime

algoritmus

(b) v pripadé, Ze je splnéno polozime xF+t1 = o + pk, pF 1 = pb 4+ Apk,

k=k+1 a prejdeme zpét na krok 1.

Algoritmus v tomto tvaru je pouze v zdkladnim tvaru. Pro lepsi konver-
gencni vlastnosti metody muze byt vyhodnéjsi pouziti jiné délky kroku nez o =
1. Zakladni algoritmus jsem naprogramoval v MATLABU do funkce s nédzvem
SQP _rovnostni, tento program je pouze zakladni a pro vypocéty muze byt i
naroc¢ny, jelikoz jako vstupy je pozadovan hessian funkce i omezujicich podminek.
Ukoncovaci kritérium je zvoleno jako [|p|| < tol, tolerance v daném kddu je voli-

telna.

function [x0,mi,k]=SQP_rovnostni(x0,mi,Gf,Hf,Ro,GRo,HRo,tol)
HWVstupy

%»x0 - potatecni bod

Jmi - poZateZni hodnota multiplikdtoru, pro rovnostni omezeni
%GE
%HE

gradient funkce

hessian funkce

%Ro — rovnostni omezeni

%GRo - gradient rovnostnich omezeni
%HRo — hessian rovnostnich omezeni

%tol - tolerance ukon&ovaciho kritéria
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WVystupy
%»x0 - bod FeSeni dané tlohy
Jmi - odpovidajici hodnota multiplikatoru
%k - potet iteraci
imax=100;
k=1;
if (nargin<8)
tol=1e-6;
end
while k<=imax
HLf=Hf (x0)+ (HRo (x0) . >*mi) ;
[p,p_mi]=nulprostor (HLf,-Gf (x0) ,GRo(x0).’,-Ro(x0));

if norm(p)<tol
break
else
x0=x0+p;
mi=mi+p_mi;
k=k+1;
end
end
if k==imax+1
warning (’DosaZeno maximdlniho po&tu iteraci’)

end

Na nasledujicim piikladé bude demonstrovano pouziti zékladniho algoritmu 3.1

a porovnani ru¢niho vypoctu s vypoctem pomoci programu SQP _rovnostni.
Priiklad 3.3. Pouziti zakladniho algoritmu 3.1 na prikladu

minimalizovat (x1 — 2)* + (11 — 229)>
za podminky 3 — x5 =0
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Jako pocdtecni aprozimace jsou pouzity x° = (2,2)T a pu® = 1. Pro namode-
lovani pomocné dlohy (QP2) je treba nejdiiv vypocitat viechny potrebné matice

a vektory, gradient funkce

Vf(x> _ (4(1’1 — 2)3 + 2(1’1 — 21’2)) 7

—4x1 + 82,

gradient omezujict podminky

v = (%)

a hessian Lagrangeovy funkce

2 _ _
VL) = V(e +avhie) = (BT ES 0  ()).

V bodé z° bude

VL) = () s ) s I

Il
VRS
|
O W~
~_
<
=
)
N
Il
VRS
|
—
~_
=
)
N
Il
)

Pomocnd iloha pak bude tvaru

T
4 —4 —4
. . 1, T
minimalizovat 5p (_4 8)p+< 8) p

AT
za podminky (_1) p+2=0

V tomto kroku wvypocitame pomocnou tulohu pomoci metody nulového prostoru,
jako vysledek dostaneme p° = (—0.84, —1.36)T, Ay = 0.48. A ndsledné vypoéitame

novy bod a odpovidajici multiplikator
vt =20 +p" = (116, 0.64)7  pt=p®+ Ap =148

S novyym bodem ' a odpovidajicim multiplikdtorem ' prepocitdme potrebné ma-

tice a vektory
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s 4 g (134272 —4 [ —2.6108 (232

h(x') = 0.7056.

Pomocnd uloha pak bude mit tvar

. L (134272 —4 —2.6108\"
minimalizovat 5p 48 P+ 048 ) P

2.32

T
_1) p+0.7056 = 0

za podminky <

Vypocitanim ulohy metodou nulového prostoru dostaneme teseni
pt = (—0.2314, 0.1687)T, Au = 2.7556. Nowyj bod a odpovidajici multiplikdtor

budou
22 = 2! +p' =(0.9286, 0.8087)T  p? = pt + Ap = 4.2356.

Dalsi iterace budou popsany zkrdcené a to

k=2:  p>=(0.0162,0.0836), z°= (0.9448, 0.8923), 3 = 7.5951
k=3:  p®=(—=0.0006, 0.0015), 2*=(0.9454, 0.8938), u*=10.9641
k=4:  p*=(=0.0001, 0.0002), 2®=(0.9455, 0.8940), u° = 14.3343.

Postup této ulohy je zobrazen na obrdzku 3.35.

Pri pouziti naprogramované funkce SQP_rovnostni v MATLABU ziskdme vijsledek

ve tvaru

[x0,mi,k]=SQP_rovnostni([2;2],1,0(x) [4*x((x(1)-2)"3)+2*(x(1)-2%x(2));
-4xx(1)+8*x(2)],0(x) [12*(x(1) ~2)-48*x(1)+50 -4;-4 8],
Q(x) (x(1)"2)-x(2),0(x) [2*x(1);-1]1,0(x) [2 0;0 0]1)

x0 =

0.9456
0.8941
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mi =

34.5580

11

Obrazek 3.3: Priklad 3.3

3.2. leohy nelinearniho programovani

s rovnostnimi a nerovnostnimi omezenimi

V praxi vétsinou neni mozné zarucit tilohy pouze s omezenimi tvaru rovnosti.
Pro na zakladé predchozich ivah a odvozeni, muzeme rovnostni verzi SQP zo-

becnit na obecnou tlohu nelinearniho programovani (1.1). V predchozi ¢asti jsme
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odvodili dva tvary pomocné tlohy (QP1) a (QP2). Logickym postupem je vyuzit

nejdrive tvar (QP1), pomocna tloha bude v tomto pripadé ve tvaru

minimalizovat $p? V2 L(z* N, (") p + V, L(a®, N\*, 1) p + L(xF, \F, u¥)
za podminky Vh(2®)p + h(z*) =0,
Vg(z®)p + g(a*) < 0.

(QP1-Obecna)
V tuto chvili se nam, ale objevuje problém, kdy bod z* ktery je feSenim pomocné
tlohy (QP1-Obecnd), nemusi byt feSsenim puvodni ilohy, ale pouze sedlovym
bodem. Zbyva nam tedy jedind moznost, a to vyuzit druhy tvar pomocné ulohy

(QP2). V takovém piipadé bude pomocnd tloha

minimalizovat $p? V2 L(z*, \*, 1*)p + V f(2*)Tp + f(2*)

za podminky Vh(z*)p + h(z*) = 0, (QP2-Obecna)
Vg(a*)p + g(a*) < 0.

V tuto chvili muzeme zobecnit zakladni algoritmus pro obecnou tlohu nelinedrniho

programovani.

3.2.1. Zakladni algoritmus SQP pro obecnou ilohu
nelinearniho programovani

Algoritmus je zalozen na tvorbé pomocnych tloh tvaru (QP2-Obecnd), pro

vypocet takovych tloh je vhodna metoda aktivni mnoziny.

Algoritmus 3.2. Zaddme poédtecni aprozimace x°, \°, u% X > 0, toleranci tol a

polozime k =0
1. Vypocitame V2, L(z* \¥, u*), Vh(z*)a V f(2*)
2. Vyresime ulohu kvadratického programovant

minimalizovat 1pTNV2 L(a* NF, uF)Tp + V, f (%) Tp
za podminky Vg(a*)p + g(z*) <0,
Vh(z*)p + h(z*) = 0.

a ziskdme teseni p* a odpovidajici hodnoty multiplikdtori ANF, Ap*
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3. Provede se test ukoncovactho kritéria

(a) v pripadé, Ze je splnéno poloZime z* = x¥, \* = X\ a p* = p¥ a

ukoncime algoritmus

(b) v pripadé, Ze neni splnéno polozime x*+t1 = % 4 pk, AFHL = \F 1 ANF,

Pt =y + Apk, k =k +1 a prejdeme zpét na krok 1.

Zakladni algoritmus pro obecnou tlohu jsem naprogramoval v MATLABU
do funkce s nazvem SQP _obecna, tento program je urceny pro feSeni obecnych
tloh nelinearniho programovani, nevyhodou tohoto typu tloh je velké mnozstvi

vstupu, které jsou nutné pro pouziti metody.

function [x0,lambda,mi,k]=SQP_obecna(x0,mi,Gf,Hf,Ro,GRo,HRo,lambda,
No,GNo,HNo,tol)

HWVstupy

%»x0 - potatecni bod

Jmi - poZateZni hodnota multiplikdtoru, pro rovnostni omezeni

WGE

gradient funkce

%Hf - hessian funkce

%Ro - rovnostni omezeni

%GRo - gradient rovnostnich omezeni

%HRo - hessian rovnostnich omezeni

%lambda - poZdteZni hodnota multiplikdtoru, pro nerovnostni omezeni
%No - nerovnostni omezeni

%GNo - gradient nerovnostnich omezeni

%HNo - hessian nerovnostnich omezeni

%tol - tolerance ukon&ovaciho kritéria

WVystupy
%%x0 - bod FeSeni dané idlohy
%lambda - odpovidajici hodnota multiplikdtoru pro nerovnostni omezeni

Jmi - odpovidajici hodnota multiplikdtoru pro rovnostni omezeni
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%k - potet iteraci

imax=100;
k=0;
if (nargin<12)
tol=1le-6;
end
if (nargin<11)
while k<=imax
HLf=Hf (x0)+(HRo (x0) . >*mi) ;
[p,p_mil=nulprostor (HLf,-Gf (x0) ,GRo(x0).’,-Ro(x0));

if norm(p)<tol
lambda=[];
break

else

x0=x0+p;

mi=mi+p_mi;

if k==imax
lambda=[];
warning (’DosaZeno maximdlniho poltu iteraci’)
break

else

k=k+1;

end

end

end

else

while k<=imax
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end

end

HLf=Hf (x0)+(HNo (x0) . ’>*1lambda)+(HRo (x0) .’ *mi) ;

pO=linsolve ([GRo(x0).’;GNo(x0).’], [-Ro(x0);-No(x0)1);
[p,p_lambda,p_mi]=MetodaAktMnoziny (p0,HLf,-Gf (x0) ,GNo(x0).’,
-No (x0) ,GRo(x0) .’ ,-Ro(x0));

if norm(p)<tol
break
else
x0=x0+p;
lambda=lambda+p_lambda;
mi=mi+p_mi;
if k==imax
warning (’DosaZeno maximdlniho poltu iteraci’)
break
else
k=k+1;
end
end

end

Priiklad 3.4. Pouziti zakladniho algoritmu 4.2 na prikladu, upravend verze prikladu

3.3,

minimalizovat (x1 — 2)* + (1 — 229)?
za podminky 2 — x5 =0
T2 Z 1

Jako poédteéni aproximaci jsou pouZity 2° = (2, 2)T, u° =1 a \° = 1. Vypocitdme

vSechny potrebné matice a vektory pro namodelovani pomocné ilohy (QP2-Obecnd).

Hessidn Lagrangeovy funkce

Vi L(@, A 1) = V2 f(2) + AV2g(2) + pV?h(z) =
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(1222 — 482, +50 —4 00 20
( S (@n) e (@0)
gradient funkce

it (2 202,

gradienty omezujicich podminek

Vh(z) = (2_9”11)T, Vo(z) = (_Ol)T.

V bodé z° bude

Il
VRS
|
O =~
~_
<
=
)
N
Il
VRS
|
—
~_
~
=
)
N
Il
o

2L N = () 9

Pomocnd uloha pak bude mit tvar

T
4 —4 —4
. . 1, T
minimalizovat 5p (_4 8)p+< 8) p
AT
za podminky <_ ) p+2=0

T
0
—1<
| (1) preo

Pro wvypocitani pomocné ulohy pomoci metody aktivni mnoziny je treba zadat

pocdtecni bod pPoc = (—%, —1)T. Jako vysledek dostaneme p° = (—%, —1), A\ =

4

2.25 a Ap = 0.75. A ndsledné vypocitame novy bod a odpovidajici multiplikdtory
wt =20 +p = (1.25, )T, pt = p° + Ap =175, A\' = \° 4 A) = 3.25.

S noviym bodem x' a odpovidajicimi multiplikdtory u* a \' prepocitdme potrebné

matice a vektory

T
vt = (278 vre = (T ) e - (2)
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h(z') = 0.5625, Vg(z')

I
VRS
|
=)
~_
~
=
S
-
I
o

Pomocnd uloha pak bude mit tvar

T
minimalizovat 1p” (12_2 _g) p+ (—3.1872) j%

25\"
za podminky (_1) p—0.5625 =0

T
0
—0<

Pro vypoéitdni tilohy pouzijeme jako pocdtecni bod pP*° = (—0.2250, 0)T. Vysledek
bude p' = (—0.225, 0)T, VA = 1.5225 a Vu = 2.3775. Vypocteme novyj bod a

4

odpovidajici multiplikdtory
v =2t +pt = (1.025, D7, p4? = pt + V= 41275, A2 = M\ 4 V. = 4.7725.

Dalsi postup bude ukdzdan ve strucné bodobé

k=2: p?>=(-0.0247,0), z°=(1.0003,1), p®=7.1482, I3 =5.7506
k=3: p*=(-0.0003,0), 2*=(1,1), p*=10.1494, )\ =6.7493
Graficky je postup viypoctu této wlohy zndzornén na obrdazku 3.4. Pri pouziti na-

programované funkce SQP_obecna v MATLABU ziskame visledek ve tvaru

[x0,lambda,mi,k]=SQP_obecna([2;2],1,0(x) [4*x((x(1)-2)"3)+2*x(x(1)
-2xx(2)) ; -4*x (1) +8%x(2)],0(x) [12*(x(1) "2)-48*x(1)+50 -4;-4 8],
0(x) (x(1)"2)-x(2) ,0(x) [2*x(1);-1],6(x)[2 0;0 0],1,0(x)1-x(2),
@(x) [0;-1]1,@(x) [0 0;0 0])

x0 =
1.0000
1.0000

lambda =
6.7493
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mi =

10.1494

) ’_'.‘E' P
g(x)
2 25
Obréazek 3.4: Uloha (3.4)
Priklad 3.5. [5] Mdme priklad
minimalizovat (xy — 2)% + (x5 — 1)?
za podminky 1 —2x2+1=0
0.2523 +22—-1<0
Jako pocdtecni aprorimace jsou pouZity z° = (=2,-2)T, u° =
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Vypocitame vsechny potrebné matice a vektory. Gradient funkce

Vi@ = (5 y).

gradienty omezujicich podminek

v = (1) wot = (),

hessian Lagrangeovy funkce

Vi Lz, A p) = V2 f(x) + AVg(z) + pV>h(z) =
20 4 0.50 n 00
02 02) " H\oo)
V bodé x° budou

250
AL ) = (3)) V)

I
VRS
o
~_
<
=
)
N
I
VRS

-
[\)
~_

e = 5. Vata®) = ( 7)) ota) =4

Pomocnd uloha pak bude mit tvar

T
minimalizovat 1p” (265 2) D+ ( :2) p

1\T
za podminky (_2) p+3=0

_1 T
<
\ (_4) p+4<0

4

Postup vgpocti

k=0:

p° = (2.2857,2.6429)T, 2! = (0.2857,0.6429)T, u! = 3.2857, A\l =1
k=1:

pt = (0.7208,0.3604)T, 22 = (1.0065,1.0032)T, 2 = 4.6827, \? = 2.6074
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k

p? = (—0.1724, —0.0862)7, 23 = (0.8341,0.9170)7, 13 = 6.2825, \* = 4.5088
k

p? = (—0.0111, —0.0056)7, 2% = (0.8229,0.9115)T, p# = 7.8825, \* = 6.3775

Graficky je tuloha zndzornéna mna obrdzku 3.5. Pri pouZiti naprogramované

funkce SQP_obecna v MATLABU ziskime vysledek ve tvaru

[x0,lambda,mi,k]=SQP_obecna([-2;-2],1,0(x) [2*x(1)-4;2*xx(2)-2],
Q(x)[2 0;0 2],0(x)x(1)-2%x(2)+1,0(x) [1;-2],0(x)[0 0;0 0],1,
0(x)0.25%x (1) "2+x(2)"2-1,0(x) [0.5*x(1) ;2*x(2)],0(x) [0.5 0;0 2])

x0 =
0.8229

0.9114

lambda =
8.2243

9.4770

71



Obréazek 3.5: Uloha (3.5)
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Kapitola 4

Rozsireni zakladniho algoritmu

Jelikoz treti kapitola nam dava pouze zakladni algoritmus, existuji nastroje
pro jeho upraveni. Z tohoto duvodu je v této kapitole uvedena aproximace hessianu

a uprava kroku. V tomto piipadé jsem cerpal zejména z [1] a [2].

4.1. Aproximace hessianu

Jednim z problému, které provazi pouziti zéakladni SQP metody je vycisleni
hessianu v kazdé iteraci. Velmi casto se tedy pristupuje k pouziti aproximace.

Jelikoz se jedna o iteracni proces mame dvé moznosti, jak hessian aproximovat.

1. Pevnd aproximace
V principu se jedna o jednoduchou moznost nahrazeni hessidnu, pevné sta-
novenou aproximaci. Aproximaci uréime pouze na zac¢atku a po celou dobu

vvvvvv

vhodna.

2. Aproximace s aktualizacemi
V tomto piipadé je do iterac¢iho procesu zadan pocatecni odhad hessianu.
V kazdé iteraci aktualizujeme matici, ktera aproximuje hessian. V pripadé

spravného postupu bude tvar matice konvergovat ke skutecnému hessianu.

V pripadé SQP je vhodné pouzit kvazinewtonovské aproximace. Tato metoda

aproximace navic muze vyresit i pripadnou nedefinitnost puvodniho hessidnu.
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SQP metoda nahrazuje Lagrangeovu funkci v bodé z* kvadratickou ¢asti Tay-
lorova rozvoje. V pripadé kvazinewtonovské aproximace bude funkce ve stejném

bodé nahrazena upravenou kvadratickou aproximaci g, ktera bude mit tvar

1

a(p) = f(=*) + (9) P+ 50" Bip.

Zakladnim pozadavkem na matici By je aby s dostate¢nou presnosti aproximovala
hessidn. Jelikoz jde o aproximaci muze mit matice By, i lepsi vlastnosti jako je
naptiklad definitnost. Druhym krokem aproximace je urcit novou matici By,1,
kterd bude stale vhodné aproximovat hessian. Nova matice se bude volit tak, aby

platila kvazinewtonovska podminka kterd je tvaru

k+1

By (2" —aF) = g — g

Pro prehlednost se podminka uvadi ve tvaru
Bypist =4

kde

Dalsi pozadavek, ktery muzeme na matice By mit je zachovani pozitivni definit-

nosti, tuto vlastnost zarucuje splnéni tzv. kiivostni podminky, ktera ma tvar
(s (") >0

Aby bylo mozné ur¢it matici By, jednoznacné, je tieba jesté dalsich podminek,
jednou z nich je, ze se By1 od B, bude lisit pouze o aktualizaci nizké hodnosti,t;.
Biy1 = B +U(s*, y*, By), kterd bude zaviset na piivodni matici By, a vektorech

sk ok
Formule BFGS

Nejpouzivanéjsi kvazinewtonovskou formuli pro aproximaci hessianu je BFGS,

kterd spadd do skupiny aproximaci s aktualizacemi hodnosti 2. Formule pro
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vypocet matice By,; ma tvar

v (y ) _ Byst(s")" By
: .

B =B
b= Bt T T (SR T Byst

(4.1)
Tato formule zachovava pozitivni definitnost za prepokladu, ze plati kiivostni
podminka.
Véta 4.1. [2, Véta 9.5] Za predpokladu, Ze plati podminka

(s")7y* >0,
formule BFGS zachovdvad pozitivni definitnost.

Formule BFGS je specialni pravé ve schopnosti snadno zachovavat pozitivni
definitnost, coz je vlastnost, ktera je u mnoha metod nelinearntho programovani

zadana.

Poznamka 2. Metoda SQP bude za jistych predpokladi konvergovat k presnému
resent i v pripadé aproximace hessidnu pomoci BFGS formule, jak bude uvedeno

v posledni kapitole.

4.1.1. Algoritmus SQP doplnény o BFGS

Zakladni algoritmus 4.2 doplnime o formuli BFGS, ¢imz usnadnime vypocty

diky tomu, ze aproximujeme hessian Lagrangeovy funkce pomoci matice By.

Algoritmus 4.1. [/] Zaddme pocédtecni aprozimace B, 2% X0 u® X > 0, tole-

ranci tol a polozime k =0
1. Vypocitdme Vh(z*)a V f(x*).

2. Vyresime ulohu kvadratického programovant

T

minimalizovat pf B¥p + V. f(2¥)Tp
za podminky Vg(x )p+ g(x®) <0,
Vh(z¥)p + h(z*) =0,

a ziskdme Teseni p* a odpovidajici hodnoty multiplikdtori ANF, Ap¥.
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3. Provede se test ukoncovactho kritéria

(a) v pripadé, Ze je splnéno, polozime z* = z%, X\* = X a p* = p* a

ukoncime algoritmus

(b) v pripadé, Ze neni splnéno, polozime o+t = % 4+ pk, NFHL = Xk 1 ANF,
= pk - Apk, k =k + 1, pomoci formule BFGS (4.1) vypocitdme

novou matici B¥*! a prejdeme zpét na krok 1.

Zavedenim metody BFGS do zakladniho algoritmu 3.1 se zbavime nutnosti
pocitat Lagrangeovuv hessian, ktery u slozitéjsich tloh muze byt velmi narocny
na vypocet. Ale je tfeba navic jesté zadat i poc¢ateéni aproximaci hessianu By,
tato matice musi byt symetricka a pozitivné definitni.

Algoritmus doplnény o aproximaci hessianu jsem naprogramoval v MATLABU

do funkce s nazvem SQP_BFGS.

function [x0,lambda,mi,k]=SQP_BFGS(x0,B,mi,Gf,Ro,GRo,lambda,No,
GNo,tol)

HWVstupy

%x0 - potateZni bod

Jmi - poZateZni hodnota multiplikdtoru, pro rovnostni omezeni
%Gf - gradient funkce

%Ro - rovnostni omezeni

%GRo - gradient rovnostnich omezeni

%lambda - poZdteZni hodnota multiplikdtoru, pro nerovnostni omezeni
%No - nerovnostni omezeni

%GNo - gradient nerovnostnich omezeni

%tol - tolerance ukon&ovaciho kritéria

WVystupy
%%x0 - bod FeSeni dané idlohy
%lambda - odpovidajici hodnota multiplikdtoru pro nerovnostni omezeni

Jmi - odpovidajici hodnota multiplikdtoru pro rovnostni omezeni
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%k - potet iteraci

imax=100;
k=0;
if (nargin<10)
tol=1e-6;
end
if (nargin<9)
while k<=imax
[p,p_mi]=nulprostor (B,-Gf (x0),GRo(x0).’,-Ro(x0));
if norm(p)<tol
lambda=[];
break
else
x=x0+p;

mi=mi+p_mi;

y=Gf (x)+(GRo (x) *mi) - (Gf (x0)+(GRo (x0) *mi) ) ;
B=B+((y*(y)?)/((y) >*p) ) - ((B*px(p) **B) / ((p) **B*p) ) ;

x0=x;

if k==imax

warning (’DosaZeno maximdlniho po&tu iteraci’)
else

k=k+1;

end

end

end

else
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while k<=imax

pO=linsolve ([GRo(x0).’;GNo(x0).’], [-Ro(x0);-No(x0)]);
[p,p_lambda,p_mi]=MetodaAktMnoziny (p0,B,-Gf (x0) ,GNo(x0).’,
-No (x0) ,GRo(x0) .’ ,-Ro(x0));

if norm(p)<tol
break
else
x=x0+p;
lambda=lambda+p_lambda;

mi=mi+p_mi;

y=Gf (x)+(GRo (x) *mi)+(GNo (x) *1lambda) - (Gf (x0) + (GRo (x0) *mi)
+(GNo (x0)*lambda)) ;
B=B+((y*(y)’)/((y) > *p))-((Bxp*(p) >*B) / ((p) **Bx*p)) ;

x0=x;
if k==imax
warning (’DosaZeno maximdlniho poZtu iteraci’)
else
k=k+1;
end
end
end
end

end
Priklad 4.1. [0] PouZiti upraveného algoritmu na priklad 5.5, na kterém jsme

demonstrovali zdkladni algoritmus pro rovnostni omezent.

2

minimalizovat (z; — 2)* + (1 — 2x4)?
za podminky x7 —x2 =0
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Jako poédteéni aproximace je pouZito xg = (2,2)T a u® = 1. Narozdil od zdkladniho

algoritmu zaddme prvotni aprorimaci hessidnu, kterd bude mit tvar

10
= (o1)-

Diky této zmené bude diléi uloha mit jiny tvar

T
10 —4
. . 1, T
minimalizovat 5p <01)p+< 8) p
, 4
za podminky (_1)])—1—2:0

Pomocnou ilohu vypocitame pomoci metody nulového prostoru, prubéh vypocti
bude totozny s puvodnim prikladem, jeding rozdilem bude dopocitavini matice By
pomoci formule BFGS (4.1). Proni iterace bude mit vysledek

k=0: p=(-2.1176,—6.4706)", Ay = 1.5294, x' = (-0.176,—4.4706)7,
= 2.5294

Nyni kdyz mdme novy bod je treba aktualizovat matici By na matici By. PouZitim

formule BFGS dostaneme

B, _ (22109 2.4561
17\ 2.4561 5.8871

Dalsi iterace budou

k=1: p=(5.2367,3.2523)7, Ay = —3.2860, 2% = (5.1191,—1.2183)7,

u? = —0.7566

k=2: p=(-0.7378,19.8691)T, Ay = —11.5555, a3 = (4.3812,18.6508)7,
1 = —12.3121

k=3: p=(—2.1561,—18.3487)7, Ay = —1.0717, a* = (2.2251,0.3021)7,
put = —13.3838

k=4: p=(-0.8264,0.9713)T, Au=8.9892, 5= (1.3987,1.2733)T,

p® = —4.3946
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k=12: p=(0,0)T, Ap=3.3707, '3 =(0.9456,0.8941)T,
pt3 = 16.7330
Pri pouziti naprogramované funkce SQP_BFGS v MATLABU ziskame vysledek

ve tvaru

[x0,lambda,mi,k]=SQP_BFGS([2;2],[1 0;0 1],1,0(x) [4*x((x(1)-2)"3)+
2% (x(1)-2*%x(2)) ; -4*x (1) +8*x(2)],0(x) (x(1)"2)-x(2) ,0(x) [2*x (1) ;-1])

0.9456
0.8941

lambda =
(]

mi =

25.6331

13

Pokud na uvedeném prikladu porovname pouziti zakladniho algoritmu a upra-
veného algoritmu, muzeme vidét, ze zakladni algoritmus pocita rychleji, ale jsme
nuceni v kazdém kroku pocitat hodnotu Lagrangeova hessianu. Upraveny al-
goritmus naopak pocita pomaleji, ale neni tifeba pocitat Lagrangeuv hessian.
Podminky, na jejichz zakladé upraveny Algoritmus 4.1 bude konvergovat, budou

uvedeny v posledni kapitole v konvergencni véteé.

4.2. prrava kroku

V ramci algoritmu hledajicich minimum zadané funkce se ¢asto Tesi otézka

volby délky kroku a. Metody, které jsou zalozeny na hledani sméru p, ve kterém
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funkci minimalizujeme, vzdy tuto délku kroku vyuzivaji. V rdmci algoritmu

muzeme mit vice moznosti, jak délku kroku urcit a to

1. Pevné zvolena délka - délka kroku je v kazdé iteraci stejna a v prubéhu al-
goritmu se neméni. Napiiklad Newtonovy metody nebo zakladni algoritmus

pro metodu SQP uzivaji délka kroku a = 1,

2. Presny vypocet délky kroku - v prubéhu vypocétu mame piimo vzorec,
kterym délku kroku ur¢ime, napiiklad Metoda aktivni mnoziny, v kapitole

2.2.1.

3. Nepresna volba délky kroku - ¢asto se objevuje podminka, aby délka kroku

dostatecné snizovala funkéni hodnotu dané funkce.

V zakladnim algoritmu metody SQP je délka kroku a = 1. V tomto bodé nam,
ale muze vzniknout konfrontace mezi dostate¢nou redukei funkéni hodnoty mini-
malizované funkce a uspokojenim omezeni. Pravé merit funkce ( také hodnotové
nebo pomocné funkce), které budou definovany pozdéji, jsou navrzeny tak, aby
mezi témito cili udrzeli rovnovahu a podle toho fidily algoritmus. Proto krok
a = 1 budeme akceptovat pouze povede-li k dostate¢nému snizeni hodnoty merit
funkce ®(x;0).

V neomezené optimalizaci je minimalizovana funkce prirozenou volbou pro me-
rit funkei. Tuto volbu muzeme pouzit i u podminéné optimalizace, ale pouze v
pripadé, ze vychozi bod a vSechny nasledné iterace splnuji omezujici podminky.
Neékteré metody podminéné optimalizace nam ale dovoluji v nékterych iteracich
omezeni porusit, a v takovém pripadé pouziti minimalizované funkce jako merit

funkce neni vhodné. Nejcastéji pouzivany tvar merit funkce je
O(z;0) = f@)+ 0 [hi(@)| +0) [g;(2)], (4.2)
i J

kde [x]” = max {0, —x} a 6 > 0 je penaliza¢ni parametr merit funkce.

Dalsi pouzivanou merit funkei je Fletcheruv rozsiteny Lagrangian (anglicky Flet-
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cher’s augmented Lagrangian). K dispozici mame tvar pouze pro tlohy s rov-

nostnimi omezenimi
1
®(x;0) = f(x) — p(x)"h(x) + 50 Ih(z)]|*, (4.3)

kde 8 > 0 a plati
n(@) = (A@A@)") " A@)V ().

Matice A(z) oznacuje Jakobian omezujicich podminek. Oba typy merit funkce,
které jsou zde uvedeny oznacujeme jako exaktni neboli presné, jelikoz feseni tlohy

nelinedniho programovani (1.1) je minimem merit funkce (4.2) i (4.3).

Definice 4.1. [1, Definice 15.1] Merit funkce ®(z;0) se nazgvd exakini, pokud
eristuje skalar 0* > 0 takovy, Ze pro jakékoliv 0 > 60* je jakékoliv lokdlni Teseni

ulohy nelinedrniho programovani (1.1) lokdlnim minimem merit funkce ®(x;0).

Ve zbytku tohoto textu se budeme zabyvat pouze ilohami s rovnostnimi ome-

zenimi.
Poznamka 3. [1] Merit funkce (4.2) je exakini pokud
0 = max {|p;],i € J}.

Kdyz se podivame na tvar jednotlivych funkci muzeme tict, ze merit funkce
(4.2) je snazsi na vyéisleni a proto se ¢astéji vyuziva v optimalizacnich algorit-
mech. Hlavnim problémem, ktery se muze v piipadé pouziti této funkce objevit
je tzv. Maratos efekt. Tento efekt se projevi v piipadé, ze algoritmus zamitne
krok, ktery by nas posunul dostatecné blizko k hledanému teseni ulohy, jelikoz v
pripadé merit funkce pujde o navyseni jeji funkéni hodnoty. Jednou z moznosti
jak eliminovat tento efekt je pouziti Fletcherova rozsiteného Lagrangianu (4.3).

Tento tvar je odolny vuci tomuto efektu, ale narozdil od jednodussiho tvaru (4.2)

vev s

A(z).
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Pro pouziti v metodé SQP je tfeba vyresit za jakych podminek budeme délku

kroku « upravovat. Cela podminka bude tvaru
O(2* + app; 6%) > B(a*;6%) + na D (a*; p*),

kde n € (0, 1) je dany parametr a D®(2*;p*) je smérova defivace merit funkce
ve sméru p¥. Merit funkce (4.2) neni hladké, obsahuje absolutni hodnotu a funkci
[x]7, neni tedy diferencovatelna. Nebrani ndm to vsak ve vypoc¢tu smérové deri-

vace ve smeru py.

Véta 4.2. [1, Véta 18.2] Necht p* a Ap jsou generované metodou SQP pro
tlohy s rovnostnimi omezenimi. Smérovd derivace merit funkce ® (4.2) ve sméru
pF spliiuje

D(®(a*;0); p*) = V f(a*)Tp" — 0]|n(2")]1.

Zustava nam otazka, jak zvolit hodnotu parametru . V literatufe se muzeme
setkat s vice zpusoby, jak hodnotu pametru zvolit, ¢asto se voli na zdkladé Lagran-
geovych multiplikatoru. Obecné lze Tict, ze ve sméru p;, hodnota funkce ®, klesa

pokud hessidn Lagrangeovy funkce V2_L je pozitivné definitn{ a

0 > |41 [loo-

Existuji i efektivnéjsi alternativy jak volit hodnotu parametru 6. Tyto volby, ale
zavisi na volbé dalsich parametru a bylo by treba hlubsi analyzy pro posouzeni,

ktera alternativa je pro danou ulohu vhodnéjsi.

4.2.1. Algoritmus SQP s merit funkci

Algoritmus vychézi ze zakladniho algoritmu pro obecné tlohy 4.2 a je doplnén

o testovani merit funkce.

Algoritmus 4.2. [I] Zaddme pocdtecni aprozrimace z° \°, ui°; X > 0, toleranci

tol a polozime k =0
1. Vypoéitame V2 L(x*, ¥, u*), Vh(2¥)a V f(2¥)
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2. Vyresime ulohu kvadratického programovant

minimalizovat 1pTNV2 L(a* NF, uF)Tp + V, f (%) Tp
za podminky Vg(a*)p + g(z*) <0,
Vh(z*)p + h(z*) = 0.

a ziskdme vesent p* a odpovidajici hodnoty multiplikdtori ANF, ApF
8. Provede se test ukoncovactho kritéria,

(a) v pripadé, Ze neni splnéno, otestujeme zda je krok o = 1 vhodny

pomoct merit funkce, kde n € (0,0.5)
(2% + app®; %) > ®(2*;0%) + naDd(zF; p*).

Pokud bude platit podminka

Pt = 2k 4 rapph, NP = NP 4 7o, ANF ) bt = b+ rag Apk,
kde 7 € (0,1).

Pokud podminka splnéna neni

TP = 2k qp, AL = A ANF, B = F g Apk,
Nakonec k =k + 1.

(b) v pripadé, Ze je splnéno, polozime x* = x¥, \* = X\ a p* = ¥ a

ukoncime algoritmus.

V MATLABU jsem naprogramoval funkci SQPE_BFGS_M. Tato funkce je
urcena pro vypocet 1loh pouze s rovnostnimi omezenimi, pro usnadnéji je pouzita
aproximace hessianu pomoci formule BFGS a testovani vhodnosti pouzitého kroku
pomoci merit funkce (4.2). V tomto algoritmu navic musime zadat funkci f a dva

parametry potiebné pro merit funkci n a 7.

function [x0,mi,k]=SQPE_BFGS_M(x0,B,mi,f,Gf,Ro,GRo,tol,eta,tau)
HWVstupy
%»x0 - potatecni bod

Jmi - poZateZni hodnota multiplikdtoru, pro rovnostni omezeni
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%Gf - gradient funkce

%Ro - rovnostni omezeni

%GRo - gradient rovnostnich omezeni
%tol - tolerance ukon&ovaciho kritéria

heta,tau - parametry merit funkce

hVystupy
%x0 - bod feSeni dané tlohy
Jmi - odpovidajici hodnota multiplikdtoru pro rovnostni omezeni

%k - potet iteraci

imax=100;
k=0;
if (nargin<8)
tol=1e-6;
end
if (nargin<9)
eta=0.5;
else
if eta>0.5 || eta<=0
error (’Eta musi byt z intervalu (0,0.5)’)
end
end
if (nargin<10)
tau=0.9;
else
if tauw>=1 || tau<=0
error (’Tau musi byt z intervalu (0,1)’)
end

end
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while k<=imax
[p,p_mil=nulprostor (B,-Gf (x0) ,GRo(x0).’,-Ro(x0));
if norm(p)<tol
break
else
theta=max(abs(mi))+1;
if f(xO+p)+thetax(abs(Ro(x0+p)))>f (x0)+theta*(abs(Ro(x0)))
+etax (Gf (x0) . ’*p-theta*norm(Ro(x0),1))
alfa=tau;
else
alfa=1;
end
x=x0+alfa.*p;

mi=mi+alfa.*p_mi;

y=Gf (x)+(GRo (x) *mi) - (Gf (x0)+(GRo (x0) *mi) ) ;

B=B+((y*(y)?)/((y) >*p) ) - ((B*px(p) **B) / ((p) **B*p) ) ;

x0=x;

if k==imax
warning (’DosaZeno maximdlniho poltu iteraci’)
break

else

k=k+1;

end

end

end

end

Uvedeny algoritmus vyzkousime na ptikladé 3.3, abychom mohli porovnat vysledky
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Priklad 4.2. [6] Mdme dlohu

minimalizovat (x1 — 2)* + (11 — 229)>
za podminky 1% — x5 =0

Jako pocdtecni aprozimace je pouZito o = (2,2)T a pu® = 1. Pro usnadnéni

pouzijeme aproximaci hessidnu pomoci formule BFGS a zaddme pocatecni apro-

10
= (1)

Pomocnd iloha bude mit stejny tvar a to

T
manimalizovat %pT (é (1)) p+ <_g) p

za podminky (_11) p+2=0

Timact

Pomocnou ulohu vypocitame pomoci metody nulového prostoru a vysledek bude:
k=0: p°=(-2.1176, —6.4706)T, Ap = 1.5294.

V této fazi dopocitdime hodnotu merit funkei, pro 0° = 2 a krok oy = 1,
(2 + agp®; 0°) = f(2° + app®) + 6°|h1(2° + app)| = 106.9336,
o (2%;60°) =8,
D(®(z":0); pr) = —47.2941.
Otestujeme podminku ®(z° + agp®; 0°) > ®(2°;0°) + naD® (2 p°), mizeme Fict
Ze podminka plati a proto upravime hodnotu kroku oy = T, kde 7 € (0,1). V
nasem pripadé bude oy = 0.95 a dopocitdme novy bod x* = (—0.0118, —4.1471)T
a odpovidajici hodnotu multiplikdatoru py = 2.3765. Dalsi iterace budou ve tvaru
k=1: p'=(2.2044, 4.2473)T, Ay = —3.7306, 2% = (2.0585, —0.2559)7
11y = —0.9811,

k=2: p?=(-006017, 1.8187)7, Ay = —1.5289, 23 = (1.4989, 1.7091)7,
M3 = —23571,
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k=14: p"= (0,0, Ap=3.3707, 2'° = (0.9456, 0.8941)7,
fi15 = 34.0313.
Pri pouziti naprogramované funkce SQPE_BFGS_M v MATLABU ziskame vijsledek

ve tvaru

[x0,mi,k]=SQPE_BFGS_M([2;2],[1 0;0 1],1,0(x) (x(1)-2)"4+(x(1)-2*x(2))"2,
Q(x) [4*x((x(1)-2)"3)+2* (x(1)-2*x(2) ) ; -4*x (1) +8xx(2)],0(x) (x(1)"2)-x(2),
Q(x) [2*x(1);-11)

x0 =
0.9456
0.8941
mi =
34.0313
k =
15

Porovname-li tento priklad s prikladem 4.1, pouZiti merit funkce nam algoritmus
zpomalilo. 'V prubéhu algoritmu je velky problém s pouZitim parametri n a T.
Mdame k dispozici pouze intervaly, ze kterych mdme tyto parametry urcit, ale
konkrétni volba muze byt problematickd. Z tohoto diuvodu by bylo treba hlubsi
analyzy pro nalezeni vhodné kombinace parametri pro konkrétni ilohu, abychom

mohli zrychlit konvergenci algoritmu.
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Kapitola 5

Konvergence

Jak je nékolikrat v praci zminéno, tato kapitola je zaméfena na konvergenci
SQP metody. Zabyvat se zde budeme pouze ilohami s omezenimi tvaru rovnosti.
Obecné u itera¢nich algoritmu nam vyvstava otazka za jakych podminek bude
generovand posloupnost {xk} blizit k presnému feseni a pravé odpovedi jsou kon-
vergenc¢ni véty. Konvergencni véty jsou prevzaty z [1]. V kazdém piipadé chceme,
aby algoritmy zkonvergovali k pfesnému feseni, coz nemusi byt obecné zaruceno.

V nasem piipadé je pro zavedeni konvergencni véty nutné uvést predpoklady

(pl) Necht v bodé feseni z* tlohy nelinedrniho programovan{ s omezenimi tvaru
rovnosti s odpovidajicimi Lagrangeovymi multiplikdtory p* ma A(z), Ja-
kobidan omezujicich podminek, plnou fadkovou hodnost a hessian Lagran-

geovy funkce V2 L(z*, u*, \*) je pozitivné definitn{ na kritickém kuZelu.

(p2) Posloupnosti {By} a {B,'} jsou omezeny, to znamena, Ze existuje kon-

stanta 5 takova, ze

IBell <8, B <B, VEk.

Véta 5.1. [1, Véta 18.4] Pokud plati predpoklad (p1) a Ze f a h jsou dvakrdt dife-
rencovatelné s Lipschitzovsky spojitymi druhymi derivacemi, v okoli bodu (x*, j1*).
Pak pokud (2°, u°) je dostateéné blizko (x*, pu*). Dvojice (¥, u*) generované Al-
goritmem 3.1 konverguji kvadraticky k (z*, u*).
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Dukaz této konvergenéni véty plyne piimo z principu odvozeni SQP metody po-
moci Newtonovy metody pro systém nelinearnich rovnic. Jak muzeme vidét v
pripadé splnéni predpokladu je konvergence zavisla prevazné na poloze poc¢atecniho
bodu.

Druhou verzi SQP algoritmu je nahrazeni hessianu lagrangeovy funkce kvazi-
newtonovou aproximaci Bg. V tomto piipadé mame k dispozici dvé konvergenéni
véty. Prvni z nich pozaduje platnost pouze prvniho predpokladu (pl) a ze By
je pouze obecnou kvazi-newtonovou aproximaci spliujici nize uvedenou limitni

podminku.

Véta 5.2. [1, Veta 18.5] Predpoklddejme, Ze plati predpoklad (p1) a posloupnost
{xk} generovand Algoritmem 4.1, s kvazi-newtonovskou aprozimaci hessidnu By,
konverguje k x*. Potom {xk} konverguje superlinedrné tehdy a jen tehdy kdyz
matice By splnuje

Py(By, — V2 _L(z*, p*, \* —
lin ERBr = Vo, L@, 17, A)) (@ran — 2|

k— o0 ||1‘k+1 —l’kH

—0, (5.1)

kde Py je matice projekce na nulovy prostor A(z*),

Py =1—A(™)T [A@F)A@R)T] A(2h).

-1

Druhd konvergenéni véta predpoklddd splnéni obou predpokladu (pl) a (p2)
a pouziti BFGS formule pro aktualizaci matice By. Jeji splnéni je zavislé nejen

na poloze pocatecniho bodu, ale i na pocatecni aproximaci matice By.

Véta 5.3. [1, Véta 18.6] Predpoklddejme, ze V2, L(x*, u*, \*) a By jsou symet-
rické a pozitivné definitni, a jsou splnény predpoklady (p1) a (p2). Pokud ||z°—z*|
a ||By — V2, L(z*, p*, A\*))|| jsou dostateéné malé, pak posloupnost {z*} genero-
vand Algoritmem 4.1 s BFGS aprozimaci By definovanou (4.1) spliuje limitu

(5.1). Tedy posloupnost {xk} konverguje superlinedrné k x*.

Z jednotlivych konvergenc¢nich vét muzeme udélat zavér, ze konvergence je
zavisla hlavné na pocatecnich aproximacich. Je tieba, aby se co nejvice blizili

skutecnym hodnotam.
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Uvedené konvergencni véty pojednavaji nejen o konvergenci posloupnosti ite-
raci k presnému feseni, ale také o rychlosti konvergence. V prvnim piipadé se
jedna o konvergenci kvadratickou, metoda SQP je metoda druhého radu. Pokud
bychom chteli fad konvergence pozorovat empiricky, muzeme vyjit ze vztahu pro

rad konvergence.

Definice 5.1. [0, Definice 10.1] Rekneme, Ze iteracni metoda %' = 2 + ap je

metoda Tddu q, pro q > 1, q € N jestlize

||l’k+1 _l,*H

lim

e TR

za predpokladu limy,_,o ¥ = z*.

Pro praktické vyuziti provedeme odvozeni. Pro velké k£ muzeme psat

k+1 k+2

I

—atf e
[Ja* — ]

N —.
||l‘k+1 _ x*”q
Lehkou tpravou ziskame vztah pro priblizny vypocet koeficientu ¢
[|F 2 —ax |
in (”zm_z*”

- A+ =]\
l”( oF—2"]]

Réd konvergence budeme pozorovat na pifkladu 3.4, u kterého zndme piesné

feSeni.

Priiklad 5.1. Pro priklad 3.4 jsme metodou SQP wvygenerovali ndsledugjici po-

sloupnost iteract



Bod resent je x* = (1, 1)T. Postupné dosadime do vztahu pro koeficient q.
i lz2 =2
lleT=2*]]
[zT=e*]]
20—2]|

k=0: gq=~ = 1.1604

[

k=1: g~ —lz—=l — 18775

|22 —a* |
ol —a*]|

[l =2

k=2: g~ —lz==l —109917

[|#3 —a*|
a2 —a*|

Vzhledem k tomu, Ze ve ¢turté iteraci dostdvame presné resent, nemuzeme vycislit
vice iteraci pro koeficient q. Presto muzZeme pozoroval Ze posledni hodnota q je
priblizné rovna 2, proto muzeme rict, Ze algoritmus konverguje kvadraticky, jak

wvadi konvergencni véta 5.1.
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Cilem préace bylo nastudovat Sekvencionalni kvadratické programovani, jenz
se v ramci mého studia neprobiralo a sestavit koédy v MATLABU. SQP metoda je
jednou z nejucinéjsich metod nelinearniho programovani pro feseni obecnych tloh
nelinearniho programovani. Tato metoda je nejvhodnéjsi pro tlohy nelinearniho
programovani s rovnostnimi omezenimi. Stejné tak je mozné ji pouzit i pro obecné
ulohy s obéma typy omezujicich podminek. Jedna se o zajimavou metodu pro
feSeni uloh nelinearniho programovani, jejiz idea zni jednoduse, ale prakticky tak
snadné neni.

Pro porozuméni této problematiky je tfeba si projit zaklady nelinearniho pro-
gramovani a kvadratické programovani, které je nutné pro reseni pomocnych tloh
metody SQP. Obé rozebrané metody, metodu nulového prostoru a metodu ak-
tivni mnoziny, jsem demonstroval na prikladech a doplnil o kédy v MATLABU.
Kdy metodu aktivni mnoziny jsem vyzkousel, jak na kvadratickych tlohach s
omezenimi tvaru nerovnostni, tak i na obecné kvadratické tloze.

Pri studiu metody SQP jsem se seznamil se dvéma piistupy, jak je mozné
pohlizet na odvozeni zékladniho algoritmu. Prvni pfistup nam vysvétluje duvod
pouziti lagrangeovy funkce a druhy ptistup zakladni podminky konvergence. Po
odvozeni zakladniho algoritmu pro ulohy nelinearniho programovani s omezenimi
tvaru rovnosti a obecné tlohy tlohy nelinedarniho programovani, bylo mozné je
vyzkouset na piikladech a pokud je to mozné, tyto tulohy jsou vykresleny na
obrazcich.

Néasledné jsem vyzkouSel modifikace zakladniho algoritmu. Prvnim krokem

byla kvazi-newtonovské aproximace hessianu a druhym testovani vhodnosti kroku
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za pouziti merit funkce. Tyto upravy jsem otestoval na ptikladech, které byly
predstaveny u zakladnich algoritmu, aby bylo mozné tyto postupy porovnat.
Vsechny naprogramované kédy v MATLABU jsou k dispozici na prilozeném CD.

V posledni kapitole jsem se seznamil s konvergenénimi vétami pro zakladni
algoritmy a pro algoritmus s formuli BFGS. Predpoklady pro tyto véty jsou zname
i z jinych metod, hlavné Newtonovy metody, ktera je stejné zavisla na poloze

pocatecniho bodu.
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