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Uvod

Na paéatku 20. stoleti se skupina vyznamnym matenjafikntoine Augustin
Cournot, Emile Borel, Ernst Zermelo a Hugo Steirggdwsnazila najit optimalni postupy
(strategie) p feSeni wtitych situaci. Optimalni strategii séitpm rozumi takovy postup,
diky kterému dosahne dany subjekt g&iho uspokojeni (ndpmaximalizuje zisk nebo
minimalizuje ztratu). Pokud neni subjekti gvém rozhodovéani ovlivim rozhodnutim
nikoho jiného, je situace celkem snadna. Pokud v¥aledek zavisi nejen na rozhodnuti
onoho subjektu, ale i na rozhodnu¢kaho dalSiho, dostavame se do situace, kteiéSe
pomoci tzv. teorie her.

Velkou zasluhu na rozvoji v oblasti teorie he&lmiedevsim John Nash, ktery
zaved! dilezité terminy, jakymi jsou n@p nekooperativni a kooperativni hry nebo
rovnovazny bod hry. Za zavedeni rozliSeni mezi keoativnimi a nekooperativnimi hrami
a také za vyvinuti Nashova ekvilibria ziskal JohasN v roce 1994 Nobelovou cenu za
ekonomii.

PredloZzena bakataka prace by ma cten&i poskytnout striny Gvod do
problematiky nekooperativnich her, podrépnjej seznamit s jednou konkrétni
nekooperativni hrou, tzv.dinovym dilematem, a ukazat mozné aplikace této hry.

V prvni kapitole se obeé&nzabyvam teorii nekooperativnich her. V§suji v ni
z&kladni pojmy, jakymi jsou n&phra v normélnim tvaru, rovnovazné strategie nebo
strategie smisSené. Zmme pojmy jsem zde ilustroval viastniniikdady.

Ve druhé kapitole jsem se saiestil na specialni typ nekooperativni hry ¢zifovo
dilema. Nastinil jsem v ni nejen samotny problérzidva dilematu, ale také uvedl
piiklady aplikaci, kde se sé¢ziiovym dilematem mizeme setkat.

Vyznamnou ¢asti druhé kapitoly je podrobnanalyzovany Courndv model
monopolu a duopolu. V tomto spojitém modelu jsensisazil ukazat, Ze se i duopolisté

chovaiji jako sougeneboli jako ,\&zni“ ve Vézinoveé dilematu.

Doufam, ze seten&um bude tato prace libit a také jintilgizi pohled do oblasti

teorie her a ¥ziiova dilematu.



1. Teorie nekooperativnich her

VSichni se kazdy den ocitdme v situacich, kdy mmesizvolit vhodny postup,
abychom dos#li k co nejlepSimu vysledku. Jestlize tento vysleddvisi jenom na nas
nebo na vice dalSich vlivech, kterézeme pedvidat s ufitou prav@&podobnosti, ale které
nejsou vzajem zavislé na rozhodnuti kohokoli jiného, pak je at@ pordrné jasna.

Kdyz se vSak do rozhodovani viozi jeg¢jaka dalSi osoba, obracime se k tearii her.

Teorie her vytvli a analyzuje modely situaci, ve kterych dochamtdrakci
alespa dvou raciondlnich entitasto s protichdnymi z4jmy. Této interakci se paka
hra a jejimi hrac¢i jsou ony entity. Hrou v tomto smyslutie byt teba partie pokeru,

studena valka, ¥ejna aukce nebo jednani nad podminkami smlouvy.

Pokud se jednotlivi hté mohou vzajem#& domlouvat a spolupracovat, nazyva se
dana hra jakdkooperativni U nekooperativnichher se naopakiedpoklada, Ze héa
nemohou vytviet koalice ani si ¢gak dophovat informace o ie domluvou. U &chto her
muze existovat fekdzka v komunikaci dana charakterem pealt v ®mZ se hra
odehrava, nebo toimwe byt gimo zakdzano dgitym predpisem nebo zdkonem.

V nasledujicim textu si nejprve zavedeme zakladojmp tykajici se teorie
nekooperativnich her a dale se budeme bléb@vat specialnimu typu této hry fehdvou

hr&a s kon€nymi mnoZzinami strategii

Definice a tvrzeni uvedena v 1. kapitole byk®evyzata z literatury [10,14] a jsou

ilustrovana vlastnimiifklady.



1.1 Hra v normalnim tvaru a rovnovazné strategie

V obecnych fipadech her se uvazuje uzitkova (vyplatni) funkdera kazdému
moznému vysledku hryigadin-tici realnychcisel vyjadujici uzitek pro jednotlivé hté.

Tradiiné se kladnyntislem vyjaduje zisk, zapornym pak ztrata.

Definice 1.Nech’ je ddna konga neprazdna-prvkovd mnozin®@Q = {1, 2, ...,n}, dalen
neprazdnych mnozirg, S,...,§ a n realnych funkciu;, w,...,u, definovanych na
kartézském satinu S; X S X...X Q. Hrou n hr&u v normalnim tvardbudeme rozugt

uspdadanou (8 + 1)-tici

(S, S,....9 s, S0 8) WS, 20000, )1 WnSL 20024, B}

Mnozinu Q nazvememnozinou hré:, mnozinu§ nazvemeprostorem strategii hide i,
prveks [ § nazvemestrategii hrae i a funkciui(s;, $,..., $) nazvemevyplatni funkci
hrace i. Je-li hodnotavyplatni funkcepro daného heg kladna, hovidme o zisky je-li

zaporna, hovidme oztrate.
Klicovym pojmem p analyze her je takzvandashovo ekvilibrium(rovnovazny
bod hry. Toto ekvilibrium je definovano jako soubor ségii jednotlivych hréi takovy,

Ze Zadny hr&énemize ziskat zrenou své strategie, pokud ji Zmi jen on sam.

Definice 2.n-tice strategis = (s ,...,5, ) Se€ hazyvaovnovaznym bodem hgiNashovym

ekvilibriem), praw kdyz pro kazdéLl {1, 2,..., n} a vSechng U S plati:
U(SL oo S s Sy S s ooes ) S UI(SL ooy Si1 0 S Sit2 s ooer ).
Strategies’ se nazyv@ovnovazna strategie hedi.
Nashovo ekvilibrium tedy udava strategie, ktergaibudouidit racionalni hra,

kteri veti, Ze i ostatni hka uvazuji racionaldé a jsou dostateg inteligentni na to, aby tyto

strategie dokazali najit. V praxi to jsokepre nekdy t€Zko splinitelné pozadavky. Nicm&n



z dlouhodobého hlediska jsou ospravedinitelné, neibd&i iraciondlni ¢i nedostatenég
inteligentni ve ke moc dlouho nevydrzi. V ekonomickych hrach jim diaj penize,

v evolwnich hrach zase nejsou geny takovychto jedptedavany dalSim generacim.

Princip Nashova ekvilibria pomohl teoreticky vydit mnoho jevi v ekonomii,
evolwini biologii a sociologii. V praxi se Nashovych mgtoouziva i vyjednavanich, na

aukcich, pi planovani valenych strategii a samigjne také k analyze hazardnich her.

Poznamenejme, ZefgstoZe jsou strategie v Naskogkvilibriu v jistém smyslu

optimalni, nemusi vést k efektivnimu vysledku, jsédime nap. u Véziova dilematu

Priklad 1. Hra dvou hréd v normalnim tvaru.

Uvazujme nésledujici hru dvou ktds nekonénymi mnozinami strategiiQ =
{1,2}, S=(23), S =(23), wi(s, ) = st * S WS, $) = S/, a pokusme se najit
rovnovazny bod této hry.

ReSeni Z prvni vyplatni funkce jeiejmé, Ze pro 1. hté je nejlepsi zvolit hodnotu
s; = 3 (aby hodnota seinu byla co nejusi) a z druhé vyplatni funkce jéeimé, Ze pro
2. hr&e je nejlepsi zvolit hodnots, = 2 (aby hodnota podilu byla co n&i). Z &chto
nalezenych hodnot vyt¥ime rovnovazny bods(, s, ) = (3,2).

Definice 3.Hra v normalnim tvaru, v niz pro vSechsal S, i =1,2,...n, plati

n

D usy-9) =K,

i=1

kde K je konstanta nezavisla na vellstrategii s;,...,$ se nazyvéhra s konstantnim

souwtem

Poznamka 1.Je-liK = 0, jedna se o hru s nulovym gtam — hra s nulovym sétem je

takova hra, p které je sotet uzitki vSechn hr&u nulovy pro kazdy mozny vysledek hry.
To u hry dvou hr&i znamena, Ze co jeden biréiskd, druhy trati (nd&pu pokeru). Jestlize
sowet vyplatnich funkci zavisi na zvolenych stratdgiiedna se dwru s nekonstantnim

souwtem



Podrobgjsi informace o Nashovém ekvilibriu &ehv normalnim tvaru Ize najit
VvV nag. literatue [2, 5, 11].

1.2 Kon&na hra v normalnim tvaru

Kone’nou hrouse rozumi hra, v niz kazdy kré&na koneény prostor strategii, tj.
hra, v niz jsoumnoziny S,, S,..., $ kon&né. V op&ném gipad oznaujeme hru jako

nekonénou

Poznamenejme, Ze hra tikPadu 1 byla nekorma. Aby byla konéna, musely by
mit S; a$S koneny patet strategii, nap S =4{2,3} a S = {2,3}.

Jak uz jsme se zminiliide, snazi se teorie her nalézt v kaztk lovnovazny bod
(ve smyslu Definice 2), vémz hr&i voli takové strategie, Ze zadny z nich nenigodl
svou strategii zrnit za gedpokladu, Ze nikdo z ostatnich svou strategii k@ezniNe vzdy
ale rovnovazny bod ve smyslu Definice 2 existujgolzoto divodu byly zavedeny tzv.
smiSené strategiekteré udavaji, s jakou pragmbdobnosti maji htd volit jednotlivé

strategie, aby dosahli co n&fgiho zisku

Definice 4. UvaZzujme koné&nou hrun hr&a v normalnim tvaru. Rt prvki prostoru
strategiiS libovolného hrée i oznaime symbolemm, tj. § = {s,',S...,5i}. SmiSenou

strategiihr&ei se rozumi vektor praégodobnosti

p=@E, p,....pn), kde

p' = Oprovdechnadj<m a) p'=1.
j=1
SmiSena strategie je tedy pro kazdehocéhraektor, jehozj-ta slozka udava
pravéEpodobnost, s niZz htévoli j-tou strategii ze svého prostoru strategii. Je dy tgt
jistA strategie, kterou bychom mohli popsat taktgpouZij strategii s,'LIS

s pravaépodobnostpy',..., pouzij strategisn LIS s pravapodobnostpr.

Pro odliSeni se prvky prostoru strateginazyvajiryzi strategie



Dopliujici informace o koné e v normalnim tvaru Ize nalézt rfap literatue

[4].

1.3 Dvojmaticova hra

Je-li speciala mnozina hré&i Q = {1,2} a prostory strategii jsou ko&@ mnoziny,
hovaime o dvojmaticové Fe. PiestoZze se jedna jen o specialilippd, uvedeme zde

zakladni definice ziigdchozichtasti znovu.

Definice 5.Dvojmaticovou hribudeme rozugt hru dvou hréi, kde
e Hr& 1 ma konénou mnozinu strategb= {si, $,...,%}
e Hr& 2 mé kon&nou mnozinu strategii = {ty, t,,..., t}
e i volb¢ strategii §, t) je vyhra prvniho hige a; = uy(s, t) a vyhra druhého
hr&e by = ux(s, §); u1, W Se nazyvajiryplatni funkce.

Hodnoty vyplatnich funkci budeme v tomtidgadt znazotiovat pomoci dvojmatice:

Hraé 2
Strategig t1 t . t,
S (11, b1) (212, bro) (an, bun)
Hrae¢ 1 S (821, p1) (822, I22) (@2n, b2n)
Sn | (@my Bny)  (@mz bm2) (@mn, bimn)

Hodnoty vyplatnich funkci fiZeme také znarodnit zviapro jednotlivé hrée:

di1 &2 ... dn b1 b ... hn
A= A &2 ... @n B= | b by ... by
anl dm2 ... G Pm1i Bm2 ... B

10



Matice A se nazyvanatice hry hrée 1, maticeB se nazyvamatice hry hrée 2

Definice 6.Dvojice strategii€, t) se nazyvaovnovazny bod hry dvou hté praw kdyz
plati:

u(s, f)< uy(s,t)  prokazdéD S
a zarové
Uxs, )< ux(s,t)  pro kazdéll T.
Poznamka 2.Snadno se @¥i, ze je-li &, t) rovnovazny bod dvojmaticove hry, pak

e 3; je nej¥tsi prvek ve sloupgimaticeA, tj. a; = {max a;, k=1, 2, . m}
a zarove

e b je nejetsi prvek viadkui maticeB, tj. bj = {max k, k=1, 2, ...n}.

Priklad 2. Uvazujme hru urenou dvojmatici

Hra¢ 2
Strateqgie ty to
a1 s | @2 (L2
S 3,1 (4, -3)

a pokusme se najit rovhovazné body této hry. feduplatnime prvni podminku:
V prvnim sloupci je vysSi hodnotg; neZa;;, a v druhém sloupci je vySSi hodnata nez
a;2. Na zaklad techto informaci zjistime, Ze rovnovaznym bodem bhd# (s, t;) nebo
(2, 1). Dale uplatnime druhou podminku pro vyskyt rovéveho bodu. V prvniadku
je vySSi hodnoteb;; nez byp, a vdruhémiadku je vySSi hodnotd,; nez by, Z této
podminky nam vyplyva, Ze rovnovaznym bodem buetf) nebo &, t;). Tyto podminky
v8ak musi platit zarowe a proto je rovhovaznym bodem bag ().

11



Priklad 3. Pan Novotny si chce postavit vilu (V) za 20 milioK¢ a garaz (G) za 10
milionu K¢. O ziskani zakazek na jejich stavbu se uchazejifidwy - spol. BETON a
spol. CIHLA. Zadna z firemitom nema kapacitni moznosti na vybudovani vilpiage v
plném rozsahu. Kazda z firemude panu Novotnému nabidnoutdbstavbu jednoho z
objekti, nebo nabidnout kooperaci na obou. Podle doSlattidek rozdli pan Novotny

zakézky takto:

1. Kdyz se bude o stavbu jedné celé budovy uch@meze jedna spalrost, ziska tuto
zakazku v pIné vysi.

2. KdyZz se o stavbu jedné budovy budou uchazétspol€nosti a o druhou Zadna,
nabidne pan Novotny kooperaci ¢ofla spolénostem a zakazky si rodd takto:
spole&nost BETON ziska 60% a spotest CIHLA 40%, protoze spairost BETON
je znangjsi.

3. Kdyz jedna spotmost bude chtit postavit celou budovu sama a dspb&nost
nabidne kooperaci na obou, rélzde zakazky takto:

» Spol&nost, ktera nabizi stavbu celé vily, obdrzi 65% #atkazky a druha 35%.
 Kdyz se bude jednat o gardz, sgolest, ktera ji nabidla postavit samostatn
obdrzi 70% této zakdzky a druha sgalest obdrzi zbylych 30% této zakazky.

Na stavk zbyvajici budovy se budou podilet v obdippdech sotasré a zisk za ni si
rozckli BETON : CIHLA = 60% : 40%.

4. Kdyz ol dw spolé&nosti nabidnou kooperaci, ragd se ol zakazky v poréru

BETON : CIHLA = 60% : 40%.

Re3eni: Vysledky fi jednotlivych volbach strategii se daji zapsatidojmatice:

CIHLA

Strategie Vila Garéz Kooperace
Vila (18,12)  (20,10) (19,11)
Gardz | (10,20) (18,12 (19,11)
Kooperace| (13,17) (15,15) (18,12)

BETON

12



Z podminek pro rovnovazny bod vyplyva, Ze rovhowdui bodem je dvojice
strategii (Vila, Vila), pi jejichZ volke ziska spol. Beton zakazku za 18 mik &spol.

Cihla za 12 mil. K. a touto dvoijici strategii by seity spole&nosti Cihla a Betotidit.

1.4 SmiSené strategie

Jak jsme se jiz zminili vipdchozim textu, existuji hry, ve kterych se nevysjey
rovnovazny bod fimo v ryzich strategiich. Prévtento p@ipad nastava v nasledujicim

piikladu.

Priklad 4. UvaZzujme hru danou dvojmatici:

Hra¢ 2
Strategie ‘ t t
Hraé 1 St (2,-3) (1,4)
S (1,1) (3,0)

Z podminek pro vyskyt rovnovazného bodu je patieézadna ryzi strategie neni

rovnovaznym bodem této hry.

Existuji vSak smiSené strategie, které udavayg#@odobnosti, s nimiz jednotlivi
hr&i voli své ryzi strategie. Tyto smiSené strategieblgm neexistence rovnovazného
bodu v ryzich strategiich odstrani.

Definice 7. SmiSené strategier&a 1 a 2 jsou vektory pra¥godobnostip, g pro které
plati:
P=@u P2y B); P20, potpot...t+pm=1,

q=0Qu ®---, @); =0, qut+pt...+gn=1

Ocekavané hodnoty vyhigdnotlivych hréa jsou definovany vztahy:

13



Hras 1: 71(p, 9 = ZZ PiC; &

i =
Hr&: 7 op, =D pigby

i1 j=

Je Zejmé, Ze ryzi strategie odpovidaji smiSenym stiiateg
1,9,...,0),(0,1,...0), ..., (0, 0,...2).

Véta 1: Ve smiSenych strategii ma kazda kbméehra asppjeden rovnovazny bod.
Dukaz tohoto tvrzeni pomoci Kakutanih&y o pevném bogllze nalézt nap v [12].

Rovnovazna strategi, t tvoiici rovnovazny bods, t) jsou podle definice vzdy
nejlepSi odpoédi jedna na druhou v tom smyslu, ze zvoli-li priirké svou rovnovaznou
strategiis pak si druhy hr&odchylenim od” nemiZe polepsit, podoknprvni si nenize
polepsit odchylenim odl, zvoli-li druhy strategit .
Definice 8.Nejlepsi odpazdi hrée 1 na strategii t hrée 2se rozumi mnozina

Ru(t) = {s OS ui(s, )= uy(s, ) pro kazd&S}.

Obdobr, nejlepsi odpaidi hréce 2 na strategii s hi& 1se rozumi mnozina

Rx(S) = {t OT; ux(s, )= uy(s, ) pro kazd&OT}.

Véta 2. (s, t) je rovnovazny bod, préwkdy? plati:

s =Ry(t) azaroveé t =RyS).
Ditkaz Podle definice j& = Ry(t) praw kdyZ pro kazdéLIS plati:
u(s, t)= uy(s, f).
Podobi t = Ry(s) praw kdyZ pro kazdéLI T plati:

14



ux(s, £)= w(s, 1.

Dohromady tak ziskamegsré podminku pro rovnovazny bod.
L]

Ma-li kazdy hré& z hr&t na vylEr pouze d¥ strategie, fedstavuji mnozinyR; aR;
kiivky v roving — tzv. reakeni kfivky. Hledame-Ili rovnovazny bod, postupujeme tak, ze

sestrojimaeakeni kfivky a nalezneme jejicpruseik.

Priklad 5. Vychéazi se z Rkladu 2.
Pro hr&e 1 je nejlepSi odp@di na strategii; hr&e 2 strategis,

Ri(t1) = s

a taky nejlepSi odp@di hr&e 1 na strategtp je strategies,
Ri(tr) = 2.

Pro hr&e 2 je nejlepSi odp@di na strategis; hr&e 1 strategié;
Ro(s1) =t1

a také nejlepsi odpedi hrae 2 na strategs; je strategid;
Ra(s2) =t

Z toho vyplyva, Ze rovnovazny bod @, (t1).

Priklad 6. Vychazi se z #kladu 4.

Hra¢ 2
Strategie ‘ ty t
Hra¢ 1 St (2,-3) (1.4)
S (1,1) (3,0)

Podle definic nejlepSich odp&di plyne, Ze:

Ru(t1) = s1, Ru(t2) = S, Re(S1) =1, Ro(S2) =11

Z toho vyplyva, Ze Zadna ze strategii neni nejl@offiovdi jedna na druhou, a proto je

nutné vychazet ze smisenych strategii.

15



Hra¢ 2

Strategie ty o
Hraé 1 S (2,-3) (1.4) p
S (1,1) (3,0) Ip
q 1-q

Oc¢ekavané hodnoty vyhry jednotlivych kfgsou nasledujici:

/7 1(p, 0)= 2pq + p(1-q) + q(1-p) + 3(1-p)(1-0)
=2pq+p-pq+q-qpB-3q-3p+3pq
=3pg-2p—-2q +3
=189-2)—2q+3

17 2(p, 9 =-3pq +4p(1-q) + q(1-p) + 0(1-p)(1-q)
=3pq +4p—-4pq +q—qp
=8qp +4p +q
=@¢8p + 1)+ 4p

Hledame nejlepsSi odpsdi hr&e 1 na#izné volby pravépodobnost:

Je-li|0 < g < % pak /7 1(p, q) je pro pevnou hodnotg linearni funkce se

z&pornou srrnici, tj. funkceklesajici.NejwetSi hodnotu tedy bude nabyvat pro nejmensi

moznou hodnotgp, tj. prop = 0. V tomto pipact tedy plati, zd;(q) = 0.

Je-lilq =§ pak /7 1( p%} = 0 jekonstantni funkceAt’ zvoli 1. hré& p libovolng,

bude v tomto fipadt jeho @¢ekdvana vyhra stale stejna. Plati tedyﬁ%é(egj = (01).

16



Je-li % <q < 1 pak/7 1(p, 9 je pro pevnou hodnotg linearni funkce s kladnou

smernici, tj. funkci rostouci. NejvétsSi hodnotu pak bude nabyvat, kdgz= 1. V tomto
piipad: tedy plati, zdRy(q) = 1.

Obdobr plati i pro hodnoty:

Re(p) =(0L)  pro p=é

Ro(p) =1 pro  pUl <0,%j
Rx(p) =0 pro pD(

Souhrni jsme tedy ziskali nasledujictqapisy pro nejlepSi odpédi jednotlivych

hr&:

2
0 ro fg<—
p q 3
2
Ry(q) = (01) pro. q=-
2
1 ro— <g<l
p 3 q
1
1 ro Hdp< =
p p 3
1
Ro(p) = (01) pro. p=-
1
0 ro-<p<l
p 5 p

Reakni kiivky, jejichZ piisetikem je hledany rovnovéazny bod, vypadaji takto
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(.9 = (148,2/73) R:(q)
213 & ®

-

1/8 1 P

Z grafu reaknich Kivek vyplyva, Ze rovnovazny bod je tedy:

(P 1-p).(0, 1-G)) = (@gj@é}j |

Kdyz se budou headrzet svych rovnovaznych strategi¢ettdvana vyhra prvniho

hréce budeg a druhého hge %

Je obvyklé, Ze htd maji na vylr vice nez 2 varianty. V takovémtdipadt se
k nalezeni rovnovaznych bodpouziva mj. nasledujici obecny navod pro nalezeni

smiSeného rovnovazného bodu (vizingp4]):

e UvaZujme dvojmaticovou hru s maticemi A, B.
e (Xekavané hodnoty vyplatnich funkci Ize vyjédako funkce promannychp,, pz,...,

Pm-1; d1, O, - - -,0n-1,, & t0 Na zakladvztahi

Pm=1-01+p2+ ... +Pm1), Oh=1-(@+0+... +0n1).

e UvaZujme soustavu rovnic:

o/m(p,q)

=0 provSechnai=1,2,...m-1
opi
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0712(p, q)

=0 provSechnaj=1,2,...n-1
dq,

e Potom kazdé&Seni soustavy

P = (P, P2---, Pm); g= Q1 92---, On),

kde
pi 20, g >0 provsechna=1,2,..m-1,j=1,2,...n-1

pr+p2+ ... ¥Ppmr1<1l, G+t +...+0r1=1

piedstavujeovnovazny bod hry ve smiSenych strategiich.

Priklad 7. Vychazime opt z Hikladu 4, ale tentokrat budeme rovnovazny bod hleda

vySe uvedenym obecnym postupem bez vyuzitiartiak Kivek.

Hra¢ 2
Strategiet t; t
Hrag¢ 1 Sl 2-3) (14 p
S (1,1) (3,0 1-p
q 1q

T 1(p, 9 = 2pq + p(1-0) +q(1-p) + 3(1p)(1-0)
M1p, d=2pq+p—pg+q-gp+3—3— 3P+ Jq
Mip, P=3pq-p-+3

M1p, d=pBqg-2)-2+3

17 2(p, 9 = -3pq + 4p(1-q) +q(1-p) + O(1p)(1-q)
7 2(p, 9 =-3pq+ 4p—4pg+q-—qp

/7 2(p, 0 =-8qp + 4p +q
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T2p, 9 =0a(-8p+1)+ %

0P _g, p,  97RA) _ g) 4
ap Jq

KdyZ vypaiitané parciélni derivace poloZime rovny nule, dastée vysledek, Ze

q=2 ap=1,
3 8

Takze i podle tohoto postupu nam vyjde rovnovaiog stejg jako v Rikladu 6,

tj. rovnovazny bod(p, 1), (q, 1q)) = ((%gj(%%}j

Obvykle si jednotlivi hré& vybiraji z vice neZ jen ze dvou strategii, jakntobylo
v piedchozich fikladech. Situaci giprvkovymi mnozinami strategii si ilustrujeme na

nasledujicim jednoduchéntikladu.

Priklad 8. Mame dva hré&e, kazdy ma u sebdi tlistky, na kterych jsou nakresleny
obrazky: slon, k&ka, mys. Oba zarovievyberou jeden ze svych listkPokud vyberowba
listek se stejnym obrazkemybiraji znovu. Zvoli-li zarowe ko¢ku a slona, vizi slon
(protoze se kika boji slona). Jestlize vyberoudkn a mys, vitzi katka (protoze se mys
boji katky). A kdyZ zvoli slona a mys, ¥iti mys (protoZe se slon boji mysi).

Pt hie pitom ziska viézny hr& 2 K¢ a jeho porazeny souip2 K¢ ztrati.

Abychom nalezli rovnovazné body takto definovanmg, prepiSeme si hru pro
piehlednost do maticového tvaru:

Hrac 2
Strategie Slon Kika Mys
] Slon (0,0) (2,-2) (-2,2) P1
Hrac¢ 1
Kocka (-2,2) (0,0) (2,-2) P2
My3 (2,-2) (-2,2) 00  1-p-p
Ch 02 1-0—-@
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Z maticového vyjatkeni vidime, Ze dana hra nema rovnovazné body ehyzi

strategiich. Budeme tedy hledat rovnovazné bodstnagegiich smisenych.

Oc¢ekavané hodnoty vyhry jsou pro kazaé (pi, Pz, Ps), d = (Q1, G2, G3), kdeps
=1-p2- P2, Gz = 1- - G, definovany takto:

MT1(p, A) = 20102 — 202(1 - G- O2) - 2P201 + 2P2(1 - G- Gp) + 20u(1 - p1—P2)
- B(l-pi—p2)
[T 1(p, 0) = 60102 - 6201 + 2P+ 200 — 201 - 20

7 2(p, d) = -20102 + 2pa(L - O~ O2) + 20201 - 2P2(L - Ca- O2) - 204(1 - P1—P2)
+ B(1 -p1—p2)
7 2(p, Q) = -60102 + 6201 - 2P2- 201 + 2p1 + 200

Parcialni derivace podle jednotlivych prémmych jsou nasledujici:

am(p,q) dm(p,q)

2 = 60— 2 —— =60 +2
apl g ap2 '

0712(p,q) 072(p,q)

2rARY — 6, -2 2B = 6py + 2
0q, b2 aq, .

Abychom nasli rovnovazny bod, poloZzime parcialmivdee rovny nule:

60,—2=0 -G +2=0
6p2—2=0 -1 +2=0

wlE

Ko .1 1 1
Resenim teto soustavy rovnicqe= 3’ Q2 = 3 PL= 3 P2 =

Proto je rovnovaznym bodem uvazované hry vektor
og=[(Li1)(111
’ 3'3'3/13'3'3
Dopliujici informace ohledhsmiSenych strategii 1ze najit rtap literatude [5].
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1.5 Hry s vice rovnhovaznymi body

V predchozich fikladech se ve strategiich (smiSenych i ryzichkyls/al jenom
jeden rovnovazny bod. \ekterych gipadech se vSak iBe objevit i ¥tSi paet
rovnovaznych boil a pak je nutné&eSit otazku, ktery zZthto rovnovazny bad je

optimalni.
Definice 9. Nech’ (q, p) je rovnhovazny bod dvojmaticove hry, pro kterytpla
m(p,q) = mu(r,s) azarove 72(p,q)= 712(r,S)
pro libovolny rovnovéazny bodrf) této hry. Potom sep(q) nazyva dominujicim
rovnovaznym bodem.

Pozndmka 3.KdyZ se vSak objevi verd jen jeden rovnovazny bod, pak je dominujicim.

Priklad 9. UvaZzujme hru danou dvojmatici

Hra¢ 2
Strategie t t
Hraé¢ 1 St (4,-2) (7,2)
S (5.1) (2,0)

V této He se vyskytuji dva rovnovazné bodg;, t1) a &, t2). ProtoZze vSak plati:

7>5, a 2>1, bods{, t;) je dominujici rovnovazny bod.

Priklad 10. ,Sourozenecka hadka“

Méame malého bratra a malou sestru, kterymddiibili, Ze za iité penize si
mohou vybrat jednu héau, kterou jim koupi. Saméegjme se bratr se sestrou hemohou
domluvit. Bratr chce fotbalovy miia sestra chce panenku Barbie. Jestlize koufibmile
mit z toho samagejme vétSi radost bratr. Kdyz koupi panenku, bude mito t&tSi radost
zase sestra. Pokud se nedohodnou, nekoupi jimertmi&ku Zadnou, a tak zadny z nich
nic neztrati ani neziska — proto bude v tontipgt hodnota obou vyplatnich funkci rovna

0. Naopak, dohodnou-li se n&jaké hr&ce, @inese to jednomu z nich velkou radost,
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kterou ohodnotime ziskem ve vySi 4. Druhému z mithese dohoda radost mensi — sice
neziskal vytouZzenou htku, ale niZze si bez omezeni hrat se starSimi spolei
hratkami, o které sefpdtim se sourozencem dohadovali.

Z matematického hlediska tbeme tuto situaci znazornit do nasledujici

dvojmatice:

Bratr
Strategie ‘ MK Panenka
Sestra Mi¢ (2,4) (0,0)
Panenka (0,0) (4,2)

7 1(p, a) =2pg+ 4(1 -p)(1 -q)
7 1(p, 0) = 2pq+ 4 — 4 — 4p + 4pq
71(p, Q) =6pq—4p—4q+ 4

7 2(p, 0) = 4pg + 2(1 -p)(1 - q)
7 2(p, 0) =4pg+2—21—2p + 2nq
7 2p, Q) =6pq— 20— 29+ 2

Existuji zde dva rovnovazné body v ryzich strdtdggi(mg, mi¢) a (panenka,

panenka) a jeden rovnovazny bod ve smiSenych MWE(%EJ(E%D kterému
odpovidaji ¢ekavané hodnot{g,gj. (Rovnovézny bod ve smiSenych strategii jsem

zjistil podle obecného navodu.) Zadny z rovnov&hngod: pritom neni dominujici.

Muze se ovSem takeé stat, Ze we hude i vice dominujicich rovnovaznych bod
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Priklad 11. UvaZzujme hru danou dvojmatici
Hra¢ 2

Strategie t to ts
St (10.9)  (53) (-1-3)
S (8.3) (7.4) (8.0)
S3 (-1,-3) (6,3) (10,9

Hraé 1

Zde jsou 3 rovnovazné bodys(t1), (S, t2), (s3, t3). Ale podle definice o
dominujicim rovnovazném b&dsou pouze dva body dominujicisy,(t;) a (ss, t3). Pokud
se vSak hrd piedem nedomluvi (nemaji mozZnost) a zvoli stratdgiets) a s, ti),
dosahnou nejhorsiho vysledku, kteryiza nastat. Z tohotoustodu se definuje specialni

typ dominujicich rovnovaznych bod zanenny rovnovazny bod

Definice 10. Rovnovéazné bodyp( 9, (p*,g*) dvojmaticové hry se nazyvagan¥nné
jestlize

m(p,q) = m(p*, q°) = m(p*, q) = m(p, )
a sodasre

712(p,q) = 712( p*, g%) = 72 p*, Q) = 722(P, O°)

Priklad 12. Vychazi se z gikladu 11, ale trochu se odho lisi
Hrac 2

Strategie ta to ts

St (10,9) (5,3) (10,9)
S (8,3) (7.4 (8,0)
S (10,9 (6,3) (10,9

Hraé 1

V tomto konkrétnim fikladé jsou vSechny dominujici bodg( t;), (Si,t3), (S3, t1) @

(ss, t3) zaménné, a tedy optimalni.
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Definice 11. Optimélni body hryse nazyvaji vSechny z&mé dominujici rovnovazné

body dané hry. Existuji-li v danéetyto body, nazyva se hrasitelna

Dalsi informace ohledn dominujicich rovnovaznych badlze nalézt naip
v literatue [1].
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2. Véznovo dilema

Typickym piikladem nekooperativnich her je tzvéatovo dilema (viz nap [7, 9,
11]). Jako \¢ziiovo dilema je oznsmvana situace, kdy jsou dva&ani drzeni ve dvou
odctlenych celach. Z toho vyplyva, Ze nemaji moznostirsebou komunikovat, a tudiz
nemohou spolupracovat (kooperovat) na svych v§gimh. Kazdy z nich se e ridit

jednou z &chto strategiizapiratnebopriznat se

Nastane-li situace, kdy budou oba zapirat, odsiedé \&zeni kratSi dobu, protoze
na jejich usedceni ze zavazného Zimu nebude mit policie dostatekikdhzi a budou
uswedceni pouze ze zltnu mérk zavazného. Oba dvazni si vtomto pipac odnesou
trest ve vySix let. Pokud se vSak jeden &zt piizna a zarove uda druhéhodzne, doba
pobytu ve ¥zeni se mu (jakozZto odima za udani spolupachatele) zkrati a straviczemn
pouzey let. AvSak ¥zni, ktery stale zapiral a niégmal se, bude doba pobytu vé&zeni
prodlouZzena nezlet, protoze jiz ma policie dostatekikhzi pro jeho us¥déeni ze
zavazgrjsiho trestnéh@inu. Posledni moznosti je, Ze se oba d¥anv priznaji. Jakmile
nastane tato situace, budou oba dwanv odsouzeni naw let. Tato situace se da

charakterizovat nasledujici dvojmatici

Vézen B
Strategie Zapirat iznat se
Vézai A Zapirat (-X,-X) (-z,-y)
Priznat se (-y,-2) (-w,-w)
Pricemz plati nasledujici vztah:
y<x<w<z.

Tato situace nam ukazuje dilema, které vznika meézni proto, Ze se nemohou
mezi sebou domluvit na jiz zndnych strategiich. Pro kazdého z nich je nejlep§iigaat
a zarové udat toho druhého. Jenomze zadnyzi nevi, jak bude reagovat druhyzen.
Kdyby se mohli domluvit, tak nejlepSimi strategieby pro oba ¥zr¢ bylo (zapirat,

zapirat), picemz by oba vedzeni stravilix let.
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Jedna se vSak o nekooperativni hru, tudizZgaivmezi sebou nemohou domluvit a
taky si nemohou byt jisti solidaritou toho druhékanika zde tudiz riziko zrady. Oba dva
vézni maji strach, Ze kdyz bude jeden z nich zaptia&tten druhy zradi a uda ho. V tomto
piipadt by si Wzei, ktery se fiznal, odsedl pouzey let, kdezto udanydzei by stravil ve
vézeni daleko vice, a tolet. Proto si kazdy zvoli jistotu tim, Ze sézpa a bude odsouzen

naw let, nez aby byl zrazen a stravil tak veeni podstathdelSi dobu.

Nyni si ukazeme (vicemé&njenom pro zajimavost) tuto situaci v konkrétnich
¢islech a owtime si, Ze strategie fignat se, fiznat se) je, i P konkrétni vollg ¢iselx, vy, z,
w, rovnovaznym bodem:

Priklad 13.
Vézen B
Strategie Zapirat #znat se
Vézai A Zapirat (-5,-5) (-30,-2)

Priznat se (-2,-30) (-15,-15)
ProtozZe -15 je nefiSi hodnota v druhém sloupci, a -15 je ré@/nejwtSi hodnotou
v druhémiadku, je dvojice strategii fznat se, fiznat se) rovnovaznym bodem této hry.

Dva racional® uvazujici ¥zni by si tedy zvolili strategii (iznat se, fiznat se).

Obecn je Véziovo dilema kazda hra typu:

Hrac 2
Strategie ‘ Spoluprace Zrada
Hra¢ 1 Spoluprace | (odména, odnéna) (oSkubani, pokuseni)
Zrada (pokusSeni, oSkubani) (trest, trest)

kde plati vztah:

oSkubéni < trest < odina < pokuseni.
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V obecném modelu &mnova dilematu se vyskytuji dva typy strategii, a to
spolupracea zrada Dvojice strategii (spoluprace, spoluprace) ¢mf ¢innost dvou
hr&u, ktefi si navzdjem pomahaji, a jejicimnost je ohodnocengastkou odrana. DalSi
dvojici strategii mame (spoluprace, zrada). Towojidi oznaujemecinnost dvou hr&i,
kdy prvni hré& spolupracuje a druhy hdifpm zradi (podlehne pokuSeni) — tzn. prvnichra
bude oSkuban. Posledni dvojici strategii dujeme (zrada, zrada). To znamend, Ze oba

dva hr&i nespolupracuji, a proto jsou oba dva potrestani.

V dalSi kapitole si ukdZzeme, kde se &ibvym dilematem mizeme setkat
v realnych aplikacich.

2.1. Aplikace Vézinova dilematu

Aplikace \ezinova dilematu nalézame hlave matematice, ekonomii, sociologii a
v evolwni biologii. Tento typ nekooperativni hry se v hdjmie vyskytuje i v naSem
realném Zival. A to hlavré v téch pipadech, kdy sélovék rozhoduje sam za sebe bez
spoluprace s ostatnimi lidmi. Jedna s&wou o pipady, kdy samotny jedinec vaha, jestli
se ma zachovat sobeckycv ostatnim lidem nebo jim vyjit vi§t. Existuji vSak #které
Spatné vlastnosti lid{nesolidarita, ziskuchtivost, néktivost), diky kterym se dany
jedinec zachova sobeckyachovat se sobecky je pro danéHovéka totiz ¢asto tou
nejlepsi variantou. Tuto variantu v3ak pouZiji fadsi lidé, kt&i budou brat v ivahu také
jiz zmingné Spatné vlastnosti, a proto ,zachovat se sobegkiptide mit takovy vyhodny

vysledek, jako kdyby tuto variantu pouZzil jedinéers

Inspirace pro nasledujiciriglady v kapitole 2.1 byla nalezena v literay 3, 8,
14, 15].

Priklad 14. Predstavme si n&pdam, ktery ma vice nez jednoho obyvatele, a ve ktesém
celkova spaeba vody dii rovnonmerné. Pro vSechny najemniky je v jejich nejlepSim
zajmu Sdit vodou. JenomZe seture stat, Ze se objevEekdo, kdo Sdit vodou nebude.
Voda se vSak plati rovnaime, a tudiz zde vznika riziko, Ze ostatni najemriitgii vodou

Sefili, budou muset zaplatit i za sgebu toho, kdo vodou nesigt Proto, nez aby ostatni
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doplatili za plytvani vody jednoho jedince, radsidbu plytvat taky, i za cenu toho, Ze
zaplati daleko vice, nez kdyby vSichnirgiet
Tuto situaci si mizeme nazorh ukazat v konkrétnicktislech, kdy budeme brat

v Gvahu pouze dva najemniky:

Hodnoty v dvojmatici nam ukazuji, jak vysoky ukiteude mit dany ngjemnik ze

~ w2

uzitek, ktery pedstavuje zaplaceni speby vody:

Najemnik B
Strategie Seit Nesefit
Najemnik A Setit (4,4) (2,5)
NeSefit (5,2) (3,3

KdyZz budou oba dva najemnici 8etvodou, tak jejich celkovy uzitek bude 4
jednotky. Jestlize vSak jeden najemce vodotit§ebude a ten druhy ano, hodnota uzitku
Seticiho najemce klesne na 2, protoZe zaplatirepatvody za najemce, ktery nedlet
Druhému najemci se uzitek zvysi na 5 jednotek ¢padz zacast jim spatbované vody
uz zaplatil prvni ndjemce. Proto ani jeden najemelude riskovat to, Ze bude platit za
druhého a budou plytvat oba dva.

Tento zmisob se d& samigme aplikovat na ¥tSi paiet najemniku nez jen na dva.

DalSi aplikaci \ézniova dilematu si ukdzeme na nasledujiciftklpdu, ktery se
tyka renovace bytového fondu:

Priklad 15. UvaZzujme dm, ktery ma dva majitele - pana A a pana Byikspolu kvili
spofim z minulosti nekomunikuji. @m je zchéatraly a pétbuje renovovat. Oba dva
majitelé daného domu maji igvkapital uloZzeny na vkladnich knizkadch. Kdyz satoe
kapital séte, tak postéd na renovaci jejich domu. AvSak kazdy majitel ujazsam za

sebe, a tudiZ se bude snazit maximalizovat pougesk z kapitalu.
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V nésleduijici tabulce jsou uvedeny hodnoty ziskednotkach, zvlaSpro majitele
A a zvla§ pro majitele B. Tento zisk je uvéd pri pouZiti tiznych strategii, tj. kdyZ se

nektery z nich rozhodnetain zrenovovat nebo kdyz renovovat nebudou:

Majitel B
Strategie Renovovat Nerenovovat
Majitel A Renovovat (15,15) (6,17)
Nerenovovat (17,6) (9,9

Nejlepsi variantou pro kazdého majitele domu jeenevovat za podminky, Ze
druhy majitel renovovat bude. V tomtéipact by maijitel, ktery renovoval, éhzisk jenom
6 jednotek, protoZze by musel zaplatit za renovatekb vice petz, nez kdyby se na
renovaci podileli oba dva. Na druhou stranu, migjikeery nerenovoval, se zisk zvysi na
17 jednotek, a to proto, Ze jednak bude mit viceit&l na vkladni knizce, a jednak
Z davodu renovace od prvniho majitele. ProtozZeiikdgd, kdyZz bude pronajimat svoast

domu, ntize z divodu lepSiho vzhledu domu Zadat vy3Si ngjem.

OvSem oba dva majitelé nejsou hloupi a nepodstozigd, Ze zaplati za renovaci
velké penize a druhy majitel z toho bude mit pobpProto si oft oba dva zvoli jistotu
tim, Ze radSi nebudou renovovat a budou maximadizoxisk pouze zvynosu z

nerenovovaného domu a z kapitalu na vkladni knizce.

Tahle varianta je proénvSak z dlouhodobého hlediska ta nejhorsi, profiaid
nebudou investovat penize do modernizace domu deiayj miZze se jim stat, Zeuth
bude chatrat, az bude zcela nepouzitelny. Na daffdvace, které budou sanepme
drazsi, nemusi mit navic v budoucnu penize. Prptoylo nejlepsi, aby spolupracovali a
renovovali oba dva. V tomtofipacdt by se jim sice snizil kapital na vkladnich kniZkac

ale ne zase o tolik, jako by to bylo kipac, kdyby renovoval pouze jeden majitel.
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Na za&éatku této kapitoly jsme se zminili o tom, Ze apté&a&znova dilematu se
daji nalézt i v ekonomii. Nyni si uvedeme takovéhptiklad takovéhoto chovani u dvou

produceni surové ropy.

Priklad 16. Pro zjednoduSeniivazujme oligopol se @wma ¢leny, Saudskou Arabii a
franem. OB zen® jsou velmi bohaté a to mj. wisledku vyvazeni surové ropy. Tyto&v
zent spolu uzaiely dohodu, Ze budou vyvazet mensi mnozstvi romzhRdly se tak
z toho divodu, Ze chyji, aby ceny ropy ve st zastaly vysoké. Velka produkce ropy by
totiz mela za nasledek&Si nabidku nez poptavku. A aby tenti@lpytek ropy nabizejici
prodali, museli by snizit cenu za jednotku (za Barfeoté co zem uzavely dohodu o
nizké produkci, bylo uz jenom na nich, zda dohoddrédi nebo budou tajnprodukovat

VvEtSi mnozstvi.

Po uzateni smlouvy se zetrrozhoduji, zda poruSi smlouvu, tj. budou vyitabe
velkém mnoZstvi, nebo smlouvu dodrzi. Pokud budaudSka Arébie i iran respektovat
smlouvu a budou vyr&b v malém mnozstvi, vydiaji si ok® dw zent stejré, a to 70
miliard dolaf. Jestlize Iran bude respektovat smlouvu a Sauds&hie ne, znamena to
pro ni, ze si za velkou produkci Wild 80 miliard dolaill, kdeZto iran pouze 40 miliard
dolari. Jestlize v3ak iran taky nedodrzi smlouvu a buyeibit ve velkém, potom si
Saudska Arabie vyt pri vysoké produkci 50 miliard dolara @i nizké produkci 40

miliard dola.

ProtoZe si nap Saudska Arabie neie byt jista tim, Ze iran smlouvu neporusi,
zvoli pro jistotu vySSi produkci ropyle jasné, Ze tak jak uvazuje Saudska Arabie, bude
uvazovat i iran. Z toho vyplyva, Ze ®ken¥ smlouvu porusi a budou produkovat ropu ve
velkém mnoZstvi. Vysledkem bude vice vyprodukovapg, ale s nizSim ziskem.

Nyni si tuto situaci shrneme do nasledujici dvojosat

fran
Strategie Nizké produkce Vysokéa produkce
Saudskéa Arabie Nizkéa produkce (70,70) (40,80)
Vysoka produkc (80,40) (50,50]
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Na tomto pikladu jsme si ukdzali, ptomaji oligopoly problém udrzet si
monopolni zisk. Ob dw zent totiz chgji mit co nejetsi zisk, a proto si zvoli vysokou
produkci. Takze misto toho aby kazdy oligopolistal monopolni zisk v hodnét 70
miliard dolafi, bude mit zisk pouze v hodidi0 miliard dolad.

Opet je zde rovnovaznym bodem hodnota (Vysoka produkigsoka produkce). Stejn
jako v predchozich fikladech i zde plati, Ze oba dva &rdduopolisté) se navzéjem

LZzradi.

Nyni si ukdZzeme dalSi aplikaci¢¥fiova dilematu. Tentokrat se bude jednat o

investovani do reklam stejného zbozi, a to biléha.v

Priklad 17. UvaZujme d¢ firmy (Sklepmistr a Veltlin), které vyr&p bilé vino. Pro
jednoduchost i@dpokladejme, Ze lidi, kteradi piji bilé vino, je viceménkonstantni
pocet a Ze tito lidé se rozhoduji pouze o tom, ktemoaku si zakoupi. Aby zvySily firmy
poptavku pra¥ po svych produktech, je santepgr¢ nutné, aby investovaly do reklamy.
Oke dwe firmy se samozjme snazi, aby jejich reklama byla co nejlepSiedila reklamu
konkurerEni firmy. TudiZ pokud Sklepmistr uvede na trh kirdlireklamu a Veltlin nap
reklamu Z&dnou nebo nekvalitni, lzéekavat, Ze se zvysi poptavka po bilémeévin

Sklepmistr a vyrazhklesne poptavka po Veltlinu.

Proto ani jedna firma nebude riskovat to, Ze fieklama bude ménkvalitni nez
reklama druhé firmy, a investuje do ni heédmento vysledek samigmeé nebude mit tak
vysoky efekt jako v fipact vysoké investice pouze jedné firmy. Sklepmistreitiin sice
mohou pedpokladat, Zeip vySSich investicich do reklamy se &co zvySi poptavka po
bilém vinu, ale nesmi zapomenout, Zé takto vysoce vynalozenych investicich do
reklamy vznikd riziko, Ze vynosy, které dosahnoodgjem vina, budou pouze @&co

vySSi neZ vydaje za masivni reklamu. Tuto situagit&eme shrnout do této dvojmatice:
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Sklepmistr

Strategie Malda investice Velka investice

Veltlin Mald investice ($edni zisk, gedni zisk) (velmi nizky zisk, vysoky zisk)

Velka investice (vysoky zisk, velmi nizky zisk) (nizky zisk, nizky zisk)

Realné piklady Veéziiova dilematu se objevovaly i v minulosti. Nyni sddeme
moznou aplikaci ve zbrojeni v tzv. ,studené valoezi SSSR a USA.

Priklad 18. Studena valka zala roku 1947 a skeéia v roce 1991. Staly v ni proti sbb
dvé velmoci - SSSR a USA. @lvelmoci se navzajem ohidvaly v prosazovaniiznych
politickych ideologii (komunismus vs. imperialismua sodasti této valky byly také

.zavody“ ve zbrojeni.

Kazdéa zems se totiz mohla rozhodnout, zda bude zbrojit neboQlE dwé davaly
piednost zbrojeni, protozdip/étSi palebné sile, by se staly velmi mocnym statemglg
by ve s¥t¢ vétSi vliv. Na druhou stranu menSi palebna sila vvolér konflikti. To
znamena, Ze by mohly mezi sebou ,Zit v bé?pe& téchto Gvah vyplyva, Ze dané zéem
mely na vykEr ze dvou strategii, a &brojit nebonezbrojit Tuto situaci si mZzeme shrnout

do nésledujici dvojmatice:

USA
Strategi% Nezbrojit Zbroijit
SSSR Nezbrojit| (bezpeény, bezpeény) (slaby, mocny)
Zbrojit (mocny, slaby) (ohrozeny, ohrozeny)

Jak uz jsme zminili, kazda zémméla na vylkEr, zda bude zbrojit nebo ne. Jestlize
se nap. SSSR rozhodl zbrojit, USA lhlo to samé a zbrojilo také, protoZe se néoht

stat slabou zemi. Pokud vS8ak SSSR nezbrojilo, UBjito dal, protoZze clto vyuzit
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situace a stat se magéi zemi nez SSSR. Z této Uvahy jejmeé, Ze pro cbdw zend
byla dominujici strategie zbrojit. Toto rozhodnmtglo za nasledek nejenom neustale

ohroZeni, ale #o i za nasledek vysoké naklady vyplyvajici ze pma

Tento problém se snazily USA a SSSRiedjt iznymi dohodami nebo
vyjednavanim o mnozZstvi vyrétych zbrani a naslednymi kontrolami dodrZov&chto
zasad. Probléem byl vSak vtom, Ze se ani jednanatreebyla schopna domluvit na
povoleném mnozstvi vyréhych zbrani. Ob zent se totiz baly, Ze druh& strana nebude
dohodu akceptovat a bude vytalétSi mnozstvi, nez na kterém se dohodly. Proto se i

nadale zbrojilo v obou zemich.

Toto rozhodnuti se vSak stalo osudné pro SSSRstllleustoupajici naklady na
zbrojeni nely za nasledek Upadek saského hospodaétvi. Finakni situace v SSSR byla
nezvladatelna, protoze se dostupné&penprostedky vynaloZzily pouze a jenom na obranu
zent. Vysledkem byl rozpad seétského bloku.

Doposud jsme se zabyvali aplikacemiiziova dilematu v fevazré ekonomickych
situacich. Nyni si ukdzeme, Ze se s podobnou sitmézeme setkat také v aplikacich
neekonomickych. Jako aplikaci¢¥iova dilematu objevujici se v evéhi biologii je

uvacn model nazvanjestab a hrdlicka.

Priklad 19: Uvazujme populaci jednoho druhu, jejiz jedinci gekpnfliktechtidi jednou
ze dvou strategii, které nazvenestab a hrdlicka. Pojmenovani je pouze obrazné a ma
vystihovat zfisob chovani i konfliktu: jestab bojuje vzdy tvrdl a vzdava se jen tehdy,

je-livazre zraren, hrdlicka se pimym atokim radtji vyhyba.

Jedinci mohou bojovat prakticky o cokoliviipe se jednat n&po potravu, jiného
jedince nebo vyhodnou oblast pro Zivot. Pifedhictvim boje se dany jedinecihe stat
udatrgjSim — tuto zminu ozn&ime hodnotolV. Nebo se rize zranit, a tim obrazrpiijit o
hodnotu, kterou ozréme C. Plati gitom, Ze V>C. Poznamenejme, Ze celkova zdatnost
porazeného iitom nemusi byt nulova, je pouze snizena o tutonbtdC, coz v praxi

znamena, Ze jedinec ragastava v horsim teritoriu.
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Nejdiive budeme uvaZovat chovani jésfi. Budeme brat v potaz, Ze vSichni
zastupci jegtiba jsou nebojacni a bojuji do konce zbytku svychRibto, kdyz se sttnou
proti sok¢ dva jestabi, vyhraje kazdy s pragdodobnosti 50%. Naopak, kdyz se proti&sob
octnou dva jedinci chovajici se jako hit#tly, boji se boje, a proto budou sdilet oblast
spolé&né (rovnym dilem). Pokud seftstne jestab s hrditkou, dojde k boji, vémz je
hrdlicka zabita.

Tuto situaci si mZeme nazomznazornit v nasledujici dvojmatici:

Strategie Hrdlicka Jestab
V V
Hrdlick - oV
diicka (2 Zj (V)
V-CV-C
4 V.0 —_—
Jestab ( ) ( > > j

Z matice je #ejmé, Ze rovnovaznou strategii je dvojice (HxstJestb), gestoze
by pro skupinu jako celek bylaiwidné vyhodrejSi kooperovat a chovat se jako hiédiy.

Nalezena rovnovazna strategie odpovida tomu, éeolkeniho hlediska neni

strategie hrdtika nikdy tzv. evolané stabilni, protoZe populace hrttk muze byt
napadena jesibem, jemuz se v populaci hkgilk d&i Iépe nez hrdikdm samotnym.

2.2 Cournotiav model monopolu a duopolu

Jako spojity piklad aplikace ¥ziova dilematu je v literate (nag. v [13, 14])
uvacn Cournotiv model duopolu, vémz ma poptavkova funkce nejjednodussi tvar:

p+q=M, M >>c,

kdep je cena 1 kusu vyrobkug, je poptavka na trhu po tomto vyroblajsou naklady na

vyrobu jednoho kusu M je konstant#adow mnohem vetSi nez

35



e

Na nésledujicimifkladu si ukazeme, Ze i ipad porekud slozZitjSi poptavkove
funkce ve tvaru

p+g°=M, M>>c,

bude situace obdobna. A tedy Ze,iegioZe by bylo celk@vpro duopolisty vyhodsi
vyraket mére (ekvivalent strategie (Zapirat, Zapirat)), budoyrabst mnozZstvi ¥tSi
s menSim ziskem (obdoba strategig¢izifat se, Hznat se)). U ¥zni byla nemozZnost
kooperace zjsobena oddlenymi celami, u duopoligtje zagicinéna mj. tim, Ze dohody o
vyrabEném mnoZstvi mezi producenty jsou, vzhledem Kk amtiopolnim opdenim,

zpravidla protizakonné.

Nejdfive uvaZzujme situaci, kdy dany vyrobek vyrabi pojeen vyrobce <ili
monopolista. Znamena to tedy, Ze bude své vyrobéggvat za cenu:

p=M- o

Tento monopolista se snazi maximalizovalj isk u(q) z prodeje fi produkciq.
Zisk pri dané produkeq je dan vyplatni funkci ve tvaru:

u@)=(p - 0*q.

Jedna se vSak o monopolistu, proto za hodpatasadime takovou cenu vyrobku,

za jakou bude dany vyrobce prodavat:

u(@)=(M - f - c)*q.

Pro zjiStni maximalniho zisku pouZzijeme prvni derivaci. $t&me si stacionarni

body a o¥iime si, Ze skut@¢ v nekterém z nich nastava lokalni maximum.

u(@=(M - o - O*q=M*q-q’—c*q
u'(g)=M -3 -c

36



M-c

u(@=0 — M-3¢-c0 — q=¢=

3
Z tohoto vyp@tu ndm vychazeji dva stacionarni body:
/M -C
* =
o] 3
M-c N . ir A .
Q* = - 3 — tento stacionarni bod nebude bran v potaz, protgiédst zaporné

mnoZstvi neni mozné.
O typu extrému rozhodneme pomoci druhé derivace.
u”’(q)=-6q
ProtoZeu”’(qp ) < 0, mé funkce v daném stacionarnim bodu opréokiini maximum.

Z uvedenych vypgtu ndm vyplyva, Ze dany monopolista bude vytaimnozstvi
v hodnot:

Bude prodavat za cenu:

M-c_ 2M +c
3 3
Pokud do rovnice zisku dosadime gdodnotug,*, ziskdme monopolni zisk o

hodnot;:

M -c M-c_ 3M-M+c-3c M-c 2 M -c
u(ql*)z(M- -c)* 1/ = *1/ =—(M-0)*
3 3 3 3 3 3

Nyni se budeme zabyvat situaci, kdy se na trhgvoldva vyrobci jednoho

p=M - @*)*= M-

vyrobku. Bude se tedy jednat o tzv. duopol. U duofpade situace o to slogsi, protoze
zisk jednoho vyrobce nebude zaviset pouze na jehloodnuti (kolik bude vyré), ale i

na rozhodnuti druhého vyrobce (v tomiidpact soupée). Jedna se o nekooperativni hru,
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protoZe je ze zakona zakdzano domlouvat se o nuiopsbdeje. Tento problém u
monopolisty nemohl nastat, protoZe nikdo jiny daggobek nevyré#l.

Predpokladejme, ze
1. vyrobce bude vyr&h mnoZstvig,
2. vyrobce bude vyradh mnoZstvigp.

Samozejme bude platit vztah:

q=0q1+Q

Vyplatni funkce obou vyrohlic(tj. funkce udavajici zisky) budou vypadat takto:
Un(G, ) = (P- ©*ch = (M — (O + 02)*- ©)* 1
Up(Ch, Gp) = (P- ©)*Cp = (M — (1 + )°- O)*

Nasim cilem je najit optimalni mnoZzstvi vyrobkued& by ndli oba dva vyrobci vyra.
Nejdiive se budeme zabyvat vyplatni funkci zisku prvniftmbce:

UG, &) = (P- ©)* G = (M — (@1 + 0p)°- ©)*

Nyni tuto funkci upravime, zderivujeme podle pgmméqg; a najdeme stacionarni body:

Uy(G, &) = M —01° — 210 — 4" - ©)* 1 = (M1 — G° — 201°0p — G0 — Ch)
ou,

a: M _3112—4(11%—(]22'(3) - - 3]12-4C|1C|2 +M -qzz—C: 0
1

Jednéa se o kvadratickou rovnici s parametrem, latarpetr je hodnota,. Reeni této

rovnice maji nasledujici tvar:

" = 4q, £/160,7 +12M -120,2-12c) _ 4q, £+/4q,” +12M -12¢
1— =

-6 -6
2 4q,°+3M -3c) 2 49,2 +3M -3¢
CI1:__C|2i\/ - R
3 -6 3 -3

Z tohoto vztahu nam vychazeji dva stacionarni body:
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2 g, +3M -3¢ .2 4G, +3M -3¢

Chl* = ‘5% + 3 Oz = ‘5% - 3

Opst z logické Gvahy rizeme vynechat body,, protoZe neni mozné vyr&bzaporné

MNOoZstvi.
Dale se budeme zabyvat vyplatni funkci zisku dnahvyrobce:
U(0lz, &) = (P- O)* G2 = (M — (O + %)~ O)*

Tuto funkci budeme derivovat podle pr&mméqg,, pak dosadime za pré@émmou hodnotuy,
hodnotu optimalné,; a nakonec najdeme stacionarni body:

U(0, &) = M —01° — 210 — 4" - ©)* 0 = (MO — Gh°C — 20" — G2° — Cp)

ou
—2=M-q°—4opp — Ap*-¢) — -’ -4 +M—-gp’-c=0

a4,
2
) 3q22_4[—2q2+\/q§+3|v| —3c]q2+M ) [—2q2+\/q2;+3|v| —30] ez o

a3+ 2-2-2)e fa+am -2 20,4 2q, Jom -Zm s o-cmo
qz( 27+ 294 1- 4J+ 0 +3M -3¢ _3C(—1sza+4q2J (3_3,1MJ (1;33(:}:0
g+ a7+ am - -2a, |+ 2w -Ze=0
%M —%c—ng2 :\/m(g%} 7
R e e

222162(2 2)644644642642
EM-Zc| -2 EM -Lc|+2q, =g v ->2a.%
(3 3) g% | gM 3¢ g% d, a, A
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2 2V 16 2. 2\ 64
(—M—?:j __QZZ(_M__j 57% (M)

3 9 3 3
2 2V 64 , 16 2(2 2)
M-Zc| =g (M -c)+=—0q.5 =M -Z¢
(3 3) 27q2( ) 9qz 3 3

2
(2-2c] =St - Ohes 2u - 2]
3 3 27 27 27 27
2
-2 w2
3 3 27 27

2
[EM _gcj =q22(96M —96C)
3 3 27

4 2_8 4 2 2 ﬂMZ_g M_I_ﬂ 2
0 = gM i mgeM et 7(9 9" 9" ) _(12M2-24cM +12¢?
2 96M -96c 96M - 96c 96M —96c

,_12M?-2cM +¢?) 1w —g)

% = 96(M -c) 8
, =2/5(M~c) - £52(M 0]
QQ]_*: %'\IZ‘M —Ci q22*: -%QIZ‘M —Ci

Celkow vysly dva stacionarni body. Z hlediska logické iywaniZzeme bréat v potaz
pouze body; , bodagy, nikoliv, protoZe nelze vyrédlb zaporné mnoZzstvi. To znamena, Ze
pro druhého vyrobce je optimaini hodnota vytahnoZstviop; .

Dosadime-li optimalni hodnotmp; za g, do vzorce pro vypeet au:1, zjistime tak

optimalni hodnotu vyramého mnoZzstvi prvniho vyrobce.

1 2
= J2(M=c)| +3m -3¢

. Jqﬂ +3M -3 _ 2,1 (4 Cj
Q11 ———C|21 S _\/Z(M C)+ 3

3 3 3 4

\/ZM “€iam-z

-2
ot ——\/_\/ -C+

3
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/SaM —¢)
Qui = —~—— —Ct— T 16 \/_\/— 5\/_( °)

qll*: M —c _C*(—Zx/i+5x/§J: 2(M—c):% A —c

12 12

Z tchto vyp@ta je patrné, Ze pro prvniho a druhého vyrobce vgt@ma hodnota

optimalniho mnoZstvigy; = g1 = %,/ZQM -c).

Oba dva vyrobci budou prodavat za cenu, ktera imitl@odnotu:

P =M @+ i) = M ~( VM ) + 5 VA 0] | =M ~F2m o

=%(M +c).

Zisk jednoho vyrobce bude mit hodnotu:

Up(O1 » O ) = Uz(Ga1 , Gp1 ) = (M — Qa1 + Q1 )* — C)*t

ot ) o

{00 )3 9] )

4

(M—M C_Cj*% AV —c =(M_CJ*W/ZEM_C5

2 2 4

(M) 2 e =2 - o=

Zisk obou vyroba bude tedyuy (g1, Op1 ) + Ua(Gar , Op1 ) = %(M -Cc)WM -c

Kdyz srovname zisk monopolisty a duopaijgtlati:
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2 -+ M€ 240y iac.

Z této nerovnosti vyplyva, Ze pro duopolisty bydogejlepsi uzatit tajnhou dohodu
o vyralEném mnoZstvi, a to takovou, Ze oba dva duopoligtébi dohromady to, co

vyrobi monopolista:

Our + Qo1 =C* = 1/ — C0Z znamena, zZe by vyrobili mémprotoze plati:

< —,/ZQM Cj

Zisk by si pak rozdili rovnomérng, a to v hodnat

M-c
—*—_(M -0)* .
23( ) 3

2

ProtoZe%(M -C)* (M c)VM , je Zejmé, ze pokud mezi sebou

uzawou (zakonem nepovolenou) dohodu o vyrd#m mnoZstvi a budou vyréb
dohromady pouze to co monopolista, jejich zisk buni¢ WtSi hodnotu, nez kdyby

vyrakeli nekooperativa.
Nyni si tuto situaci ukdZzemeigonkrétniché¢iselnych hodnotach:

Priklad 20: Zvolime siM = 602 ac = 2 a dale budeme dosazovat podiedghozich

vztahi.

Pro monopol plati:
o = \/'\"3“3 - \/602‘2 =/200= 1052

_2M +C _ 2*602+2
3

u(on*) = %(M -c)* 1/% = %(602— 2)* 1/602_2 =400/200= 4000/2

=402
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Pro duopol plati:

qll* = q21* = %1/2“\/' _Ci: %1/2‘602_Zi: 5\/§

p= %(M +c¢)= =(602+2) =302

N

* * * * 2 2
Un(Oh1 , Op1) = UGy s Gp1 ) = %(M —cWM -c = %(602— 2)*,/(602-2) =1500/3
Je Zejmé, Ze plati

10V2 < 104/3 a  4000/2 > 30003,

tj. Ze mnozZstvi vyramé monopolistou je mensi, neZ mnoZstvi vyrébokEma duopolisty
dohromady a zisk monopolisty jétgi nez sotet ziski obou duopolist. Z hlediska teorie
her |ze tedy popsanou situaci chapat jako variacV&enovo dilema, protoZze duopolisté
zvoli strategii ,vyrabt vic s mensim ziskem" nez aby vygabmeéne se ziskem &Sim.
V takovéto situaci by totiz bylo pro kazdého z nigfthodné z&it vyrabst vic nez
konkurent a tim si zvySit na jeho Ukor ziskisv
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Zaveér

Véziovo dilema ma nezanedbatelny vyznam a Siroké uatniradt sfér, jakymi
jsou nap. historie, ekonomie nebo evdohi biologie. Ve své bakaigké praci jsem se
zabyval nejen klasickym modelentxfova dilematu, ale ukazal jsem i konkrétni situace,
ve kterych se Wziovo dilema vyskytuje: studena valka, renovace dospgry mezi
Saudskou Arabii a iranem atd.

Véziovo dilema lze chapat jakoiklz toho, Ze se lidé za ditych okolnosti
chovaji sobecky, tj. pokud se nemohaedgem domluvit, zvoli si ,pro jistotu” strategie
(zrada, zrada). Na&ti to vSak neni az tak Uglrceld pravda, protoZze pokud se stejna
rozhodovaci situace bude neustale opakovat, takeavarady nebude pro ggne"
nejoptimal@jSi strategii. Tento poznatek ukazal v sedmdesatgtdch biolog John
Maynard-Smith, ktery si wdomil, Ze cela hra se dni, hraje-li se opakovan a nikoli
jednorazo¥. Vézni, v gripad Maynarda-Smithe z¥ata bojujici o dominanci ve sk,
se totiz mohou tit z dosavadniho gbéhu hry a pedchoziho chovani svych protikita

Toto tzv.opakované &iovo dilemalze velmi snadno modelovat nagiaci a v
sedmdesatych letech¢adi zejména sociolaga evolgni biologové vymyslet nejzngjsi
typy strategii, tvéit prisluSné poitacové programy a nechali tyto strategie opaké@van
"soupdit" mezi sebou. Jako nejusisSi se tehdy ukézala strategie kanadského polidolog
Anatola Rapoporta s nazvemjcka za oplatku Tato strategie v prvnim kole vzdy
spolupracuje. V nasledujicich kolech pakslédreé oplaci: spolupraci spolupraci, zradu
zradou. Bylo ukazano, Ze v dostatie dlouhych hrach (je-li hra opakovana alespo
stokrat) tato strategie ¥ii, tj. v terminech ¥znova dilematu bude h&éfidici se touto
strategii odsouzen na nejméaet.

Zawrem bych chil jeS€ fici, Ze g psani této prace jsem si adomil, Zze se
Gcastnikem nekooperativnich her st&@vek zcela kzne, aniz by si to fliS uvedomoval.
Diky této praci jsem row pochopil z&kladni principy a podstatu nekoopenatieorie
her a také to, jak je terminé¥iiovo dilema sdmito hrami spjato. Zjistil jsem, podieho a
jakym zpisobem se dany subjektiprybéru nejvhodsjSi strategie rozhoduje a jaky je
rozdil mezicistymi a smiSenymi rovnovaznymi strategiemi. Psat@to prace jsem se také

nautil pracovat se zahrati odbornou literaturou a zlepSil jsem si své si@hdovednosti.
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