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Uvod

Urceni obsahu rovinného obrazce je téma probirané napifi¢ matematickym vzdélavanim
na prvnim i druhém stupni zakladnich $kol. Podle Ramcového vzdélavaciho programu
(2017) maji zaci prvniho stupné zjistit obsah rovinného utvaru odectenim ze ¢tvercoveé
sité, zaci druhého stupné€ obsah zékladnich rovinnych utvart odhaduji a pocitaji. Jedna se

o oblast matematiky, ktera nachazi Siroké uplatnéni v redlném zivote.

Navzdory tomu, Ze toto téma lze vhodn¢ ilustrovat i v praxi, vétSina prvostupniovych
a také druhostupniovych zakladoskolskych uciteli, kteti se zac€astnili vyzkumu Rendla
a kol. (2013), jej povazuje za problematické. Na tato zjisténi navazal vyzkum Vondrové
(2015), jenz byl zaméfen na zdky druhého stupné a jejich strategie pii feSeni tuloh,
tykajicich se obsahu rovinnych obrazcii. ProtoZze se ukazalo, Ze jiz pochopeni pojmu
obsah ¢ini zadklim potize, Timova (2017) sestavila hypotetickou ucebni trajektorii pro
obsah (a také objem) a na zakladé smiSeného vyzkumného designu identifikovala kriticka

mista zaka v této trajektorii.

Na vySe uvedené vyzkumy navazuje prakticka ¢ast této diplomové prace. Na zaklade
reSerSe ucebnic a vysledkd z dostupnych studii byl sestaven kvazistandardizovany
didakticky test, jenz byl zadavan zaktim osmého ro¢niku zakladnich $kol a odpovidajiciho
ro¢niku viceletych gymnazii. Zdmérem tohoto kvalitativniho vyzkumu je popsat strategie
zakl pti feSeni Uloh na urceni obsahu obrazce, identifikovat nejcastéj$i miskoncepce,
které se projevuji v feSenich Zakl, a zjistit potencialni pficiny zakovskych obtizi.
K naplnéni cile byla zvolena deskriptivni analyza dat. Vysledky vyzkumu jsou
prezentovany v paté kapitole. Ctvrta kapitola podrobnéji popisuje metodologii vyzkumu

a téZ obsahuje a priori analyzu uloh zatazenych do didaktického testu.

Uvodni ti kapitoly jsou teoretického zaméFeni. Prvni se vénuje mechanismu poznavaciho
a pojmotvorného procesu v matematice, jelikoz znalost tohoto procesu napoméha
pfedurcovat a specifikovat pfi¢iny Zdkova eventudlniho neporozuméni. V této préci je
charakterizovan zptisob konstrukce matematickych poznatkli podle teorie generického
modelu (Hejny 2014), jejimz principem je, aby si sam zak budoval a propojoval poznatky,
¢imz ziskava proceduralni a konceptudlni porozuméni. Témito pojmy se zabyva druha
kapitola, ve které jsou v navaznosti na teorii generického modelu specifikovany také

formalni a neformalni znalosti.



Prvni dvé kapitoly maji obecny charakter, zatimco tfeti se jiz konkrétné¢ zaméfuje na
pojmotvorny proces miry podle Vondrové (2015), skladajici se ze ¢tyt fazi. Tato kapitola
zahrnuje detailnéjsi specifikaci vybranych fazi a jejich dil¢ich ¢asti. Poznatky z teoretické
¢asti prace jsou vyuzity ve vyzkumné zpraveé pii deskripci zakovskych feSeni a jejich

miskoncepci.
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1 Teorie generického modelu

Didaktika matematiky se dle Hejného (2004, 2007) piiblizné od 80. let 20. stoleti
zaméfuje na poznavaci proces zaka, a to z toho divodu, ze znalosti studentli jsou Casto
pouhymi formélnimi poznatky!. Jednou z mnoha teorii, které popisuji mechanismus
poznavaciho procesu, je teorie generického modelu (TGM), jez je podrobnéji

charakterizovéana v této kapitole.

Zaklady teorie generického modelu vyvijel v letech 1942 az 1977 Vit Hejny. Jeho cilem
bylo nalézt metodu, ktera zlepsi situaci u zakt, z nichz vétSina matematice ,,nerozumi*.
Namisto snahy o porozuméni se u takovych zakl objevuje tendence ucit se danou latku
a zpusoby feSeni souvisejicich tloh zpaméti. Na praci Vita Hejného navazal fadou
vyzkumt jeho syn Milan Hejny — nejprve v bratislavské vyzkumné skuping, pozdéji na
Katedie matematiky a didaktiky matematiky pedagogické fakulty Univerzity Karlovy
V Praze. (Hejny 2014)

Mechanismus poznavaciho procesu zéka je uzite¢nym nastrojem nejen pii vyzkumech?,
ale téZ ve vyuce pii hledani pficin chyb Zaka a také pfi volbé postupl a vyukovych
strategii, které pfedchédzeji vzniku formalnich poznatkid (Hejny 2004). Vit Hejny byl
presvédcen, ze znalost zédkonitosti poznavaciho procesu pomuze uciteli zefektivnit jeho

vyuku (Hejny 2014).

Pedagogické zkuSenosti Vita Hejného, experimentdlni vyucovani Milana Hejného
i nékteré myslenky J. Piageta, L. P. Vygotského® a dalsich autorti byly podkladem pro
vznik mechanismu poznavaciho procesu v matematice (Hejny 2004). Tato teorie se stala
vychodiskem pfi tvorbé ucebnic pro 1. az 5. ro€nik, vytvofenych Milanem Hejnym

a kolektivem v letech 2007 az 2011 a vydanych v nakladatelstvi Fraus (Hejny 2014).

V soucasnosti je mechaniSmus pozndvaciho procesu zakladem edukacni strategie

oznacované terminem vyuka orientovand na budovani schémat (VOBS), viz podkapitola

! Formalnim poznatkem Hejny (2014) nazyva klastr prvk( v dlouhodobé paméti, ktery se neopira o modely
izolované a generické. Viz podkapitola 2.2.

2 Vondrova a kol. (2015) uvadi, Ze v soudasnosti jsou nejéastéji pii empirickém vyzkumu v didaktice
matematiky vyuzivany dvé teorie: Brousseova teorie didaktickych situaci a teorie pojmotvorného procesu,
pricemz v ¢eském prostredi se nejCastéji vyuziva TGM.

3 Vyuzita byla Piagetova metoda popisu kognitivniho vyvoje pomoci vyvojovych etap a zmén, které jsou
S vyvojem spjaty. Myslenky pojmového uceni, vnitini feci a vnitini nervové Cinnosti byly pfevzaty z praci
L. P. Vygotského. (Hejny 2004)
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1.6.1. Zakav poznavaci proces je zahrnut i do desatera konstruktivismu uvedeného

Vv publikaci Milana Hejného a Frantiska Kutiny (2009) Dité, skola a matematika.

Teorie generického modelu, kterd charakterizuje zakovské uchopovéani a nasledné
budovani matematickych poznatkli, se skldda zpéti etap (hladin) a dvou zdvihi
(hladinovych piechodl). Prvni etapu poznavaciho procesu reprezentuje motivace, ktera
by méla byt pfitomna nejen na pocatku, ale i v pritbeéhu procesu poznavani a objevovani.
Druhou etapu tvoti izolované modely, na néz ve treti etapé navazuje genericky model,
pficemz mezi pfechodem od modell izolovanych k modelu generickému dochazi
K prvnimu mentalnimu zdvihu, jenz je nazyvan zobecnénim. Po generickém modelu
nasleduje dal§i mentalni zdvih, tentokrat se jedna o abstrakcni zdvih, jehoz vysledkem je
abstrakini poznatek. Do poznavaciho procesu patii také krystalizace. Timto terminem se
oznacuje zafazovani novych poznatki do jiz vytvorenych poznatkovych struktur. (Hejny

a Kufina 2009, Hejny 2014)

Poznavaci proces teorie generického modelu lze znazornit schématem (Obrazek 1.1).
Kognitivni posuny ptedstavuji znaky 1— (zobecnéni) a 2— (abstrakce). Posloupnost
hladin reflektuje casovy prubéh poznavaciho procesu, avsak neni pravdou, ze by tvorba
hladin probihala postupné. Nova zkuSenost se vétSinou otiskuje do nékolika hladin
najednou (Jirotkova 2012). V nésledujicich podkapitolach jsou jednotlivé etapy TGM

popsany detailnéji.

izolované genericky model abstraktni

motivace modely procesualni — konceptualni poznatek

krystalizace

Obrazek 1.1: Schéma teorie generického modelu (Hejny 2014, s. 73)
1.1 Motivace

Pii tvorbé matematickych poznatkd, které si podle TGM konstruuje sam zak, hraje
zasadni roli motivace. Bez ni a touhy se ucit si zZak zadnou poznatkovou strukturu

nevybuduje. (Hejny a Kutina 2009)

., Zdk, ktery ma vnitini potFebu pozndvat, poznava intenzivnéji, hloubéji a komplexnéji
nez ten, ktery je k pozndavani nucen.“ (Hejny 2014, s. 42) Poznatky ziskané na zakladé
vlastnich zkuSenosti mize zdk zakomponovat do jiz stavajici poznatkové struktury.
Namisto toho 74k, jenz pouze pasivné ptijima informace, ziskava tzv. formdalni poznatky.
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Takové poznatky nejsou podepieny zadnymi zkuSenostmi, a tudiz neni mozné je zaradit

do poznatkovych struktur.

Zvidavé dité, zkoumajici svét kolem sebe, Casto zpozoruje néjakou Cinnost, jiz si chece
samo také vyzkouSet. Podnécuje jej k tomu jeho vnitini motivace. Jirotkova (2012)
a Hejny (2014) hovoii o vzniku motivace k poznavani z rozporu mezi sou¢asnym stavem
,hevim® a ,,chtél bych védét . Motivace ditéte je nestala a ma silnou potfebu napodoby
(Hejny a Kufina 2009). Dité je vSak tfeba podporovat a snazit se mu porozumét, aby

mohlo nabyvat novych zkuSenosti.

Ve skolnim prostiedi se dité ¢asto ocitd pod tlakem vné&jsi motivace (stimulace). Pro zaky
byva zdrojem motivace dobrd znamka, at’ jiz z diivodd snahy zalibeni se uciteli nebo
snahy ud¢lat radost rodicim (Hejny a Kuiina 2009, Hejny 2014). Hejny (2014) uvadi, ze
zaci motivovani touhou objevovat matematicka poznani jsou spiSe vyjimkou nez

pravidlem.

Ucitelé se snazi déti zaujmout volbou uloh se zajimavym kontextem, které se zakiim zdaji
byt atraktivni. Ackoli se jednd o U¢inny zplsob motivace, je nutné podotknout, Ze se
podaii docilit pouze kratkodobého zaujeti — stejné jako v pifipad€ soutézi. Avsak pii

soutézich jsou déti pod ¢asovym presem a uspéji jen ti nejrychlejsi. Jedni se po ni citi

frustrované, druzi zaZivaji ispéch. (Hejny 2014)

Uspéch spojeny s moznosti aplikace dosavadnich znalosti zdka patii mezi nejefektivngjsi
motivaéni faktory. Zaroven Zak kromé& uspéchu ze spravného feSeni pfimefené narocné
tilohy* citi radost. Ugitel, jenz ve t¥idé vyuziva tyto pfiméfené illohy k motivaci, se potyka
S problémem individualizace vyuky, jelikoz uc¢i rlzné zdatné zaky. Uciteli mohou
usnadnit situaci ucebnice, ve kterych se nachazi tlohy se stoupajici obtiznosti. (Hejny

2014)

1.2 Izolované modely

Hejny (2014, s. 47) uvadi, Ze ,, izolovany model® je konkrétni piipad pristi znalosti . 7k

pfi praci s konkrétnimi ptipady budouciho poznani postupné ziskava prvni zkuSenosti.

4 Pfiméfené naro¢na tiloha spo¢iva ve vhodném vybéru obtiznosti pro konkrétniho jedince. Uloha je takové
narocnosti, Ze ji zak vytesi a soucasn¢ ma z prekonani problému radost. (Hejny 2014)

vvvvvv

modely.

13



V této etap¢ neprobihd pouze sbirdni zkuSenosti, ale mnohdy také dochézi k vyjasiiovani

termind a K prozkoumani, zda skute¢né konkrétni ptipad nalezi k danému problému.

Vysledné poznani ditéte se stava stabilnéj$im v souvislosti s narustajici kvantitou
ruznorodych izolovanych modeld, mezi kterymi ptedstavuji dilezitou roli nésledujici

typy: modely pekvapivé, modely zdanlivé a ne-modely® (Hejny 2004, Jirotkova 2012).

Prekvapivé modely zahrnuji modely objektd, které se na prvni pohled zdaji nevyhovujici
nebo jejichz existence nebyla predpokladana. Naptiklad ¢tverec s thloptfickami ve svislé
a vodorovné poloze na obrazku (Obrazek 1.2 — vlevo) je ptekvapivym modelem ¢tverce.
Piekvapivé je pro studenty i objeveni trojihelniku s kazdou stranou del$i nez 100 cm

s obsahem 1 cm?. (Hejny 2004)

Zdanlivym modelem se nazyva takovy model, ktery neni modelem daného objektu, pouze
se tak jevi. K ilustraci zdanlivého modelu vyuZzijeme opét obrazek 1.2 — vlevo. Tentokrat
1ze ovSem tento model oznacit za zdanlivy, protoze Casto byva povazovan za kosoctverec,
ackoli se jedna pouze o Ctverec, ktery neni zakreslen ve své typické poloze. (Jirotkova

2012, Hejny 2004)

Ne-model ptedstavuje dopln¢k zkoumaného jevu. Naptiklad pti zavadéni pojmu konvexni
mnohothelnik je vhodné ukazat i nekonvexni mnohothelnik, ktery se pro danou situaci
stava ne-modelem (Hejny 2004). K vysSe zminovanému ¢tverci lze nalézt i ne-model

(Obrazek 1.2 — vpravo).

Obrazek 1.2: Tlustrace modelu zdanlivého a piekvapivého; ilustrace ne-modelu (Jirotkova 2012, s. 92)

Doba trvani etapy izolovanych modeli se mize liSit s ohledem na matematickou

vvvvvv

vvvvvv

a ,,jakoby-modely* pro modely zdanlivé.
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modeli na &tyfi’ podetapy, pii¢emz ne v kazdém poznavacim procesu jsou viechny

podetapy zahrnuty.

V pocatecni podetapé se prvni konkrétni zkuSenost s modelem usadi ve védomi a vznika
tak zarodek pftistiho pojmu nebo poznatku. Ve druhé podetapé probiha seznameni se
s dal§imi izolovanymi modely, které prozatim nejsou propojeny. (Hejny 2014, Hejny
a Kuftina 2009) ,, Bézné se stava, Ze si jisty jev uvedomime, az kdyz jej potkame podruhé

nebo potreti. “ (Hejny 2014, s. 48)

Klicovym stadiem je tfeti podetapa, pii které dochdzi k poznani vzajemné souvislosti
nékterych modelid. Tyto modely se shlukuji do skupin a oddé€luji se od ostatnich.
V zavérecné fazi se vytvareji komunity izolovanych modeld na zékladé zjisténi podstaty

»stejnosti modeld. (Hejny 2014, Hejny a Kuiina 2009)

1.3 Genericky model

Genericky model® vznika kognitivnim zdvihem (zobecnénim) z komunity izolovanych
modeli. Tento model byva prototypem casti, nebo vSech izolovanych modelt (Hejny
2004). Genericky model nelze Zakiim ptedat, jelikoZ si jej kazdy na zédklad¢é svych
zkusenosti buduje sam. Ukolem ucitele je pouze predkladat vhodné izolované modely

(Glohy), které zdka mohou dovést k objeveni generického modelu (Vondrova 2019).

Objevenim generického modelu je zavrSen proces zobecneni, ptiCemz zak ziskdva
poznatek vysSi a abstraktn&j$i Grovné€ oproti dosavadnim zkuSenostem. Nicméné
Vv hladiné generickych modelt se jesté nejedna o celkovou abstrakci s vyuzitim symboli
jazyka matematiky. Genericky model stale vyuzivd nazornosti. Napiiklad pro Cislo Ctyfi
mohou byt generickym modelem ctyfi prsty nebo ctyfi koralky na pocitadle. (Hejny
a Kurina 2009)

rwr

Zobecnéni je dilezitym milnikem v procesu poznavani, jelikoZ pfinasi do védomi néco
nového. Konstrukci generického modelu ¢asto doprovazi AHA-efekt a radost z objevu.
Uspéch se stava pro zika motivaci k dal§imu objevovani a prozivani okamziki radosti

V matematice. (Hejny 2004)

" Hejny (2004) uvadi pét podetap izolovanych modeld, pfi¢emz podetapa, ktera se nevyskytuje V pozdg&jsim
déleni izolovanych modeld, je zamétena na obohacovani izolovanych modelt i v pfipadé, Ze ve védomi
cloveka je jiz vytvoren genericky model, nebo dokonce i abstraktni poznatek.

8 Dtive Hejny uzival namisto terminu genericky model pojem univerzalni model.
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Na pomezi izolovanych modeld a modelu generického se nachazi hrani¢ni typ modelu,
ktery se nazyva vzor. Vzor lze pouzit pti modelovani a feSeni standardnich problémd,
avSak nelze jej upotfebit v situacich, které vyzaduji konstruovani nového typu
ze se nejednd o plnohodnotny genericky model, protoze nevznikl kognitivnim zdvihem

Z komunity izolovanych modelt. (Hejny a Kufina 2009)

., Vzor, ktery se do védomi Zaka dostal sdélenim, nema silu univerzalniho modelu. *“ (Hejny
a Kufina 2009, s. 134) Avsak i ze vzoru se muze stat genericky model. Tuto zménu Hejny
a Kufina (2009) nazyvaji oZivenim vzoru, pti¢emz ozivenim oznacuji vSechny kognitivni
zdvihy, jejichz mysSlenka se ve v€domi zdka ocitla pouze sdélenim a diky osvojeni se

v disledku mentalni konstrukce dostane na vyssi urovei porozuméni.

1.3.1 Procesualni a konceptualni generické modely

Z Komunity izolovanych modeld si zak bézné vytvati nejprve procesudlni genericky
model, ze kterého pozdé&ji vykrystalizuje konceptudalni genericky model. Avsak
nevyzyva-li uloha k nalezeni posloupnosti ¢isel, nebo tato posloupnost neexistuje, zak

ihned objevuje konceptualni genericky model (Hejny 2014).

Hejny a Vondrova (1999) vymezuji piivlastky procesualni a konceptualni v souladu
s jejich filozofickym vyznamem. Vyraz procesudlni zahrnuje dynamické obsahy, aktivity
a stavy védomi, ve kterych hraje rozhodujici roli ¢as, ¢asova posloupnost. Nad¢asovost
obsahtl a stavii naSeho védomi byva oznacovana slovem konceptualni. Pti vyuce ucditel
zakim ptedklada jak procesy, tak ikoncepty. Napiiklad feSeni linedrnich rovnic je
procesem, zatimco pojem funkce se vysvétluje tak, aby se ve védomi zakl vytvofil

koncept tohoto pojmu.

Procesudlni genericky model se poji s lohami, jejichZ zaddni obsahuje jistou posloupnost
a ukolem fesitele je zjistit, na zéklad¢ jakych pravidel dana posloupnost plati. Pokud Zzak
objevi ptedpis posloupnosti, ve kterém musi k vypocitani libovolného ¢lenu znat hodnoty
predchozich ¢lent, jedna se o procesualni genericky model. A naopak, pokud zak nalezne
pravidlo, diky némuz dokéze urcit jakykoli ¢len posloupnosti bez znalosti pfedchazejicich

ptipadi, opét objevuje genericky model, nyni jiz na konceptualni tirovni. (Hejny 2014)

Genericky model je v poznavacim procesu nejen prototypem komunity izolovanych
modell, ale také se stava vychodiskem pro generické modely vyssi urovné a pro
abstraktni poznani. Pfitomnost generickych modelt zajistuje kvalitu matematickych
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znalosti, pricemz ve vétSin€ ptipadil 1ze rozliSovat znalosti proceduralni a konceptualni,

jimz se vénuje podkapitola 2.1.

1.4 Abstraktni poznatek

Z generického modelu se kognitivnim zdvihem, ktery nazyvadme abstrakci, vytvoii ve
veédomi abstraktni poznatek (Hejny 2014). Ten vznika oprosténim se od predmétnych
predstav, pficemz Casto pii pfechodu na abstraktnéjsi tiroven dochézi ke zméné jazyka
(Hejny a Kufina 2009). Jestlize byl tento poznatek vykonstruovan diky abstrakénimu
zdvihu z generického modelu, hovotime o abstraktni znalosti. V opaéném pfipadg,
Vv némz se poznatek do védomi dostava pouze jako informace, se jedna pouze o formalni

poznatek (Hejny 2014).

Z abstraktni znalosti se miize v jiném poznavacim procesu stat model genericky nebo
izolovany. Funkci daného poznatku (izolovany model, genericky model, abstraktni
poznatek) urcuje jeho role v konkrétnim poznavacim procesu a v poznatkové struktute

jedince. (Hejny a Kutina 2009)

Abstraktni poznatek vyuZiva jazyka pismen, s nimz se Zaci dikladné seznamuji na
druhém stupni zéakladni Skoly, avSak jiz zaci prvniho stupné se setkavaji s jazykem
pismen, a to pii feSeni rovnic nebo pii pouziti pismen ve vzorcich pro vypocet obvodi
a obsaht danych objektti (Hejny 2014). Zména jazyka je pro zaky naro¢nd. Dochazi
K situacim, kdy zaci uzivaji pismena pouze v nacviCenych situacich bez jakéhokoli
dalsiho vhledu. V literatuie (srov. Huang a Witz 2011, Zacharos 2006, Kordaki 2003,
Kospentaris a kol. 2011, Kordaki a Potari 1998, Puspita a Ng 2022, Herendiné-Konya
2015) se ucitelé a vyzkumnici zminuji o pred¢asné algebraizaci, kterd je prekazkou
Vv uchopovani nejriznéjsich situaci.

Jazyk pismen muze usnadnit hledani generickych modeld zobecnénim z komunity
izolovanych modeld. Uspisi-li ucitel okamZik objeveni generického modelu tim, Ze

poznatek zaklim sdm ptedstavi, docili pouze toho, Ze Zaci vytesi shodné situace na tirovni

obdobné vzorovému piikladu, avsak nebudou veédét ,,pro¢ to tak je* a ,,pro¢ to funguje*.

piislusny genericky model. (Hejny 2014)

Hejny a Kufina (2009) na zakladé dlouholetych zkuSenosti vyjadiuji sva piesvédceni

0 vyznamu ¢innosti ucitele, které podporuji rozvoj zakovskych schopnosti a které zaky
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podnécuji k novym objeviim. ZkuSeny a trpélivy ucitel povzbuzuje intelektudlné
sebevédomého zaka v jeho spekulativnim mysleni. Nasledn¢ sdili radost z zakovského

objevu, ktery nalezité oceni, coz ovlivni nasledujici objevné pokusy.

1.5 Kirystalizace

Ke krystalizaci poznatku dochazi od okamziku, kdy se ve védomi Zaka objevi genericky
model (ve vyjimecnych pfipadech i1 tehdy, kdyz se objevi izolovany model).
., Krystalizace probiha permanentné a jejim hlavnim cilem je vytvorit dostatecné hustou
sit vazeb mezi jednotlivymi poznatky. “ (Hejny 2014, s. 73) Proces krystalizace spociva

Vv usazeni nového poznatku ve dvou i vice oblastech védomi zaka (Hejny 2014).

Novy poznatek, ktery vznikl konstrukci z izolovanych modelt, se v mysli zaka ptirozené
propojuje Sjiz znamym na urovni jak izolovanych a generickych modeld, tak
i abstraktnich znalosti. V nékterych ptipadech zptisobuje krystalizace restrukturalizaci
¢asti kognitivni struktury (Hejny a Kufina 2009). Krystalizace je dlouhodoby proces, pfi
kterém se jakykoli poznatek poji s jiz znamym a v budoucnu se spoji s zakovymi nove

nabytymi znalostmi (Vondrova 2019).

Hejny (2014) za piirozeny dusledek krystalizace povazuje automatizaci, ackoli neni
ptimou soucasti TGM. ,, Automatizace uvolnuje intelektudlni energii ¢loveka pro jinou,
narocnéjsi cinnost. “ (Hejny a Kutina 2009, s. 142) Pti feSeni naro¢nych uloh se pozornost
soustfedi pfedev§im na vybér vhodné strategie, zatimco zautomatizované kalkulativni

kroky jsou podnikany s nepatrnym vydejem intelektudlni energie (Hejny a Kutina 2009).

Automatizace spoju probihd u zakl individualné a nelze ji uspéchat. Je dilezité, aby zak
dosahl porozuméni namisto toho, aby si vybrané spoje pouze namemoroval. Rendl
a Pachova (2013) upozoriiuji na rozdil mezi automatizaci a mechanickym osvojenim,
ktery spo¢iva pravé v porozuméni. Zaci se zautomatizovanymi spoji dokazi své postupy
vysvétlit, naopak porozuméni schazi tém, ktefi poznatky pouze pfijali bez opory

izolovanych a generickych modela.

1.6 Schéma

Z&kem ziskané izolované modely se ukladaji do mentélniho prostoru, jenz Hejny (2014)
nazyva proto-schématem. Zobecnénim komunity izolovanych modelt vznik4 genericky

model. Prave generické modely se stavaji jadrem schémat (Hejny 2007).
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Koncepce schématu je téz soucasti teorii pojmotvorného procesu (srov. teorie proceptu
D.Talla a E. Graye (1994), Dubinského (1991) APOS teorie). Hejny (2014)
matematickym schématem ozna¢uje mentalni prostor, ktery obsahuje klastry® informaci

relevantni k porozuméni®®,

Schéma, vznikajici soucasné s objevenim generického modelu, zahrnuje skupiny
generickych modela (koncepti) a jejich vazby. Kvalitu matematickych schémat ovliviiuje
mnozstvi téchto modell a vazeb mezi nimi. Elementy schémat jsou dynamicky
organizovany. Soubory generickych modelt disponuji jistou variabilitou — mensi
schémata se propojuji a vytvaieji schémata obsdhlej$§i. Dynamicnost schématu se
projevuje také v situacich, pfi nichz novy izolovany model nezapadéd do zZadkova aktualné

vybudovaného schématu. (Hejny 2007)

Sdruzovanim schémat, zakladajicim se na nalézdni vztahti mezi schématy, vznikaji
schémata obecnéjsiho charakteru, k jejichz zformovani napomahaji proto-struktury.
Proto-struktura se tyka obdobi transformace schématu ve strukturu. Schéma obsahuje
intuitivni porozuméni matematice. Proto-struktura jiz ptfedstavuje kvalitni schéma

s tendenci strukturace. Struktura se zaklada na axiomatickém porozuméni. (Hejny 2014)

Hejny (2007, s. 92) strukturou nazyva ,, ... relativné uceleny systém pojmii a propojujicich
je vztahii, jehoZ prvky jsou presné vymezeny a popsany pomoci aspon jednoho
formalizovaného jazyka. “ Pfechod od schématu ke struktute, tedy od znalosti intuitivnich
ke znalostem abstraktnim, vychazejicich z definic, tvrzeni a jejich dikazl, koresponduje
S obdobim piestupu Zaka z prvniho stupné na druhy (Hejny 2014). Generické modely,
tvotici schémata, se obohacuji a abstrakci z nich vznikaji abstraktni poznatky, obsahujici
formélni zapisy. Zak abstrahuje své dosavadni poznatky, které vzhledem k objevenym

vztahim organizuje, ¢imz se zac¢ind formovat struktura. Zarodky procesu strukturace

ey e

® Klastr predstavuje ,, ... soubor zatim nediferencovanych, ale jistym principem spolecné uhnizdénych
zkuSenosti a izolovanych modelii (informaci), jez nalezi jednomu schématu, nebo proto schématu. “ (Hejny
2014, s. 86)

10 Hejny charakterizuje schéma na zékladé jeho vymezeni americkym psychologem R. J. Gerrigem, které
vychazi ze shlukovani informaci do smysluplnych sekei.
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1.6.1 Vyucovani orientované na budovani schémat

Vyucovani orientované na budovani schémat (VOBS) je konstruktivisticky edukacni styl,
usilujici o maximalni zapojeni zakti do procesu vzdélavani. Zaci systematicky pracuji

v didaktickych prostiedich®!, ktera podporuji rozvoj a budovani schémat (Hejny 2007).

Vyucovaci metoda orientovand na budovani schémat je synonymem pro ,,Hejné¢ho
metodu* (Budovéni schémat, c2022). Ucitel mé v edukac¢nim stylu VOBS vyznamnou
funkci, jelikoz rozhoduje o organizaci procesu vyuky (Hejny 2014). Ucivo je
koncentrovdno do siti tloh ve vhodnych didaktickych prostfedich, jez napomadhaji

konstrukci schémat.

Hejny (2014) vlastnosti schémat popisuje tezemi (viz Ptiloha A), z nichz odviji principy,
podle kterych ucitel organizuje vyuku. Koncepce vyucovaciho procesu se zaklada na
udrzovani optimalniho pracovniho klimatu. Ucitel zadava zakiim pfimétrené ulohy,
0 jejichz feSeni zaci mohou vést diskuse. Inspiraci a podporu pro uciteliv vybér je mozno
nalézt v ucebnicich matematiky pro prvni a druhy stupeni zékladnich skol, publikovanych

spole¢nosti H-mat, o.p.s. (Ucebnice a pomiicky, c2022).

11 Piehled a charakteristiku didaktickych prostiedi, ktera se podileji na budovani schémat, Ize nalézt na
blogu 0 Hejného metodé (srov. Didakticka prostiedi, c2018).
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2 Porozuméni

V prechozi kapitole byl popsan mechanismus zakovské konstrukce matematickych
poznatkl. Ucitel diky znalosti poznavaciho procesu miize 1épe chépat zdkovy obtize
a predchazet jim vhodnou koncepci vyuky matematiky. Teorie generického modelu neni
jedinou teorii, ktera se vénuje poznavacimu a pojmotvornému procesu v matematice,
avsak v Cesku, Slovensku a Polsku je velmi vyuZivana (Vondrova 2019). Mezi dalsi
pojmotvorné teorie, které se uplatiuji ve vyzkumech, patii: teorie abstrakce v kontextu,
APOS? teorie (Dubinsky 1991), teorie proceptu Davida Talla a Edieho Graye (1994)
(Vondrova a kol. 2015, Vondrova 2019).

Teorie generického modelu je zcela vsouladu s konstruktivistickymi piistupy
k vyucovani, které podnécuji zaka k budovani poznatkl na zakladé vlastnich zkuSenosti.
Nedostatecné porozuméni se v této teorii oznacuje terminem mechanické porozumeéni.
Znalosti uchopené pouze paméti bez opory modeld jsou zahrnovany do mechanického

porozuméni (Hejny 2014).

Porozuméni neni dichotomické (Vondrova 2019, Barmby a kol. 2008). Bez kontextu
nelze jednozna¢né uréit vyznam souslovi ,,zak, ktery néemu nerozumi“. Tento zak
opravdu miiZze mit nedostate¢né znalosti. Nicméné také muliZe nastat moment, kdy Zak
znalost ma, avSak neumi ji za danych okolnosti vyuzit. V takovém piipadé v souvislosti
s uvedenou TGM se jedna o formdlni poznatek nebo o znalost spadajici do mechanického

porozumeni.

Skemp (1976) rozliSoval porozuméni instrumentalni a relacni, kterd bychom mohli
oznacit za protipoly kontinua porozuméni. Instrumentalni porozumeéni spociva v prosté
aplikaci pravidel bez prokazani znalosti ,,pro¢ je lze vyuzit“ a ,,pro¢ funguji“. Relacni
porozumeni se projevuje u zéka, ktery chape, znd a vysvétli ditvody, pro¢ l1ze zvolena
pravidla pouzit. Dalsi autofi, kteti na Skempa navazuji, jiz neuplatiuji jeho striktni
rozdéleni porozuméni. Namisto toho porozuméni povazuji za kontinuum, coz se odrazi

V jejich pojeti konceptualnich a proceduralnich znalosti.

12 N4zev je zkratkou slov: akce, proces, objekt a schéma.
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2.1 Konceptualni a proceduralni znalosti

J. Hiebert a P. Lefevre (1986 cit. dle Vondrové 2019, s. 19) stanovuji konceptualni
znalosti jako ,,[...] znalosti bohaté na vztahy. Lze si je predstavit jako propojenou
pavucinu znalosti, sit, v niz jsou vztahy stejné dulezité jako oddélené informace. Vztahy
prostupuji jednotlivymi fakty a tvrzenimi, takze jsou viechny informace spojené V siti. *
Konceptualni znalost tedy zahrnuje znalost pochopeni abstraktnich pojma a obecnych

principu (Rittle-Johnson a kol. 2015).

Procedurdlni znalosti Hiebert a Lefevre (1986 cit. dle Vondrové 2019, s.19)
charakterizuji nasledovné: ,Jeden typ procedurdlnich znalosti je obeznamenost
S jednotlivymi symboly systéemu a se syntaktickymi konvencemi, kterymi vznikaji
prijatelné konfigurace symbolii. Dalsim typem proceduralnich znalosti jsou pravidla
nebo procedury pro reseni matematickych uloh. Mnoho z procedur, které Zaci oviadayji,
sestava ziejmé z retézeni ndavodii, jak manipulovat se symboly.* Rittle-Johnson a kol.
(2015) shrnuji proceduralni znalost jako znalost série kroki (procedur), které se provadéji
k dosazni cile a které se rozviji v praxi pii feSeni problému. Soucasti proceduralnich
znalosti nejsou pouze védomé algoritmy, ale také schopnost, jak tyto algoritmy rozpoznat

(Star 2005). TotéZ plati i pro pojmy spadajici do konceptualnich znalosti.

J. R. Star (2005) se vymezuje oproti definicim Hieberta a Lefevre (1986), kritizuje
pfedev§im vztahovou bohatost pteddefinovanou pouze pro konceptudlni porozuméni.
Tvrdi, Ze znalost konceptll nemusi byt nutné¢ bohata na vztahy, a Ze naopak nékteré
procesni znalosti jsou na vztahy bohaté. Star (2005, s. 408) navrhuje zavést hlubokou
proceduralni znalost jako ,,[...] znalost procedur, ktera je spojena s porozuménim,
flexibilitou a kritickym posuzovanim a ktera se odlisuje od znalosti pojmii (ale miize s ni
byt spojena). “*® Tyto hluboké proceduralni znalosti by mély byt cilem jakékoli irovné

vzdélavani (Star 2005).

Existuji zdsadni spory o vzajemném vlivu mezi procedurdlnimi a konceptudlnimi
znalostmi. Vyskytuji se ndzory, Ze primarni roli ve vyuce zastavaji konceptualni znalosti,
zatimco proceduralni znalosti se jevi druhotnymi. Na druhou stranu je stadle mnoho ucitela

piesvédceno, ze praveé proceduralni dovednosti hraji pii vyuce klicovou roli. (Star 2005)

13 Deep procedural knowledge would be knowledge of procedures that is associated with comprehension,
flexibility, and critical judgment and that is distinct from (but possibly related to) knowledge of concepts.
(Star 2005, s. 408)
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Ackoli vznikaji studie zamétené pouze na konceptudlni ¢i proceduralni znalosti, Casto
neni mozné tyto dva typy znalosti jednoznacné rozlisit, jelikoz jsou na sob¢é vzajemné
zavislé (Vondrova 2019). Vzhledem k provazanosti proceduralnich a konceptuélnich
znalosti zavedli D. Tall a E. Gray (1994) teorii proceptu. Klicovy termin teorie — procept,

je slozenim anglickych slov process a concept.

Tall a Gray (1994 cit. dle Hejného 2014, s. 35) ve své praci vysvétluji termin procept
nasledovné: ,, V této stati uvazujeme o dualité mezi procesem a konceptem v matematice,
zvldsté o té, v niz se stejny znakovy systéem pouzivd i jako proces (jakym je scitani dvou
cisel 3 + 2) i jako produkt tohoto procesu (soucet 3 + 2). Dvojznacnost zapisu umozinuje
myslicimu ¢loveku pruzné v myslenkach prechazet od procesu, jimz néjakou ulohu resi,
ke konceptu, snimz pracuje jako s casti Sirsiho schématu. Znak, ktery prirozené

reprezentuje amalgdm dvojznacnosti proces | koncept nazyvame ,procept ‘.

Pohledem teorie proceptu zak, chapajici symbol 3 + 2 jako vyzvu ke s¢itani, na tento
symbol nahlizi procesualné. Zak, ktery symbol 3 + 2 posuzuje z hlediska stavu, ma pouze
konceptudlni ptistup. OvSem zak, jenZ dany symbol vyuziva vzhledem k situaci jako

proces nebo stav, si jiz vytvortil procept. (Hejny a Vondrova 1999)

Soucésti definice proceptu Talla a Graye (1994) je zminka o jeho vicevrstevnatosti.
Autofi rozliSuji procepty elementarni a obecné, pticemz vztah mezi témito procepty lze
ptipodobnit k relaci izolovaného modelu a modelu generického ve vyse popsané teorii

generického modelu (Hejny 2007).

Vseobecné panuje presvédCeni, ze vztah mezi konceptudlnimi a procedurdlnimi znalostmi
je jednosmérny, a to takovy, zZe konceptudlni znalosti vedou ke znalostem proceduralnim
(Rittle-Johnson a kol. 2015). Varianta, Ze proceduralni znalosti rozviji znalosti
konceptualni, byla povazovana za nesmyslnou. Avsak Rittle-Johnson a kol. (2015)
uvadéji fadu longitudindlnich i experimentalnich studii, diky nimz dokazuji, Ze vztahy
mezi procedurdlnimi a konceptudlnimi znalostmi jsou obousmémé. ZlepSeni

proceduralnich znalosti mize pfispivat k rozvoji znalosti konceptualnich a naopak.

Ackoli se potvrdilo, ze mezi procedurdlnimi a konceptudlnimi znalostmi existuje
obousmérny vztah, ucitelé se ocitaji pfed obtiznym dilematem — volbou, zda je lepsi
postupovat od znalosti konceptudlnich k procedurdlnim, ¢i opacné. Dosud neexistuje
zadny ,,navod*, jenz by ur¢oval vhodné rozvrstveni mezi pojmy a postupy. Nékteré studie

podporuji tvrzeni, Ze alespoii na zacatku vyuky by neméla byt soucasné provadéna vyuka
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postupti a pojmi. Dalsi experimentdlni studie v tvodu vyuky jistého tématu preferuji
kratkou konceptudlni lekci namisto proceduralni. Mimo jiné bylo zjisténo, ze opakovani
pojmu a postupit mezi lekcemi je efektivnéjsi nez rozsahla vyuka pojmi, nasledovana

obsirnou vyukou postupi. (Rittle-Johnson a kol. 2015)

2.2 Formalni a neformalni znalosti

S porozuménim v matematice Uzce souvisi formalni a neformalni poznatek.
Charakteristika téchto pojmit vychdzi z mechanismu poznavaciho procesu teorie
generického modelu. ,, Abstraktni znalost, ktera je oprena o izolované a univerzalni
modely, je neformalni. Znalost, jez tuto oporu postrada, ktera je uchovana pouze pameti,

je formalni. ““ (Hejny a Kufina 2009, s. 149)

Dle Hejného (2014) nelze libovoln¢ zaménovat, ¢i snad ztotoziiovat pojmy znalost
a poznatek. Hejny od sebe odliSuje nejen znalost a poznatek, ale také informaci a formalni
poznatek.!* Vzhledem k zaméfeni této kapitoly se jako zasadni jevi diferenciace znalosti
a formalniho poznatku. Tyto dva pojmy se od sebe lisi zptisobem, jimz pronikly do
védomi. Znalost vznikd na zdkladé intelektualni €innosti jedince, jenZz vytvafi vlastni
konstrukce, které vychdzi zpiedchozich zkuSenosti promitnutych do izolovanych
a generickych modeld. Opakem znalosti je formalni poznatek, kterému schazi opora v jiz

existujicich izolovanych a generickych modelech.

Diagnostikuje-1i u¢itel u zaka formalni poznatek, mél by s ohledem na zadkovy schopnosti
postupovat tak, aby doslo k oziveni formalnich poznatkt, coz vzhledem k charakteristice
tohoto poznatku znamena, Ze by ucitel mél Zakovi zadat pfiméfené€ narocné ulohy, které
budou ptedpokladem pro izolované a pozdéji 1 generické modely (Hejny 2014). Tento
ptistup Hejny (2014, s. 55) nazval ,,zzivotiiovanim formalniho poznatku* a popisuje jej

jako ,,[...] proces propojovani formalniho poznatku s jinymi poznatky, zejména

14 Hejny (2014, s. 54) tyto terminy definuje nasledovné:

— ,,Poznatek je kazdy prvek nebo klastr prvkii v dlouhodobé paméti ¢lovéeka.

— Informace je poznatek, ktery do paméti vstoupil zvenci a oporu v jiz existujicich izolovanych
modelech a generickych modelech si teprve musi hledat; mnohdy k tomuto hledani ale ani
nedochazi.

—  Znalost je poznatek, ktery si clovek zkonstruoval sam viastni intelektualni cinnosti pomoci
existujicich izolovanych a generickych modelii.

—  Formalni poznatek (mechanical knowledge) je informace, ktera mohla byt znalosti. *
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S 1z0lovanymi a generickymi modely. “ Z formalni znalosti se tak postupné stava znalost

spojend s porozuménim, tedy neformalni.

Hlavni pfi¢inou formalniho poznatku je ucitelem zvoleny edukacni styl vyuky, a to
predevsim styl transmisivni (Hejny a Vondrova 1999). Ucitel v transmisivnim vyucovani
predava informace, které si Zaci musi zapamatovat a nasledné aplikovat ve standardnich
ulohach. Naopak konstruktivisticky edukacni styl podporuje Zzaka v objevovani, tudiz
zakovi poskytuje potfebny prostor k vybudovani abstraktnich znalosti s oporou

Vv izolovanych a generickych modelech (Hejny a Kutina 2009).

Rendl a Pachova (2013) na zaklad¢ rozhovora s uciteli podotykaji, Ze mnozi ucitelé
vychazi z vlastniho presvédceni, které spociva v nutnosti ucit déti nékteré véci zpaméti,
protoze by jinak z matematiky nevédély nic. Zaroven z vypoveédi pedagogt vyplynulo, ze
pokud se jim vysvétleni zd4 pfili§ komplikované, piipadné jej nelze vhodné zndzornit,
uchyluji se k uceni zpaméti, coz ovSem nevede k zdkovskému porozumeéni a zici tak

ziskavaji pouze formalni poznatek.

K formalnimu poznani dochazi i tehdy, pokud neni zadkim poskytnut dostatecny Cas
K vytvofeni si abstraktni znalosti z izolovanych a generickych modell. Zaroven vznik
formalniho poznatku nastava i v momentech, kdy se zak pfili§ brzy stietne s abstraktni
znalosti a nemUZe ji propojit s jiZ uZivanymi poznatky. Tehdy zadk nema4 jinou moznost,

nez ze novou védomost uchopi pouze memorovanim. (Hejny a Kufina 2009)
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3 Pojmotvorny proces miry v geometrii

Tato kapitola se zaméfuje na schéma pojmotvorného procesu miry v geometrii podle
N. Vondrové (2015). Dil¢i podkapitoly popisuji vybrané etapy pojmotvorného procesu
miry, a to konkrétn¢ zachovani miry, strukturaci plochy a multiplikativni uvazovani, které
jsou piedpokladem pro porozuméni vypoctu obsahu. Posledni podkapitola se vénuje

¢tvercové siti, jez byva uzivéana jako didakticky prostiedek v ramci vyuky obsahu.

Proces uchopeni miry popsala Vondrova (2015) a reprezentuje jej nasledujici schéma
(Obrazek 3.1). Ackoli se ze znazornéného schématu mize zdat, ze se jedna o linearni
proces, neni tomu tak. Nelinearita tohoto procesu vyplyva z praxe, kdy ,,Zdci, kteri jiz
znaji vzorec pro vypocitani obsahu obdélniku, se vraci zpét a zvédomuji si podstatu tohoto
vzorce, uvedomuji si, které atributy jsou v multiplikativnim vztahu (Vondrova 2015,
S. 255). Uchopeni miry je slozity proces a je tieba se k jednotlivym fazim opétovné vracet

— obzvlast’ pti budovani novych pojmu a poznatkd.

1. Zachovani

I1. Jednotka 1. Numerické IV. Algebraicka
(konzervace) .
, miry procesy reprezentace
miry

e Porovnavani e Vybér e Uvédomeni si e Slovni popis
utvard jednotky miry atributii, na zobecnénych
e Rozdélovani e |terace kterych mira numerickych
a seskupovani zvolené zalezi procest
do novych celktl jednotky e Uvédoméni si ¢ Vyjadieni
e Uvédoméni si, (opakované povahy vztahu vzorcem

7e se pak mira

pokladéani na

mezi nimi (napf.

e Uvédomeéni si

neméni méteny utvar) multiplikativni vztahll mezi
e Prace e Tvorba vztah mezi VZOrCi pro
s komplementem mensich velikostmi zakladni Gtvary
a slozenych stran/vysek) ¢ Koordinace
jednotek e Zobecnéni na vizualni
e |terace délky vyjadiené a algebraické
mensSich redlnymi Cisly reprezentace
a slozenych ¢ Koordinace
jednotek vizualni
e Odecitani miry a ciselné
Z dané mftize reprezentace
miry

Obrazek 3.1: Schéma pojmotvorného procesu miry v geometrii (Vondrova 2015, s. 255)

Prvni faze se zamétuje na konzervaci miry, <imz se rozumi rozdéleni utvarii na ¢asti, které
se preskupi, pficemz je ziejmé, Ze celkovy obsah obrazce se navzdory transformaci

jednotlivych ¢asti nezménil (Vondrova 2019). Zachovani plochy spolu s pochopenim
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vyznamu miry jsou nezbytnymi ptedpoklady pro zb&hlost v métenich a ve vypoctech

obsahu (Kordaki a Potari 1998).

K pochopeni konzervace miry napomahaji ulohy spojené s manipulativni ¢innosti, jez se
zamétuji na porovnavani obsahil utvarti za pomoci napft. prekryti, rozdéleni obrazce na
Casti, které se nasledné pteskupi apod. (Vondrova 2019). Tyto pocateéni ulohy

predstavuji izolované modely v teorii generického modelu.

Do prvni ¢asti pojmotvorného procesu miry patii téZ prace s komplementem, ktera
a znaméjsiho objektu se shodnym obsahem (Vondrova 2019). Prace s komplementem je
hojné¢ vyuzivana pifi odvozovani vzorci pro vypocet obsahu trojuhelniku,

kosodélniku, lichobéZniku a dal$ich.

Volba jednotky miry a jeji iterace ztvariuje klicovou roli pii procesu méfeni. Je dilezité,
aby Zaci pracovali s riznymi druhy jednotek, ne pouze se &étvercem o obsahu 1 cm?.
Jednotkou miize byt libovolny tvar, ¢i jen né&jaka jeho cast. Po strukturaci prostoru
nasleduje zjisténi poctu jednotek, jehoz zobecnénim (generickym modelem) je

multiplikativni struktura. (Vondrova 2019)

S multiplikativnim vztahem souvisi numerické vypocty obsahu obrazce, pficemz diraz
je kladen na porozuméni vztahu mezi jednotlivymi parametry: mezi dvéma stranami,
mezi stranou a vySkou apod. Pii pfechodu od multiplikativni struktury k numerickym
procestim s vyuzitim multiplikativnich vztaht se mize vyskytnout potiz, jeZ spociva ve
vypoctech s uzitim kladnych redlnych ¢isel namisto Cisel pfirozenych, uplatiovanych
v ptedeslé fazi pojmotvorného procesu. (Vondrova 2019) Proces, ktery je spojen se
zobecnénim multiplikativniho vztahu, jenz je nezbytnym piedpokladem pro porozuméni

vzorcum pro vypocet obsahu, popisuje podkapitola 3.3.

V posledni fazi se dle terminologie teorie generického modelu dostavame na uroven
abstraktni znalosti, jelikoZ se zde objevuje jazyk algebry k popisu abstraktniho uchopeni
multiplikativni struktury pomoci vzorcl. Jestlize vzorec ve védomi Zaka nevznikl ze
zkuSenosti ziskanych z vySe popsanych fazi pojmotvorného procesu miry a byl pouze

memorovan, jedna se o formalni poznatek.

Cely pojmotvorny proces miry by mél byt doprovdzen motivaci zakii. Této motivace

ucitel mize dosahnout volbou pifiméfené narocnych tuloh, které se zaroven stanou

27



podklady pro vytvoreni izolovanych a generickych modeld ¢i abstraktnich znalosti.
Ovsem uloha, ktera spoc¢iva v prostém vypoc¢tu obsahu néjakého predmétu, nemiize

namotivovat zaky k piemysleni a touze po novych objevech (Kamii a Kysh 2006).

V nasledujicich podkapitolach jsou s oporou ve vybranych studiich blize popsany stadia

konzervace plochy a jeji strukturace se zaméfenim na multiplikativni uvazovani.

3.1 Zachovani (konzervace) miry

Pojem konzervace piedstavuje kvantitativni neménnost hodnoty plochy obrazce, zatimco
samotny obrazec muze byt pfeskupen na plochu kvalitativné odliSnou. Zachovani miry
tedy znamen4, Ze plocha obrazce, sklddajici se z ¢asti organizovanych jednim zpiisobem,
se pii preuspotadani téchto ¢asti nezméni. Dilci ¢asti jsou konzervovany a z kombinaci

jejich transformaci se vytvaii rozli¢né utvary. (Kospentaris a kol. 2011)

Mezi klicové koncepty pro porozuméni zachovani miry patii kompenzace (prace
s komplementem), vztah ¢ast-celek, reverzibilita a tranzitivita (Kospentaris a kol. 2011,
Puspita a Ng 2022). Zaroven Kordaki (2003) a Kospentaris a kol. (2011) povazuji
porozumeéni zachovani plochy za zésadni pfi vyvoji, pochopeni konceptu méfeni plochy

a multiplikativnich struktur (zavedeni vzorct).

Vyznam vySe uvedenych klicovych pojml pro porozuméni zachovani miry ilustruje
nasledujici ukazka. Na obrazku (Obrazek 3.2a) je vyobrazen ctverec ABCD o strané
délky a. Do ctverce ABCD je vepsan ¢tverec EFGH tak, ze jeho vrcholy lezi ve stiedech
stran ¢tverce ABCD. Plocha &tverce ABCD je a?. Jaky je obsah &tverce EFGH a jak jej

lze ur€it s vyuzitim nastrojli pro zachovani plochy?

r_"'ﬁ
p_H ¢
E¥--- - Q.56 ta

' /s
'
N
A F B

Obrazek 3.2: Zachovani miry — strategie komplementu (Puspita a Ng 2022, s. 33)
Ze vztahu cast-celek vyplyva, ze ¢tverec EFGH je soucasti ¢tverce ABCD a zaroven, Ze
¢tverec EFGH lze rozlozit na dva trojuhelniky, a to naptiklad na trojuhelniky EFG a EGH.

Vyuzijeme-li prdace s komplementem, pieskupenim trojthelniku EFG tak, aby vznikl
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obdélnik EGCD'® (Obrazek 3.2b) o plose Z.q- a, ziskdvame rozmér miry Ctverce

N

EFGH. (Puspita a Ng 2022)

Vztah cdst-celek se vyuziva k analyzovani ¢asti obrazce, které vytvaii komponenty jiného
celku. Upotiebeni tohoto spojeni nachazime také pfi praci s ,,jinymi* jednotkami méfeni,
kdy se za zakladni jednotku nepovazuje jednotkovy ctverec, ale naptiklad jeho polovina

ve formé pravouhlého trojuhelniku.

Reverzibilita v souvislosti s konzervaci miry znamena, ze transformovany obrazec mtize
byt vracen do piivodniho tvaru (Puspita a Ng 2022). Tudiz z obdélniku EGCD ptesunutim
trojihelniktt EDH a GCH znovu vznikne trojuhelnik EFG, resp. ¢tverec EFGH.

Myslenku tranzitivity vystihuji nasledujici vyroky: obsah obdélniku EGCD je shodny
s obsahem c¢tverce EFGH, obsah obdélniku EGCD je roven poloviné obsahu ctverce
ABCD, tudiz obsah ¢tverce EFGH je roven poloviné obsahu ¢tverce ABCD. Tranzitivita
se tedy uplatiiuje pii vyvozovani zavéra s vyuzitim relace ,A = BaB = C, pak A = C*
(Puspita a Ng 2022).

K porozuméni zachovani miry ptispivaji aktivity spojené s manipulativni ¢innosti Zaka,
poskytujici moznosti prozkoumavani tvari o stejné oblasti (Klobouckova a Vondrova
2019). Zaci vhodnou manipulaci ziskavaji obrazce o stejnych obsazich — konstruuji si

izolované modely.

Kompetentni nastroj pro vytvaieni novych izolovanych modelt, vedoucich ke konceptu
zachovani miry, ptfedstavuje prostiedi dynamické geometrie (Kordaki a Potari 1998,
Kordaki 2003, Vanic¢ek 2009, Kospentaris a kol. 2011). Kordaki a Potari (1998) uvadé;i,
ze se zaci diky automatickym transformacim, jeZ jsou soucasti pocitacového programu,
setkavaji s fadami ekvivalentnich tvarh, pfi¢emz zdkovské zdivodnéni ekvivalence

téchto tvarii vede k objeveni zakladnich vztahli konzervace miry.

Konkrétni typ zkoumanych tiid ekvivalentnich tvarii ovliviiuje pochopeni zachovani
miry pouze pro tento druh studovanych modeld (Kospentaris a kol. 2011). Jestlize si zaci
uvédomi zavislost zachovani obsahu rovnobé&znikli, tato zjisténi se automaticky

nepropojuji se zachovanim obsahu trojuhelnikti nebo nepravidelnych ttvart. Je pak tieba

15 Trojuhelniky EDH a EFG kompenzuji obsah piivodniho trojihelniku EFG.
29



pracovat se sadami ekvivalentnich trojihelnikd (resp. jinych ekvivalentnich obrazci)

k nalezeni podstaty zachovani obsahu u tohoto typu ttvaru.

3.2 Strukturace plochy

Iterace (opakovani) vhodné zvolené jednotky dle Vondrové (2015) spada do druhé faze
pojmotvorného procesu miry v geometrii. Vybranou jednotkou, ktera ma stejnou dimenzi
jako dana mira, se bez prekryvani a mezer pokryje méteny utvar (Janda a kol. 2020).
Timto procesem se utvoii strukturace prostoru. Pri¢emz Battista a kol. (1998) zjistili, Ze

s pomoci strukturace 1ze pochopit, jak Zaci fesi pocetni ulohy zamétené na uréeni obsahu.

V ptipad€ dvourozmérného prostoru dochézi k iteraci jednotky ve dvou smérech, ¢imz se
zkonstruuje obdélnikova mtizka — pole (Vondrova 2015). Toto pravouhlé kryti vznika
zpocatku na zékladé manipulace s ,,dlazdicemi, a to nej¢astéji ve tvaru Ctverce, které se
stavaji mérnymi jednotkami (Huang a Witz 2013). Pfipadné mohou Zéaci pracovat
S Utvarem vyznacenym piimo ve ¢tvercové siti (Janda a kol. 2020). Mezi nezbytné
dovednosti zakt pfi strukturaci plochy patii téZ sestrojeni a organizace kongruentnich
jednotek do tadki a sloupcti bez jakychkoli vnéjSich ndznakli napomoci (manipulace

s jednotkami, vyuZiti jiZ vytvofené ¢tvercové site).

Na zédklad¢ poctu (Ctvercovych) ,,dlazdic, nachéazejicich se v obdélnikové miizi, zak urci
obsah obrazce. Vysledny pocet mérnych jednotek zak zjisti pouhym spocitanim ,,dlazdic*
jednu po druhé, nebo si uvédomi strukturu pole (kazdy fadek, kazdy sloupec ma shodny
pocet jednotek) a vyuzije ndsobeni k urceni poctu jednotek, obsazenych ve zkoumaném

atvaru.

Jakmile zak ziskd dostatek zkuSenosti se strukturaci prostoru a se stanovenim poctu
jednotek, pak k vypoctu nevyuziva ilustrativni nastroje — ,,dlazdice” nebo zakresleni
obdélnikové miize do zadaného utvaru (Battista a kol. 1998, Outhred a Mitchelmore

2000). Tehdy zak pii zjistovani poctu jednotek pracuje jen ve svych predstavach.

Manipulace s ,,dlazdicemi* reprezentuje plochu a zdroveit napomaha k urceni vysledného
poctu jednotek v obrazci. AvSak existuji i jista uskali, spoc¢ivajici ve volbé materialu
»dlazdice®. Outhred a Mitchelmore (2000) uvadéji, ze zaci zvladli pokryt plochu 1épe
dfevénymi (pevnymi) ,dlazdicemi neZz papirovymi, protoZe materidl piedurcuje

strukturu pole, jelikoZz zabranuje piekryvani. Tudiz zak, jenz spravné vytvofil
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obdélnikovou mftiz z dievénych dlazdic, nemusi umét tuto miiz zakreslit a nemusi

rozumét jeji strukture.

Z vyse uveden¢ho vyplyva, ze pii prechodu od manipulace s konkrétnimi nastroji
k pouhému vyobrazeni strukturace plochy nedochazi automaticky a Ze tento posun je
velmi naro¢ny. Grafickd znazornéni strukturace plochy jsou povazovana za zasadni
prostiedek pii zkoumani porozuméni strukturaci obdélnikovych poli (Outhred
a Mitchelmore 2000). Tato znazornéni nijak nepiedurcuji organizaci a vybér vhodnych
jednotek, tudiz zdkovo grafické zpracovani strukturace zcela odrazi jeho dosavadni

porozuméni struktute obdélnikové mfiize.

V souvislosti s obtizemi zaki pii urceni obsahu obrazce vzniklo mnozstvi studii, které se
této problematice vénuji. Nékteré z nich (Outhred a Mitchelmore 2000, Battista a kol.
1998, Battista 2004, Sarama a Clements 2009 ad.) zkoumaji zejména strategie zaki pti
zjiStovani obsahu, na jejichz zaklad¢ vytvareji jednotlivé vyvojové tirovne. Nasledujici

podkapitola tyto urovné bliZze popisuje na zakladé studie Battisty (2004).

3.2.1 Vyzkum Michaela T. Battisty zaméreny na plochu

Battista (2004) strukturoval kognitivni vyvoj zakli v oblasti miry na zakladé vyuziti
strategie pravouhlého kryti. Vytvofil sedm urovni, jejichZ ptehled spolu se zakladni
charakteristikou je sumarizovan v tabulce (Obrazek 3.3). AvSak sam Battista (2004)
podotyka, Ze tyto irovn& jsou pouze orientaéni. Zak nemusi projit kazdou urovni —
nékteré mize preskocit. Piipadné se mize stat, ze zakovo plsobeni na dané Grovni je tak

kratkodobé, Ze jej ani nelze detekovat.

Pii korektnim vypoctu mérnych jednotek z obdélnikové miizky zak uplatiiuje mimo jiné
také nasledujici kognitivni procesy: konstruovani a uZziti mentalnich modeld, prostorové
strukturovani, lokalizaci jednotek a jejich organizaci do komplexnéjSich komponentu.
Tyto procesy Battista (2004) vyuziva pfi interpretaci Zakovskych myslenek pro objasnéni

konkrétnich kognitivnich trovni.

Mentalni modely 74k utvari abstrakci s uzitim vhodné strukturace plochy. Dle teorie
generického modelu se tyto modely fadi do abstraktnich poznatkd. Proces lokalizace
jednotek oznacuje koordinaci umisténi jednotek nejprve podél hranic zkoumané oblasti.
Soucasné se projevuje porozuméni dvourozmérnému prostoru v rdmci prace se
»souradnicovym systémem®, jenz vznikl spolu s bezchybné strukturovanou obdélnikovou
miizkou. Umisténi jakékoli jednotky lze tedy piesné€ popsat z hlediska jeji ptisluSnosti
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k fadkim a sloupciim. Proces organizace jednotek do komplexnéjsich komponentii
spociva v seskupeni zakladnich mérnych jednotek do komponent (sloZzenych jednotek),

jejichz iterovanim vznikne kompletni utvar (obdélnikovéa miizka).

zjisténi spravného
poctu jednotek v poli.

Uroveti Charakteristika Ukézka typické strukturace plochy'®
1 Absence 74k nezvlada
procesu organizovat jednotky
lokalizace do komponent (fadka / |
jednotek sloupctr). Neni schopen
a jejich lokalizovat v§echny
organizace mérné jednotky ve
do komponent | dvoudimenzionalnim
poli. Nedostatecna "
strukturace zabranuje i

Pocatek 74k za¢ina organizovat | Pocatek strukturace dle fadk,
vyuzivani pole z hlediska nachazejicich se pfimo u hranic
procesu slozenych jednotek utvaru. Pochopeni ekvivalence téchto
lokalizace (tadky, sloupce). Zak | fadku. Nedokonala lokalizace
jednotek dokaze rozeznat jednotek uvnitf utvaru.
a jejich ekvivalentni e

: —> -——
organizace komponenty. - .

do komponent

l> <l

Eliminace chyb | Zak z riiznych Ekvivalence krajnich
pfi dvojim jednodimenzionélnich i | tadku i sloupct bez
zapocteni perspektiv rozpozna —— | dvojitého zapocteni
jednotky, které | lokalizaci shodné | jakékoli jednotky.
zpusobuje jednotky. Jiz ey Pretrvava
nedostatecna nezapocita rohovy — nedostate¢na
koordinace Ctverec dvakrat lokalizace jednotek
(soucast sloupce, uvnitt pole.
soucast radku).
Strukturace 7k strukturuje Nedostatecna koordinace iterace
pole na zédklad¢ | obdélnikovou miizku | fadkl a sloupct. Pti strukturaci pole
vyuziti podle sloupcti nebo zak umisténi komponenty Casto pouze
maximalnich podle tadka. odhaduje.
kompozit, Lokalizace téchto
avSak neni kompozit kvili
vyvinuta nedostatecné
dostate¢na koordinaci fadkt

koordinace pfi
jejich iteraci

a sloupcti neni piesna.

18 Tlustra¢ni obrazky jsou s vyjimkou posledniho prevzaty z Battistovy studie (2004, s. 193-199).
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5 Usp&sné Strukturace pole je P
zakoncen abstrahovana, zak jiz > ) ) } }
proces pracuje s mentalnim o [ ] ] M
lokalizace modelem. Zjisténi ) } \) > }
jednotek, avsak | poctu jednotek byva
pii vyctu Zasto chybné, coz Bezchybna strukturace pole. Pfi
jednotek zapficifiuje neefektivni | PoCitani mémych jednotek zak
dochazi vyuziti komponent. nepracuje s maximalnimi slozenymi
k chybam, Zaci pii vyctu jednotek | jednotkami. Dopousti se chyb.
jelikoz se pii ¢asto zapomenou,
vypoctu u které jednotky
nevyuzivaji skon¢ili s poc€itanim.
maximalni Strategii pouhého
komponenty vyctu jednotek nelze

zobecnit, tudiz neni

vhodna pro rozmérné

obdélnikové mfiize.
Koordinace Z:ak plochu strukturuje | Po nazorné ukazce
procesu na bazi radkt vlastnosti obrazce
lokalizace a sloupct. Pocet ] (pocet jednotek
jednotek jednotek zjisti bez B Vv jakémkoli fadku
a jejich manipulativni opory. a sloupci) zak zvladne
bezchybné - vy¢islit pocet jednotek
organizace do Vv poli na zakladé
komponent meérnych jednotek obsazenych

Vv jednotlivych komponentech.

Abstraktni Pocet mérnych Pocet jednotek v poli zak urci
schéma jednotek v poli zak vynasobenim jeho délky se $itkou,
strukturace ur¢i vynasobenim pti¢emz zak s ohledem na zkuSenosti
umoznuje poctu fad s poctem se strukturaci pole tomuto
pochopeni sloupct. (zobecnénému) postupu rozumi.
vztahu. mezl Abstrakce strukturace
numerickym ) »
procesem pogkytuje mozncgst’
a prostorovym aphkacoe ‘zo:b.ecn,er‘lych
uspoadinim | POSIUPi i pfi préci

s jednotkami odliSnymi

od zakladnich.

Obrézek 3.3: Urovnd rozvoje zakii v oblasti miry dle Battisty (2004, s. 193-201)

Pozdé¢ji Battista (2007) piedklada ucebni trajektorii pro obsah, v niz rozlisuje numerické
a nenumerické uvaZovani, jeZ se na nejvyssi urovni rozvoje sjednocuji. Toto propojeni
umoznuje zjisténi miry 1 pro nepravidelné Utvary. Battistiv navrh zahrnuje 1 strukturaci

plochy — bez zminky o jejim déleni na jednotlivé podirovné.

Battistovou (2007) komplexni koncepci se inspirovala Tamova (2017) pfi vlastnim

sestavovani ucebni trajektorie pro obsah. Timova do ucebni trajektorie zakomponovala
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strategii prace s komplementem. Mezi paralelni zplisoby numerického a nenumerického
uvazovani doplnila Sipku, kterou naznacuje zavaznost propojeni téchto linii uvazovani.

Ucebni trajektorie pro obsah dle Timové je uvedena v piiloze B.

3.3 Multiplikativni vztah mezi délkami

Organizaci obdélnikové plochy do fadko-sloupcové struktury si zak postupné uvédomuje,
ze kazdy tadek obsahuje stejny pocet jednotek a kazdy sloupec rovnéz. Takova
strukturace plochy uzce souvisi s ur¢enim poctu jednotek v poli (Battista a kol. 1998).
Nejdiive se pocet jednotek v poli stanovuje na zakladé aditivity mérnych jednotek.
Pozdé&ji pti praci se slozenymi jednotkami (fadky, resp. sloupce) lze pocet jednotek v poli
vypocitat nejen opakovanym scitdnim, ale také uzitim nésobeni (Huang a Witz 2013,
Clark a Kamii 1996). Outhred a Mitchelmore (2000) tvrdi, Ze nejsofistikovanéjsi

metodou pro zjisténi poctu jednotek v poli je vy¢islit jejich pocet pomoci nasobeni.

Obdélnikova miizka je povazovédna za kli¢ovy model pro aplikaci multiplikativniho
uvazovani (Battista a kol. 1998, Barmby 2009). Zarovenn Outhred a Mitchelmore (1992)
ve svém vyzkumu zjistili, Ze se zvySujici se kvalitou strategie pravotihlého kryti nartista

vyuziti multiplikativniho mysleni pii uréeni po¢tu mérnych jednotek v poli.

3.3.1 Meérna jednotka obsahu — ¢tverec

Pokryvani méteného utvaru ,,dlazdicemi® ve tvaru ¢tverce podporuje vypocet obsahu
uzitim néasobeni délky a Sitky daného Utvaru. AvSak z rlznych studii (srov. Zacharos
2006, Kamii a Kysh 2006) vyplyva, ze mnoha zakim koncept ,,délka x $ifka* v kontextu
méfeni plochy nedavé smysl. Dil¢im zavérem vyzkumu Kamii a Kysh (2006) je zjisténi,

Ze pro zCastnéné Zaky 4. az 8. ro¢niku neni ¢tverec mérnou jednotkou obsahu.

Objasnéni pticin Zakovskych obtizi pii neporozuméni konceptu ,,délka x Sitka* podava
jiz Piaget a kol. (1960). Tvrdi, ze problém spoc¢iva v pochopeni toho, Ze vynasobenim
dvou c¢ar — délky a Sitky, vznikne plocha. K porozuméni konceptu ,,délka x Sifka“ je dle
Piageta a kol. (1960) nezbytné vytvoteni piedstavy plochy, kterou rozdéluji ,,nekonecné

blizké ¢ary* (viz Obrazek 3.4).

ile jsou zaci 1 Uvazov. énu, u se zacit zamys I vou
Jakmile jsou zaci schopni uvazovat o nekone¢nu, mohou se zacit zamyslet nad pfedstavo
,nhekonecné blizkych ¢ar* a postupné si tak konstruovat roz¢lenéni plochy témito ¢arami.

Kdyz 74k tuto ideu strukturace plochy pochopi, miZe to znamenat, Ze mu jiz ddva smysl
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koncept ,,délka x §itka“. Tudiz muze Ctverec chéapat jako mérnou jednotku obsahu.
(Kamii a Kysh 2006)

Obrazek 3.4: Pedstava plochy rozdélené ,,nekonecné blizkymi ¢arami (Kamii a Kysh 2006, s. 108)
3.3.2 Porozuméni vzorcim

Huang (2014) na zékladé vyzkumu s tchajwanskymi zéky ttetich a ctvrtych ro¢nikt
zjistila, ze pii pocatecni vyuce vypoctl obsahll je multiplikativni uvazovani zasadnim
faktorem pro efektivni feSeni tloh zaméfenych na uréeni obsahu. Pravé multiplikativni
uvazovani spolu se strukturaci plochy piedstavuji stéZejni pilife k vytvofeni a porozuméni

vzorciim pro vypocet obsahu obdélniku (Huang a Witz 2011).

Formulace vzorce jiz vyuziva jazyka algebry. Pro zaky mulze byt tato zména
problematicka, jelikoz ptfechdzi od modeld, spojenych s manipulativni ¢innosti, pies
modely vizualné reprezentované (grafické strukturace plochy) k modeliim abstraktnim
(Huang a Witz 2013, Vondrova a Zalska 2013). Tedy podle teorie generického modelu
zak diky zkuSenostem s izolovanymi modely ziska jejich zobecnénim genericky model,

Z n&jz abstrakci vznik4 abstraktni znalost (vzorec).

Porozuméni vzorciim na vypocet obsahu, se odviji od znalosti geometrickych tutvart
ajejich vlastnosti, od zkuSenosti s geometrickymi transformacemi a v neposledni fadé¢
také od proceduralni zb&hlosti ve vypoctech (Huang a Witz 2011). Proceduralni zb&hlost
souvisi s aplikaci vzorct a s feSenim uloh podle naucenych algoritmf. Mnozi ucitelé pti
vyuce miry Casto kladou diiraz pfedevsim na proceduralni dovednosti zakti namisto toho,
aby usilovali o jejich konceptualni porozuméni (Rendl a Pachovéa 2013, Huang a Witz

2011).

Tendence uptednostiiovat vzorce a algoritmizaci zplsobuje, Ze Zaci zobecnuji vyuZiti
vzorce pro vypocet obsahu obdélniku, na né&jz navazuji vzorce k ureni obsahu
trojuhelniku, rovnobézniku a lichobézniku. Nékteti zaci samotny koncept ,,délka x §itka*
zaménuji za obsah, tudiz pak tuto definici aplikuji i pfi vypoctech obsahu dalsich
rovinnych utvari (Zacharos 2006, Bjerkas a Van den Heuvel-Panhuizen 2019).
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Predpoklada se, ze Zaci, jez chdpou strukturaci plochy a maji rozvinuté multiplikativni
uvazovani, Iépe porozumi vzorctim a jejich aplikaci v tllohach (Huang a Witz 2013). Tyto
zakovské dovednosti se nasledné projevi predevSim pii aplikaci vzorcli pro vypocet

obsahu trojuhelniki a rovnobéznika.

3.4 Ctvercova sit

V ramci vyuky poskytuje ¢tvercova sit’ Siroké vyuziti nejen v oblasti geometrie, ale
i aritmetiky (Hejny a Jirotkova 1999). Podle Vondrové (2015) je étvercova sit’ vhodnym
prosttedkem pii objevovani izolovanych modeli béhem prvnich dvou fazi

pojmotvorného procesu miry.

Ctvereckovany papir v oblasti rovinné geometrie reprezentuje riizné geometrické utvary
a jejich vlastnosti (Vighi 2005, Hejny a Jirotkova 1999, Jirotkova 2012). Ctvercovou sit’
lze také vyuzit jako nastroj pro méteni plochy (Herendiné-Konya 2015, Vighi 2005).
Umisténi geometrickych utvarti do ctvercové sit€é mize Zakim usnadnit porozuméni

vypoctu obsahu obrazce!’ (De Bock a kol. 2002).

3.4.1 Obsah mrizového atvaru

Zakresleni rovinného obrazce do Ctvercové sit€ umoznuje vypocet obsahu jakéhokoli
mifzového mnohouhelniku!® (Hejny a Kufina 2009). K naslednému uréeni obsahu
daného ttvaru se Casto vyuziva vyjadreni, sestavajici se z poctu jednotkovych ctverct
sité. V teorii pojmotvorného procesu dle Vondrové (2015) a také v Battistové (2004)
popisu urovni zdka v oblasti miry se obsah obrazce zjiSt'uje nejprve pomoci ¢tvercoveé
sit€. Po nabyti zkuSenosti z prostfedi ctvercové sité nasleduje odvozovani vzorch

zakladnich rovinnych utvart.

Obsah rovinného obrazce, vyznacené¢ho ve Ctvercové siti, miize zdk stanovit mnoha
zpisoby feSeni bez pouziti vzorcli. ZkuSenosti ziskané z ¢innosti s konkrétnimi modely
zak vyuzije pii konstruovani abstraktni znalosti, tedy pii formulaci vzorcl pro vypocet

obsahu jednotlivych rovinnych obrazci (Hejny a Kufina 2009). Tento proces od

17V Ramcovém vzdélavacim programu pro zdkladni vzdélavani (2017) se uvadi, Ze ocekdvanym vystupem
prvostupiiového zaka v oblasti geometrie v roviné a v prostoru je mimo jiné ureni obsahu obrazce pravé
pomoci ¢tvercové sité.

18 Mnohotihelnik, jehoz viechny vicholy jsou miiZové body, nazyvame miiZovy. “ (Hejny a Jirotkova 1999,
s. 18)
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konkrétnich (izolovanych) modelt k popisu abstraktnich reprezentaci podporuje zakovo

porozuméni vzorcim.

Hejny a Jirotkova (1999) uvadi tii moznosti, jimiz lze urcit obsah trojahelniku na obrazku
(Obrazek 3.5a) bez pouziti vzorce. Lze vyuzit metody rozkladu, stfihani, nebo

doplnovani.

Metoda rozkladu spociva v rozdé€leni trojuhelniku podle jednotkovych ¢&tvercu. Tedy
z obrazku (Obrazek 3.5b) vyplyva, ze zkoumany trojuhelnik obsahuje jeden jednotkovy
¢tverec a dva shodné pravothlé rovnoramenné trojuhelniky, které dohromady

reprezentuji téz jeden jednotkovy Ctverec.

Metoda stiihani predstavuje manipulativni ¢innost — obdobu prace s komplementem. Ze
zadaného trojuihelniku (Obrazek 3.5a) se pifesune jeden pravouhly rovnoramenny
trojihelnik (Obrazek 3.5c¢) tak, aby jeho pfemisténim vznikl obdélnik (Obrazek 3.5d) se

shodnym obsahem jako zadany trojuhelnik.

Metoda dopliiovani tkvi v doplnéni rovnobézniku k danému trojahelniku (Obrazek 3.5e).
Nejprve se uréi obsah ¢tverce, z n€hoz jeho polovina je pravé hledany obsah zadaného

trojuhelniku. Zobecnénim této metody vznikd metoda rdamovani (Hejny a Jirotkova

1999).

Metoda ramovani se zakladd na ,,ordmovani* zadaného obrazce, jehoZ obsah je tieba
urcit, nejCastéji obdélnikem nebo ¢tvercem. Od obsahu tohoto doplnéného utvaru se
odectou obsahy jeho dil¢ich ploch tak, aby se zjistil obsah zadaného tutvaru. Tuto metodu
ilustruje obrazek (Obrazek 3.5f), na kterém je tfeba urcit obsah modrého trojiihelniku.
Tento trojuhelnik se oramuje ctvercem (Obrazek 3.5g), jehoz plocha zahrnuje
4 jednotkové Ctverce. Ke zjiSténi obsahu modrého trojuhelniku se od obsahu ctverce
odectou obsahy Zlutého trojuhelniku (1 jednotkovy ¢tverec) a oranzového trojuhelniku
(2 jednotkové ctverce). Tedy vysledny obsah modrého trojuhelniku je 1 jednotkovy
Ctverec (4 —1—-2=1).
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Obrazek 3.5: Metody feSeni obsahu trojuhelniku bez pouziti vzorct (inspirovano praci Hejného a Jirotkové (1999))

Obsah jednoduchého m¥iZzového mnohouhelniku®® 1ze uréit také pomoci Pickovy formule.
Tato formule vyplyva ze vztahu mezi poctem vnitinich a hrani¢nich bodi miizového
mnohouhelniku. Znéni Pickovy formule je mozné odvodit na zékladé zkuSenosti
s dostatecnym mnozstvim izolovanych modeltl miizovych mnohothelniki (srov. Hejny

a Jirotkova 1999, Jirotkova 2012).

Holikova (2016, s. 312) ptedklada Pickovu formuli nasledovné: ,, Obsah jednoduchého
mnohouhelniku, ktery ma vrcholy v mrizovych bodech, je roven S = I + g —1, kde I je
pocet mrizovych bodii uvniti mnohouhelniku a B je pocet miiZovych bodu na jeho
hranici. “ Aplikujeme-li Pickovu formuli na vypocet obsahu trojuhelniku z obrazku
(Obrazek 3.5a), pak I = 0, B = 6. Tudiz obsah trojuhelniku spocitime dosazenim do

vztahu S = I + g — 1. Konkrétné pro trojihelnik na obrazku (Obrazek 3.5a) plati, Zze S =

0+ S — 1 = 2. Tedy obsah tohoto trojiihelniku je roven dvéma jednotkovym ¢Etverciim.

3.4.2 Geodeska

Ctvercova sit’ uzptisobena k manipulativni ¢innosti se nazyva geodeska (geoboard).
Geodesku, kterou v roce 1952 predstavil pedagog a matematik Caleb Gattegno, tvofi
desticka pravidelné pokrytd koliky, uspofadanymi nejcastéji do tvaru ctvercové sité
(Zilkova 2010). Paivodné se tyto didaktické pomuticky vyrabély ze dievéné desky, do které
byly do poloviny zatluCeny hiebicky, reprezentujici pravidelnou sit’ (Sibya 2020).
V soucasnosti je k dostani také plastové provedeni geodesky (Zilkova 2010). Na
vystupujici koliky se upeviiuji barevné gumicky. Manipulaci s gumickami na geodesce

vznikaji rzné Utvary.
Zilkova (2010) kategorizuje geodesky na zaklad& uspofadani kolikli na destiéce na:

— Ctvercové: koliky tvofi ¢tvercovou miiz,

19 Jednoduchy mnohotihelnik je mnohovihelnik, jehoz hranice je uzaviend lomend cdra, kterd sama sebe
neprotindg. To také znamend, ze uvniti jednoduchého mnohouhelniku nejsou zZadné diry.* (Holikova 2016,
s. 312)
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— trojuhelnikové: miiz se sestava ze shodnych rovnostrannych trojuhelnik,

— kruhové: koliky ptredstavuji vrcholy pravidelného mnohotihelniku, jsou

rozestavéné ,,do kruznice®.

Kuvedenym modeltiim geodesek existuji jejich virtualni alternativy. Prostiedi, ktera

poskytuji moznost virtualni prace s geodeskou, popsala Vojtiskova (2019).

Gattegno vyuzival svllj vynalez v ramci dynamického pfistupu k vyucovani geometrie
(Zilkova 2010). Geodeska pozitivné ovliviiuje efektivitu vyuky (Rahmiati 2016, Freire
akol. 2018). Lze ji uplatnit pfi vyuce matematickych vét a vzorci nejen z oblasti

geometrie, ale také algebry (Sibya 2020).

Vhodné zaclenéni geodesky do vyuky mize zvysit motivaci zaktl. (Freire a kol. 2018,
Rahmiati 2016, Sibya 2020). Geodeska podporuje aktivni ueni zakl a napomaha rozvoji
jejich konceptudlniho porozuméni (Sibya 2020). Zaci na geodesce fe§i tlohy,
predstavujici izolované modely. Na zéklad€ téchto zkuSenosti si Zaci konstruuji nové

znalosti, at’ jiZ na Grovni generickych modelti, nebo abstraktnich poznatk.
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4 Metodologie vyzkumu

Utelem vyzkumu zatazeného do této diplomové prace je popsat, jaké strategie Zaci
osmého roc¢niku zakladnich skol a odpovidajiciho ro¢niku viceletych gymnazii uplatiuji
pii feseni tlloh o vypoctu obsahu. Soucasné ma vyzkum identifikovat, jakych chyb se tito
zaci pii feSeni uloh dopoustéji. Metodologie vyzkumu je zpracovana podle Strausse
a Corbinové (1999) a Svaticka a Sed’'ové (2007).

Kvalitativni vyzkum byl uskute¢nén na zaklad¢ kvazistandardizovaného didaktického
testu (dle Chrasky 2007). Tvorbé uloh do tohoto testu piedchazela analyza vybranych
ucebnic matematiky pro 2. stupenl zdkladnich Skol. Zadmérem této analyzy bylo ziskat
ptehled o tom, jak je v ucebnicich téma obsahu a jeho vypoctu vysvétlovano a jaké typy
uloh se v ucebnicich nachézeji. Analyzovany byly ucebnice z nakladatelstvi Prometheus
od autorské dvojice Odvarko a Kadleéek, jelikoz z vyzkumi Vondrové a Zalské (2013)
a Hammerové (2015) vyplyva, ze druhostupiiovi ucitelé matematiky pii vyuce nejcastéji
vyuzivaji pravé tyto ucebnice. Déale byla zvolena sada uc¢ebnic A—F od nakladatelstvi
H-mat, o.p.s., nebot’ se vyzkumu ucastnili i zaci vedeni podle ,,Hejného metody*.
Soucésti analyzy byly téZ ucebnice a pracovni sesity vydavatelstvi Taktik, jelikoz se jedna

0 jedny z nejnovéjsich ucebnic matematiky na ¢eském trhu.
Vyzkumné otazky

1. Jaké strategie uplatiiuji Zaci osmého ro¢niku pfi feSeni uloh, zamétenych na obsah

rovinnych obrazcl a jaké chyby a prekazky se pfi feSeni téchto uloh objevuji?

2. Jaké nedostatky v proceduralnich a konceptudlnich znalostech se projevuji

v zékovskych feSenich tloh, zamétenych na obsah rovinnych obrazcti?
Metoda sbéru dat

Ke sbéru dat byla zvolena metoda didaktického testu. Didakticky test 1ze charakterizovat
jako ,, ndstroj systematického zjistovani (mereni) vysledkii vyuky *“ (Byckovsky 1984 cit.
dle Pelikéana 2011, s. 172). Na zaklad¢ reSerSe vystupti z obdobnych studii a analyzy
ucebnic byla sestavena sada Ctyf otevienych uloh, tvofici kvazistandardizovany
didakticky test (Ptiloha C). Ten obsahoval jak oteviené Siroké ulohy, tak i oteviené ulohy
se stru¢nou odpovédi (dle Chrasky 2007).
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Zadavani testu prob&hlo v prosinci 2021 a lednu 2022. Zaci nebyli Kk testu predem
ptipravovani. Testovani se zucastnily Ctyfi Skoly, celkem bylo otestovano 81 zaku
osmeého ro¢niku zakladni Skoly a odpovidajiciho ro¢niku viceletého gymnazia. Testovani
74kt probéhlo bhem jedné vyudovaci hodiny. Cas na vypracovani byl maximalné
40 minut, v piedchéazejicich 5 minutach byly Zakam sdéleny instrukce. Zaci byli pred
testovanim informovani, ze jejich vysledky nebudou hodnoceny zndmkou. Zaroven jim
bylo vysvétleno, ze test je soucasti vyzkumu k diplomové praci, jejiz zamér byl zakiim
téz objasnén. Zavérem byli zaci pozadani, aby si na feseni Uloh dali zéalezet, jelikoz

ziskana data budou dale zpracovavana.

Testovani bylo rozdéleno do dvou ¢asti. Nejprve Zaci obdrzeli prvni ¢ast zadani — sérii
gradovanych uloh. Po jejim vyplnéni ziskali zbylé tfi tlohy, u kterych se mohli sami
rozhodnout, v jakém pofadi je budou fesit. Zaci pii feSeni uloh méli povoleno pouzivat

pouze psaci potieby.

4.1 Vybér vyzkumného vzorku

Kvazistandardizovany didakticky test byl zadan zakiim osmého ro¢niku zékladnich skol
a odpovidajiciho ro¢niku viceletého gymnazia. Zpravidla se obsah rovinnych obrazct
(vétSinou kromé obsahu kruhu) u¢i jiz v sedmé tfidé. Aby byla vylou€ena neznalost Zaki
pramenici z rozdilné koncepce Skolniho vzdélavaciho programu, byli respondenti voleni

z fad osmych ro¢niki.

Vybér respondenti probéhl na zakladé dostupnosti. Jedina podminka, kterd jej
ovlivitovala, se tykala riiznorodosti typu skol. S u€asti na vyzkumu souhlasily ¢tyii Skoly,
a to tf1 zdkladni Skoly a jedno Sestilet¢ gymnazium. Je tfeba zminit, Ze Zaci jedné ze
zakladnich skol se od prvni tfidy ucili matematiku podle ,,Hejného metody*. Z kazdého
typu Skol byla testovana pouze jedna tfida Zaki osmého ro¢niku. Testu se ti€astnili vSichni
pfitomni zaci. S ohledem na zachovani anonymity nejsou uvadéna ani umisténi (mésto

a kraj), ani ndzvy skol.

Vzhledem k vyzkumnym otazkdm a cilim vyzkumu neni zamérem rozliSovat vybrané
respondenty podle druhu Skol. AvSak pro zajimavost jsou nékteré vysledky vztazeny
k Zakim z konkrétnich typt Skol, coz vyjadiuji oznaCeni skupina A, skupina B,

skupina C. Skupina A oznacuje zaky zakladni $koly vyu¢ované podle ,,Hejného metody*,
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zbyli zaci zakladnich skol tvofi skupinu B. Do skupiny C jsou zafazeni zZaci Sestiletého

gymnazia.

4.2 Vybér tloh a jejich a priori analyza

Prvni ¢asti testu je série gradovanych uloh, zaméfend na obsah zékladnich rovinnych
Gtvard ve vztahu k jejich obvodu. Zaci pracuji ve &tvercové miizi, v niZ je vzdy vyobrazen
jeden rovinny utvar (étverec, obdélnik a trojuhelnik). Ukolem Zaki je sestrojit utvar

stejného typu o obsahu, ktery je ur€en pomérem viici obsahu zadaného ttvaru.

Prvni uloha se zabyva ¢tvercem a zvétSenim jeho plochy. Provétuje zadkovo pojeti vlivu
zmény obsahu ¢tverce ve vztahu K jeho obvodu. Zkouma tGroven porozuméni jednotce

obsahu vzhledem Kk intuitivni tendenci linearniho feSeni tlohy.

1.A Ve ¢tvercové miizi sestrojte €tverec, jehoz obsah je ¢tyrikrat

vétsi nez obsah vyznaceného ¢tverce. e e e e .

Vrcholy sestrojeného ctverce musi lezet na vyznacenych bodech

Ctvercove mrize.

Ctverec se Ctyfnasobnym obsahem oproti obsahu ¢ervené vyznaceného ctverce lze urcit
nékolika zpiisoby. Pozadovany ctverec lze ziskat pomoci ,,dlaZzdicovani®, tedy iteraci
Cerveného ctverce. Plocha hledaného Ctverce obsahuje Ctyfi Cervené

¢tverce ze zadani. Jind metoda feSeni této tlohy spociva ve vyuziti

vzorce pro vypocet obsahu ctverce. Lze urcit obsah cerveného

¢tverce(1-1=1 (jz)) a také obsah ¢tverce, jehoz obsah je Ctytikrat

v&tsi nez obsah Gerveného &tverce (4 - 1 = 4 (j%)). Z takto zjisténého Obrézek 4.1:
ulohy 1.A

Regeni
obsahu je mozné stanovit délku strany nového ¢tverce, a to modulaci
vzorce pro vypoéet obsahu &tverce (V4 (j) = 2 (j)). Dalsi zpusob feseni je zaloZen na
kvadratickém vztahu mezi délkou a obsahem, tzn. jestlize se délka strany zvétsi k-krat,
pak se plocha zvétsi k2-krat. Obsah hledaného &tverce je Styfikrat (k2-krat) vétsi. Délka

jeho strany je tedy dvakrat (k-krat) vétsi nez délka strany Ctverce v zadani.

Predpoklada se, Ze pti feSeni tohoto ukolu mohou Zaci opomenout, Ze mezi obvodem
obrazce a jeho obsahem existuje kvadraticky vztah. Naopak namisto kvadratického

vztahu aplikuji vztah linearni. Tudiz zectyindsobi-li se obsah ¢tverce, délka jeho strany
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bude téz ctytikrat vétsi. Tento jev De Bock a kol. (1998) nazyvaji ,,iluzi linearity*. Déle

mize byt pro zaky problematicka absence jakéhokoli explicitné zadaného rozmeéru.

Druhé zadani se tyka konzervace plochy obrazce — obdélniku. Ukolem Zakt je sestrojit
co nejvice obdélnikil se stejnym obsahem jako ma zadany obdélnik, avSak s rozdilnym
tvarem. Uloha testuje zakovo porozuméni dynamice vztahu mezi obrazci se shodnym

obsahem a jejich obvodem.

1.B Ve ¢tvercové miizi sestrojte vSechny obdélniky, které

..........

maji stejny obsah jako vyznaceny obdélnik, ale maji SEEEERERRR

navzajem razny tvar.  reeeeseeeceee
Vrcholy sestrojenych obdélnikii musi leZet na vyznacenych — ===+« =+« co -

..............

bodech ctvercové miize. e e

Ve ctvercové miizi lze sestavit Ctyfi obdélniky

navzdjem rizného tvaru se shodnym obsahem jako *

ma zadany obdélnik (Obrazek 4.2), jejichz vrcholy o .

lezi na mtizovych bodech. Ulohu lze fesit vice

zpusoby. Jednim znich je strukturace plochy
zadaného obdélniku a nésledné preskupeni

shodného poctu jednotkovych ctverct, tvoticich

plochu zadaného obdélniku, do tvarové navzajem

odlisnych obdélnika. Strukturaci plochy zadaného I I
Obrazek 4.2: Kompletni feseni Glohy 1

.B

obdélniku je mozZné uplatnit také pii urceni obsahu
obdélniku ze zadani. Maji-li Zaci dostatecné€ rozvinuté multiplikativni uvazovani, mohou
nalézt nové rozméry obdélnikil se shodnym obsahem, jako mé zadany obdélnik. DalS§im
zpisobem je vyuziti vzorce pro vypocet obsahu obdélniku. Nejprve je tieba zjistit obsah
zadaného obdélniku (3j-4j) =12 jz). Nasledné je mozné dosazovanim konkrétnich
hodnot do vzorce dopocitat rozméry obdélniku o obsahu 12 j2. Nelze opomenout, ze
pocet takovych obdélnikl limituje podminka, Ze jejich vrcholy musi leZet na mfiZovych
bodech. Pfi vypoctu je tedy mozné uplatnit pouze ty hodnoty, které jsou rovny
vzdalenostem miiZovych bodi. VySe zminéné spliiuji obdélniky o rozmérech 1j x 12 j;

2jx6j;V2jx6V2j; 2V2jx3V2].
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Vysledné feSeni zaki muze zahrnovat obdélniky, jejichz obsah bude shodny s obsahem
zadaného obdélniku, avsak nebudou mit rizny tvar. ReSeni z4ki mohou byt téz
ovlivnéna zaménou vyznamu pojmu obsah aobvod, tudiz Zaci mohou sva feSeni
sestrojovat na zakladé shodnosti obvodu obdélnikli namisto obsahu. Piipadné se zaci
mohou domnivat, ze zachova-li se plocha, zachova se také obvod. O existenci a vlivu této
miskoncepce se zmitiuji Dembo a kol. (1997). Zakiim miize &init potize pracovat se
¢tvercovou (pfip. trojuhelnikovou) jednotkou v souvislosti se strukturaci plochy.
Explicitné nevyjadiené rozméry mohou byt pro zaky piekazkou nejen pii feSeni pomoci

aplikace vzorce pro vypocet obsahu obdélniku.

Sérii gradovanych tloh uzavira Gloha, ktera je opét zamétena na zvétSeni obsahu obrazce.
Ukolem Z4k je nalézt tfi navzajem riizné trojuhelniky s dvakrat vétSim obsahem, nez ma
vychozi trojuhelnik. Uloha testuje porozuméni dynamicnosti proménnych trojuhelniku

(stran a jejich vysek), na nichz zavisi jeho obsah.

1.C Ve ctvercové miizi sestrojte tFi trojuhelniky navzajem
razného tvaru, jez obsah je dvakrat vétsi nez obsah

vyznaceného trojuhelniku.

Vrcholy sestrojenych trojuhelnikit musi leZet na vyznacenych

bodech ctvercové mrize.

Existuje nckolik mozZnosti, jak sestrojit trojuhelniky s dvojndsobnym obsahem vici
zadanému trojuhelniku. Uvédomuji-li si Zaci, Ze obsah trojtihelniku se odviji od velikosti
jeho strany a od velikosti vysky na ni, mohou trojuhelniky s dvojnasobnym obsahem
nalézt pouhym zdvojnasobenim délky strany, nebo zdvojndsobenim vysky, nebo
vynasobenim délky strany a délky vysky odmocninou ze dvou, nebo zeCtyinasobenim

strany trojuhelniku a zmensenim piislusné vysky na polovinu atp.

V ostatnich ptipadech je nutné zjistit nejprve obsah zadaného trojuhelniku, coz lze opét
nékolika zptisoby. Zaci mohou vyuzit princip kompenzace, tedy preskupit &asti
¢tvercovych jednotek pro jednodussi uréeni obsahu zadaného trojuhelniku (Obrazek 4.3
— vlevo). Obsah modrého trojuhelniku Ize zjistit téz metodou ramovani popsanou

v podkapitole 3.4.1 (Obrazek 4.3 — uprostied). Obsah je mozné urcit také pomoci vzorce.

Obsah modrého obrazce je roven jednotkovému ¢tverci, hledané trojuhelniky tedy budou

mit obsah dvou jednotkovych ¢tvercli. K ureni rozméra téchto trojuhelnika 1ze rovnéz
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vyuzit vzorec. Také v tomto ptipadé nelze opomenut, Ze vrcholy trojuhelniki musi lezet
na miizovych bodech. Tudiz z vypocitanych rozméri se mohou uplatnit pouze ty

hodnoty, které jsou rovny vzdalenostem miizovych bodu (Obrazek 4.3 — vpravo).

Obrazek 4.3: Princip kompenzace, metoda ramovani, varianty feSeni tlohy 1.C

Pti feSeni ulohy se u zaki mohou objevit potize s urcenim vysky k vodorovné strané
modrého trojuhelniku, a to pfedevsim z toho diivodu, ze nelezi uvniti trojahelniku. Ur¢i-li
zaci spravné délku strany a jeji vysky, dosadi tyto tidaje do vzorce pro vypocet obsahu
trojahelniku. Ov§em mohou se objevit feseni, v nichZ namisto vzorce pro urceni obsahu
trojuhelniku bude aplikovan pouze vzorec pro vypocet obsahu obdélniku (Zacharos 2006,
Bjerkas a Van den Heuvel-Panhuizen 2019). Pfi zvoleni zplsobu feSeni bez stanoveni
obsahu modrého trojuhelniku mohou zéci podlehnout ,.iluzi linearity*. Tedy budou se
domnivat, Ze ke zdvojnasobeni plochy trojuhelniku je nutné zdvojnasobit jak jeho vysku,

tak 1 stranu, ke které tato vyska nalezi.

Druhé tloha navazuje na ulohu 1.C, jelikoZ se implicitné zamétfuje na porovnavani
trojihelnikli vzhledem k jejich obsahu. Namét pro tuto tilohu nenumerického charakteru
byl ptevzat od Kospentarise a kol. (2011). Zamérem ulohy je provéfit konceptualni

porozumeéni vzorci pro vypocet obsahu.

Zadani ulohy je vytvotfeno podle vyukové pomiicky zvané concept cartoons, ktera vznikla
na konci 20. stoleti ve Velké Britanii. Zamérem autorti Brendy Keogh a Stuarta Naylora
(1993 cit. dle Samkové 2019) bylo zlepsit zapojeni zakti do vyucovaciho procesu a zvysit
jejich motivaci. Concept cartoons piedstavuji specialni typ ucebnich tloh, které jsou
reprezentovany ilustracemi. Obrazky concept cartoons znazoriuji problémovou situaci
a déti, které se k ni vyjadiuji. Jejich ndzory jsou zaznamenany v bublinach. Pti vyuce se
obrazek concept cartoon nejcastéji promitd na platno a Zaci o znazornéné problémové

situaci diskutuji na zakladé otazek typu ,, Co si myslis ty? Které déti na obrdzku maji
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pravdu? Proc¢? Co miizeme doplnit do prazdné bubliny misto otazniku? “ (Samkova 2019,
s. 12).

2. Déti na obrazku odpovidaly na otazku: Ktery reflektor osvétluje nejvétsi

¢ast Cerného platna? Posud’te jejich tvrzeni a zdlivodnéte svoje rozhodnuti.

Nejmensi ¢ast
pldtna osvétluje
reflektor vievo.

vt tast Cernéno
stna osveétiuje
edni reflektor.

Nej
pl
prostt

MIRIAM

JA

Zdroje obrazkf pouzitych v concept cartoon viz poznamka pod ¢arou®.

Tuto tlohu lze mimo jiné vyfesit aplikaci Cavalieriho principu pro rovinné objekty. Pfi
zdiivodiiovani tvrzeni se projevuje deduktivni uvazovani. Uplné feSeni ulohy zahrnuje
odpoveéd’ i s jejim objasnénim. VSechny reflektory osvétluji stejnou ¢ast cerného platna —
svétlo kazdého z nich se na platno ,,promitlo* jako trojuhelnik. VSechny tfi se shoduji
Vv délce jedné strany a ve velikosti k ni pfislusejici vysce. Z téchto udaji vyplyva, ze
trojuhelniky zapliuji stejnou cast ¢erného platna. Tudiz vSechny reflektory osvétluji

stejnou Cast cerné¢ho platna.

Jiz samotné zadani ulohy obrdzkem concept cartoon mulze zadkim zplsobit obtize.

Zaroven se zaci sami musi rozhodnout, co a jak budou zkoumat. Komplikaci pii feSeni

20 Sablony déti pievzaty z publikace (Dabell a kol. 2008: ¢. 4 1, & 4 2,¢&.4 5, 5 2), Sablona zastieSeni
podia (In: pngegg.com [online]. [cit. 2022-05-30]. Dostupné z: https://www.pngegg.com/en/png-weuzp),
Sablona  reflektord  (In:  svgrepo.com [online]. [cit. 2022-02-30].  Dostupné  z:
https://www.svgrepo.com/svg/149514/reflector)
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muze predstavovat absence jakéhokoli rozméru. Mohou se tedy objevit zdivodnéni

zalozend pouze na vizualnim porovnani.

Tieti uloha je zaméfena na urceni obsahu nekonvexniho obrazce ve Ctvercové miizi.
Obdobnou ulohu, zabyvajici se vypoftem obsahu a také obvodu nekonvexniho
pravouhelniku, do svého vyzkumu zahrnuly napt. Herendiné-Koénya (2015) a Tamova
(2017).

3. Vypocitejte obsah modrého obrazce, ktery je vyznacen
ve ¢tvercové miizi.

Zakreslete a zapiste postup svého feseni.

—
1

Obsah modrého obrazce lze zjistit nékolika zptisoby. Jeden z téchto zplsobu spociva ve
vyuziti principu kompenzace: polovina ¢tverce z pravého spodniho rohu geodesky
(Obrazek 4.4 — vlevo) se piesune do pravého horniho rohu. Z nekonvexniho obrazce se
stane trojuhelnik (Obrazek 4.4 — druhy zleva), jehoZz obsah se shoduje s obsahem
zadaného obrazce, jelikoz princip kompenzace piedstavuje jednu z hlavnich metod

konzervace plochy. Obsah zformovaného trojuhelniku lze vyjadfit bud’ jako polovinu

obsahu Sedého ctverce (S, =3-3 =9 j2 'S, = g =45 jz), nebo jej 1ze spocitat vzorcem

pro vypocet obsahu trojuhelniku (S = 32—3 =45 jz).

Druha metoda vyuziva strukturaci plochy, tj. zakresleni ¢tvercové mtize, ktera vznikne
iteraci pfislusného jednotkového ¢tverce (Obrazek 4.4 — druhy zprava). Obrazec
pokryvaji tfi jednotkové Ctverce a tii trojuhelniky, pficemz obsah trojuhelniku je
polovinou obsahu jednotkového ¢tverce. Jiny zptisob uréeni obsahu nekonvexniho utvaru
tkvi v rozde€leni tohoto utvaru na jednodussi geometrické ttvary, u nichz se obsah zjisti

bud’ strukturaci jejich plochy, nebo vzorcem pro vypocet obsahu.

Dalsi postup vychazi z obsahu ¢tverce, v némz se modry obrazec nachazi (S, =3 -3 =
9 j%). Odedtenim obsahu $edého lichob&zniku (4 %) a Sedého trojihelniku (0,5 j%) od
obsahu ¢tverce o rozmérech 3 x 3 (Obrazek 4.4 — vpravo) se ur¢i obsah modrého obrazce

(9—4—-0,5=45j).
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Obrazek 4.4: Ukazky zptsobi feseni uréeni obsahu modrého obrazce (Uloha 3)

Tvar modrého obrazce, jehoz obsah se ma zjistit, mtize byt pro zaky ptekazkou, jelikoz
se jedna o obecny, navic nekonvexni mnohouhelnik, pro ktery neexistuje vzorec
K vypoctu jeho obsahu. Pro Zaky muze byt komplikaci absence jakékoli konkrétni
jednotky. Kromé toho je miize mast, Ze ze zadani zjisti pouze vzdalenost dvou mfizovych
bodu. Tato informace muze zpisobit, Ze Zaci se namisto vypoctu obsahu modrého obrazce
budou soustiedit na urceni jeho obvodu. Mimo jiné se miize stat, ze Zaci zaméni vyznam

obsahu a obvodu.

Zadani ctvrté, zaveére¢né tlohy bylo inspirovano ilustraénimi didaktickymi testy z roku
2021 od organizace CERMAT (c2019), a to konkrétné kombinaci osmé tlohy ze zadani
pro devaté ro¢niky a sedmé ze zadani pro sedmé ro¢niky. Touto tlohou byla zkouména
flexibilita zakut pti feSeni tloh, jelikoz soucasti zadani byla pobidka k vyfeSeni téZe tlohy

jinym zpisobem.

4. Obsah obdélniku na obrazku je 96 cm?. Tento obdélnik je 12 cm

A

v

rozdélen na tfi trojihelniky: modry, Zluty a zbyvajici bily.
Obsahy modrého a zlutého trojuhelniku jsou shodné.

Na obrazku je jesté€ zelenym Srafovanim vyznacen lichobé&znik.

Jaky je obsah Zlutého trojuhelniku? A jaky obsah ma zelené

vySrafovany lichobéZznik? Vypocitejte a zaznamenejte postup feSeni.

Zjistili jste obsah Zlutého trojuhelniku a zelené vysrafovaného lichobéZzniku?

Dovedete tlohu vyfesit i jinym zptisobem? Zkuste to!

Ze zadani Ulohy vyplyva, Ze zplsobl feSeni existuje né€kolik. Jeden z nich spociva
Vv aplikaci vzorct pro vypocet obsahu obdélniku, trojihelniku a lichob&zniku. Nejprve se
ze zadaného obsahu obdélniku dopocita jeho Siika, jelikoz soucasti zadani je obrazek, ve
kterém se nachazi udaj o délce obdélniku. Ze vzorce pro obsah obdélniku se zjisti Sitka

obdélniku (96 cm? : 12 cm = 8 cm). Nyni lze také dle vzorci dopoditat obsah Zlutého
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trojuhelniku a zelené vysrafovaného lichob&zniku. Dalsi zpisob feSeni se zaklada na
vztazich mezi obsahy trojuhelnikii, tvoficich obdélnik a jeho obsah. Soucet obsaht
zlutého a modrého trojuhelniku je roven obsahu bilého trojuhelniku. Obsah Zlutého
a modrého trojuhelniku je shodny. Obsah modrého (resp. zlutého) trojuhelniku je tedy
roven &tvrting zadaného obsahu obdélniku (96 cm? : 4 = 24 cm?). LichobéZnik se sklada
zZ bilého a zlutého trojuhelniku, jeho obsah je tedy trojnasobny oproti obsahu modrého
trojuhelniku (3 - 24 cm? = 72 cm?). Mimo jiné lze uréit obsah lichobézniku odeétenim
obsahu modrého trojuhelniku od obsahu obdélniku (96 cm? — 24 cm? = 72 cm?).

Stanovit obsah trojuhelniku a lichobézniku Ize i kombinaci dosud uvedenych zpiisobd.

Piilis silna tendence pouzit k feSeni ulohy vzorce mize byt pro zaky pickazkou
(Vondrova 2015). Vzorec pro vypocet obsahu trojihelniku mohou Zaci chybné
modifikovat do vztahu, v némz pouze vynasobi stranu a vySku, nebo vynasobi (nékdy
i seétou) vechny tii strany trojuhelniku (Comiti a Moreira 1997, Vondrova a Zalska
2013). Dalsi potencialni komplikaci ptredstavuje samotné zadani tlohy, jelikoz udaje
potiebné k feseni jsou zCasti obsazeny v textu a zEasti se nachazi v ilustraénim obrazku,

ktery je nedilnou soucésti zadani. Zaci vSak mohou obrazek opomenout.

4.3 Analyza a zpracovani dat

Vysledky testu byly zapsany do tabulky v programu Microsoft Excel. V kazdém tfadku
tabulky se nachéazely vysledky konkrétniho zdka. Vzhledem k otevienosti uloh se do
tabulky zaznamenaval nejen vysledek Zakova feSeni, ale i jeho postup, a to bud’ opisem,
nebo doslovnym piepisem. Nasledovalo oteviené kodovani téchto dat. Nejprve byly
k jednotlivym jeviim piifazeny pojmy, které je charakterizovaly. Obdobné pojmy se pak
slucovaly do vyzkumnych kategorii. V pribéhu porovnavani jednotlivych pojmi
a kategorii dochazelo k jejich vzdjemné restrukturalizaci. Pfehled zakdédovanych feSeni

zak, ktefi jsou rozfazeni do skupin A, B a C, obsahuje pfiloha D.

Zakodovana data byla kvalitativné analyzovana metodou deskripce. Ziskana data byla
usporadana a klasifikovana. Klasifikaci dat popisuje vyzkumna zprava (kapitola 5),
kterou tvoii Ctyfi podkapitoly. Jejich obsahem je specifikace Castych nejen spravnych, ale

1 chybnych jevil, vyplyvajicich z analyzy Zakovskych feSeni.
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Limity vyzkumu

Realizovany vyzkum a jeho vysledky maji svd omezeni. Vzhledem k vybranému vzorku
respondenti a volbé kvalitativniho vyzkumu nelze ziskané vysledky generalizovat.
Limitem vyzkumu je téZ sbér dat metodou didaktického testu. Bylo by piinosné
zkombinovat zvolenou metodu naptiklad s polostrukturovanymi rozhovory se zaky. Dale
by bylo mozZné podrobnéji rozpracovat zadani nékterych uloh. Napiiklad by se obrazek
concept cartoon mohl stat dynamickym modelem namisto statického. Také by bylo
zajimavé pozorovat v prostiedi Ctvercové miize uvahy zakt o konzervaci plochy

jednotlivych rovinnych obrazci.
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5 Vyzkumna zprava

V této kapitole jsou shrnuty vysledky realizovaného vyzkumu. Vyzkumna zprava je
Clenéna podle kategorii, které se objevily v feSenich zakli napfi¢ vSemi zadanymi
ulohami. Nejprve jsou popsany jevy, které vyplyvaji ze vztahu mezi obsahem a obvodem.
Nasleduje podkapitola tykajici se plochy ajeji strukturace, kterd vychazi z popisu
pojmotvorného procesu miry uvedeného V teoretické Casti této prace. Dalsi podkapitola
se zabyva konceptualnim porozuménim zaki, jez se projevilo pii porovnavani obsahu

trojuhelnikll. Zavérecna podkapitola shrnuje strategie zdkovskych feseni.

5.1 Vztah mezi obvodem a obsahem

Na vztah mezi obvodem a obsahem rovinnych utvard byla v testu explicitné zaméfena
série gradovanych uloh, ktera tvofila prvni ¢ast kvazistandardizovaného didaktického
testu. Nicmén¢ vzhledem k provazanosti obvodu a obsahu nejen z hlediska didaktického,
ale také v souvislosti s uplatnénim shodnych proménnych, vyskytujicich se ve vzorcich
jak pro obvod, tak pro obsah, se vztah mezi obvodem a obsahem projevil i v dalSich

ulohach.

V nasledujicich podkapitolach jsou blize popsany jednotlivé jevy, které se casto
objevovaly v feSenich zakd v souvislosti se vztahem mezi obvodem a obsahem

geometrickych utvard.

5.1.1 Intuitivni pravidla

V feSenich Z4kl se vyrazn€ projevilo uziti intuitivnich pravidel. Teorii intuitivnich
pravidel formulovaly Dina Tirosh a Ruth Stavy. Jeji vyuziti spociva v predikci a také
V objasnéni studentskych feSeni a jejich argumentace v ulohéach z oblasti ptirodnich véd.
Vychodiskem pro tuto teorii s uplatnénim v komparativnich ulohach jsou dvé zakladni
intuitivni pravidla ,,Vice A — vice B a ,,Stejné A — stejné B*?'. Nejen u studentd se
projevuje vyrazna tendence nadmérné aplikace téchto pravidel (Dembo a kol. 1997).
Tvrzeni ucinéna na zdklad¢ intuitivnich pravidel jsou jejich tvlirci povazovana za

piirozené pravdiva a jejich platnost neni nijak zdlivoditovana (Van Dooren a kol. 2004).

2L Originalni znéni t&chto pravidel je ,,More A — more B a ,,Same A — same B*.
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Vice A — vice B (More A — more B)

Pravidlo ,,Vice A — vice B se uplatiiuje v situacich, v nichz se porovnavaji objekty, které
se od sebe lisi v oblasti urcité veliciny (A4). Na zaklad¢ této odlisnosti si fesitel mezi témito
dvéma piedméty vytvoii vztah (A; > A,), jenz ovlivni srovnavani dalSich veli¢in (B),
spojenych s témito pfedméty. Prevazuje tendence tvrdit, ze B; > B, (resp. B; < B,),
protoze A; > A, (resp. A; < A,). Tato intuitivni argumentace je ¢asto pravdiva, avSak
existuji i ptipady, kdy je pravidlo ,,Vice A — vice B naduzivano (Van Dooren a kol.
2004). Typickym piikladem mylné aplikace tohoto pravidla se stal vztah mezi obvodem,
obsahem a objemem zvétSovanych (resp. zmensovanych) obrazct (De Bock a kol. 2002,

Van Dooren a kol. 2005).

Ulohu zamé&fenou na vztah mezi obvodem a obsahem, zvétsi-li se plocha obrazce, uvadi
jiz Platon. V dialogu Mendn (Platon 2000) se Sokratés otroka pta na obsah ¢tverce, jehoz
strana ma dvé stopy. Otrok spravné urc¢i obsah tohoto ¢tverce 1 jeho dvojnasobku. Zadrhel
nastava v moment¢, kdy ma otrok urcit délku strany zdvojnasobeného ctverce. Otrok se
domniva, ze délka strany nového ctverce bude dvojnasobna oproti strané vychoziho

¢tverce.??

K ziskani dvojnasobného obsahu ¢tverce se otrok rozhodl zdvojnasobit stranu zadaného
Ctverce — predpokladal, Ze vztah mezi obvodem a obsahem je linearni. De Bock a kol.
(1998, 2002) jev, spojovany s aplikaci linedrniho vztahu na problém nelinedrniho
charakteru, nazyvaji ,,iluzi linearity*. V matematice se linearni model objevuje Casto, coz
muze u zakl vyvolat mylnou ptfedstavu, Ze jakykoli numericky vztah je linearni (De Bock

a kol. 1998).

lluze linearity se projevila také u respondentti tohoto vyzkumu, a to pfedev§im v ulohach
tykajicich se sestrojeni obrazcl s vicenasobnym obsahem. Dale je tieba zminit, Ze
argumentace zaka ve druhé uloze, ktera testovala konceptualni porozuméni zachovani
obsahu trojuhelniku, byla velmi pravdépodobné také ovlivnéna intuitivnimi pravidly.
Vypoveédi zakh zaloZzené na predpokladu ,,Vice A — vice B* nezahrnovaly pouze vztah
mezi obvodem a obsahem. Veskera zdiivodnéni ohledné porovnavani obsahu trojuhelnikt

(Uloha 2) jsou zafazena do samostatné podkapitoly 5.3.2.

22 Sokratés se s mylnou odpovédi otroka nespokoji a posloupnosti navodnych otdzek otrok nakonec zjistuje
délku strany Ctverce, aby jeho obsah byl dvojnasobny oproti piivodné zadanému ¢tverci.
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Pti sestrojeni Ctverce, ktery bude mit ¢tyfnasobny obsah vici

zadanému &tytuhelniku (Uloha 1.A) se iluze linearity vyskytla
v feSenich zak zakladnich $kol (skupina B?%). Tito Zaci si

neuvédomili, ze vztah mezi obvodem a obsahem neni linearni,

ale kvadraticky. Jelikoz byl pozadovan ctyfnasobny obsah, zaci

puvodni stranu Ctverce Ctyrikrat zvetsili (Obrazek 5.1). AvSak

Obrazek 5.1: luze linearity —

nelze vyloucit, ze namisto iluze linearity se u zaka projevila Ctveree

pouha zaména pojmi obsah a obvod (viz podkapitola 5.1.2).

lluze linearity se neprojevila ani u skupiny A, ani u skupiny C.

Pii ptekonavani tendence vyuzit intuitivni pravidlo mohlo zakim pomoci zadani formou
ilustrace. To Ize zpozorovat u jednoho z respondentt, ktery nejprve zakreslil ¢tverec
0 délce strany 4 jednotky. Pak toto feSeni vygumoval a sestrojil ctverec se ¢tyinasobnym
obsahem vii¢i zadanému ¢tverci. Navzdory moznosti vizualni kontroly se vyskytla feseni,
ktera nejspiSe vznikla pravé na zaklad¢ ,,iluze linearity. Tsamir (2003) a Van Dooren
a kol. (2005) svymi vyzkumy potvrdili, Ze pro mnoho studentii ma poskytovani nakrest
pozitivni vliv na feSeni neproporcionalnich tloh. Van Dooren a kol. (2005, 2007) dale
dodévaji, ze vykon zakt také zlepSuji ulohy, spojujici feSeni nelinedrnich problému

S manipulativni ¢innosti.

Intuitivni pravidlo ,,Vice A — vice B se objevilo také ¢ o
v feSenich ulohy, vniZ zici méli sestrojit trojuhelniky

s dvojnasobnym obsahem (Uloha 1.C). Vysledkem aplikace

tohoto pravidla vznikl trojiihelnik s trojndsobnym obsahem

oproti pavodnimu obsahu zadaného trojuhelniku. Zaci oprazek 5.2: _Vice A — Vice B —
vzhledem Kk pozadavku dvojnasobného trojihelniku trojthelnik
zdvojnasobili nejen stranu, ale i vy$ku zadaného trojithelniku. Castym vysledkem tohoto
postupu byl tupouhly trojuhelnik, ojedinéle se vyskytl i ostrouhly a rovnoramenny

trojuhelnik (Obrazek 5.2).

U né&kterych Z4k se iluze linearity objevila jak v Glloze 1.A, tak 1 1.C. Tito Z4ci si nejspiSe

neuvédomuji existenci kvadratického vztahu mezi obvodem a obsahem. De Bock a kol.

23 Skupina A oznaduje zaky zakladni $koly vyucované podle ,,Hejného metody*, zbyli Z4ci zdkladnich skol
tvoii skupinu B. Do skupiny C jsou zafazeni zaci Sestiletého gymnazia.
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(1998) tvrdi, Zze porozuméni vztahlim mezi obvodem, obsahem a objemem je vétSinou

zdlouhavy a obtizny proces.
Stejné A — stejné B (Same A — same B)

Pfi komparaci dvou objektd, které se shoduji v konkrétni porovnavané veli¢ing (4, = A,)
casto dochazi k presvédceni, Ze i ostatni veli€iny téchto pfedmétli si musi byt taktéz rovny
(B; = By). Toto intuitivni pravidlo ,,Stejné A — stejné B* je mimo jiné spojovano se
vztahem mezi obvodem a obsahem. V Siroké spolecnosti panuje mylna predstava, Ze
geometrické utvary se stejnym obvodem musi mit i stejny obsah a naopak (Dembo a kol.
1997, D" Amore a Pinilla 2006). Dembo a kol. (1997) tvrdi, ze vznik myslenky o shodnosti
obvodu a obsahu rovinnych obrazci mize byt zpusobeny tim, Ze obvod a obsah se

vétSinou ucéi ve stejném ro¢niku a ze vzorce pro obvod

a obsah jsou zpravidla uréovany stejnymi proménnymi. Proto O

se zaci mohou domnivat, ze zlstane-li zachovana rovnost — *==" « ¢ ¢ = == v e oo
obvodu rovinnych obrazcti, také obsahy téchto objekt si ) A EDEDREREREN [
musi byt rovny. AR

--------------

Tato miskoncepce ,,stejného obvodu — stejného obsahu“se . . . ... ... ...
projevila v fesenich zakl, a to pfi konstrukci rozliénych g);)\jiéei?;gy'\(/)ltiiggcepce stejny
obdélniki se shodnym obsahem (Uloha 1.B). Zaci

vV domnéni, ze zachovani obsahu bezprostfedné¢ souvisi se zachovanim obvodu,
sestrojovali obdélniky, jejichZ obvod byl shodny s obvodem zadaného obdélniku. Reseni
téchto zakl ve vétsiné pripadt zahrnovala obdélnik 0 rozmérech 2 x5 a také 1x 6
(Obrazek 5.3). Obvod obou téchto obdélnikt se shodoval s obvodem zadaného obdélniku
(tj. 14j), avsak jejich obsah se vzajemné lisil, coz bylo ziejmé i z vizualniho hlediska.
Avsak Tsamir (2003) a Van Dooren a kol. (2004) tvrdi, ze pfesvédCeni o platnosti
intuitivniho pravidla mize byt natolik pevné, Ze zaci nepotiebuji sva zdiivodnéni jakkoli
dokazovat €i ovérovat. Nicméné existuje i dal$i moznost, pro¢ Zaci vytvofili obdélniky
srozméry 2 x5ataké 1x 6. Divodem k sestrojeni téchto obdélniki se mohla stt

zaména vyznamu obsahu a obvodu (viz podkapitola 5.1.2).

Ideu, ze mezi obvodem a obsahem existuje linearni vztah a ze shodny obvod dvou obrazcii
zarucuje i shodnost jejich obsahtl, uplatiluji nejen zaci, ale mnohdy dokonce i jejich
ucitelé (D"Amore a Pinilla 2006, Dembo a kol. 1997, Van Dooren a kol. 2007). Liping

Ma (2021, s. 102) zkoumala odpovédi americkych a ¢inskych ucitelt na teorii zdkyné,
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ktera tvrdi, Ze ,, ... se zvetsujicim se obvodem uzavieného obrazce se rovnéz zvétsuje jeho
obsah. “ Reakce pedagogl na tvrzeni zakyné byla riznd. Nékteti ucitelé tvrzeni rovnou
piijali, jini byli nerozhodni, nevéd¢li, jak postupovat. Ostatni ucitelé se pokusili dokéazat

pravdivostni hodnotu vyroku zdkyné.

5.1.2 Zaména obvodu a obsahu

V fesenich zaki se Casto vyskytovaly chyby, které by mohly pramenit ze zdmény mezi
vyznamem pojmu obsahu a obvodu, ¢i jen ze zamény téchto dvou terminii. Zamérem této
podkapitoly je predstavit potencialni pfi¢iny, zpisobujici zaménu obvodu a obsahu.
Nasleduje rozbor zakovskych feSeni, souvisejicich se zminiovanou zaménou. Tato feSeni

jsou rozdélena do dvou kategorii: zaména obsahu za obvod, konflikt obvodu a obsahu.
Konceptualni porozuméni

,, Vétsina tradicné koncipovanych ucebnic neoddéluje budovani konceptu obsah a obvod
od uvedeni vzorce jako navodu na vypocet obsahu ¢i obvodu. “ (Jirotkova a Klobouckova
2013, s. 45) Pojmy jsou zakiim vysvétlovany jiz v souvislosti se vzorci, které¢ uz oviem
uzivaji jazyka algebry. Casto tedy Zaci ziskaji jen forméalni poznatek, ktery je uchopen
pouze paméti, namisto toho, aby si na zakladé¢ svych zkuSenosti s izolovanymi

a generickymi modely vytvofili abstraktni poznatek.

Nasledkem piedcasného zavedeni vzorcti mize u zakid vzniknout predstava, ze obsah
(resp. obvod) je pouze Cislo, jelikoZ vzorce jsou ¢asto vnimany procesudlné jako navod
(Jirotkova a kol. 2019, Comiti a Moreira 1997). Konceptualni nahled, Ze vzorce popisuji
vazby mezi nékolika parametry, Casto chybi (Jirotkovad a Klobouckova 2013). Tento
pristup zpisobuje, Ze si Zaci pletou vzorce pro obsah a obvod pravé kvili povrchni

znalosti procedur (Vondrové a Zalska 2013).

Jirotkova a kol. (2019) svym vyzkumem potvrdily, Ze je nutné budovat koncept obvodu
nejprve porovnavanim délek hranic bez méteni, teprve poté s udanim ¢iselnych hodnot
(vyuzitim pravitka). Zaci si diky manipulativnim ¢innostem osvoji geometricky vyznam

pojmu. Obdobny postup lze uplatnit i pti zavadéni pojmu obsah.
Terminologie

Bézna kazdodenni komunikace mize zkomplikovat porozuméni pojmiim obvod a obsah
(Dembo a kol. 1997, Jirotkova a Klobouckova 2013). Tyto pojmy se totiz vyskytuji

vV hovorovém jazyce, ale také v geometrické terminologii a v kazdém pojeti maji odliSny
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vyznam. Slovo ,,obsah* se v hovorovém jazyce spojuje se souslovimi (obsah lahve, obsah
kapsy, obsah motoru), ktera nekoresponduji s geometrickym vyznamem pojmu obsah.
Naopak chceme-li mluvit o obsahu napf. pozemku, tak se v hovorovém jazyce ¢asto

uzivaji slova typu plocha, vyméra. (Jirotkova a Klobouc¢kova 2013, Jirotkova a kol. 2019)

Pti¢inou zamény nebo také nerozliSovani pojmti obvod a obsah mize byt bézny popis
velikosti objektti. Mluvi-li se o prostorném pokoji, jiz se nespecifikuje, zda to je pokoj
s velkym obvodem nebo velkym obsahem. Uplatiiovani této kvalifikace mize zptisobovat

domnénku, Ze obvod a obsah piedstavuji ,,to samé®. (Dembo a kol. 1997)
Zameéna obsahu za obvod

Zaména obvodu a obsahu se nejvyraznéji projevila ve treti tloze, jez se zaméfovala na
vypocet obsahu modrého obrazce ve ¢tvercové miizi. Vzhledem ke zptisobu sbéru dat
nelze specifikovat, zda se jednalo o zdménu termint, nebo o zdménu vyznami pojmul
obvod a obsah. Pti feseni tieti tlohy zaménili obsah za obvod pouze Zaci zakladnich skol

(skupina A, skupina B).

Zaci zabyvajici se uréenim délky hranice modrého obrazce dosahli riiznych vysledkai,
mezi nimiz byly nejcastéji hodnoty 9 a 12. Ruznorodost odpovédi byla ziejmée
pocitana jako usecka o délce 1 (Obrazek 5.4 — vpravo), nebo usecka o délce 2, pricemz
se stavalo, ze si zéaci na diagondlni usecku doplnili ,,chyb¢jici miizové body (Obrazek
5.4 — vlevo). Nikdo z zaku, kteti se zaméfili na vypocet délky hranice modrého obrazce,

neurcil spravné délku usecky mezi diagonalné umisténymi body.

W_) ,

1

Obsah modréhao obrazce je

Obrazek 5.4: Uloha 3, zaména obvodu za obsah — prace s odmocninou
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NerozliSovanim obvodu a obsahu, potencialnim zmatkem v terminologii pojma obsah
a obvod nebo zaménou vyznamu téchto pojmii mohla vzniknout variabilni zdkovska
feSeni ulohy 1.B, kterd byla zaméfena na sestrojeni obdélniku se shodnym obsahem jako
ma zadany obdélnik. Zaci napiiklad sestrojili obdélnik, jehoz obvod se shodoval
s obsahem zadaného obdélniku anebo byl také fesenim obdélnik, jehoz obsah se shodoval

s obvodem zadaného obdélniku.

V uloze 1.B se mezi feSenimi objevoval také obdélnik o rozmérech 2 x 10. Pficinou
konstrukce takového obdélniku mutze byt aplikovani aditivniho vzorce pro vypocet
obsahu. O tomto typu vzorce, ktery spoc¢iva v urCeni plochy obdélniku sectenim jeho

rozméru, se zminuji jiz Anderson a Cuneo (1978 cit. dle De Bock a kol. 2002).

Zaména obvodu a obsahu se vyskytla u né¢kolika zaki 1 pfi 12 cm

feSeni ulohy, ve které méli Zaci zjistit obsah zlutého
trojuhelniku  a zelen¢ vySrafovaného lichobézniku
(Obrazek 5.5). Zaci zakladnich kol (skupina A, skupina

B) tak obsah trojuhelniku a lichob&zniku ur¢ili jako soucet

délek stran téchto tvard, pricemz z feSeni zakl ¢asto neni  oprazek 5.5 Tlustracni obrézek &tvrté

. . aloh
patrné, jak tyto hodnoty ziskali. Hen

Konflikt obvodu a obsahu (Perimeter-area conflict)

Ukolem zakii ve tieti iloze bylo uréit obsah modrého obrazce. Jednim ze zptisobii feseni
této ulohy je rozdéleni nekonvexniho obrazce na Utvary, jejichZ obsah lze zjistit napf.
vypoctem dle vzorce. Vysledny obsah modrého obrazce je urCen souctem obsahil
jednotlivych a vzajemné se nepiekryvajicich geometrickych utvari, které tvoti plochu
tohoto obrazce. Tento princip stanoveni obsahu obrazce jako souctu obsahti dil¢ich utvart

se oznacuje pojmem aditivita obsahu.

Konfliktem obvodu a obsahu Marchett a kol. (2005) nazyvaji jev, pii kterém Zaci ideu
aditivity obsahu uplatni i na obvod. Konflikt obvodu a obsahu se tedy projevuje tim, Ze

zaci obrazec rozd¢li na Casti, spocitaji jejich obvod a tyto obvody pak sectou.

Konflikt obvodu a obsahu se projevil pravé pti feseni treti ulohy. ReSeni nékterych zakt
obsahovala strukturaci modrého obrazce — rozdéleni plochy modrého obrazce iteraci
¢tverce o délce 1, nebo roz€lenéni nekonvexniho ttvaru na zdkladni rovinné utvary.

Avsak zaci pak namisto vypoc¢tu obsahu obrazce pocitali obvody jednotlivych ¢asti, které
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nasledné secetli a ziskanou hodnotu povazovali za obsah celého obrazce. Obrazek 5.6

ilustruje jeden z ptipadd konfliktu obvodu a obsahu.

=

Obrazek 5.6: Konflikt obvodu a obsahu

Dalsi typ fesSeni je velmi podobny konfliktu obvodu a obsahu. Mnozi Zaci totiz rozdélili
nekonvexni obrazec a pak spocitali po€et vSech zaznamenanych hranic, ¢imz zjistili
obsah nekonvexniho obrazce (Obrazek 5.7). To Castecné odpovida zavéraim Kamii

a Kysh (2006), kter¢ zjistily, ze n¢ktefi zaci stanovuji obsah nepravidelného utvaru jako

pocet sdilenych stran mezi dil¢imi ¢astmi obrazce.

A4 b) a’

1 1
AL 4

Obsah modrého obrazce je __ | : Ghssh modrélo obrasce je ;‘f,fi _

Obrazek 5.7: Chybné urceni obsahu modrého obrazce

Diagonala a jeji velikost

Jiz bylo naznaceno, Ze prace s diagonalni tiseckou Cinila zakim potize. V nasledujicich

odstavcich jsou uvedeny konkrétni ukazky aplikace chybnych rozmért diagonalni
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usecky. Vighi (2005) uvadi, ze pricinou problému uréeni délky diagonalni tisecky miize
byt tradi¢ni pojeti prace se ¢tvercovou siti, ve kterém byva diagondlni smér upozad’ovan.
Takovy pristup vede K piedstavé, Ze Ctvercovou miiz Ize vyuzit k posunuti pouze ve

sméru horizontalnim a vertikalnim

Problém s diagondlou a urcenim jeji délky se vyskytl pfi feSeni tloh, které byly zadany
praveé v prostiedi ¢tvercové miize. Konkrétné se jedna o ulohy 1.B, 1.C a 3. V tlohach
1.B a 1.C Zaci sami zakreslili useCku diagonalné€, zatimco ve tieti tloze uz tyto usecky

byly soucésti zaddni a Zaci tak urovali pouze jejich délku.

Uloha 1.B, v niz zaci méli sestrojit obdélniky stejného obsahu a jiného tvaru jako zadany
obdélnik, zahrnovala dv¢ spravna feSeni, ve kterych byly obdélniky umistény diagonalné
(V2 x 63/2; 242 x 3v/2). Z celkového poétu respondentti pouze dva Zaci sestrojili
diagonalné umistény obdélnik (22 x 3+/2), ktery spliioval pozadovana kritéria. Ostatni
zaci, ktefi obdélnik zkonstruovali diagondlné, nespliiovali podminku o dodrzeni
shodnosti obsahu. Pomér stran takovych obdélnikii se shodoval s pomérem stran
zadaného obdélniku. Zaci mohli sestavit tento obdélnik v domnéni, Ze sestavuji pouze
dalsi obdélnik 3 x 4. To by ovSem znamenalo, Ze tito Zaci si nejspiSe neuvédomuji

odliSnost délky diagonalni Gisecky od use€ek v horizontalnim a vertikalnim sméru.

Taktéz v tiloze 1.C byly soucésti zdkovskych feSeni trojuhelniky, z nichz nékteré jejich
strany byly umistény opét diagondlné. Spravna fesSeni S vyuZitim diagonaly byla opét
pouze dvé. Pokazdé se jednalo o trojuhelnik se stranou o délce V2 a vyska k této strand

méla délku 2v/2. Ostatni feSeni trojithelnikil s diagondlné umisténymi stranami byla

chybna (Obrazek 5.8).

Obrazek 5.8: Ptiklady spravného (Cerna hranice) a chybného (Cervena hranice) uziti diagonaly v ulohach 1.B a 1.C
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Nejvyraznéji se chybné urceni délky diagondlni useCky projevilo ve tfeti uloze, a to
pfedevSim v situacich, kdy se Zaci namisto obsahu modrého obrazce zabyvali jeho
obvodem, pfipadné urcovali obvod vyznacenych dil¢ich ¢asti modrého obrazce (konflikt
obvodu a obsahu). Délka diagonalni tise¢ky se ¢asto shodovala s délkou jednotkové
usecky. Mnohokrat byla délka diagonélni tsecky zaménovéana s dvojnasobkem délky
jednotkové usecky. Ojedinéle se objevila feseni, v nichz zak pracoval s diagonélou, jejiz
délku urcil jako jeden a ptl ndsobek délky jednotkoveé usecky.

4]

Problém zaki s diagonalnimi GseCkami a urcenim jejich délek potvrzuji i dalsi
studie. Vighi (2005) zjistila, Ze Zaci ztotoziovali délku diagonalni tsecky
s délkou jejiho horizontalniho, ¢i vertikdlniho promitnuti. Z vysledkl studie
Jirotkové a kol. (2019) vyplyva, Ze délka Sikmé tisecky CD lichob&zniku ABCD | |

(Obrazek 5.9) byla zaménovana s délkou vodorovné usecky AB. Obrézek 5.9: Problém diagondlni
usecky (Jirotkova a kol. 2019,

5. 222)
Jednotky

Mira v geometrii tizce souvisi s problematikou pievoda jednotek. Z vyzkumu Rendla
a Vondrové (2013) vyplynulo, ze pievody jednotek ¢ini Zakiim problémy, a to pfedev§im
kvili chybéjicimu konceptualnimu porozuméni jednotkdm. Nedostatecné konceptudlni
porozuméni jednotkam se projevilo i ve vyzkumu Tamové (2017). Zakam &inilo potize

vyfesit ilohu?*, kterd v zaddni neobsahovala konkrétni jednotky.

Problém zpiisobeny absenci konkrétnich jednotek se projevil i v tomto vyzkumu, a to
piedeviim v priibéhu psani testu. Zaci se pii fedeni tieti ulohy ptali, jakou jednotku maji
pouzit. Tato otdzka byla nejCastéji pokladana pii psani odpovédi, nebo pii dokonceni
vypoctu. Timova (2017) se domniva, Ze tyto problémy zakd se odviji od koncepce

ucebnic, které kladou velky diiraz na pfitomnost a spravnost jednotek.

V zadani tieti tlohy byla urcena jednotkova usecka o délce 1. VSichni Zéci tento rozmér
objevili, pracovali s nim. Avsak potiz nastala pti stanoveni jednotky vypocitaného obsahu
obrazce. VétSina zakl neuvedla Zadnou jednotku pii urceni obsahu modrého obrazce.
Nejéastéji udavanou jednotkou byla konkrétni jednotka obsahu, a to zpravidla cm?.
Odpovédi zakh zahrnovaly 1 konkrétni jednotky délky (cm), a to predevsim tehdy, pokud

se zak pfi feSeni ulohy zabyval hranicemi obrazce a jeho dil¢ich ¢asti.

24 Mas prresné 59 kostek o hrané 1, ze kterych musis postavit co NEJNIZSI stavbu. Podlaha prvniho podlazi
Jje tvorena obdélnikem o délce 4 a sirce 3. Kolik podlazi tvé stavby bude zcela zaplnéno a kolik kostek bude
Vv nejvyssim podlazi? ““ (Tamova 2017, s. 53)
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Ze shromazdénych dat vyplyva, Ze variabilitou jednotky se zabyvali pouze ¢tyii zaci. Dva
z nich jednotku obsahu modrého obrazce oznaéili jako x2. Dalsi k vyslednému rozméru
ploch modrého obrazce pfipsal ,,¢ehosi?“. Posledni variantou jednotky obsahu bylo

vyjadieni obsahu pomoci jednotkového ctverce.

Pfi stanoveni jednotky obsahu se objevily chyby i ve ¢tvrté tloze, ktera se zamétovala na
vypoéet obsahu trojithelniku a lichob&Zniku. Zaci nejéastéji udavali spravnou jednotku
obsahu vzhledem k zadani. OvSem vyskytlo se mnoho odpovédi, jez jednotku
neobsahovaly. Dale néktefi zaci opét namisto jednotky obsahu uvadéli jednotku délky.
Tuto chybu mohlo zptsobit nedostatecné konceptualni porozuméni, nebo zaména

jednotek délky a obsahu, nebo zaména pojmii délky a obsahu, ¢i také pouze nepozornost.

5.2 Plocha a jeji strukturace

Tato podkapitola poskytuje zakladni ptehled feSeni zaku, kterd se tykaji plochy — jeji

konzervace a strukturace.
Konzervace plochy

Konzervace plochy predstavuje prvni fazi pojmotvorného procesu miry dle Vondrové
(2015). Tato faze zahrnuje: rozd€lovani utvarii na ¢asti a jejich preskupovani do novych
obrazct se stejnym obsahem, porovnavani utvart, princip kompenzace. Zachovani miry

bliZe specifikuje podkapitola 3.1.

Tteti tlohu (zaméfenou na vypocet obsahu nekonvexniho obrazce) nékteti Zaci tesili
zpisoby, jez poukazuji na jejich porozuméni konzervaci plochy. Tito Zaci k urceni plochy
modrého obrazce aplikovali princip kompenzace, jehoZ vyuZiti zndzornili ve svém feSeni
(Obrazek 5.10 — vpravo). Ojedin€lé feseni tieti Glohy (Obrazek 5.10 — vlevo) je téz
ptikladem porozuméni konzervaci plochy. Zak slozil iterované jednotky do pasu a uréil

jeho obsah, shodujici se s obsahem modrého obrazce.

Obrazek 5.10: Ukazky konzervace plochy (Uloha 3)
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Porozuméni konzervaci plochy explicitné ovétovaly tlohy 1.B a 2. Vysledky druhé Glohy
jsou analyzovany v nasledujici podkapitole. Opakované zaméteni uloh na zachovani
plochy bylo uskute¢néno proto, ze pochopeni zachovani plochy je nutné ovétovat zvIlast
u kazdého typu n-thelniki (Kordaki 2003, Kospentaris a kol. 2011). Potvrzuji to

I vysledky ziskané z tohoto vyzkumu.

Porozuméni konzervaci plochy ¢inilo potize 1 tfetiné respondentii osmého ro¢niku ve
vyzkumu Kamii a Kysh (2006). Pro tyto zaky se plocha obrazce zménila, kdyz byl stejny

pocet ctvercovych jednotek preusporadan.
Ctverec jako jednotka obsahu

Kamii a Kysh (2006) zkoumaly konceptualni porozuméni jednotce délky a jednotce
obsahu. Soucasti vyzkumu byla loha, v niz zaci méli porovnat dvé obdélnikové (3 x 3,
2 x 4) tabulky ¢okolady zadané na geodesce. Vysledky ukazaly, Ze vétSina zaki ctvrtych
ttid obdélniky porovnala dle poctu jejich kolickti namisto poctu ¢tverc. Ve vyssich
ro¢nicich tato chybovost klesala a zarovenl se zvySoval pocet zakl, kteti obdélniky

porovnavali na zakladé jednotky obsahu, tj. pocitali ¢tverce.

Redeni na zakladé miizovych bodii se objevila u tuloh 1.A a 1.B. V tiloze 1.A, ve které
meli Zaci sestrojit Ctverec ¢tyinasobného obsahu oproti zadanému ¢tverci, néktefi Zaci
sestrojili ¢tverec 3 % 3. Pocet miizovych bodil tohoto Ctverce je Etyfnasobny oproti poctu
miiZzovych bodl zadaného ctverce (Obrazek 5.11 — vlevo). Sestrojit obdélnik o stejném
obsahu bylo zadanim ulohy 1.B. Avsak i zde se vyskytla feSeni, ktera se odvijela od poc¢tu
miizovych bodu, a to konkrétné obdélnik 1 x 9. Zadany obdélnik 3 x 4 obsahoval 20
miizovych bodi (4-5), novy obdélnik 1x9 se vpoctu miizovych bodi (2 -
10) shodoval se zadanym obdélnikem. Tuto ideu porovnavani miizovych bodu jeden

z 7éki naznacil ve svém feSeni (Obrazek 5.11 — vpravo).
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Obrazek 5.11: Mtizové body jako jednotka obsahu
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Strukturace plochy, multiplikativni uvaZovani

V pojmotvorném procesu miry dle Vondrové (2015) na konzervaci plochy navazuje
jednotka miry. Iteraci zvolené jednotky dochazi ke strukturaci plochy. Vznika

obdélnikové pole, z néhoz lze urcit obsah obrazce jako pocet iterovanych jednotek.

Strukturaci plochy iterovanim jednotkového ¢tverce bylo mozné identifikovat jako
zptisob feSeni pii uréeni obsahu modrého obrazce (Uloha 3). Tento postup doklada
konceptualni porozuméni zaku ¢tverci jako jednotce obsahu. Ze ziskanych dat nelze
vyloucit a ani potvrdit, Ze Zaci pii feSeni dalSich uloh vyuZili abstraktni strukturace

k ziskani spravného vysledku.

Strukturace plochy byla velmi pravdépodobné vyuzita také pti argumentaci konzervace
plochy trojuhelniki na obrazku concept cartoon (Uloha 2). Zak spravné uréil, ze viechny
reflektory osvétluji stejnou ¢ast Cerného platna. Své tvrzeni odiivodnil nasledovné: ,, Kdyz
si predstavim na platnu ctvercovou sit, tak vidim, ze vSechny trojuhelniky / paprsky

3

reflektorii obsahuji stejny pocet ctverecki.

Battistiv (2004) popis urovni Zakd v oblasti miry propojuje strukturaci plochy
s porozuménim multiplikativnimu uvazovani. Zik na nejvy$$i urovni uréi obsah

obdélnikové miize vynasobenim délky a Sitky a dokaze sviij postup objasnit.

Avsak koncept délka x §itka pro urceni obsahu obdélniku Zaci Casto zobeciiuji (Kamii
a Kysh 2006). Ukazalo se, ze toto zobecnéni se projevilo i u zakl ucastnicich se tohoto
vyzkumu. Obsah nekonvexniho obrazce ve tteti uloze nékteti zaci urcili vyndsobenim
stran. Také Kamii a Kysh (2006) ve svém vyzkumu objevily toto zobecnéni pii urCovani

obsahu nepravidelného obrazce.

5.3 Obrazek concept cartoon a odpovédi na otazku ,,Ktery reflektor

wr W

osvétluje nejvétsi ¢ast Cerného platna?«

Druha tloha byla zad4ana obrazkem concept cartoon. Ukolem zaki bylo nejprve posoudit
tvrzeni déti na obrazku. Nésledné se sami zaci rozhodovali, ktery reflektor osvétluje
nejvetsi ¢ast Cerného platna. Jejich rozhodnuti bylo zpravidla zdivodnéno obdobnym
argumentem, jenz byl aplikovan jiz pii objasnovani postojii k vyrokiim déti na obrazku.
Proto byly nejdikladnéji analyzovany argumenty zaki, podporujici jejich vlastni

presvédcent.

63



U této ulohy se objevilo Siroké spektrum odpovédi. Mnoho zakd spravné urcilo, ze
vSechny reflektory osvétluji stejnou ¢ast ¢erného platna. AvSak ne vzdy byla tato
rozhodnuti zakti kompletné objasnéna. Na druhou stranu se téz objevily Cetné nazory
a jejich objasnéni, které¢ vyjadiovaly presvédCeni zakl, ze nejvétsi cast cerného platna

osvétluje reflektor vlevo / uprostied / vpravo.

5.3.1 Argumenty odpovédi: ,,VSechny reflektory osvétluji stejnou cast cerného

platna.*

ZA4ci, kteti vybrali tuto odpovéd’, svd rozhodnuti Casto zaklddali na domnénce, ze
trojuhelniky, tj. svétla reflektortt dopadajici na platno, maji stejny obsah. Avsak dale
nerozvijeli platnost svého tvrzeni. Tudiz nelze posoudit, zda dokazi odtivodnit, pro¢ se

obsah trojuhelnikii shoduje.

Argumenty nékterych zaka obsahovaly alespoil ¢aste¢né zdivodnéni. Objasnéni zakt se
zakladala bud’ na myslence, Zze svétla vSech reflektort (trojihelniky) konci ve stejnych
bodech, nebo Ze reflektory jsou umistény ve stejné vysce. Zaci tedy tvrzeni o shodnosti
obsaht trojuhelnikli vysvétlovali tim, ze vSechny tfi trojuhelniky maji stejnou délku
strany, nebo velikost vysky. Otazkou zlstava, zda se tito zaci opravdu domnivaji, Ze
obsah trojuhelniki 1ze porovnat bud’ dle délek stran, nebo dle velikosti vysek. Zaci totiz
mohou rozumét konceptu zachovéani plochy trojlihelniku, avSak opomenuli shrnout

vSechny nezbytné podminky.

Vyskytla se 1 feSeni zak1l, kterd kompletné vysvétlovala, pro¢ maji trojuhelniky stejny
obsah. Vétsina téchto odlivodnéni vyuzivala obrdzku — vyznaceni strany, kterou sdili
viechny trojihelniky a vysky kni piislusejici. Zaci se v odpovédi odkazovali na
vyznacené objekty a jejich shodnost, zc¢ehoz vyvozovali, ze shodny je 1 obsah

trojihelnik.

Nektefi zaci sva rozhodnuti podpofili zcela origindlnimi argumenty. Obrazek 5.12
ilustruje jedno z velmi neobvyklych feSeni obrazku concept cartoon. Shodnost obsahii
trojuhelnikl je vysvétlena na zakladé metody ramovani a vyuziti asociativniho zékona.
Nejprve jsou objasnény vztahy mezi pravym a prostfednim trojuhelnikem, poté mezi
trojuhelnikem levym a prostfednim. Z té€chto relaci plyne, Ze trojuhelniky maji stejny

obsah.
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Obrazek 5.12: Ukazka argumentace shodnosti obsaht trojuhelniki

5.3.2 Argumenty chybnych nazori

V mylnych domnénkach zaka se nejcastéji projevovala argumentace, kterd mohla byt
ovlivnéna intuitivnimi pravidly. Koncepce mnohych zikovskych tvrzeni odpovidala
pravidlu ,,Vice A — vice B*. Objasnéni zakovskych rozhodnuti ¢asto obsahovala
argument, ve kterém byl obsah trojithelniku posuzovan na zakladé jeho obvodu. Zaci za
trojuhelnik s nejvétsim obsahem povazovali ten, jenz ma podle nich nejdelsi stranu. Dalsi
mozny projev intuitivniho pravidla byl spojen se vzdalenosti reflektoru od / ke stiedu
platna a s jeho sklonem. Mnozi Zaci tvrdili, Ze nejvzdalenéjsi reflektor, umistény od

stiedu platna, osvétluje nejvétsi plochu.

Nekteti zaci porovnavali plochy trojuhelnikii podle akumulace svétla. VSichni tito Zaci se
domnivali, Ze nejveétsi ¢ast cerného platna osvétluje prostfedni reflektor. I tato
argumentace by mohla byt zapfi¢inéna aplikaci intuitivniho pravidla ,,Vice A — vice B,
tj. nejveétsi plochu cerného platna osvétluje trojahelnik, v némz se nejvyraznéji kumuluje

svétlo.

Domnénku, Ze intenzita svétla ma vliv na lidské minéni, potvrdil ve svém vyzkumu se
zaky matetskych a zdkladnich Skol Levin (1992). Zjistil, Ze jasnost a velikost svétla
ovlivnila usudek 7ak® pii porovnavani svétel z hlediska jejich doby sviceni. Zaci se

domnivali, Ze vétsi ¢i jasng)si Zarovka svitila déle. Tato domnénka opét mohla vzniknout

na zakladé¢ intuitivniho pravidla ,,Vice A — vice B*.
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5.3.3 Souvisejici vyzkum

Kospentaris a kol. (2011) svou vyzkumnou studii zaméfili na problematiku konzervace
plochy. Ugastniky vyzkumu byli stiedoskoliti a vysokoskoliti studenti, kteif mimo jiné
tesili ulohu, ktera byla ptedlohou pro vznik situace, jez je prezentovana obrazkem concept

cartoon.

Padesat Gi¢astniki (20 SS, 30 VS) vyzkumu Kospentarise a kol. (2011) fesilo ulohu, v niz
se porovnavaly plochy dvou trojuhelniki, které spoleéné sdilely jednu stranu a velikost
vysky na tuto stranu byla u obou trojuhelnik shodné. Pii pisemném feSeni spravné
odpovédéli a svou odpoveéd’ zdiivodnili pouze Ctyfi zaci. Ostatni feSeni jiz byla chybna,
&i nedostateéné zdaivodnéna. Spatné odpovédi byly ovlivnény intuitivnimi pravidly nebo

vizualnimi odhady.

Dale Kospentaris a kol. (2011) vedli s 21 studenty rozhovor, béhem kterého respondenti
opét tesili vyzkumné ulohy. Ukézalo se, Ze mnoha studentim chybi konceptualni
porozuméni vySce trojihelniku. Absence tohoto porozuméni zaklim neumoziuje pouZzit
k teSeni vzorec, jelikoz tloha neobsahuje zadnd konkrétni ¢isla, kterd by Zaci mohli na

misto proménnych dosadit.

Je tieba zminit, Zze uréitda shoda panuje mezi argumenty Ucéastnikd tohoto vyzkumu
a respondentli vyzkumu Kospentarise a kol. Spravné feSeni a jeho zdiivodnéni poskytlo
v obou vyzkumech velmi malo zaku (u Kospentarise a kol. 4 z 50, v tomto vyzkumu
4 7 81). Avsak nelze opomenout, ze mezi ucastniky vyzkumu je velky ve€kovy rozdil.
V obou vyzkumech byla chybnd argumentace zalozena pfedevs§im na vizualnim vnimani,

které ovliviiyji intuitivni pravidla.

Ulohy ovéfujici porozuméni vysce se ve vyzkumech

D &
objevuji Casto. Za zminku stoji Kufinova (2011) tloha
0 lichobézniku (Obrazek 5.13), v niz se porovnava =
obsah dvou trojuhelniki, které vznikly whlopficnym )
A B~

vv .o

rozdélenim lichob&zniku. Pro Zzéky jsou tyto ulohy

, e e . Obrazek 5.13: Uloha o lichob&niku
neobvyklé a narocné, jelikoZ neobsahuji Zadné Ciselné (Kutina 2011, s. 168)

idaje.?®

25 Resenim uloh takového typu se ve své disertaéni praci zabyvala Koreckova (2015).

66



5.4 ReSitelska flexibilita

Flexibilita, a predevsim originalita zakt se projevila v feSenich napti¢ vSemi zadanymi
ulohami (Obrazek 5.10, Obrazek 5.12, Obrazek 5.14), ackoli byla na flexibilitu
zakovského feseni zaméfena pouze Ctvrta tiloha. VEtSina zaki se rozhodla tuto tillohu fesit
uvahou, nikoli pouhym dosazovanim tudajii do vzorcu. Toto zjiSténi je v rozporu
s vysledky Vondrové (2015), ktera uvadi, ze zaci namisto feSeni uloh tvahou mivaji

okamzitou tendenci tlohu fesit vypoctovou strategii pomoci vzorcil.
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Obrazek 5.14: Originalni feSeni slovni ulohy Gvahou

Rozhodl-li se zak k feSeni vyuzit vzorec, aplikoval jej zpravidla k vypoctu obsahu bud’
trojithelniku, nebo lichob&zniku. Usp&ini fesitelé této ulohy byli predeviim ti, ktefi ji
fesili ivahou. Zaci, jez vyuzivali vzorce, se &ast&ji dopoustéli chyb ve vzorcich nebo pii

vycislovani.

Nékteti Zaci splnili pobidku a ulohu se pokusili fesit jinym zplsobem. AvSak mnozi
Z nich namisto odlisného feSeni Casto pouze slovy popsali metodu, kterou jiz jednou
k vyfeSeni této ulohy aplikovali. Vyfesit tlohu dvéma odlisnymi zptsoby se dafilo

predevsim zakim gymnazia (skupina C).
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Z7avér

Tato diplomova prace se zabyvala zZakovskym porozuménim ur¢eni obsahu rovinného
utvaru. V jeji teoretické Casti byla nejprve charakterizovana teorie generického modelu
spolu s proceduralnimi a konceptualnimi znalostmi. Dale byl popsan pojmotvorny proces

miry a byly podrobnéji specifikovany jeho vybrané faze.

Na tyto poznatky navéazala vyzkumna zprava, Vv niz byla metodou deskripce analyzovana
data ziskana z kvazistandardizovaného didaktického testu, jenz byl zadan zakiim osmého
ro¢niku zakladnich Skol a odpovidajiciho ro¢niku Sestilet¢ho gymnazia. Ukazalo se, ze
zakovska feSeni uloh zaméfenych na urceni obsahu byla velmi rozmanita. Nejcastéji
uzivanymi strategiemi byla strukturace plochy, aplikace vzorcd, tvaha a jakakoli

kombinace jiz zminénych zpasobu.

V feSenich 74kl se vyskytly také jist¢é miskoncepce. Nékteré z nich pravdépodobné
vznikly pod vlivem intuitivnich pravidel. Takové chyby se nejcastéji tykaly vztahu mezi
obvodem a obsahem. Objevovala se feseni, ve kterych se projevila iluze linearity. Obsah
obrazce byl posuzovan na zaklad¢ velikosti jeho obvodu — ¢im vétsi byl obvod, tim byl
vétsi obsah a naopak. Obdobna idea se uplatiiovala téZ pfi sestrojovani rovinnych utvart
o stejném obsahu. Namisto zakresleni obrazcii o shodném obsahu byly Zéky konstruovany

utvary se shodnym obvodem.

Ze ziskanych dat nelze stanovit, zda Zaci povazovali obvod a obsah za stejné veli€iny, ¢i
zda zaci tyto pojmy pouze zaménili. To mohlo byt zpisobeno terminologickou zaménou,
nebo chybnym konceptualnim porozuménim pojmim obvod a obsah. K ur¢eni pfic¢iny by
bylo mozné dosavadni data doplnit napiiklad polostrukturovanymi rozhovory s zaky,

U nichz se tato chyba projevila.

Miskoncepce, které se objevily napfi¢ zakovskymi feSenimi, pfevazné potvrzuji
vysledky citovanych studii zaméfenych na ureni miry geometrickych utvard. Na
provedeny vyzkum lze navazat naptiklad dalSim Setfenim problematiky konceptualniho

a proceduralniho porozuméni v dané oblasti matematického vzdélavani.

Tato vyzkumna ¢innost pro mé byla velmi obohacujici. Pocate¢ni studium literatury mi
pomohlo 1épe se zorientovat ve zkoumané problematice, ¢ehoz jsem vyuzila pfi
kompozici didaktického testu. Objeveni zakovskych strategii a jejich miskoncepci spolu

s odiavodnénim potencialnich pficin jejich vzniku jsou pro mé jako budouci ucitelku
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matematiky nedocenitelné. Jsem presvédcena, Ze ve své pedagogické praxi tyto noveé

nabyté znalosti a zkuSenosti zuzitkuji.
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Piiloha A. Zakladni teze o schématu (Hejny 2014, s. 92-112)

Teze 1

Schémata pomahaji cloveku orientovat se v zivote.

Teze 2

Schémata se utvareji vétSinou spontanné v dusledku potieb ¢lovéka. Kde potieba
schazi, schéma se nevytvofi.

Teze 3

Schémata téhoz vyseku reality se ve védomi riznych lidi lisi. To miize byt pfic¢inou
nedorozuméni.

Teze 4

Lidé, ktefi spolecné tesi néjaky problém, mohou ve vzajemné interakci dospét
K lepsimu feSeni, nez by dosel kazdy sam. Navic, ¢lovek, ktery ma védomost
0 schématech jinych lidi, mtize jejich znalosti a rady vyuzivat.

Teze 5

Prvky, které vstoupily do schématu s nizkym zvédomenim a nizkou frekvenci,
zanikaji rychle. Prvky, které vstoupily s vysokym zvédomenim a vysokou frekvenci,
pretrvavaji dlouho.

Teze 6

Prvky schématu, které si clovék nepamatuje, je nutno mit v dostupné externi paméti,
aby byly v pfipadé potieby k dispozici. Externi pamét’ uvoliiuje kognitivni energii na

wev s

strategie cloveka.

Teze 7

Upfestiovani intuitivné poznané¢ho schématu, tedy tvorba proto-struktury, pfispiva
k rozvoji intelektualnich potenci zaka ve vice smérech. Jsou to zejména:

a) potieba:

e upfesiiovat pojmy,

argumentacné podporovat odhalené vztahy,
hledat vhodny jazyk na popis procesi a situaci,
kriticky piijimat informace,
odhalovat vztahy mezi schématy a tvofit tim obecnéjsi schémata,

e hledat ndvody jak meénit implicitni ulohu na ulohu explicitni a
b) schopnost uvedené potieby naplnit.

Teze 8

Tvorba struktury piispiva k rozvoji intelektualnich potenci zaka ve vice smeérech.
Jsou to zejména:
a) potieba:
e abstrakce a s tim spojena prace s velkym kvantifikatorem,
e ujasnéni si rozdilu mezi pojmy primitivnimi a definovanymi,
e kategorizace pojmu z hlediska jejich vyznamu i z hlediska stupné
abstrakce,
e ujasnéni si rozdilu mezi axiomy a tvrzenimi vyzadujicimi diikazy,
nalezeni souladu (konzistence) mezi jednotlivymi ¢astmi struktury,
e hledani propojeni na struktury ptibuzné, zejména odhalovani
izomorfismu a
b) schopnost uvedené potieby naplnit.




Piiloha B. Timova (2017, s. 39-40) — ucebni trajektorie pro obsah

Nenumerické uvazovani

Numerické uvazovani

1. Holistické vizualni porovnavani tvari

Porovnavani tvarti na zakladé vizualniho
srovnavani ¢ pfimym porovnanim —
poloZzenim na sebe; srovnavani napf. na
zaklade¢ jedné prominentni dimenze; zaméteni
pozornosti na celek — jesté neni rozvinuta
tranzitivita a  zachovdni plochy pfi
transformacich

1. Pocitani, iteraci

jednotky

které neodpovida

Pocitani jednotek, ale pocitani nesouvisi
siteraci jednotky — pohyb prstem nad
objektem  doprovazeny  pocitanim  —
nesystematické pocitani

2. Vizualni porovnavani tvaria zaloZené na
rozkladu a opétovném sloZeni tvaru

Rozklad utvaru na ¢asti a piimé porovnani
téchto Casti (neprobiha jest¢ zadné pocitani
¢asti)

3. Porovnavani tvari zaloZené na
transformacich zachovavajicich vlastnosti
(véetné enumerace)

e Rozdéleni na ¢asti a preskladani (otoceni,
posunuti, pieklopeni) casti, aby vznikl
jiny utvar; zak ziskava zkuSenosti
S komplementem utvaru

e Porovnavani utvara ve ¢tvercoveé siti

e Porovnavani utvaru s naznacenou siti €1
bez sité

e Prace sjinymi jednotkami a tvary nez
¢tverci / obdélniky (d€leni utvaru na
shodné casti)

2. Iterace jednotky a urceni poctu jednotek
(sem patii cela strukturace prostoru do
fadko-sloupcové struktury):

e Pokryvani bez pirekryvi a mezer
a Vv odpovidajici struktuie (systematické
pocitani)

e Vznik celkt (fadky / sloupce) — postupné
pricitani

e Operativni  prace  siteracemi  —

multiplikativni uchopeni

e Priace sjinymi jednotkami a tvary
(uréovani  poCtu jednotek); princip
kompenzace (¢im vétsi jednotka, tim
méné jich bude tfeba)

3. Operace s numerickymi mirami

Pokryvani / iterace jednotek ¢i celkli probiha
jen implicitng, obsah je ur¢en jen na zakladé
poétu — délek (tj. abstrakce vzorce pro
obdélniky a ctverce)

Propojovani

4. Integrované numerické a nenumerické uvazovani

e Tridy utvart se shodnym obsahem, ale jinym tvarem (napf. trojuhelniky ¢i obdélniky se

stejnym obsahem)

e Pievody jednotek a jejich vztahy (piedstava dm? jako &tverce o stran& 10 c¢m, slozeného ze
100 cm?, vztah jednotek polovi¢ni délky a jejich podet k pokryti pivodni jednotky)

e Prace s rozméry utvart a jejich vyuziti pro zjisténi obsahu (vypocet rozmért z obsahu)

e Obsah slozenych utvarti (nekonvexni Utvary, Gtvary slozené z obdélnikd, doplnék, ...)

e Odvozeni vztahti / vzorcl pro obsah pro dal$i utvary (trojuhelniky, rovnobézniky,

lichobé&zniky, ..

., kruh) a jejich uvédomélé pouzivani (v&etné vypoctu strany z obsahu,

vztahu algebraického vyrazu a jeho geometrické interpretace apod.)




Piiloha C. Ulohy pouzité v kvazistandardizovaném didaktickém testu

1.A Ve ¢tvercové miizi sestrojte ¢tverec, jehoz obsah je étyFikrat vétsi nez obsah
vyznaceného ¢tverce.

Vrcholy sestrojeného ctverce musi leZet na vyznacenych bodech ctvercové mrize.

1.B Ve ¢tvercové miizi sestrojte vSechny obdélniky, které maji stejny obsah jako
vyznaceny obdélnik, ale maji navzajem rizny tvar.

Vrcholy sestrojenych obdélnikii musi leZet na vyznacenych bodech ctvercové mrize.

1.C Ve ¢tvercové miizi sestrojte tii trojuhelniky navzajem riizného tvaru, jez obsah
je dvakrat vétsi nez obsah vyznaceného trojuhelniku.

Vrcholy sestrojenych trojuhelnikit musi leZet na vyznacenych bodech ctvercové mrize.




2. Déti na obrazku odpovidaly na otazku: Ktery reflektor osvétluje nejvétsi cast

¢erného platna? Posud'te jejich tvrzeni a zdivodnéte svoje rozhodnuti.

Nejmensi ast
pldtna osvétluje
reflektor vievo.

Ne]vét§i cast éern_eho
platna osvétiuje
prost?edni reflektor.

MIRIAM

AR ”
Ma Miriam pravdu? i

Proc? Z jakého dtivodu?

Ma Kamil pravdu?

Proc¢? Z jakého dtivodu?

Ma Vlasta pravdu?

Proc¢? Z jakého divodu?

Jak byste odpovédéli vy? Ktery reflektor osvétluje nejvétsi ¢ast cerného platna?

Pro¢? Z jakého diivodu?



3. Vypocitejte obsah modrého obrazce, ktery je vyznacen ve Ctvercové miizi.

Zakreslete a zapiSte postup svého reSent.

Obsah modrého obrazce je



4. Obsah obdélniku na obrazku je 96 cm?2 Tento obdélnik je rozdélen na tri
trojuhelniky: modry, Zluty a zbyvajici bily. Obsahy modrého a Zlutého trojuhelniku
jsou shodné. Na obrazku je jesté zelenym Srafovanim vyznacen lichobéznik.

Jaky je obsah Zlutého trojdhelniku? A jaky obsah ma zelené vysrafovany
lichobéznik? Vypocitejte a zaznamenejte postup reSeni.

12 cm

Obsah Zlutého trojuhelniku je

Obsah zelené srafovaného lichobézniku je

Zjistili jste obsah Zlutého trojuhelniku a zelené vysrafovaného lichobéZzniku?

Dovedete ulohu vytesit i jinym zptisobem? Zkuste to!
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4. Slovni iiloha — urceni obsahu Zlutého trojihelniku a zelené Srafovaného lichobéZniku
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