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ANOTACE

Jak z nazvu diplomové prace vyplyva, je &@mma na problematiku tykajici
se linearniho programovani, kteréSi problém nalezeni minima (respektive maxima)
linearni funkce n-profmnych na mnoZzZih popsané soustavou linearnich nerovnosti.
Obsah tohoto tématu je velmi rozsahly, proto jsesnzangtila do hloubky jen
na rekteré bloky a to fedevSim na jeho grafickdéeSeni a na  nejzn&si
a nejpouzivagsi algoritmusieSeni, tzv. ,simplexovou metodu“. Ostatni blokynjse
zminila jen povrcho¥. Prace je rozflena na dv ¢asti, a to na teoretickou a praktickou.
V prakticke ¢asti jsem se snazilgeSit reékolik uloh linearniho programovani, kterée

navazuji na teorii. Jsou uvedenyiady nizného typu a stugrobtiznosti.

ABSTRACT

As we can see at the title of the thesis, meestigate questions of the linear
programming which search minimum (maximum) of timeadr function of n variables
on the group of numbers defined by linear uneqealitThe contents touch many areas
of mathematics so we only deal with the graphictsoh and the most known algorithm
called “simplex method”, the other blocks from ttmntents are just roughly defined.
The work consists of two parts, the theoretical and the practical one. The practical
part solves problems of linear programming whick aelated to their theoretical

background, there are mentioned problems of diftegoe and grade.
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1. UVOD

Na uvod jetfeba zminit, Ze sefive pro nazev linearniho programovani pouzival

termin ,linearni optimalizace".

Otazku existencéeSeni ulohy linearniho programovéani (vyuzZiva seatkir LP)
zodpovida jiz teorie linearnich nerovnosti propvar@ na p&atku minulého stoleti
madarskym matematikemd. Farkasem Obrovsky rozvoj linearniho programovani
v3ak vyvolala az nutnos$esit slozité ekonomické problémy, s nimiz se sailkavakici
zeme za druhé sstoveé valky.

Linearni programovani pat mezi zakladni optimalizai metody pouzivané
v nejizrejSich oblastech ady, techniky a narodniho hospdsi&i. Tyto metody maji
v praxi velmi Siroké uplatmi. Nagiklad pi ur¢ovani optimalniho sortimentu vyroby
nebo pro optimalni rdezavani polotovar (nag. tycoviny), dale se uplatje
pro optimalni plany fepravy produkce od dodavatete spoiebiteiim, apod. Za svoje
rozSiteni vdci relativni jednoduchosti,fauz jde o samotny matematicky model a nebo

o jehoreSeni. Vyduje se na mnohych odbornych vysokych Skolach.

Linearni programovani se zabyva specialnimi 6hami na vazané extrémy
funkci vice proménnych. Specifténost €chto uloh spdiva v tom, Ze jde o extrémy

linearnich funkci vazanych podminkami ve tvaru lin@érnich rovnic a nerovnosti.

Na z&atku této prace se nejprve seznamime s postaveniistaii linearniho
programovani, siznymi formulacemi uloh linearniho programovéanielsg vybranymi
aplikacemi, ale také i s geometrii linearniho paogovani, simplexovou metodou
a teorii duality, ktera je jeho teoretickym zakladePoté se podivame na konkrétni

piiklady.



TEORETICKA CAST

2. HISTORIE A FORMULACE ULOH LP

2.1 Historielinearniho programovani

sy e

na konci 18. stoleti, népv pracichFouriera (Sebrané spisy, rok 1888).

Na gelomu 19. a 20. stoleti nfarsky matematikarkas propracoval teorii
soustav linearnich nerovnosti, kterd4 je jednim aklazh teorie linearniho
programovani. Nejzn&qsi je Farkasova prace zroku 1902. Pro zmén
vysledky byla motivaci teoretickd mechanika, podojako pro dalSi fispevky
k reSeni optimaliz&nich uloh.

Ve 30. letech minulého stoleti vznikly prackteré se tykajiieSeni
specialnich uloh linearniho programovani, fyirazovaciho a dopravniho
problému Byly zaloZzeny na kombinatorickych Gvahach a podéeodnosti
autof, jimiz byli Konig a Egervary, jsou vysledné algoritmy znamy jako
madarska metodaObecny postup prieSeni dopravniho problému navrhl vSak
az americky matematiditchock, a to roku 1941.

Boulivy rozvoj teorie a aplikaci linearniho programav&pada az do obdobi
po 2. s¥toveé valce, kdy o byt linearni programovani jednim z phestki
vedoucim KeSeni slozitych ekonomickych problénvakicich zemi i jejich

povale&ného rozvoje.

Za prvou praci o linearnim programovani je |pdikna prace seétského
matematikaKantorovi ¢e z roku 1939. Jeji publicita ale byla valkou pozhd.
Obecnou formulaci linearniho programovaniceive dodnes pouZzivaného
algoritmu pro jehaeSeni, tji.simplexové metodly podal roku 194 Dantzig,
ktery uvadi, Ze Slo o vyusti nekolikaletych diskusi gadou znamych osobnosti
matematiky i ekonomie (n&ps J. Neymanem, W. Leontievem, J. von

Neumannem a T. Koopmansem). Kanto¥ovy a Koopmansovy zasluhy



o rozvoj linearniho programovani a jeho ekonomibkyplikaci byly v roce
1945 ocenny Nobelovou cenou za ekonomii.

V letech 1950 — 1960 secady prudce rozvijet dalSi oblasti matematického
programovani a jeho aplikaci. Vyvoj vygmini techniky otekel moznostireSit
tlohy nebyvalych rozgra. V souvislosti s tim vyvstaly otézky efektivnosti
vypoitt a vypaetni slozitosti. Byly navrzeny nové algoritmy geseni uloh
linearniho programovani (napelipsoidova a Karmarkarova metoda). Zkoumaji
se moznosti vyuziti paralelnich vyio.

Znany zajem o otazky efektivniho algoritmickétieSeni udloh linearniho
programovani vyplyva i z toho, Ze opakovdageni rozsahlych uloh linearniho
programovani j€asto sotasti algoritni profeSeni slozijSich optimaliz&nich

aloh.



2.2 Formulace, zapis a postaveni linearniho programovani

Zakladni dloha linearniho programovani mize byt vyjadiena
nasledujicim zpisobem (zde uvedeno konkré&trnpro hledani maxima linearni
funkce). Nekdy se Uloha linearniho programovani neformuluje rpaximum,
nybrz pro minimum &elové funkce [Klvaa, 1990, s.90]

Nalezréte maximum linearni funkce:

Z=C1Xp + CXo + ... +CX, (11)

pii splnéni danych podminek
anXy +aXo + ... +aiX, =bs (12)

apiX1 +agXo + ... tagXy =y

amX1 + ampXe + ... +amnXn = b
x>0 (=1,2,...n (1.3)

Uloha linearniho programovani je specialniiipadem tlohy matematického
programovani, kterou Ize matematicky formulovatoja#ohu nalezeni extrému
(t. maxima nebo minima) linearni reélné funkcez vice proménnych
pii vedlejSich podminkach vyjéehych linearnimi rovnicemi nebo nerovnostmi
(neboli na mnozi& teSeni soustavy rovnic a nerovnosti). Tato funkceazgva
Ucelova (téz cilova nebo kriterialni) funkce. Nerovnoste levést na rovnice
o WtSim pd@tu neznamych areSeni Uloh minimalizaich Ize pevést

na maximalizani.

Poznamka:

Minimum je matematicka funkce, jejiz hodnotéeg@stavuje nejnizSi hodnotu
ze vSech vstupnich parametr Funkce provadi porovnani jednotlivych
parametii a vysledkem je hodnota toho parametru, ktery Sepprovnani

se vSemi ostatnimi jevi jako nejnizsi.



Maximum je matematicka funkce, jejiz futiki hodnota pedstavuje naopak
nejvyssi hodnotu ze vSech vstupnich parametunkce provadi porovnani
jednotlivych parametr a vysledkem je hodnota toho parametru, ktery

v

se [ porovnani se vSemi ostatnimi jevi jako nejvyssi.

Obecnou uUlohou linearniho programovafirmulujeme takto:

Lineérni funkciz (ad. 1.1), jejiz maximum hleddme, nazyvamelovou
funkci.

Dané rovnice (ad. 1.2) nazyvawlastni omezeniulohy (neboli podminky).

Dané nerovnosti (ad. 1.3) nazyvpoelminkami nezapornosti

Proménnéx;, kdei = 1, 2, ...,n, charakterizuji objemy prociskteré se maji

realizovat, ma-li byt dany ukol spin.

Linearni programovani odpovida takovénigpgdu, kdy jsou vSechny funkce
(tzn. &elova funkce i vSechna vlastni omezeni) linearkilinearnim
programovani se vedle linearity vSech funkeédpoklada, Ze jsou i vSechny

koeficienty ulohy (tj. koeficienty vSech funkci) marealn&isla.

Pokud wkteré koeficienty lineamh zavisi na jistych parametrech, mluvime
o tzv. Ulozeparametrického linearniho programovégkitera byla zformulovana
vroce 1955) avifipad, Ze jsou v uloze linearniho programovéardkteré
nebo vSechny prognné cel&isla, mluvime o tzvceladiselném programovani
(tato uloha byla poprvéeSena v roce 1958). Lze se setkat i s ulolivoearni
vektorové optimalizacejejimz cilem je najit takovéeSeni z dané mnoziny
piipustnychieSeni, které je co nejlepSi vzhledemeékalika danym delovym

funkcim.

Cetné aplikace linearnino programovani v ekonomiisppily, Ze se linearni

programovani a jehaizna zobec#ni fadi pod_aplikace matematiky v ekonomii

a operdni vyzkum a zZe se vdm b3zng¢ uzivad ekonomického nazvoslovi.

V sodasné dob nachazeji ulohy linearniho programovani, ale iSidal

optimalizani ulohy stale SirSi uplagni (nag. v technice). S ulohami linearniho



a nelinearniho programovani se setkavame i v maigé@astatistice (nap
se pouzivaji P planovani experimeti ve vybirovych Setenich).

Uloha linearniho programovani Ize siné zapsat v maticovém tvaru:

—

. - 7 Ve U . N N v s Ve
Nalezréte maximum lineérni funkce = (c) X pii spiréni podminek

A x=Db
x 20, kde
a a,
A=| ' je matice strukturalnich koeficignt
aml amn
X, b
x=|" je vektorreSeni b= je vektor omezeni
Xn _bm
C [0
c=|" je vektor cen o=|" je nulovy vektor
Cn 10

SymbolT ozna&uje transponovany vektor.

Poznamka:

-

(5) " X ozna&uje skalarni satin vektofi E, X. Mnozina pipustnychiteSeniM je
popsana soustavow X = 5, X = 6, kdeA je matice soustavy typum( n),
tedy rozméru m x n b je mslozkovy mrozmeérny) sloupcovy vektor pravych

stran ac, x jsou n-slozkové (n-rozmérné) sloupcové vektory koeficient

Uceloveé funkce a progmnych. Sodin A° x ozna&uje sowdin matic.



Redeni Ulohy linearniho programovani lze gdiraha:

Pripustnéeseni

Jedné se o takowéSeni soustavy linearnich rovnic (ad. 1.2), ktetéovuje
podminkdm nezapornosti (ad. 1.3).

Optimalnireseni
Je pray takové pipustné ieSeni, které maximalizuje ¢élovou funkci

oznaenou (ad. 1.1).

Poznamka:

Slovo ,optimalni“ (latinsky optimus) znamena nepéfKlvana, 1990, s. 89].

ZakladnireSeni

Jde o fipustnéieSeni, které ma nejvySe tolik kladnych slozek, Koé
linearre nezavislych rovnic tvdcich vlastni omezeni (ad. 1.2), (v naSetipauk
nejvySem kladnych sloZzek a nejmé&m-m nulovych sloZek zaipdpokladu, Ze je

n > m). Sloupce koeficierit v matici A odpovidajici kladnym slozkam

z&kladnihaeSeni jsou lineatnnezavislymi vektory.

Neclt h(A) = m. Zakladni teSeni Uulohy linearniho programovani
Vv rovnicovém tvaru nazvemeedegenerovangestlize ma prav m kladnych
sloZek. Rekneme, Ze Uloha linearniho programovani v rowdioo tvaru je
nedegenerovand, jsou-li nedegenerovana vsechnadjdpdniieSeni [Plesnik,
1990, s. 65].

Degenerované&seni

ZakladnireSeni, které ma vicgan-m nulovych slozek.



Pii feSeni uloh linearniho programovani se pouzivdp diezité \&ty:

Vétal (zakladni vta LP)

Ma-li dloha linearniho programovani optimalni feSeni, ma take
optimalni zakladni ¥eSeni, tzn., Ze fi hledani optimalniho feSeni se mzeme
omezit na zakladnireSeni(kterych je vzdy kongy paiet, nejvyse vSak rovny

kombina&nimucislu "n nadm”).
Jakresit ulohy linearniho programovani? [Plesnik, 1390,1]

Na zéklad Vé&tyl (zakladni ¥ty lineadrniho programovani) imeme hledat

optimalniteSeni Ulohy linearniho programovaiiinmpou metodou:

a) najdeme vSechna zakladeseni,
b) spaitame hodnotudelové funkcez pro vSechna z nich,
c) ma-li uloha optimalnieSeni, je jim zakladiteSeni s nejmensi hodnotou

Uceloveé funkce.

Potiz i této metod spaiva v tom, Ze peet zakladnichreSeni velmi rychle

nariista s rostoucim @tem prongnnych a omezeni.

Véta 2 (vyjadiuje vlastnospiipustnych FeSenitlohy LP)

Jsou-lig a Zdvé pripustnaiesSeni ulohy linearniho programovani, pak
i kazda jejich konvexni kombinace, .=k x + (1 — k)X, , kde (0< k< 1), je
piipustné feSeni. MnozZina piipustnych FeSeni uUlohy linearniho
programovani je konvexni mnozinou s konénym poétem krajnich boda
(vrcholt).

Poznamka:

Mnozina je konvexrpraw tehdy, pati-li do ni s kazdymi déma body mnoziny

i jejich spojnice (pikladem je trojuhelnik, kruh).



Krajnim bodem mnozinje takovy bod, ktery se neda vyfadako vnitini bod
useky, do té mnoziny péitci. Je to bod, ktery neleZi na spojnici jinych dvo
bodi mnoziny. Rikladem je rohlik.

Trojuhelnik m& 3 krajni body, (8ea ma 2 krajni body, kruh m& krajnich
bodi, ...

Mnozina gipustnychreSeni nize byt:

0 prazdna => Uloha linearniho programovasEMA optimalnireSent,

o omezena => Uloha linearniho programovani MA VZDY optimalni
reSeni,

0 neomezena= Uloha linearniho programovani WZE, ALE NEMUSI

mit optimalniteSeni.

Pti feSeni Uloh linearniho programovani mohou nastafpypady:

o uloha NEMA optiméalni feSeni (tzn., Ze d&lova funkce z maze
na mnozig pripustnychieSeni pi tlohach maximalizénich neomezen

rast a nebo $ ulohach minimalizénich neomezenklesat),
o uloha m&JEDINE optimalnichieSeni (tzn., Zedklova funkcez nabyva
optimalni hodnoty v jediném krajnim b&dhnoziny gipustnychreSeni),

o Uloha maNEKONECNE mnoho optimalnicheseni (tzn., Ze sélova
funkce z nabyva optimalni hodnoty ve vice krajnich bodechohmmy
piipustnychieSeni).



2.3 Vybrané aplikace linearniho programovani

NejstarSi ulohou linearniho programovani je. tdopravni Gloha neboli

dopravni problém.

Dopravni uloha byla jednim z prvnich probitgmro jejichZieSeni se pouzily
metody linearniho programovani. Tato Uloha I#eSit niZze uvedenou
simplexovou metodou, ale v praxi se pro fegeni uziva specialnich metod (jde
o tzv. distribéni metody nebo metody vyuZzivajici algoritmus ziegrafi —

hledani nejlacigsiho toku v siti).

Jde o ulohu tohoto typu [Plesnik, 1990, s. 13]:

Ukité libovolre dklitelné zbozi se vyrabi vm vyrobnich gtediscich.
Za zvolenou jednotkdasu vyrobii-té vyrobni stediskoa jednotek mnozstvi
tohoto zboZi,a > 0, 1 < i < m. ZboZi se dopravuje doodbytovych sedisek,
pricemz j-té odbytové sedisko pozaduje za uvazovandasovou jednotkib;

jednotek zbozibj>0,1<j<n.

Mame tedy danm dodavatel D1, D, ...., Dy, s kapacitamay, a;. ..., anan
spotebitelr S, S, ...., §, s pozadavky,, by, ..., b,. Cilem je pepravit zboZzi
od skupiny dodavatél ke skupig spotebiteli tak, aby naklady byly

co nejmensi, tedy minimalni (za co nejnizSi c&mo nejkratSi ces;j.
Hedpokladame, Ze

ay+ a+...+tan=bi+ b+ ... +hb, (1)

tzn., Zze vyroba vdaném obdobirepré pokryvd pozadavky odbytovych

stredisek.

Je dana sazlmg za dopravu jednotkového mnozstvi zboEiteho vyrobniho
strediska (od dodavatele) gaého odbytového #diska (ke spoebiteli), (tzn.

znameé nakladyna dopravu jednotky odiDk § nebo ¢; je odpovidajici

kilometrové vzdalenost) .



Ukolem je sestavit takovy plan n&pravu zboZi z vyrobnich tetlisek
do odbytovych sedisek tak, aby byly spiny pozadavky spétbiteli, a aby
celkové dopravni naklady byly minimalni

Oznaime-li x;; mnozstvi zboZzi dopravované iztého vyrobniho sediska
doj-tého odbytového stdiska (tj. hledané mnozstdopravené od [k §), musi

platit nasledujici omezujici podminky:

X; =0, 1<ism,1<j<n (2)
SYx =a  ls<ism 3)
j=1

> x; = by, 1<j<n (4)

(Posledni rovnici v (4)i x. = bn Ize vynechat, nelige vzhledem k podmince
i=1

¢islo (1) disledkem rovnic (3) a prvnieh— 1rovnic zcisla (4).)

Nerovnosti (2) znamenajiieggmy pozZzadavek nezapornostiepravovaneho
mnozstvi. Rovnice (3) znamenaji¢eypani vyrobni kapacity a rovnice (4) Zha
pokryti poZzadavk na spatebu.

Hedpokladejme, Ze naklady na dopravu jséimp Un€rné epravovanému
mnozstvi zbozi. Oz@ae cj sazbu za dopravu jedné jednotky mnozstvi zbozi
zi-tého vyrobniho sediska doj-tého spatebniho stediska. Celkové dopravni
naklady girazene alternatévx; (tedy celkové naklady na dopravu)<l < m,
1<j<n,jsou rovny

DRI
i=1  j=1

Budeme tedy minimalizovat funkci

f= Zn: Ci X (5)

j=

NgE

1
=

na mnozig nezapornychieSeni soustavy linearnich rovnic (3) a (4).



Veliginy x; 2 0, 1<i<m, 1<j < nbez ohledu na spini podminek (3) a (4)
piedstavuji alternativy fiepravniho planu. Ve vodbalternativ jsme omezeni
podminkamicislo (3) a (4), které vymezuji mnoZindipustnych alternativ,
a proto se jim spolu s podminkami nezapornfikh omezeniPrvky mnoziny
piipustnych alternativ uspéddame podle vySe celkovych dopravnich naklad
a vybirame nejlepsi alternativu z hledisk&ela, pro ktery ulohureSime, tj.

z hlediska minimalizace celkovych dopravnich nakla®dtud tedy nazev

Ucelova funkcepro funkci fv (5) = f(X]_]_, ceey X1y ney an) =C11. X311+ C12. X12

+ ... +Cmn.an_

[Plesnik, 1990, s. 14] Abstrakce v modelucspp v tom, Ze ndjhlizime
k eventualnim {eba tradinim) vztatim mezi jednotlivymi vyrobnimi
a odbytovymi geedisky, nehledime na odstiny v kvalitna kapacitu ani jakost
dopravnich cest, neuvazujeme nahodné odchylky ageicich na spisbu

a ve vyrobnich kapacitach.

Véta 3:

I
>
v
(o8]
I

m
Dopravni uloha linearniho programovani reseni < Zai
1

n
Qb
1
Je-liA = B, mluvime o tzv. vyvazengryrovnané) dopravni uloze linearniho

programovani.

Véta 4:
Pro vyvazenou ulohu linearniho programovamtipZe vSechny omezujici
podminky jsou spkny jako rovnice.
m n
Je-li A > B, Zai # pr mluvime o tzv._nevyvaZenéevyrovnaneé)
i=1 j=1

dopravni Uloze linearniho programovani.



Existuji ivicerozrdrné dopravni Ulohynag. jde-li zbozi odm dodavatel
k n spotebitelim presr mezisklad.

Pokud je problém vyrovnan, tzn. celkova kapacitdadatetl je rovna:

1. celkovym poZzadavim spotebiteld,
2. celkovym kapacitam mezisklad

Ize UlohuteSit rozkladem na évjednorozndrné dopravni ulohy.

Ve specialnim fpack, kdy m = n aby = 1 ), & = 1 0i, ziskame ulohu
odpovidajici (tedy az na pozadavek ¢&delnostireSeni) tzv.prirazovacimu

problému Ma svou vlastni ekonomickou interpretaci.

[Plesnik, 1990, s. 17] Kazdynzpracovnik ma vykonavat jednu iz danych
odliSnych ¢innosti. Jejich kvalifikace pro vykon jednotlivyctinnosti byla
otestovana a ohodnocena ukazatglil < i, j < n (kde ukazatek;oceiuje
piinos toho, zé-ty pracovnik vykonavé-tou ¢innost). Ukolem je najit takové
piitazeni pracovnik aby kazdouc¢innost vykonaval prav jeden pracovnik
aaby uhrnna hodnota vyslédkvSech ¢innosti i tomto pirazeni byla

maximalré mozna.
Polozme Xij = 1, jestli-zei-ty pracovnik vykonavg-tou ¢innost,

Xij = 0, jestli-Zzej-ty pracovnik nevykonaviatou ¢innost.

n n
Dostavame ulohu maximalizovat z zcij X;
j=1 =1
za podminek X; = 1, 1<i<n
j=1
n -
inj =1, 1<j<n
i=1
Xj =0, 1<i,j<n

a s dodat&mou podminkou

Xj=0nebol, ki, j<n (6)



Hitazovaci problém bychom mohli #g8it nap. tak, Ze bychom pro kazdou
zn! permutaci fifazeni pracovnik pro danychn cinnosti vypgitali hodnotu
piitazeni a vybrali nejlepsi alternativu. Pro = 10 bychom tak museli
porovnavat 10! = 3 628 800 moznychipzeni. Specialni struktura ulohy vsak
umoZiuje pouzit jednoduché algoritmy, a dokonce ani tida podminka
(ad. 6) nefisobi v tomto fipadt Zadné potize.

K jiné struktiie ulohy linearniho programovani vedou ulamgSovacj které
vznikaji @i michani krmnych sisi, sestavovani jidektku, pri michani smisi
cukrovinek, pi vyrobé oceli a tiznych druli benzinu, ale i ifp reSeni

minimalizace odpadu, rozhodovani investici apod.



3. SIMPLEXOVA METODA

ot s

algoritmem praeSeni uloh linearniho programovani, s tzv. simphgroalgoritmem

nebolisimplexovou metodou

Autorem této metody je americky matematik G.O&ntzig, ktery ji roku 1947
navrhl profeSeni uloh linearniho programovani, které byly fdowany pro paeby
letectva v USA. Je sice pravda, Ze publikovanéwspsé objevily az pozgi (r. 1949
ar. 1951), ale nadzev ,simplexova“ méavpd jiz diive a udrzel se az dodnes.

Jde o nejpouziva$i a velmi jednoduchou metodu, ktera serdoprogramuje.
Existuji vSak i jiné, asymptoticky rychlejSi algmny pro feSeni uloh linearniho
programovani. PaEtmezi r¢ nagiklad elipsoidova metoda(autorem je L. Khachiyan,
r. 1979)¢i metoda vnitfnich boda (autorem je N. Karmarkar, r. 1984).

3.1 Popisaformulace simplexové metody

Pro @elovou funkci (neboli linearni funkci) s vice neZpfmEnnymi neni
piiliS jednoduché pouZivat grafickou metodieSeni pomoci grafu), proto
se pouziva tzv. SIMPLEXOVA METODA.

MysSlenka simplexového algoritmu

Krajni body prochazime systematicky:

0. krok: ugime vychozi krajni bod,

1. krok: rozhodneme, zda je optimalnfesenim, tj. zda mame extrém (pokud
»-ano“, konéime; jinak gejdeme do krokd. 2),

2. krok: grejdeme do sousedniho krajniho bodu,

3. krok: navrat do 1. kroku.



Pokud uvazujeme uUlohu linearniho programovani seutv

Nalezgte maximum linearni funkce z (e)T "X pii splneni

podminekA" x = b x =0,
lze pouZzit univerzalni metodu pteSeni uloh linearniho programovani, a to
praw simplexovou metodu. Jedna sefinitivni iteraé¢ni metodu, ktera je

zalozena z velkéasti na Gaussa@vJordano¥ eliminaci.

Redeni simplexové metody lze ratitdo tiech kroki:

1. nalezeni vychozihi@Seni,
2. kriterium, zda jéeSeni optimalni,

3. znBnatreSeni.

Pokud se hned v prvnim kroku neukaze, Ze dotéa nema tbec gipustné
feSeni, vede simplexova metoda u nedegenerovangbhpa konéném pdtu
kroki bud’ k optimalnimutreSeni nebo k vysledkn, Ze Gloha optimalnfeSeni

nema.

Simplexova metoda pri@seni ulohy linearniho programovani

Matematik G. B. Dantzig navrhl postup, jak mneat s dlohou linearniho
programovani ve tvarumax{c'x: Ax=b, x= 0} & min {c'x: Ax= b, x= 0}.
Tento tvar ma tu vyhodu, Ze srovnicemi umime lép®nipulovat
nez s nerovnicemi. Eliminované prénmé v soustay lineérré nezvislych

rovnic AX = b nazyvame_bazické pramné ostatni pronné se nazyvaji

nebazické progmné

Mjme tedy danu dlohu linearniho programovani veuvain {c'x: Ax = b,
x = 0}.

Redpokladejme, Ze Ize soustavix = b feSit vzhledem Kk prvnim
m proneénnym:

x=dbo+ > d%X,,, =12 ..m 1)



Dosadime dodglové funkce

f(X]_, ,Xn) :fl(xm+ll ,Xn) :C10+ zcljxm+j ' (2)
Vychozi bod
Xmi =0, j=1,...n—-m xi=db, i=1,2, ..m. (3)

Za pedpokladu X # b a nedegenerace, existuje krajni bod mnoziny

piipustnychre$eniX tvaru (ad. 3), pcemzdyo>0,i =1, 2, ...m.

Véta b:

Necti cj = 0,j = 1, ...,n—m.Pak fcef nabyva v bod (ad. 3) svého minima

na mnozig X.

1
Nech' existuje clp = aaf < 0 (derivace v libovolném bedx), pak
X

m+p

pii postupném zstSovanix, klesa hodnota funkde'.

Véta 6:

Jestli-Ze existuj@ tak, zec', < 0 ad, 20 ( = 1, 2, ...,m), pakf neni

na mnozig X zdola omezena (pro maximum shora omezend).

Neclt naopak existujg tak, ZedlqID < 0. Pak z-té rovnice soustavy (ad. 1)
plyne, Zexmp Ize zwtSovat pouze do hodnoh, = — d'g/d’yp, Neba pak je
Xq = 0. Resli jsme tak do sousedniho krajniho bédsimensi hodnotouélove

funkce.

Véta 7:

Jestli-ze existujp, q tak, zec, < 0 ady, < 0, pak proXmep = —d'o/d'gp> 0
jexqs=0apitomfX0, ..., 0, Xmp O, ...,0)< £X0, ..., 0).

Nové vypoiteny bodA ma soiiadnice:

X=0;%mj=0, j=1,..,n—-m j£p;

Xmip = —d'go/d'gp % = dYo—dYp dieldyp,  i=1,2,...m,iZq.



Pro tento bod vyjaddme koeficienty soustavy (ad. 1) &ilové funkce (ad. 2):

Z g-té rovnice soustavy (ad. 1) vyj@ehe Xm.p:

1

) dg
pr:—dlqoldlqp"'xq/dlqp—ZJ 7 pdlm X =
qp

= doo+ dopxat D § # P o X

Dosadime do ostatnich rovnic systému (ad. 1):

% =dio+ D j# p dij X + dipf }=

— dl_ _ dl_ dlqO + dlip + . £ dl" _ dl' dlqj )
= i0 P —7 T Xq E J# P as 7 | X,
d d qap d qp

ap

P ! !

d?io d?p d?

Podobi dosadimei, do vyjadeni Eelové funkce (ad. 2fimz ziskame

. v
f2msts <oy %y oK) =Clo+ D J # P C Xewj+ o {

ap

oo !

c%o c%p c?

=l =t d'o + c'p + - 1 dy _
=|co=ch g dizp|ch Clo i | X

V novém bod A jsou tedy soustava (ad. 1) &elova funkce (ad. 2) popsany

analogicky jako v bo#lvychozim, postup Ize opakovat.



Véta 8:

Nech je spln predpoklad nedegenerace a mnoziXa # 0. Pak
po konéném pdétu vySe popsanych krdkdosgjeme do bodu, vémz jsou

splreny predpoklady \éty 5 nebo \éty 6.

Priab&h celého vypetu zapisujeme v tzv. SIMPLEXOVYCH TABULKACH.

BAZE |b Y1 e Xmep e Xn
X1 d]_o d11 . dlp . d]_,n “m
Xq doo o dgp dgn-m
Xm dm) dm]_ dmp dm,n -m
f o % m

Transformace simplexové tabulky (viz vztahy gfg ¢%):

1. Proménnaxmp Se stane bazickou prénmou misto proknnexg.

2. Kli¢ovy prvek nahradime jehdgvracenou hodnotoul—.
qp

3. Ostatni prvky ktiového tidiciho)fadku clime hodnotou (-€gp).
4. Ostatni prvky ktiového ticiciho) sloupce &lime hodnotou (+dqp), tedy
piimo klicovym prvkem.

5. Ostatni prvky tabulky transformujeme podle tkkizového pravidla, které
_ dydy
zni: dj ¢

ap



Simplexova metoda (nalezeni vychozfeéeni)

Uloha 1
Je dana uloha linearniho programovani ve tvaru
min{c'x: Ax< b, x= 0}, (1)

kde A je matice typum xnm<n,cOR, xOR", bOR", b>0 aAx< bjsou
tzv. podminky omezeni.

UvaZujeme vektax’ = X'y, X 2, ..., X'm)' O R"(tzv. ,dophikové* prongnné)
ateSime ulohu

min{c'x: Ax+ x =b, x=0, x"= 0} (2)

Bazickymi prorannymi ve vychozi tabulce jsou pkaslopkikové pronénné

Uloha 2

Je déana uloha linearniho programovéni vedstamim tvaru
min{c'x: Ax=b, x= 0}. (3)
UvaZujeme vekton = (Uy, W, ..., Un)' O R™ (tzv. ,umslé* promsnné) a dale
funkcig(u) = D _u; .
Resime pomocnou UGlohu linearniho programovani (jde f&zi simplexové
metody)
min{g(u): Ax+ u=Db, x=0,u=0}. 4)

Bazickymi prorannymi ve vychozi tabulce jsou @@ prontnne

Véta 9:

Jestlize hodnota minima v Uloze (ad. 4) jedklg potom mnozina

piipustnychiteSeni tlohy (ad. 3) je prazdna.

Jestli-Ze hodnota minima v Gloze (ad. 4) jeneo nule, potom z&vecnou
tabulku 1. faze simplexové metody pouZzijeme jakmulieu vychozi proreSeni

tlohy (ad. 3). Udlé pronenné a funkcig uz neuvazujeme. Do tabulky vSak



zaradimeiadek koeficient (ielové funkce: f(x) = c'x (pokud jsme jiz sémito
koeficienty vSak nepgtali v 1. fazi).

Uloha 3
Je déna uloha linearniho programovani veutva
min{c'x: Ax= b, x= 0}. (5)
UvaZujeme vektory’ = (X'1, X2, ..., X'm)! OR™, U= (U, U, ..., Un)' OR"
a dale funkcy(u) = > u, .
Resime pomocnou Ulohu linearniho programovani

min{g(u): Ax—x" +u=b,x=0,x >0,u=0}. (6)

Uloha 4

Uloha linearniho programovani, v niz se vyskyvSechny vyse zmémé
druhy omezujicich podminek. Jde tedy o tzv. podmamkiSené.



4. DUALITA ULOH LP

Jednim ziezitych vysledk teorie linearniho programovani je poznatek,

Ze s kazdou maximalizai ulohou je také neroziné spjata Uloha minimalizai.

Minimaliza&ni uloha je danou maximalizai Ulohou jednozrmé uréena a ma
i velmi uziteené vlastnosti. ProtoZze neni podstatné, zda se aatgvmaximalizaci
¢i minimalizaci, je s kazdou minimalizai tlohou obdobnym Zizobem spjata i tloha

maximaliza&ni.

V této kapitole se za#fim na objaséni vztati mezi €mito dwma ulohami.
Poznatky o dchto vztazich maji wezitou roli pra¥ pii zjiStovani existence
optimalnichteSeni a jsou Siroce vyuZzivany v takovych oblast¢ggko je napiklad

ekonomie.

Ke kazdé uloze tykajici se linearniho progreémd (tzv. primérni uUloze) Ize

n¢jakym zpisobem pifadit jinou Ulohu linearniho programovani, a to wiadruZzenou

neboli dualni

Dudlni uloha je sestavena z identickych kartstBvojice sdruzenych uUloh spolu
Uzce souvisi. M&adu zajimavych spalaych vlastnosti, a to jak z hlediska v¢pmi
interpretace, tak i z hlediska ekonomické integoretDualita piredstavuje vzajemny

vztah. Jakakoliv tloha z dvojice dualnich Ulolize byt brana jako primarni.

Je uzitefné si uwdomit, Ze privlastky primarni a dualni jsou podminéné tim, ze
které ulohy vychazime.Kazdému vlastnimu omezeni primarni Ulohy odpoyédida
dualni pronénna a kazdé podmince nezapornosti primarni Uloppwida jedno dualni

omezeni.

Dudlni Ulohy Ize roziit na 2 typy:

1. Soumgérné (symetrickédualni ulohy

2. Nesoung&rné (nesymetrické)dualni dlohy — Ize je odvodit ze soumrnych

dualnich uloh



Soumérné dudlini ulohy

Neclt je dana primarni Uloha tvaru:

i - \T
Nalezréte maximunfunkce z= (c) '

i - ’ Va4 g T g .
Ulohadualni k primérni tloze z= (c) " X Ize formulovat jako:
\T -
Nalezréte minimumfunkce f :(b) u,
za danych omezujicich podminek’ u = ¢

u=0.

Poznamka:

Pokud v primarni maximalizai Uloze mame vlastni omezeni vyjéda nerovnostnk,

-

T -
Ize Ulohu pevést na typzz(c) " X a to tak, Ze nerovnosti vynasobirislem - 1.

Naopak, pokud jsou v primarni Uloze vlastni omezeyjadiena nerovnostmk,
. .. PV , , sl . - ~ . . .
ale Uloha je minimalizani, lez Glohu pevést na typz = (c) x tak, Ze maximalizujeme

funkei ~ (E) X

Nesounérné dualni alohy

Neclt je ddna primarni Uloha tvaru:

\ﬂ

Nalezréte minimumfunkce z= (c "X,
za danych omezujicich podminek” x = b

>0.

x

i ’ ’ . ’ v - \T . g .
Ulohadualni k primarni tloze z= (c) X lIze formulovat jako:

Nalezréte maximunfunkce f= (B)T ' G,



-

za danych omezuijicich podminek™ u < ¢

c
IN
v
ol

0 nebou

Poznamka:

Pokud jsou v primérni Uloze vlastni omezeni vikgée rovnicemi, jsou odpovidajici

proménné v dualni tloze neomezené co do znaménka.

Pro sdruzené (dualni) ulohy plati zakladétywo dualig:

V¢éta 10:

Jestlize_m3edna uloha z dvojice sdruzenych uloh optimd&bgeni, ma optimalni
feSeni i tloha druh& a optimalni hodnoty ob&ei@vych funkci jsou stejné.

Naopak, jestlize nenjédna uloha z dvojice sdruZzenych ulaifippstnéieSeni, nema
druha uloha optimalnieseni, tzn. bii také nema fjpustnéreSeni nebo ma, aléglova

funkce nmiZze neomezenrast (pogipac klesat).

Vta 11:
Jestlize je v optimalninteSeni jedné ulohy z dvojice sdruzenych uldfslpsSné
omezeni spkno jako ostra nerovnost, pak je odpovidajici duéimézeni spkno jako

rovnice.

Poznamka:

Oh¢ dualreé sdruzené ulohy neni nutieSit samostatn JestlizefeSime napklad jednu

z Uloh simplexovou metodou, ziskame tak automatié¢kgeni ulohy k ni dualni.

Véta 12:
Jestlize nema jedna z dvojic vzajemdualnich dloh fpustné reSeni, nema

ani jedna z nich optimaliéseni [Plesnik, 1990, s. 88].



Ekonomicka iterpretace duality (dualni tlohy)

K uplat@ni linearniho programovani v praxifigpélo vyznamnou rérou to,
Ze interpretaci primarni (dualni) ulohy obvykle odfmla girozena interpretace dualni

(primarni) ulohy [Plesnik, 1990, s. 101].

V praxi i feSeni rozséhlych dloh linearniho programovani ssgplou metodou
pomoci pditace se nize stat, Ze primarni Ulohaigsahuje rozsah pouzitelnosti
piislusného programu.fiBlusna dualni Uloha We mit rozndry prijatelne, stai tedy

jen tuto Ulohu viesit.



PRAKTICKA CAST

5. GRAFICKE RESENi ULOH LP

Grafickou metodu lze uZzit nejerti preSeni nejjednodusSich uloh, ve kterych
se vyskytuji d¢ promenné a vlastni omezeni (tj. mnozifeseni soustavy linearnich
nerovnosti neboli podminky) jsou vyfaha nerovnostmi, ale ifip feSeni uloh
v tom, Ze je nazorna. ZkuSenosti, ktereé jpji aplikaci ziskame, Ize intuitivnpouzit
v prostorech vysSich dimenzi [Kika, 1990, s. 91].

Zajimame seiftom nejen o existenci a ¢ani maximalni¢i minimalni hodnoty
Ucelové funkce na dané mnoéjrale i o existenci, vlastnosti a vyf&t bodi, v nichz

maximumci minimum nastava.

Z analytické geometrie jiz vime, Ze gikéi znazoréni jednotlivych rovnic
v omezujicich podminkach vyjage pgimky v roviré xy, a Ze grafickym znazognim
linearni nerovnosti se dma promnnymi je polorovina Omezujicim podminkam
pak odpovid&rinik jednotlivych polorovin a ten (pokud neni prazdnou mnoZzinou),

tvori mnohouhelnik

Proto v prvnim kroku nejprve sestrojime obl@shozinu) pipustnychieSeni a na
mnozire piipustnych reSeni hledame maximum (MAX$i minimum (MIN) dané

uceloveé funkce(= linearni funkce; funkce, jejiz extrém hledaneégrou zde zndmez.

Ve druhém kroku provedeme znazmin (kelové funkce z. Nejjednodussim
znazorrnim jsou vrstevnice (neboli izary), které tvéi soustavy rovnoizek [Klvana,
1990, s. 91]. Dosadime zadlovou funkci z raizné hodnoty (kladn&i zaporné)
a dostaneme tedy soustavu rowiotych gimek, ze které vybereme peatu piimku,
kterd ma s danou mnozinotiustnychieSeni alespojeden spolény bod a je fitom
nejdale od p&atku (v gipadt, pokud hledame maximum) a nebo nejblizegku
(v ptipadt, pokud hledame minimum). Pokud existuje aléspeden takovyto bod,
odpovidaoptimalnimu FeSeni Extrém welové funkce je tedy v béd ve kterém

se mnozina fipustnych feSeni dotyka s vrstevnici &u o nejvySSi hodneét



s

nebo o nejnizsi hodnatRikame také, Ze hledany bod je bodem optaneebo Ze jde

o optimalni bodi optimalniteSeni

Linearni funkce r1ive nabyvat svého minima nebo maxima na mrioZeseni
soustavy linearnich rovnic a nerovnosti i v néspr@d mnoha bodech [Plesnik, 1990,
s. 13].

Na jednoduchych ifkladech Ize ukazat, Ze mnoZindaigustnych ieSeni dané
soustavy linearnich nerovnostiuie byt prazdna (tj. uloha linearniho programovani
nemaoptimalnireSeni), omezena (tj. tloha linearniho programor@vzdyoptimalni

o N7

feSeni) nebo f¥e byt neomezena (tj. tloha linedrniho programowdaifie, ale nemusi

mit optimalni feSeni, tedy linearni funkce v ni nemusi nabyvahewéinima nebo

maxima).

Povahu uloh linearniho programovéani si ukaZemae rékolika jednoduchych
piikladech.



1. PRIKLAD:

(omezena mnozinaripustnychieSeni, Gelova funkcez ma vtomto pipadt jediné

optimalnireSeni)

Hledamemaximum funkce  z =4x + 2y

na mnozig nezapornyckeSeni soustavy, za omezujicich podminek

X+3y<9
2x+ 3y <18
2x— y<10

x=20

y =20

Reseni:

= Polozime nejprve = 0, potéy = 0 a dosadime do vSech zadanych podminek. Dale
sestrojime oblast fpustnych feSeni a na mnozn pripustnych feSeni hledame
maximum @elove funkcez tak, Ze za ni dosadimézné hodnoty (nap proz nabyvajici
hodnoty 4, 28, ..., tedg =4,z = 28, ...), dostaneme soustavu rov&ioiych gimek.

Vybereme tu fimku, kterd& ma s danou mnozinotigustnychieSeni alespo jeden
spoleé&ny bod a zaroveje nejdale od piatku.

1. podminka x=0 - y=3

y:O = =—9 = [0,3], [_ 910]
2. podminka x=0 - =6

y=0 - =9 = [0,6]; [9,0]
3. podminka x=0 - y=-10

y=0 - X=5 = [0, — 10]; [5,0]



GrafickéreSent:

OptimalnifeSeniMaximum pro Xx=6 y=2 z=28

(Linearni funkcez = 4x + 2y na mnozig feSeni soustavy nerovnosti nabyva koo
maxima 28 v bo#[6,2]).



2. PRIKLAD:

(omezena mnozinaripustnychieSeni, delova funkcez ma v tomto pipact nekonéné

mnohooptimalnichieSeni)

Hleddmemaximum funkce z=x+y

na mnozig nezapornychieSeni soustavy, za omezujicich podminek

X+2y<4
2X— y<4
X+ y<5

= 0
y= 0

Reseni:

= Polozime nejprve = 0, potéy = 0 a dosadime do vSech zadanych podminek. Dale
sestrojime oblast fpustnych feSeni a na mnozn pripustnych feSeni hledame
maximum @elove funkcez tak, Ze za ni dosadiméané hodnoty (nap proz nabyvajici
hodnoty 1, 5, ..., tedg=1,z=5, ...), dostaneme soustavu rovébiych gimek.

Vybereme tu fimku, kterd& ma s danou mnozinotigustnychieSeni alespo jeden
spoleé&ny bod a zaroveje nejdale od piatku.

1. podminka x=0 - y=2

y=0 - X=—-4 = [0,2]; [- 4,0]
2. podminka x=0 y=—4
3. podminka x=0 - =5

y=0 - x=5 = [0, 5]; [5,0]



GrafickéreSent:

Optimalni feSeni: Uloha ma nekon@mé mnoho fedeni. Welova funkce nabyva

maximalni hodnoty = 5 ve vSech bodech 8¢y AB.



3. PRIKLAD:

(neomezena mnozinaftipustnych feSeni, uloha vtomto fijpact nema konéné

optimalnireSeni nebo stakratce, Ze uloha LP nenidSeni)

Hledamemaximum funkce z =2x + 4y

na mnozig nezapornyckeSeni soustavy, za omezujicich podminek

X+y<4
—-2X+y<2
Xx-y<0
x=0

y=0

Reseni:

= Polozime nejprve = 0, potéy = 0 a dosadime do vSech zadanych podminek. Dale
sestrojime oblast fpustnych feSeni a na mnozn pripustnych feSeni hledame
maximum @elove funkcez tak, Ze za ni dosadimézné hodnoty (nap proz nabyvajici
hodnoty 4, 12, 24, ..., tedg.=4,z=12,z= 24, ...), dostaneme soustavu rové&aiby/ch
piimek.

Vybereme tu fimku, kterd& ma s danou mnozinotigustnychieSeni alespo jeden
spole&ny bod a zarowveje nejdale od p&atku.

1. podminka x=0 - y=4
y=0 - x=4 = [0,4]; [4,0]

2. podminka x=0 - y=2
y=0 - x=-1 = [0,2]; [-1,0]

3. podminka x=0 - y=0
y= 0 N x=0 = [O, 0]1 [an]

!

nelze, neltbpotrebujeme 2tzné

body, proto volime jiny bod



y=1 - x=1 = [0, O]; [1,1]

GrafickéteSeni:

Optimalni feSeni: Uloha neméa konmé optimalniteSeni. Welova funkcez maze
na neomezené mno&ipiipustnychreSeni nabyvat libovotnvelkych hodnot.

(V pripack, Ze bychom hledali minimum funkce = 2x + 4y pii stejnych omezujicich
podminkach, tak by hledané optiméieseni odpovidalo bodsl)



4. PRIKLAD:

(omezena mnozinaiipustnychieSeni, Gelova funkcezma vtomto pipact jediné

optimalnireSeni pro minimum a jediraptimalniteSeni pro maximum)

Hledameminimum, maximum funkce z =3x-2y

na mnoZzig nezapornycheSeni soustavy, za omezujicich podminek

X+3y <9
2x+ y<10
x=0

y 20

Reseni:

= Polozime nejprve = 0, potéy = 0 a dosadime do vSech zadanych podminek. Dale
sestrojime oblastifpustnychieSeni a na mnozirpripustnychteSeni hleddme minimum

a maximum delové funkce z tak, Ze za ni dosadimézné hodnoty (nap
proz nabyvajici hodnoty 15+ 6, ..., tedy:z = 15,z = - 6, ...), dostaneme soustavu
rovnokeznych gimek.

Vybereme tu fimku, kterd& ma s danou mnozinotigustnychieSeni alespo jeden
spol&ny bod a zaroveje nejblize psatku (pokud se jedna o minimum) a nebo nejdale

od paatku (pokud se jedna o maximu).

1. podminka x=0 - y=3

y=0 N Xx=-9 = [0,3]; [~ 9.0]
2. podminka x=0 - y=10

y=0 N x=5 = [0,10]; [5,0]



GrafickéreSent:

OptimalniteSeni: Minimumpro x=0 y=3 z=-6

Maximumpro x=5 y=0 z=15

(Linearni funkcez = 3x — 2y na mnozig reSeni soustavy nerovnosti nabyva koo
minima—6 v bod [0,3] a konéného maxima 15 v b&d>5,0]).



5. PRIKLAD:

(neomezena mnozinaipustnychieSeni, Gelova funkcez ma v tomto pipadt jediné

optimalniteSeni pro minimum,ale nema kdéné optimalniteSeni pro maximum)

Hledadmeminimum, maximum funkce z=x+y

na mnozig nezapornyckieSeni soustavy, za omezujicich podminek

Reseni:

= Polozime nejprve = 0, potéy = 0 a dosadime do vSech zadanych podminek. Dale
sestrojime oblastifpustnychieSeni a na mnozirpripustnychireSeni hledame minimum
amaximum delové funkce z tak, Ze za ni dosadimé&zné hodnoty (nap
proz nabyvajici hodnoty 2, 3, 5, ..., tedy=2,z=3,z=5, ...), dostaneme soustavu
rovnokEznych gimek.

Vybereme tu fimku, kterd& ma s danou mnozZinotipustnychieSeni alespo jeden
spol&ny bod a zaroveje nejblize psatku (pokud se jedna o minimum) a nebo nejdale
od paatku (pokud se jedna o maximu).

1. podminka x=0 - y=-2
y=0 o Xx=2 = [0, - 2]; [2,0]

2. podminka y=3



GrafickéreSent:

OptimalniteSeni: Minimumpro x=2 y=0 z=2

(Linearni funkcez = x + y na mnozig feSeni soustavy nerovnosti nabyva koo
minima 2 v bod [2,0] a konéného maxima na ni nenabyva,@&ddu neohraienosti
Ucelové funkce na mnoZrpripustnychiesenti).



6. PRIKLAD:

(mnozina pipustnychreSeni je prazdndéiloha nema v tomtorfpact optimalnifeSeni)

Hledameminimum, maximum funkce z =3x+ 2y

na mnozig nezapornyckieSeni soustavy, za omezujicich podminek

x+ y=>10
X+5 <15
x= 0

y=20

Resent:

= Polozime nejprve = 0, potéy = 0 a dosadime do vSech zadanych podminek. Dale

sestrojime oblastifpustnychireSeni

1. podminka x=0 - y=10
y=0 x=10 = [0, 10]; [10,0]
2. podminka x=0 - =3

y=0 o Xx=5 = [0,3]; [5,0]



GrafickéreSent:

OptimalniteSeni:Mnozina gipustnychieSeni je prazdnd, proto neexistuje optimalni

feSeni.



6. SIMPLEXOVA METODA V PRIKLADECH

Hi rucnim feSeni &chto uloh se mi velmi ddb oswdcilo uspdadani vypoéti
do tzv. simplexové tabulky. Tabulka obsahuje koeficienty soustawmy+ 1 linearnich

rovnic v kanonickém tvaru o+ 1 neznamych.

Do hlavéky simplexové tabulky vzdy piSeme ozZeai vSech prognnych (a to
i véetrg vSech pomocnych pramnych). Do prvniho sloupce pak piSeme ¢zna
proménnych, které tvid v prislusném kroku zakladrieSeni a do posledniho sloupce
piSeme pravé strany soustavy linearnich rovnic.oAené¢ posledniradka odpovida
rovnici pro &elovou funkci. V zahlavi tabulky jsou vSechny nabk& prongnné (nap.

XY, ...) nulové!

Vstupujici prordinné odpovida v tabulce tzkli ¢ovy sloupec(nékdy se téz pouziva
fidici sloupec). Naopaitéadek, ktery obsahuje vystupujici pré&mmou, se nazyviiéovy
ifadek (n¢kdy se téz pouzivéidici sloupec). Prvek, ktery lezi vigetiku klicového
fadku s kltovym sloupcem, se nazy\di ¢ovy prvek (nékdy se téz pouziva tzv. pivot
nebo vedoucti ridici prvek). Klgovy prvek patebujeme znat proipchod od jedné
tabulky ke druhé. # simplexové metodl se vykr klicového prvkuiidi (celovou

funkci.

Hi feSeni pikladi linearniho programovani pomoci simplexové metodysi byt

vSechna omezeni ve tvaru rovnic.

Nasledujici pklady jsou vyeSeny krok po kroku simplexovou metodou. V7.
piiklack souhlasi nalezené optimélbéSeni sieSenim nalezenym pomoci grafické
metody (viz. 1. Hklad, kapitola 5). Dale jsou uvedenyizné typy pikladi s vice

proménnymi, které grafickyesit nelze



7. PRIKLAD:

(Uloha maximalizéni, vlastni omezeni nerovnosti typ)

Je dana uloha linearniho programovani:

Max {4x+ 2y: —=x + y<9; X+ < 18; X-y <10;x=0,y= 0}.

Upravte tuto Glohu pro vyget simplexovou metodou a sestavte vychozi simplexov
tabulku.

Resent:

1) Fidani bazickych prosmnych (dophkovych) s pozadavkem nezapornosti a jejich

vyjadieni

-X+3y<9 +Xx =20 - X'=9 +x-Y

2x+ 3y< 18 +y' =20 - y =18 -X-3%

X —y<10 +2'20 - Z=10-X+y (2)
2) Ueelova funkcef = 4x + 2y (2)

3) Sestaveni vychozi tabulky pro 1. fazi:

Hleddmemaximumcelové funkce. Stanovime kbivy slouped(j. sloupec, ve kterém

se v &elové funkci vyskytuje kladné&islo, plati tedyclp > 0), na jeho zakladklicovy
fadek (tj. radek, ktery utime podle podil — podily p@itame pouze ¥vadcich, kde je

dip < 0, tzn. pouze tam, kde je zaporf@ka a kde nam vyjde mensi hodnota podilu

Xmip = j“’ , tam je kléovy radek) a poté stanovime vipiku klicového sloupce
ip

a klicovéhoradku kltovy prvek

OptimalniteSeni plati pro: Min c=0

Max c<O0

- kritérium pro to, zda jéeSeni optimalni dava posledatkaf



BAZE b X y | Podily

X 9 1 -3

y 18 -2 | -3 9

z 10 | -2 1 5 | klicovyradek
Max «— |f 0 4 2

klicovy sloupec

Vychozi zékladnfeSeni: x’ =9,y =18,27=10,x=y=0,f=0

Pokud bychom hledali minimumeéloveé funkce, vidime, zeMin ¢ = 0 (neba’ 4 > O,
2> 0), tak jsme jej nasli, ale my hledame optiméésieni pro maximumMax c < 0),

proto pokrgujeme dale.

Poznamka:

18
Vypocet podifi; =9, =5
ypocet p > >

4) Prechod k sousednimu krajnimu bodu - Wgtonové tabulky (pro#mnéz” a x si

vymeéni misto— klicovy prvekdq, nahradime jehotpvracenou hodnotoua(l—); prvky,
qp

které se vyskytuji v kiovemtadku dlime op&nou hodnotou kéového prvku ¢d,,),
zde tedy 2 a prvky, které se vyskytuji wkWém sloupci dime pimo klicovym
prvkem (+d. ), zde tedy — 2; ostatni prvky vyffeme podle vySe zméného

kiizového pravidla).

OptimalnireSeni?



BAZE b z y | Podily
X IR I R
2 2 5
y 8 1 -4 2 klicovy radek
X 1 1
5 —_ —
2 2
Max <€— f 20 -2 4

klicovy sloupec

= optimalniteSeni neni, neldomeniMax c < 0

ZlepSen&eSenix=5,y=0,y =8,z =0,f=20

Poznamka:
* * * (_
Vypocet pomoci kizového pravidla: 9 10 1= 14, -3 ! 1= —E, 18 10°(2) (=2) =8,
-2 -2 2 -2
* [ * *
g (A4 g 4050 , 41y
14 28 8
Vypocet poditi: ——=—, ——=
ypocet p 5 5 -4
2

5) Prechod k sousednimu krajnimu bodu — dalSi krok o¥#gpnové tabulky (progmné
y'ay si vymeni misto - prvky, které se vyskytuji v klovémiadku dlime op&nou
hodnotou kiéového prvku, zde tedy 4 a prvky, které se vyskywdicovém sloupci
délime pimo klicovym prvkem, zde tedy — 4; ostatni prvky vyfne podle vysSe

zmirgného Kizového pravidla).

OptimalnireSeni?



BAZE b z y’
x o | 9| 5
8 8
y i e
4 4
y s | 3| 2
8 8
f 28 -1 -1
Maxc<0
- finélni (optimalni) tabulka
OptimalniteSeni= Hodnota funkceMAX =28 v bodé x =6 ,y =2

Poznamka:

2 -4 8' "~ -4
1.,
'~ * *
6,—L_2 -_3 5084 o o, 41
2 -4 8 iy -
Poznamka:

Lze provést kontrolu, pokud dosadime vysledné htyddo zadané funkce (tzn. zda
bod vyhovuje soustay.
Nap. dosadime do soustavy—+ 3y < 9 bodx a body
= -6+3*2<9
0<9 PLATH



8. PRIKLAD:

(Gloha minimalizani a maximalizéni, vlastni omezeni nerovnosti typu)

Je dana uloha linearniho programovani:

Min, Max {3x— 2y: 3y —x<9; X +y<10;x=> 0,y = 0}.

Upravte tuto Glohu pro vyget simplexovou metodou a sestavte vychozi simplexov
tabulku.

Resent:

1) Fidani bazickych prosmnych (dophkovych) s pozadavkem nezapornosti a jejich

vyjadieni

y—x<9 +x' 20 - X'=9 +x-3%

2x+y<10 +y 20 > y=10-X-y (1)
2) Ucelova funkcef = 3x — 2y (2)

3) Sestaveni vychozi tabulky pro 1. fazi:

VzZdy nejprve hledameninimum a az potémaximum (celové funkce, pokud mame

za Ukol maximum najit. Stanovime ddivy slouped(tj. sloupec, ve kterém se valove

funkci vyskytuje zapornéislo, plati tedy clp < 0), na jeho zakladklicovy iadek (tj.
radek, ktery wiime podle podil — podily p@itame pouze vadcich, kde jel, < 0, tzn.

io

d

p

pouze tam, kde je zaporiadka a kde nam vyjde menSi hodnota pogily =

tam je kltovy radek) a poté stanovime wipiku klicového sloupce a kibvéhotradku

klicovy prvek

OptiméalnitfeSeni plati pro: Minc=0

Maxc<O

- kritérium pro to, zda jéeSeni optimalni dava posledatkaf



BAZE| b X y | Podily

X 9 1 -3 3 klicovy fadek

y 10 -2 | -1 10 | klicovyradek
Min €¢— f 0 3 -2

klicovy sloupec

ktiovy sloupec

Vychozi zékladnfeSeni: X' =9,y ' =10, x=y=0,f=0

Poznamka:

Vypocet podifi: —% =3, —%= 10

4) Prechod k sousednimu krajnimu bodu - Wetonové tabulky (pro#mnéx” ay si

vymeéni misto— klicovy prvekdq, nahradime jehotpvracenou hodnotoua(l—); prvky,
qap

které se vyskytuji v kiovemtadku alime op&nou hodnotou kéového prvku ¢d,,),
zde tedy 3 a prvky, které se vyskytuji wkWém sloupci dime pimo klicovym
prvkem (+d. ), zde tedy — 3; ostatni prvky vyigeme podle vySe zméného
kiizového pravidla).

OptimalnireSeni?

BAZE b X X
1 1

3 _ -

y 3 3
7 | 1

7 - —_

y 3 | 3
f 6| L | 2
3 3

Minc=0



OptimélniteSeni= Hodnota funkceMIN = -6 v bodé x =0,y =3

Poznamka:

(D _g T T (DS,

Vypocet pomoci kizového pravidla: 10

— 6, 3 ﬂ': Z
-3 3
Této tabulce odpovida bod o $adnicich: x=x"=0,y=3,y =7

5) Vypctet nové tabulky pro nalezeniaxima(vratime se kjvodni tabulce a dfme
klicovy sloupedtj. sloupec, ve kterém se ¢alové funkci vyskytuje kladnéislo, plati

tedy clID > 0), na jeho zakladklicovy radek (tj. radek, ktery ufime podle podil —

podily pa&itame pouze ¥yadcich, kde jal, < 0, tzn. pouze tam, kde je zapotiddka

a kde nam vyjde menSi hodnota podih, = j“’ , tam je kléovy radek) a poté
ip

stanovime v gimiku klicového sloupce a kibvéhoradku klovy prvek

Dale pejdeme k sousednimu krajnimu bodu a provedeme ¢efpoové tabulky
(promEnnéy” ax si vymeni misto - prvky, které se vyskytuji v kdovemradku clime
opanou hodnotou ktiového prvku, zde tedy 2 a prvky, které se vyskyuglicovém
sloupci @lime pgimo klicovym prvkem, zde tedy — 2; ostatni prvky wymone podle

vySe zmigného kiZzového pravidla).

OptimalnireSeni?

BAZE| b y’ y
X 14 1 !
2 2
X 5 L 1
2 2
f 5 | -2 | L
2 2




OptimalniteSeni= Hodnota funkceMAX = 15 v bodé x =5 ,y=0

Poznamka:

* * * ((—
Vypocet pomoci kizového pravidla: 9 1071_ 14,0 3710 15, -2 3" (1) =—
T g (DF_ 7
2’ -2 2
Poznamka:

Lze provést kontrolu, pokud dosadime vysledné htyddo zadané funkce (tzn. zda
bod vyhovuje soustay.
Nap. dosadime do soustavy 3x < 9 bodx a body
= 3*0-5<9
~5<9 PLATI



9. PRIKLAD:

(Uloha minimalizani, vlastni omezeni nerovnosti tygla typu= )

Je dana uloha linearniho programovani:

Min {6x + 4y: 2x+ 3y < 30; X+ 2y < 24;x+y= 3; X,y = 0}.

Upravte tuto Ulohu pro vyget simplexovou metodou a sestavte vychozi simplexov
tabulku.

Resent:

1) Fidani bazickych progmnych (tech dophkovych a jedné uité) s poZzadavkem
nezapornosti a jejich vyjéeni

2x+ 3y<30 +Xx 20 - X =30-X-3
X+2y<24 +y' =20 - y =24 -X-2
X+ y=3 -Z'+tu; 2720 - u= 3—-Xx—-y+27Z (2)

V piipravné fazi (1. fazi simplexové metody), hledameimum unglé funkce
g(u1) =ug, u1 =2 0.

MoZzné za¥ry 1. faze:
1. min g = 0 - kone&na tabulka je vychozi préeSeni fvodni udlohy, unilé

proménné vypustime,

2. min g>0 - mnoZina pipustnychteSeni fivodni ulohy je prazdna.
2) Ueelova funkcef = 6x + 4y (2)
3) Sestaveni vychozi tabulky pro 1. fazi:

Hledameminimum U¢elové funkce. Stanovime kbivy sloupec(tj. sloupec, ve kterém

se v welové funkci vyskytuje zaporngéslo, plati tedyclID < 0), na jeho zakladklicovy
fadek (tj. radek, ktery utime podle podil — podily p@itame pouze ¥vadcich, kde je
di, < 0, tzn. pouze tam, kde je zapor@ka a kde nam vyjde mensi hodnota podilu
Xmep = —& tam je kléovy radek) a poté stanovime \ipiku klicového sloupce

ip

a klicovéhoradku kl€ovy prvek



OptimalniteSeni plati pro: Min c=0

Max c<0
- kritérium pro to, zda jéeSeni optimalni dava posledadkaf
BAZE | b X y z | Podily
X 30 -2 -3 0 15
y 24 | -3 | -2 0 8
up 3 -1 -1 1 3 klicovy radek
Min <«— |9 3 -1 -1 1
f 0 6 4 0

klicovy sloupec

Vychozi z&kladnfeSeni: X" =30,y =24, u;=3,x=y=2'=0,f=0

Poznamka:

30 24 3
Vypodet podifi; ——=15, ——=8, —
ypocet p 5 3 1

=3

4) Prechod k sousednimu krajnimu bodu - Wgtonové tabulky (pro#mnéz” a x si

vymeni misto- klicovy prvekdg, nahradime jehorpvracenou hodnotoua(l—); prvky,
qp

ktereé se vyskytuji v kiibovémtadku d@lime op&nou hodnotou kéiového prvku €d,,),
zde tedy 2 a prvky, které se vyskytuji wkWém sloupci dime piimo klicovym
prvkem (+d. ), zde tedy — 2; ostatni prvky vyigeme podle vySe zméného
kiiZzového pravidla).

OptimalnireSeni?



BAZE b

y 15

= 1. faze koni, neb@ min g = 0, funkci g miZzeme vypustit a tim padem i glou

proménouu;. Pro rehlednost upravime tabulku:

BAZE | b y z° | Podily

X 24 | -1 | =2 24

y 15 1 -3

X 3 -1 1 3 klicovy fadek
Min «— |f 18 | -2 6

ktiovy sloupec

Poznamka:

Vypocet podifi: —2—1 =24, —% =3

Této tabulce odpovida bod o $adnicich: X’ =24,y" =15x=3,y=2"=0

5) Prechod k sousednimu krajnimu bodu - wgtonové tabulky (progmnéx ay si

vymeni misto- klicovy prvekdg, nahradime jehorpvracenou hodnotoua(l—); prvky,
qp

ktereé se vyskytuji v kiiovémtadku d@lime op&nou hodnotou kéiového prvku €d,,),

zde tedy 1 a prvky, které se vyskytuji wkNém sloupci dime piimo klicovym



prvkem (+d,,), zde tedy —1; ostatni prvky vyfteme podle vySe zméného kizoveho
pravidla).

OptimalnireSeni?

BAZE | b X z
X 21 1 -3
y 18 -1 -2
y 3 -1 1
f 12 2 4
Minc=0
OptimalniteSeni= Hodnota funkceMIN = 12 v bodé x =0,y =3
Poznamka:
* [ — * (— *
Vypocet pomoci kizového pravidla: 24 3" () =21, -2 1D =-3,15 371
* —_ * —_ *
18,-3 ! 1:—2, 18 (=2 3':12,6 (2 1:4
Poznamka:

Lze provést kontrolu, pokud dosadime vysledné htyddo zadané funkce (tzn. zda
bod vyhovuje soustay.
Nap. dosadime do soustavy 2 3y < 30 bodx a body
= 2*0+3*3<30
9<30 PLATI



10. PRIKLAD:

(Gloha minimalizani, vlastni omezeni nerovnosti typua typu=, vlastni omezeni

rovnice)

Je déana uloha linearniho programovani:

Min {2x+ 4dy: x+y<4;x+2y=>5; X-y=2;x=20,y=0}.

Upravte tuto Glohu pro vypet simplexovou metodou a sestavte vychozi simplexov
tabulku.

Resent:

1) Fidani bazickych progmnych (dvou dogikovych a dvou urdlych) s poZzadavkem

nezapornosti a jejich vyjéeni

X+ y<4 +x =20 N X' =4—-X-Y
X+2y>5 -y +u,y =20 - u=5- X—-2+y
2X— y=2 + Uy - W=2-2X+Yy (2)

V piipravné fazi (1. fazi simplexové metody), hledameimum unglé funkce

g(ug, U) = Uy +Up, U, U = 0.

Mozné zavry 1. faze:
3. min g = 0 - kone&nd tabulka je vychozi préeSeni gvodni ulohy, unilé

proménné vypustime,

4. min g>0 - mnoZina pipustnychéeSeni vodni Ulohy je prdzdna.

2) Ucelova funkcef = 2x + 4y (2)

3) Sestaveni vychozi tabulky pro 1. fazi:

Hledameminimum U¢elové funkce. Stanovime kbivy sloupec(tj. sloupec, ve kterém

se v welové funkci vyskytuje zaporngéslo, plati tedyclIO < 0), na jeho zaklagkli¢ovy
fadek (tj. radek, ktery utime podle podil — podily pé@itame pouze ¥vadcich, kde je

di, < 0, tzn. pouze tam, kde je zaporadka a kde nam vyjde mensi hodnota poxily



= —2, tam je kléovy radek) a poté stanovime Mipiku klicového sloupce
ip

a klicovéhoradku kltovy prvek

OptimalniteSeni plati pro: Min c=0
Max c<0
- kritérium pro to, zda jéeSeni optimalni dava posledadkaf
BAZE| b X y y | Podily
X 4 -1 | -1 0 4
Uy 5 -1 -2 1 5
U 2 | =2 1 0 1 | kiicovytadek
Min «— |9 7 | -3 | -1 1
f 0 2 4 0

klicovy sloupec

Vychozi zakladnfeSeni: X" =4,u1=5,u, =2,x=y=y'=0,f=0

Poznamka:

4
Vypodet podifi; =4, =5, =1
ypocet p 1 1 >

4) Prechod k sousednimu krajnimu bodu - wgtonoveé tabulky (progmnéu, a x si

vymeéni misto— klicovy prvekdq, nahradime jehotpvracenou hodnotou—(l—); prvky,
qp

které se vyskytuji v kiovemtadku dlime op&nou hodnotou kéového prvku ¢d,,),
zde tedy 2 a prvky, které se vyskytuji wkWém sloupci dime pimo klicovym
prvkem (+d. ), zde tedy — 2; ostatni prvky vyfeme podle vySe zméného
kiizového pravidla).

OptimalnitreSeni?



BAZE| b W y y" | Podily
1 3
X J— ——
3 2 2 0 2
1 e
U O 8 klicovy radek
4 2 1 5
1 1
X —— J—
1 2 2 0
3 5
Min <«— |9 n - B
f 2 -1 5 0

kItovy sloupec

Poznamka:

Vypocet pomoci kizového pravidla: 4 ———= ( V. =3,-1———= i 1) 3, 0 —w=

-2 2 -2

0.5 2 (—1):4’_21 (- 1)__5’1 0* (-1 _ =17 (-3 2_4 (31 (3*1 _E’
- -2 2 -2 -2 -2 2
1_(_3)_0:1,0 2 2:2,42 1:5, 0 2 O:o
-2 -2 -2 -2
Vypocet podifi: _33=2, _4522
2 2

Této tabulce odpovida bod o $adnicich: X’ =3,u; =4,x=1,u,=y=y =0,f=0

5) Prechod k sousednimu krajnimu bodu - W§gtonové tabulky (progmnéu; a y si

vymeni misto - prvky, které se vyskytuji v klovémiadku @lime op&nou hodnotou

klicového prvku, tj. zde tedy;Z a prvky, které se vyskytuji v kibvém sloupci dime



piimo klicovym prvkem, tj. zde tedy g; ostatni prvky vypé&teme podle vySe

zmirgného KiZzového pravidla).

OptimalnireSeni?

BAZE| b \% u% y
, 3 1>> 3:> 3
« 3 1N ] 3 3
5 5/| 5 5
8 1 2\| 2
y 5 5)| 5 5
9 \; \ﬁ 1
« CA _ 1
5 5 5
f 10 | ‘9 82 2

= 1. faze koni, neba@ min g = 0, funkci g miZzeme vypustit a tim padem i «léa

proménnéus, U,. Pro gehlednost upravime tabulku:

BAZE| b y’
, 3 3
X J— ——
5 5
8 2
y 5 5
9 1
X — —
5 5
f 10 2
Minc=0

OptimalnireSeni= Hodnota funkceMIN = 10 v bodé x =9/5,y = 8/5



Poznamka:

4*(_3j 1*(_3j
Vypocet pomoci kizoveého pravidla: 372- §, 1.2\2. 1, 0
) 5 2 ) 5
2 2
1*(-3j 1, 1,1 1., (_5}4
2 = _§ 1__2 = g _E_—Z 2 = _E 0 __2 :E 4 2 =0 E_
_5 5'> 5 5 2 _5 5 55 _5 "2
2 2 2 2 2
(_gj; (—2)*1 5+ 4 5, 5
= = - 2: =
5 =11 5 0,2_7—10, 1_§ O,O_E 2
2 2 2 2 2

Poznamka:
Lze provést kontrolu, pokud dosadime vysledné htyddo zadané funkce (tzn. zda

bod vyhovuje soustay.
Nap. dosadime do soustaxy+ 2y > 5 bodx a body

= —+2*



11. PRIKLAD:

(Gloha minimalizani, vlastni omezeni rovnice)

Je déana uloha linearniho programovani:

Min {30x + 25+ 1z x+ 2y —z=8; X— 2 + 3z=18;%,Yy, 2= 0}.

Upravte tuto Glohu pro vyget simplexovou metodou a sestavte vychozi simplexov
tabulku.

Reseni:

1) Fidani bazickych progmnych (dvou urélych) s poZzadavkem nezapornosti a jejich

vyjadreni
X+2y— z=8 +u;=20 > w=8 —x—-2+ z
2X—2y+3%k=18 +Uz;=20 > Ww=18-Xx+2y-X 1)

V piipravné fazi (1. fazi simplexové metody), hledameimum unglé funkce

g(ug, Uz) =ug + Uy, Uy, U2 0.

Mozné zavry 1. faze:
5. min g = 0 - kone&na tabulka je vychozi préeSeni gvodni ulohy, unilé

proménné vypustime,

6. min g>0 - mnoZzina pipustnychreSeni fvodni ulohy je prazdna.

2) Ueelova funkcef = 30k + 25y + 1z (2)

3) Sestaveni vychozi tabulky pro 1. fazi:

Hledameminimum U¢elové funkce. Stanovime kbtivy sloupec(tj. sloupec, ve kterém

se v welové funkci vyskytuje zaporngéslo, plati tedyclID < 0), na jeho zakladklicovy
fadek (tj. radek, ktery utime podle podil — podily p@itame pouze ¥vadcich, kde je
di, < 0, tzn. pouze tam, kde je zaporadka a kde nam vyjde mensi hodnota poxiily

= —di", tam je kléovy radek) a poté stanovime \ipiku klicoveho sloupce
ip

a klicovéhoradku kltovy prvek



OptimalniteSeni plati pro: Min cz0

Maxc<0
- kritérium pro to, zda jéeSeni optimalni dava posledatkaf
BAZE | b X y z | Podily
Uy 8 -1 -2 1 8 | klicovytadek
Up 18 -2 2 -3 9
Min <«— |9 26 -3 0 -2
f 0 30 25 10

klicovy sloupec

Vychozi zakladnfeSeni:u;=8,u, =18 x=y=z=0,f=0

Poznamka:

Vypocet poditi: —% =8, % =9

4) Prechod k sousednimu krajnimu bodu - Wgtonoveé tabulky (promnéu;” a x si

vymeni misto- klicovy prvekdg, nahradime jehorpvracenou hodnotou—(l—); prvky,
qp

ktereé se vyskytuji v kiibovémtadku dlime op&nou hodnotou kéiového prvku €d,),
zde tedy 1 a prvky, které se vyskytuji wkNém sloupci dime piimo klicovym
prvkem (+d,,), zde tedy —1; ostatni prvky vyfteme podle vySe zméného kizoveho

pravidla).

OptimalnireSeni?



BAZE b U y z | Podily

X 8 -1 -2 1
2 s
U 2 2 6 -5 T klicovy radek
2 3 6 -5

Min <+«— |9
f 240 | —30| —35/ 40

klicovy sloupec

Poznamka:

Vypocet pomoci kizového pravidla: 18

@)*8_, 5, (A" _ o _ 5 _
-1 ’ -1 ’

(2)"1_ 5, 26m=2,0—w=6, o (9L 5,0 30*8=24o,

25_30—(_2):_35, 10 3071

=40

2 2

Vypocet podifi; ——= —

yp Y 5 &
Této tabulce odpovida bod o $adnicich: x=8,u,=2,u; =y=2z=0, f=240

5) Prechod k sousednimu krajnimu bodu - wgtonové tabulky (progmnéu, a z si
vymeni misto - prvky, které se vyskytuji v klovémiadku @lime op&nou hodnotou
klicového prvku, zde tedy 5 a prvky, které se vyskytwklicovém sloupci dime
piimo klicovym prvkem, zde tedy — 5; ostatni prvky v§feme podle vySe zméného

kiiZzového pravidla).

OptimalnireSeni?



BAZE | b \Q y \R
L _g) _4 _%)
5 5
, 2 éz) 6 _(1)
5 5 5
f 256 ;/14 13 /}-8
\ .

= 1. faze koni, neba@ min g = 0, funkci g miZzeme vypustit a tim padem i «lé

proménnéu,, U,. Pro gehlednost upravime tabulku:

BAZE b y
42 4
X —_— —_——
5 5
2 6
Z J— J—
5 5
f 256 13
Min c=0

OptimalniteSeni= Hodnota funkceMIN = 256 v bodé x =42/5,y =0, z = 2/5

Poznamka:
* * *
Vypocet pomoci kizového pravidla: 8 271 4—2, -1 2°1_ —3, -2 61 _
-5 5 -5 5 -5
* * * * *
4, (D2 43 (D2 1 5 (D"6_( 5494072 ,pp _3040"2_
5 -5 - - -5 -5
*
=14, -35 40 6= 13




Poznamka:

Lze provést kontrolu, pokud dosadime vysledné htyddo zadané funkce (tzn. zda
bod vyhovuje soustay.

Napr. dosadime do soustaxy+ 2y —z = 8 bodx, body a bodz

= 4—2+2*0—228
5 5

8=8 PLATI!

Dosadime do soustavix 2 2y + 3z = 18 bodx, body a bodz

= 2*4—2—2*0+3*g=18
5 5

%+ §: 18

5 5

D_ 15

5

18 =18 PLATI!

Nebo pokud dosadiméimo do @&elové funkce 30+ 25/+ 10z bodx, body a bodz

= 30*4?2+25*0+10*§:256 PLATI!



12. PRIKLAD:

(Uloha minimalizani, vlastni omezeni nerovnosti typua typu<, vlastni omezeni

rovnice)

Je dana uloha linearniho programovani:

Min {2x+y: 3x—-y=>12;x+y<10;x+ 2y =8;x=> 0,y = 0}.

Upravte tuto Ulohu pro vyget simplexovou metodou a sestavte vychozi simplexov
tabulku.

Resent:

1) Fidani bazickych progmnych (dvou dogikovych a dvou urlych) s poZzadavkem

nezapornosti a jejich vyjéeni

X— y=212 X +up X200 - u=12-X+ y+x
X+ ySlO +y'20 - y':lo_x_ y
X+2y=8 u, 20 - u=8 —x-2% (2)

V ptipravné fazi (1. fazi simplexové metody), hledameimum unglé funkce

g(ug, U2) = Uy +Up, U, U = 0.

MozZné zavry 1. faze:
7. min g = 0 - kone&né tabulka je vychozi préeSeni gvodni ulohy, unilé

proménné vypustime,

8. min g>0 - mnozina pipustnychieSeni gvodni Ulohy je prazdna.

2) Ueelova funkcef = 2x +y (2)

3) Sestaveni vychozi tabulky pro 1. fazi:

Hledameminimum U¢elové funkce. Stanovime kbivy sloupec(tj. sloupec, ve kterém

se v welové funkci vyskytuje zaporngéslo, plati tedyclIO < 0), na jeho zaklagkli¢ovy
fadek (tj. radek, ktery utime podle podil — podily pé@itame pouze ¥vadcich, kde je

dip < 0, tzn. pouze tam, kde je zapotadka a kde nam vyjde mensi hodnota poxkily



= —2, tam je kléovy radek) a poté stanovime Wipiku klicového sloupce
ip

a klicovéhoradku kltovy prvek

OptimalniteSeni plati pro: Min c=20
Maxc<O
- kritérium pro to, zda jéeSeni optimalni dava posledatkaf
BAZE b X y X" | Podily
Uy 12 -3 1 1 4 klicovy radek
y 10 -1 -1 0 10
Up 8 -1 -2 0 8
Min <€— |9 20 | -4 | -1 1
f 0 2 1 0

klicovy sloupec

Vychozi zakladnfeSeni:u; =12,y =10,u, =8,x=y=x =0,f=0

Poznamka:

12 10 8
Vypocet poditi; —=4,—=10,——=8
ypocet p _3 1 1

4) Prechod k sousednimu krajnimu bodu - wgtonoveé tabulky (progmnéu; a x si

vymeni misto- klicovy prvekdg, nahradime jehorpvracenou hodnotoua(l—); prvky,
qp

ktereé se vyskytuji v kiiovémtadku d@lime op&nou hodnotou kéiového prvku €d,,),
zde tedy 3 a prvky, které se vyskytuji wkNém sloupci dime primo klicovym
prvkem (+d. ), zde tedy — 3; ostatni prvky vyigeme podle vySe zméného

kiiZzového pravidla).



Optimalnireseni?

BAZE b U y x| Podily
y R O 0 I A
3 3 3
. 1 4 1 18
y 6 | S |5 |33
3 3 3 4
1 1] 12 o
Up 4 3 713 3 3 klicovy radek
. P T A
Min <«— |9 3 3 3
f g | 2] 5 | 2
3 3 3
klicovy sloupec
Poznamka:
Vypocet pomoci kizového pravidla: 1ow= 6, —1L)3:L= —g, 0 L)slz
1og (D12, L, (DML T (DI 1oL (A2,
3 -3 -3 3 -3 3 -3
(-4) 1=_Z,1(—4) 1=_},0 2 12:8,12 1:§,O 2*1_2
-3 3 -3 3 -3 -3 3 -3 3
18 4 _ 12
Vypocet poditi: ——=—, ——=—
ypocet p 4T3 77
3 3

Této tabulce odpovida bod o $adnicich: x=4, y =6,u,=4,u,=y=x"=0,f=8

5) Prechod k sousednimu krajnimu bodu - Wgtonoveé tabulky (pro#mnéu, a y si

vymeéni misto - prvky, které se vyskytuji v klovémriadku @lime op&nou hodnotou

klicového prvku, zde tedyg a prvky, které se vyskytuji v kKibvém sloupci dime



piimo klicovym prvkem, zde tedy %; ostatni prvky vyp&teme podle vySe zméného

kiiZzového pravidla).

OptimalnireSeni?

BAZE b \# \? X
32 1 2

X______
IEIETE

S R N N

y 7 7 7 7
2 d | et

y 7 7

g~ 0 MU //4 s
7 7

= 1. faze koni, neba@ min g = 0, funkci g miZzeme vypustit a tim padem i «héa

proménnéus, U,. Pro gehlednost upravime tabulku:

BAZE b X
32 2
X —_— —
7 7
26 | 1
y 7 7
2] 1
y 7 7
f 7% | 3
7 7

Min c=20



OptimalnireSeni= Hodnota funkceMIN = 76/7 v bodé x =32/7,y = 12/7

Poznamka:
4*} 1*1 _} *1
. e I 3. .32 1 3 3 2 1 3) 3
Vypodéet pomoci kizového pravidla; 4 —= —, ——=2 2= — —_ =
yp p p 7 7 3 7 7'3 7
3 3 3
a4 1,(_4 ARG 5,

2 U3 261303 1 1033 1.3%7_
7 7 7’3 7 73 7 I A
3 3 3 3

5,1 5*(_1j (_7}4 (jj*l
233 3 23(3_3, L3 al3 3, 1
3 _7 7 3 7 7 7 3 7 3

3 3 3 3

Poznamka:

Lze provést kontrolu, pokud dosadime vysledné htyddo zadané funkce (tzn. zda
bod vyhovuje soustay.

Napr. dosadime do soustavy 3y = 12 bodx a body

= 372+1722 12

8—74 >12 PLATI



13. PRIKLAD:

(Uloha minimalizani a maximalizéni, vlastni omezeni nerovnosti typla typu< )

Je dana uloha linearniho programovani:
Min, Max {3x + 2y: x+y = 10; X + 5y<15;x> 0,y = 0}.
Upravte tuto Ulohu pro vyget simplexovou metodou a sestavte vychozi simplexov

tabulku.

Reseni:
1) Fidani bazickych progmnych (dvou dogikovych a dvou urdlych) s poZzadavkem
nezapornosti a jejich vyjéeni

x+ y=>10 X +up X200 - uu=10—- x— y+x

3x+5y< 15 +y 20 - y =15 - X5 (1)

V ptipravné fazi (1. fazi simplexové metody), hledameimum unglé funkce

g(uy) =ug, up = 0.

Mozné zavry 1. faze:
9. min g = 0 - kone&na tabulka je vychozi préeSeni gvodni ulohy, unilé

proménné vypustime,
10.min g > 0 — mnoZina pipustnychreSeni fvodni Glohy je prazdna.
2) Ueelova funkcef = 3x + 2y (2)

3) Sestaveni vychozi tabulky pro 1. fazi:

VzZdy nejprve hledameninimum a az potémaximum (celové funkce, pokud mame

za Ukol maximum najit. Stanovime ddivy slouped(tj. sloupec, ve kterém se valové

funkci vyskytuje zdpornéislo, plati tedy clp < 0), na jeho z&kladklicovy radek (t;.
radek, ktery utime podle podil — podily p@&itame pouze ¥adcich, kde jel, < 0, tzn.
dio
d

P

pouze tam, kde je zaportiadka a kde nam vyjde mensi hodnota porily =



tam je kltovy radek) a poté stanovime wipiku klicového sloupce a kibvéhotradku
klicovy prvek

OptimalniteSeni plati pro: Min c20
Maxc<O0
- kritérium pro to, zda jéeSeni optimalni dava posledadkaf
BAZE b X y x| Podily
Uy 10 -1 -1 1 10
y 15 | -3 | -5 0 5 | klicovyfadek
Min <€— g 10 -1 -1 1
f 0 3 2 0

klicovy sloupec

Vychozi zékladnfeSeni:u; =10,y = 15,x=y=x =0, f=0

Poznamka:

Vypocet poditi: —1—3: 10, —1—53 =5

4) Prechod k sousednimu krajnimu bodu - Wetonové tabulky (progmnéy” ax si

vymeni misto- klicovy prvekdg, nahradime jehorpvracenou hodnotoua%—); prvky,
qp

ktereé se vyskytuji v kiiovémtadku d@lime op&nou hodnotou kéiového prvku €d,,),
zde tedy 3 a prvky, které se vyskytuji wkWém sloupci dime pimo klicovym
prvkem (+d. ), zde tedy — 3; ostatni prvky vyigeme podle vySe zméného

kiiZzového pravidla).

OptimalnireSeni?



BAZE b y y X’

1 2
Uy 5 - - 1

3 3
X 5 1 2 0

3 3

1 2

5 — — 1 in ¢

g 3 3 Min c=20
f 25 -1 -3 0

Min c 2 0, alefadek funkcegy nemizeme vyskrtnout, neligsme nedocilili, zes; = 0.

= MnozZina gipustnychieSeni je prazdna!
Poznamka:
* (— * (—
Vypocet pomoci kizoveho pravidla: 10 ES(TD: 5, —1—(_5)%: % 1-
* [(— - * - * [ — —_ * *
0* (1) _ 1 19 (D*15_5 _, (D*( 5)=§’ L 1)30:1,0 3*15_ 1o,

3*(5) __4 (. 3"0

=0



7. ZAVER

Myslim si, Zze by tato diplomova prace mohlaougit jako jakysi nahled
do problematiky linearniho programovani, a to nepea zaky siednich a vysokych

Skol, ale i pro jejich &itele.

V teoretick&dasti jsem se snazila vy#lit veSkeré paebné pojmy a uvést zakladni
véty a formulace, které jsem poté v prakticiésti s podrobnym popisem rozebrala.

Hi grafickémieSeni jsem dlouhofpmyslela, jaky vhodny program pouzit, aby dané
obrazky byly pro vSechngitelné a ndly nalezitou vypovidaci schopnost. Nejprve jsem
se pokusila obrazky vykreslit v matematickém prograMaple 6, ale nezdaly se mi
piiliS dost&ujici a tak jsem se pokusila najit jiny prograneritbych pouzila. Nakonec
jsem pouzila pro tvorbu obrailgeometricky program GEONEXT, s nimZ jsem se sama
nawila pracovat bez cizi pomoci. Tento program byclélehviem doportit a to

pro jeho jednoduchost a nazornost.

Jak jsem jiz zminila, v mé diplomové praci lwluzit pro grafickéieSeni uloh
linearniho programovani vySe jmenovany geometrigkggram, ale dané ulohy jdou
samozejm fesit i riené na papir. Jen je petba rysovat velmiiesre a hlavie pomoci

pravitka a nejlépe na milimetrovy papir.

Fi ponadeni do tématu linearniho programované melmi upoutalo pray jeho
grafické reSeni, ale také i simplexovy algoritmus, kteryénmiSel velmi zajimavy
a hlavré srozumitelny.Cim vice jsem se touto problematikou zabyvala, tioe \se mi

praw toto zvolené téma libilo a mohu jej vSem dogdru
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