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Uvod

Studenti jednotlivych matematickych obort se s pojmem diferencialni pocet seznamuji
v matematické disciplin€, zvané matematickd analyza. Vyuzitelny je v fadé technickych a
ptirodnich véd. My se zaméfime na dualezity pojem diferencialniho poc¢tu, a to na pojem
derivace funkce a ukdzeme jeji aplikace pii feseni neékterych fyzikalnich aloh.

Cilem bakalarské prace je demonstrace aplikace diferencialniho poctu ve fyzice, a to
predevs§im za vyuziti derivovani, pii feSeni jednotlivych piiklada. Priklady jsou feSeny jak
manualné pomoci zakladnich vzorci pro derivovani, tak za pomoci softwaru Wolfram Cloud,
ktery je pro studenty volné dostupny, tudiz nabizi velice uzite¢nou formu matematického
softwaru, jehoZz znalost pouzivani muze byt pro fadu studentt velice uzite¢na. Prace by méla
primarné slouzit jako sbirka feSenych uloh pro studenty 1. ro¢nikGi matematickych c¢i
fyzikalnich obort, s moznosti naucit se pracovat se zmifiovanym softwarem. Tuto dovednost

mohou nasledné vyuzit pro efektivné€jsi a rychlejsi feSeni prikladi z matematické analyzy.



1 Diferencialni pocet

Obecné se diferencialni pocet zabyva vypoctem rychlosti zmény. V piipade€, kdy pfi
zkoumani urcitého jevu vénujeme pozornost dvéma proménnym veli¢inam, mizeme mezi nimi
vypozorovat jistou souvislost. Jestlize dojde ke zmén¢ jedné proménné, dojde ke zmén¢ druhé
proménné. V takovém piipad€ nazyvame prvni veli¢inu nezavisle proménnou, nebo také jako
argument, druhou veli¢inu jako zavisle proménnou, nebo funkci veliCiny prvni.

Proménné ve vétsin€ piipadi oznaCujeme pismeny x, y, z, pokud se vSak jedna o
fyzikalni konstanty, nebo oznaceni fyzikalnich veli€in, jejich znaceni ponechavame. Funkce
oznacujeme pismeny f, g, h. Pro specifikovani pifimé zavislosti mezi dvéma veli¢inami piSeme
f y =f(x), kde x oznaluje zavisle prom&nnou a y nezavisle promé&nnou. (Kuben, Sarmanova,

2006, s. 2)

1.1 Limita funkce

Limita funkce, jakozto fundamentalni pojem matematické analyzy, nam umoziuje
definovat pojem derivace a integralni pocet.
Definice 1.1 (Limita funkce)

Necht L € R. Funkce f (x) ma v bodé a limitu L a piSeme ;lclgclz f (x) =L, jestlize ke
kazdému cislu € > 0 existuje ¢islo § > 0 tak, ze pro vSechna x z neuplného 6-okoli bodu a,
ti.pro0 <|x—al|<djel|f(x)—L| <e.

V definici limity se neptedpoklada nic o funkci f (x) v bodé a. Tedy existence limity

lim f (x) ani jeji hodnota nezaviseji na hodnoté f (@), ani na tom, zda funkce f je v bodé a
xX—a

definovana.

1.1.1 Geometricky vyznam definice limity
Je-li lim f (x) = L, pak ke kazdému Cislu € > 0 existuje netplné §-okoli bodu a tak, ze v ném
xX—a

plati |f(x) — L| < € (definice 1.1), tj. L —& < f (x) < L + €. To znamena, Ze v neuplném

6-okoli bodu a probiha graf funkce f v pasu ohraniceném ptfimkami y=L —e,y=L + ¢.
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Obrazek 1: Geometricky vyznam definice limity. (Pfevzato z [7], str. 20)

Musi tedy platit, ze kazda funkce f (x) ma v kazdém svém bodé nejvyse jednu limitu.

Tato funkce je spojita v bodé€ a, jestlize plati lim f (x) = f (a).
xX—a

1.2 Derivace

Pojem derivace, jakozto smérnice teCny je matematicky problém, kterym se zabyvali
matematici jiz v antickém Recku. Prvnimi matematiky, kteii se te¢nou ke kiivce zaobirali, byli
Archimédés (287-212 pt. n. 1.) a Eukleidés (325-260 pt. n. 1.). A pravé Archimédes byl prvnim,
kdo zavedl pravidla pro pocitani s nekonecné malymi veli¢inami (tj. infinitezimalnimi). Svij
objev vSak nepouzival k vypocCtu teCen a derivaci, ale k vypoctu ploch a objemu téles.

Zaklad matematické analyze a pojmam, jako je derivace, nebo integralni pocet polozili
nezavisle na sobé ve 17. stoleti anglicky matematik Sir Isaac Newton (1643-1727) a némecky

matematik Gottfried Wilhelm Leibniz (1646-1716).

1.2.1 Geometricky vyznam a definice derivace

Derivace nam udava pomér zmény f (x) ku zméné jejiho argumentu x. Jinymi slovy
derivace popisuje tzv. rychlost zmény funkce, kterou v bodé x mizeme nazvat jako sklon
kiivky. Sklon kiivky (jeji strmost) je dan velikosti uhlu, ktery svira osa x s te€nou ke kiivce.

Ciseln& nam tedy velikost thlu piedstavuje tangens uhlu, nebo také smérnici te¢ny.
Z toho vyplyva, Ze v piipadé rastu funkce v bodé x nabyva smémice teCny kladné hodnoty.
Naopak jedna-li se o pokles funkce v bod¢€ x, nabyva smérnice te¢ny hodnot zapornych.

Pro snadngjsi predstavu si mizeme vyznam derivace znazornit graficky. Na grafu

funkce f si definujme bod T, jehoz souradnice odpovidaji 7' = [xo, fo] (viz. obrazek 2). Dale si



zvolime na grafu funkce flibovolny bod P, jehoz souradnice budou P = [x, f]. Za pomoci téchto
dvou bodu sestrojime se¢nu s grafu funkce. Dale si pfedstavme, Ze bodem x pohybujeme ve
sméru k bodu xp a postupné se tedy bod P ptiblizuje po grafu funkce k bodu 7. Je-li funkce
spojita, coz v naSem piipadé je, dojde ke splynuti bodu P s bodem T a seCna s prechazi v
ptimku ¢, kterou nazyvame te¢nou ¢ ke grafu f'v bodé 7. Smérnice seCny tedy presla ve smérnici

teny. (Kuben, Sarmanova, 2006, s. 187)

_/‘("-)_ ............................................ - y= _/‘(_\-)

3 f(x) — f(xo)

7 TE—————— A

N :
0 / / X0 X X

Obrazek 2: Geometricky model derivace. (Pfevzato z [6], str. 187)

Jinymi slovy, te¢na ¢ v bodé T je tzv. limitni polohou seCny s. To znamena, ze za
predpokladu, Ze limita existuje a nenabyva hodnot o nebo —co, mizeme jeji smérnici vyjadrit

za pomoci limity jako

lim f(x)—f(xo)‘

X—Xq X—Xo

Samotnou derivaci v uréitém bodg poté oznadujeme napi. jako f (T), analogicky tedy

muzeme derivaci v bodé T vyjadrit jako

X—Xq X—Xo



Vyraz dale tedy oznacujeme jako derivaci funkce f (x) vbodé 7. Rozdil v Citateli
nazyvame prirastkem, nebo také jako diferenci zavisle proménné funkce f v bodé 7. Rozdil ve
jmenovateli nazyvame taktéz priristkem, ale jde naopak o diferenci nezavisle proménné x

v bodé T. Tento rozdil ve jmenovateli dale bude oznacovat jako h.

Priklad 1.1
Nyni si na jednoduchém prikladu nazorné ukazeme vypocet derivace. Méyme zadanou
funkci danou predpisem f(x) = x® + 8. Nasim tikolem bude zjistit, zda existuje derivace

v bodé€ xq = 0 a ¢emu je rovna.

, x) — f(x x®+8—-(0+8 x®
f(0)=limwzlim ( )=lim—:limx5:0
x—0 X — Xo x—0 x—0 x-0 X x—0

V bodé xy = 0 tedy derivace existuje a je rovna Cislu 0. Z pohledu geometrického
vyznamu nam vysledek fika, ze smérnice neboli tangenta uhlu, jenz svira tecna a kladna ¢ast

osy x je rovna nule. Jelikoz tangens je roven O pro thel 0°, je te€na rovnobézna s osou X.

0f
25§
zné
15[
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Obrazek 3: Grafické znazornéni prvni derivace funkce f(x) = x® + 8 v bodé x, = 0.
Priklad 1.2

Analogicky si dale ukazeme vypocet derivace pro funkci danou predpisem

f(x) = sin (x) opét v bod¢ x, = 0.

1

f(x)—f(xo) . sin(x) —sin(0) sin(x)
——x = lim = lim =

f (0) - }Cl_r)r(l) — Xo x-0 x—0 x-0 X



Derivace v bodé x, = 0 stejné jako v pfikladu 1.1 existuje a je rovna hodnoté 1.

Z geometrického hlediska to tedy znamena, Ze tangens je roven hodnoté 1, ktera odpovida

uhlu 45° (neboli n/4), coz je thel, ktery svira tecna s osou X.

-1 1 2 3
-1F

=2F

-3F

Obrazek 4: Grafické znazornéni prvni derivace funkce f(x) = sinx v bodé x, = 0.

1.2.2 Derivace zakladnich elementarnich funkci

Nyni si uvedeme derivace zakladnich elementarnich funkeci, které budeme pfi vypoctech

v dalsi ¢asti prace vyuZivat.

1. k'=0
2. (x4 =a-x*1
3. (sinx)" = cosx
4. (cosx)’ = —sinx
5. (e*) =¢€*
I 1

6. (tgx)' = —

r_ 1
7. (cotgx)' = e

8. (Inx)' = %

0. (arcsinx)’ =

1-x?
10. (arccosx)’ = — 1ix2
11 (arctgx)’ = ——
12.  (arccotgx)’ = =

13. (@' =a*-In(a)
14.  (logyx)' =

xIn(a)

k€eER
aERx ERT
x ER
x ER
x ER

X € R\{§+kn,k € Z}
x € R\{km, k € 7}

x €ERT

x€(—11)
x€(—11)

x ER

X €ER
a>0,a¥1,xER

a>0,a#1xeR
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1.2.3 Derivace slozené funkce

Uvazujme slozenou funkci F = fog. Predpokladejme, ze existuje derivace funkce g
v bodé x, a derivace funkce f v bode€ uy = g(xy). Pak i slozené funkce F mé derivaci v bodé

X a plati

F'(x0) = (f°9)' (x0) = f'(uo) - g'(x0) = f'(9(x0)) - g (x0)-

Demonstrujme si vypocet derivace slozené funkce se znalosti jeji definice na nazornych

ptikladech.

Priklad 1.3

Vypoététe derivaci funkce F danou predpisem F(x) = cos(5x3).
Nejprve si musime uvédomit, ktera funkce je pro nas tzv. vn&jsi f a vnitini g. Vnéjsi

slozkou je f(u) = cos (u) a vnitini slozkou u = g(x) = 5x3. Derivaci vnéjsi slozky slozené

funkce obdrzime

f'(w) = (cos(u))’ = —sin(u)
f'(g(x) = —sin(g(x))

a derivaci vnitini slozky
g'(x) = (5x3)" = 15x2,
Dle definice miizeme nyni vypocist derivaci zadané sloZené funkce F(x) = cos(5x3).

F'(x) = f'(9(0)) " g'(x) = —sin(5x%) - 157
Priklad 1.4
Vypocététe derivaci funkce F danou predpisem F(x) = V4x? — 2x.

Opét si definujme vnéj§i a vnitini slozku slozené funkce F(x). Vné&jsi slozkou je

f(u) = +/u a vnitini slozkou u = g(x) = 4x% — 2x. Derivace vné&jsi slozky

11



1 1 1
flw) = Ww)' = u2) = Suz= oW

1
2,/g(x)

f'(g®) =

a derivace vnitini slozky
g'(x) = (4x% — 2x) = 8x — 2.

Dle definice mizeme nyni vypodist derivaci zadané slozené funkce F(x) = V4x? — 2x.

1
F'(x)=f"(g(x) g'(x) Zm'&c—z
8x -2 4x -1
F'(x) =

2Vax? — 2x  Vax? — 2x

1.2.4 Derivace vysSich rada

Pokud mé funkce f v kazdém bod€ svého defini¢niho oboru derivaci, obdrzime novou
funkci f’. Novou funkci jsme schopni opét derivovat, jinymi slovy miZze existovat (f')’ v bodé
X,. Toto &islo nazyvame druhou derivaci funkce f v bodé x, a zna¢ime jako f''(x,), nebo také
jako £ (xo).

Analogicky dokazeme vypocist treti, Ctvrtou, az n-tou derivaci funkce f. V pfipadé
vypoctu tieti derivace musime nejprve vypocist prvni a druhou derivaci. Diky vypoctené treti
derivaci jsme schopni vypocist derivaci ¢tvrtého radu a tak dale.

V nasem pfipadé se budeme zabyvat derivacemi prvniho a druhé fadu, které vyuzijeme

pti feSeni fyzikalnich uloh. Jejich fyzikalni vyznam si objasnime v nadchazejici kapitole.

Priklad 1.5
Nyni si ukdzeme vypocet derivace 4. fadu funkce f(x) = x* + 2x3 + 7x2? + x a poté

najdeme jeji hodnotu v bod¢ x, = 2.

fx) = x*+2x3+7x% + x f(2) =62
fl(x) = 4x3 +6x2 +14x + 1 f'(2) =85
F'(x) = 12x2 + 12x + 14 £(2) = 86
f®(x) = 24x + 12 F®(2) =60
@) = 24 @) =24

12



1.2.5 Fyzikalni vyznam derivace

Jak jiz bylo zminéno, cilem této prace je ukazka vyuzitelnosti derivaci ve fyzice a pfi
feSeni fyzikalnich pfikladd. Nejbéznéjsim druhem derivace ve fyzice jsou ¢asové derivace,
avSak derivace muze byt spjata i s proménnymi jiného druhu. S ohledem na Cas predstavuje
derivace funkce rychlost zmény funkce. Zakladnim piikladem derivovani ve fyzice je pohyb,
protoze predstavuje-li proménna polohu bodu, pak jeji derivaci podle Casu dostaneme
okamzitou rychlost (neplést s primérmou rychlosti). V ptipad€, kdy proménna predstavuje
rychlost, pak jeji derivaci podle ¢asu je okamzité zrychleni. Jinymi slovy, okamzité zrychleni
je druhou derivaci pohybu podle ¢asu.

Derivace je tedy vyuzitelnad v oblasti mechaniky, kdy zkoumame pohyb, rychlost,
zrychleni, popiipad€ vychylku néjakého bodu ¢i télesa v zavislosti na ¢ase. AvSak mechanika
neni jedinou oblasti fyziky, kdy zkoumame zavislost zmény jedné veli¢iny ku druhé.
V termodynamice muzeme za pomoci derivovani zjistit napfiklad zavislost zmény nadmorské
vysky na zméné tlaku vzduchu, nebo rychlost zmény napéti vodnich par od absolutni teploty.
Posledni oblasti, kterou se budeme zabyvat je elektfina a magnetismus, kdy budeme napftiklad
pocitat intenzitu okamzitého proudu derivaci vztahu pro mnozstvi elektrického naboje, nebo
také elektromotorické napéti derivaci vztahu proudu podle Casu.

Je ziejmé, ze v pripad€ derivovani funkce, ktera nam popisuje prubéh urcité veliCiny
v zavislosti na proménné (napiiklad v z&vislosti na ¢ase), obdrzime funkci novou. Tedy

derivovani ve fyzikalnim vyznamu odvozuje vztahy veli¢in, zavislé na stejné proménné.

13



2 Wolfram Mathematica

Spole¢nost Wolfram Research, zalozena roku 1987 britskym fyzikem, matematikem a
programatorem Stephenem Wolframem, je prukopnikem aplikace pocitacovych vypoctu
v téméf vSech odvétvich, jako je napfiklad matematika, fyzika, biologie, chemie, geografie,
ekonomie a mnoho dalSich. Vypocty jsou realizovany za pomoci nékolika desitek tisic
algoritmu, kdy kazdy z téchto algoritmti musel byl explicitné vytvoren.

Takto rozsahla knihovna algoritmt byla vytvorena diky specifickému programovacimu
jazyku Mathematica, ktery je znamy predevS§im svou obrovskou vykonosti pifi pocitani
jednorazovych vypoctu, ale jde vyuzit také pfi sestavovani slozitych algoritmi. Dal§im velice
vyznamnym pozitivem programovaciho jazyku Mathematica je jeho intuitivnost a
jednoduchost pro lidi, ktefi jej mohou vyuzit bez znalosti slozitého programovaciho jazyku pfi
vypoctech v jednotlivych oborech. Zaroven poskytuje spole¢nost Wolfram knihovnu nékolika
tisict zapist, vCetné vysvétleni jejich aplikace.

Wolfram Mathematica ale nenabizi pouze matematické vypocty. Je schopen vykreslovat
grafy, vyhledavat informace v realném case, jako naptiklad vzdalenost Mésice od planety
Zemg, ktera se meéni v ¢ase a mnoho dalSich vyuzitelnych funkei. (Gray T., [online], [1])

Nasim cilem bude vSak demonstrovat vyuzitelnost Wolframu Mathematica pfi
derivovani funkci, popfipadé pii vykreslovani grafii. Jelikoz zvlada misty slozité vypocCty jako
je derivovani, nebo integrovani v fadech desetin sekundy, je znalost prace s Wolframem velice

uzite¢na nejen pro studenty matematiky, ale také pro studenty ostatnich védnich obort.

2.1 Wolfram Cloud
V této praci budeme vyuzivat produkt Wolfram Cloud, ktery provadi vSechny vypocty

mimo pocita¢ uzivatele, tudiz neni k jeho pouzivani potfeba vykonny pocitac. Zaroven slouzi
jako bezplatna verze pro studenty s rozsdhlymi moznostmi. V naSem ptipadé nas bude zajimat
predevsim vykreslovani grafii a derivovani funkci.

Uzivatel by mél mit na paméti, ze pokud nevlastni plnou verzi softwaru Wolfram Cloud,
je jeho prace ulozena po dobu 31 dni a poté k ni ztrati pfistup. Coz ovSem neni problém
v piipadé, kdy software vyuzivame k okamzitym vypoctim, Ci tvorbé grafli, které okamzité

vkladame do protokolii, seminarnich praci, ¢i bakalarskych praci.
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2.1.1 Uzivatelské rozhrani

K uzivani Wolframu Cloud neni potieba stahovat software do paméti pocitace, ale jeho

pouzivani je zprostiedkovano skrze webovy prohlizeC na adrese

www.wolframcloud.com.

Po zadani webové adresy se uzivateli otevie domovska stranka Wolframu Cloud. Pro
uzivani softwaru je tfeba registrace prostrednictvim tlacitka , Sign up for free a nasledné zadani

e-mailové adresy, jména a hesla.

% WOLFRAM CLOUD

WOLFRAM CLOUD

Integrated Access to Computational Intelligence

he Wolfram Cloud combines a state-of-the-art notebook interface

€ programming tan

ith immediate acc

knowledge. Learn more »

BASIC PLAN HAVE AN ACCOUNT?
Sign up for free Signin

® 2022 Wolfram Research, Inc. | Terms | Privacy | Support

Obrazek 5: Domovska stranka Wolfram Cloud. (Zdroj [online], [10])

Po uspésné registraci ziska uzivatel pfistup do uzivatelského prostredi softwaru
Wolfram Cloud. Uprostfed obrazovky se nachazi tlacitko ,,New Notebook®, prostiednictvim
kterého uzivatel vytvori novy seSit (tzv. notebook), ktery dale slouzi k samotné praci se
softwarem a tlaCitkem , My Files“ muze uzivatel prochazet a upravovat jiz vytvorené

notebooky.
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http://www.wolframcloud.com

$ WOLFRAM CLOUD Plan-Basic  UPGRADE»  [I] Decumentation  [§] Language Intro quicklinks [ cloudfiles Q&

New Notebook My Files

£ Install Wolfram Desktop »

® 2022 Welfrar: Research, bn. | Terms | Peivacy | Support

Obrazek 6: Uzivatelské prostfedi Wolfram Cloud. (Zdroj [online], [10])

Na horni listé uzivatelského prostiedi se nachazi hned nékolik velice dulezitych funkci
k naslednému pouzivani, ¢i zdokonalovani se v praci s Wolfram Cloud.

Nejdalezit€jsim tlacitkem ,,Documentation” se uzivatel dostane k fadé edukacnich
text, které obsahuji navod, jak pracovat napiiklad s vyuzivanym programovacim jazykem,
strukturou zadavani prikazi, definovanim vizualni stranky graft, nebo také obsahuje knihovnu
ptikaza pro jednotliva odvétvi. Jedna se tedy o ucebnici prace s Wolfram Cloud, ktera ma za
ukol usnadnit uzivatelim praci se softwarem.

Tlac¢itka ,Language Intro“ a ,Quick Links*“ obsahuji hlubs§i ukazku do prace
s programovacim jazykem a zakladni praci s notebookem Wolfram Cloud.

Jako posledni, které si uvedeme je tlacitko ,,Cloud Files“, které ma obdobnou funkci
jako tlacitko ,, My Files“. Tedy umoziuje uzivateli rychly pfistup kjeho jiz vytvorenym

notebookim a naslednou praci s nimi.

Plan:Basic  UPGRADE » I:D Documentation Language Intro 9 Quick Links D Cloud Files Q 8

Obrazek 7: Horni lista uzivatelského prostiedi Wolfram Cloud. (Zdroj [online], [10])

Jak jsme jiz zmifiovali, pomoci tlacitka , New Notebook® vytvoii uzivatel novy
notebook, do kterého nésledné¢ zadava prikazy, podle toho, co po softwaru momentalné

pozaduje.

16



2.1.2 Uvod do syntaxu

Nyni si nazorn€ demonstrujeme praci s notebookem a tvorbu pozadovanych prikazu,
které budeme dale vyuzivat pfi feSeni prikladd, v nasledujici Casti textu.

Ptikazy jsou Casto pro uzivatele intuitivni. Nékdy jsou zalozeny na zkracenych formach
slov, nekdy ptikazové slovo odpovida samotnému pozadavku. Naptiklad pokud chceme
jednoduchy ptiklad, vyuzijeme ptikaz, Solve®, tedy v Ceském piekladu , vytesit™. Co konkrétné
ma software vyftesit, musime napsat hned za nami zadany pfikaz do hranatych zavorek. Pro

potvrzeni pfikazu a nasledny vypocet stiskneme soubézné klavesy SHIFT + ENTER.

ing- Solve[l+2% (5+7})]

outsl- Solve[25]

=

Obrazek 8: Stavba prikazu ,,Solve” ve Wolfram Cloud.

DalSim pro nas uziteCnym piikazem bude piikaz ,,Plot“, kterym budeme vykreslovat
nami pozadovanou funkci. Stavba piikazu je zalozena na identickém principu jako
v pfedchozim pifipadé neboli za samotny piikaz vlozime hranaté zavorky, do kterych
konkretizujeme, jakou funkci ma software vykreslit, poptipadé jak chceme, aby graf vypadal.

Pokud chceme napftiklad vykreslit graf funkce sinus, zapiSeme do hranatych zavorek
Sin[x] a pomoci ¢arky oddélujeme nase dalsi pozadavky, které ale zapisujeme do zavorek
slozenych. Na obrazku 9 mizeme vidét, ze nasim pozadavkem bylo, aby software vykreslil

funkci sinus s proménnou x na intervalu Xx,,,;;, = 0 az x4, = 67.
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- Plot[Sin[x], {x, &, 6Pi}]

1of

.5

Ot [3]=

{5 -_

140k
aes ¥ image size ¥ add fill hackground ¥ move ... El

Obrazek 9: Stavba piikazu ,,Plot ve Wolfram Cloud.

Dalsi vyuzitelné piikazy pro vykreslovani grafii, jako napiiklad popis jednotlivych os,
definovani jejich intervalu, zména barvy funkce, ¢i vykresleni legendy grafu si ukazeme
v nasleduyjici kapitole.

V této praci si také ukazeme jak efektivné a rychle derivovat funkce, jejich zadavani do
softwaru, nebo vypocet konkrétnich ¢iselnych hodnot. Nejprve si budeme muset v notebooku
definovat funkci, kterou budeme derivovat. Na nasledujicim obrazku si ukazeme podobu

ptikazu pro derivaci funkce Sin(x) a vypoctu Ciselné hodnoty derivace v bodé x = .

nte.- F[x_] t=5in[x]
fIx]
fripi]

outf17]- Cos[x]

ourfig]- =1

Obrazek 10: Stavba piikazu ,f'[x]* ve Wolfram Cloud.

Nejprve jsme si tedy definovali funkci Sin(x). Poté jsme se klavesou ENTER posunuli
o tadek nize, ve kterém jsme softwaru zadali, aby derivoval definovanou funkci podle
proménné x. Jako posledni jsme zadali ptikaz pro vypocet derivace v bodé x = m. Po zadani
téchto tii prikazl stiskneme kombinaci klaves SHIFT+ENTER, ¢imz zadané piikazy potvrdime

a obdrzime derivaci funkce podle proménné x a jeji hodnotu v bod¢€ x = 7.
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Nyni si ukazeme, jak zadat do pfikazového fadku mocninu, odmocninu, nasobeni, nebo
vyraz ve zlomkovém tvaru. Jelikoz pfikaz zadavame do tfadku, budeme muset dbat na to,
abychom spravné zadali, ktery vyraz je ve zlomkovém tvaru, ktery vyraz chceme umocnit,
popiipadé odmocnit.

Uvazujme funkci
) =%

Abychom vyraz zadali pro software pochopiteln€, budeme muset jednotlivé Cleny oddélit
zavorkami. Zaroven uzavieme zavorkami jednotlivé Citatel 1 jmenovatel, aby bylo jasné, které
dva vyrazy délime. Mocninu ve vyrazu x? zapiSeme pomoci znaku stfisky (*), tedy jako x"2.
Zlomek zadame pomoci lomitka (/) a odmocninu znazorfiuje vyraz ,,Sqrt“ (z anglického ,,square
root®, tj. druhd odmocnina). Vyraz, ktery chceme odmocnit je tfeba zadat do hranatych zavorek,
tedy napft. jako Sqrt[x]. Znak hvézdic¢ky (*) slouzi jako pfikaz pro nasobeni. Na nasledujicim

obrazku mizeme vidét finalni podobu ptikazu.

ns7- L2 ] 1= (((x*2)} / (4}) # (Sart[x]})}
fr[x]

5 %3 /2
Out[58]=

Obrazek 11: Zapis funkce do piikazového fadku Wolfram Cloud.

Demonstrovali jsme si zadani funkce a vypocet jeji derivace do prikazového radku v softwaru

Wolfram Cloud.
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2.1.3 Zakladni pouzivané prikazy

V této podkapitole si uvedeme piehled prikaz softwaru Wolfram Cloud, které¢ budeme
v nasledujicich kapitolach vyuzivat pii derivovani funkci, vypoctu konkrétnich ciselnych
hodnot, nebo pfi vykreslovani grafu funkce. V ptikazech konkrétni hodnoty nahrazujeme

pismenem x. Pfi zapisu je tedy tfeba zadat pozadované Ciselné hodnoty.

Derivace funkce a jeji hodnota v bodé x:
Pozn.: Piikaz pro vypocet hodnoty derivace v bodé x je stejny jako piikaz pro derivaci

funkce s tim rozdilem, Ze za x dosadime konkrétni Ciselnou hodnotu.

np= FLx_] 1= f[x]
frx]

Obrazek 12: Obecny zapis piikazu derivace funkce ve Wolfram Cloud.
Druha derivace funkce:
flx_]:=f[x]
frox]
Obrazek 13: Obecny zapis piikazu druhé derivace funkce ve Wolfram Cloud.
Vykresleni grafu, rozptyl osy x

Pozn.: Do prvni zavorky zapisujeme jednu €i vice funkci, které chceme vykreslit.

V zavorce druhé definujeme minimum a maximum o0sy X.

Plot[{f[x], g[x]; ...}, {x, xmin, xmax}]

Obrazek 14: Obecny zapis pro vykresleni grafii ve Wolfram Cloud.
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Znazornéni bodu
Pozn.: Piikaz , PointSize[x]“ definuje velikost bodu. Doporucena velikost bodu je
0.02 az 0.03. Prikaz ,,Point[{x, y}]* urCuje souradnice pozadovaného bodu. Ptikaz Epilog je

graficka funkce, umoziujici vykresleni pozadovanych parametrti do grafu.

Plot[ f[x], {x, xmin, xmax}, Epilog » {PointSize[x], Point[{x, v}]}]
Obrazek 15: Obecny zapis pro znazornéni bodu ve Wolfram Cloud.
Popis funkci
Ptikaz vyuzitelny v pripadé€, kdy vykreslujeme dvé a vice funkci a pozadujeme, aby na

grafickém zndzornéni byly od sebe navzajem rozeznatelné.

Plot[{f[x], g[x]1}, {x, xmin, xmax}, PlotLabels—> {"f[x]", "g[x]"}]

Obrazek 16: Obecny zapis pro popis funkci ve Wolfram Cloud.
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3 Mechanika

Mechanika je jednim z nejstarSich obora fyziky vyuzivanym primarné v technickych
oborech. Zabyva se predev§im mechanickym pohybem, tj. pohybem téles v prostoru a Case.
Prvni derivaci drahy télesa podle Casu je okamzita rychlost, druhou derivaci drahy podle casu
je okamzité zrychleni.

V této kapitole si demonstrujeme vyuziti prvni a druhé derivace drahy. Nejprve si
ukédzeme, jak za pomoci prvni derivace drahy dokazeme vypocist maximalni vysku télesa pfi
svislém vrhu vzhtru a za jaky Cas této vysky téleso dosahne. Dale derivaci a vypocet Ciselnych
hodnot provedeme s vyuzitim softwaru Wolfram Cloud a vykreslime si grafy drahy a okamzité
rychlosti neboli prvni derivace drahy podle ¢asu a vysvétlime si jejich vzajemny vztah.

Dale si na prvni a druhé derivaci drahy harmonického pohybu ukazeme, jak derivovat
slozené funkce. Vypocet provedeme opét také prostrednictvim softwaru Wolfram Cloud a

vykreslime si zavislost okamzité vychylky a jeji druhé derivace na Case.
3.1 Svisly vrh vzhiru

Fyzikalni teorie:

Jde o pohyb télesa v homogennim gravitacnim poli, kdy pocatecni rychlost télesa je
orientovana smérem svisle vzhlru, tj. opatnym smérem vici plsobeni gravitacni sily.
V takovém pfipadé€ na téleso nepusobi kromé gravitacni sily zadna jina sila, nebo jde o sily
zanedbatelné.

V prvni fazi pohybu se téleso pohybuje smérem vzhiru rovnomémeé zrychlenym
ptfimocarym pohybem, ale se zapornou hodnotou zrychleni, jehoz velikost je rovna zrychleni
gravitatnimu. Béhem prvni faze se rychlost t€lesa zmensuje, dokud nedosahne nuly. T¢€leso se
na zanedbatelné kratky okamzik zastavi v maximalni dosazené vySce (nejvétsi vzdalenost od
pocate¢ni pozice pohybu) a nastava druha faze, zvana volny pad. Tyto dvé faze maji viiéi sobé
opacny smér vektoru rychlosti.

Pro vypocet vyuzijeme vztah pro vypocet okamzité vysky A télesa béhem svislého vrhu
1 .2
h:ho‘l‘vot_zgt, (1)
kde h je okamzita vyska télesa v Case t, hy pocatecni vyska télesa a g je gravitacni zrychleni.
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Zadani:

Zvysky hy=10m je vyhozen kamen kolmo vzhiru s pocatecni rychlosti
vy = 25m- s~ Jakou rychlost bude mit kiamen v ¢ase t = 2's? Jaké maximalni vysky
dosahne a za jaky ¢as? Uvazujme g = 10 m - s™2.

Reseni:

Musime si uvédomit, ze vztah pro vypocet okamzité vysky je predpisem pro drahu

télesa, tudiz jeho prvni derivaci podle ¢asu bude okamzita rychlost télesa v Case t. Proménou je

tedy Cas ¢ a ostatni veliCiny povazujeme na konstanty.

h'(t) =v(t) =vg— gt

Nyni vypocteme rychlost kamene v Case t = 2 s.

v(2)=25-10-2=5m-s7?!

Kamen ma tedy v ¢ase t = 2 s okamZitou rychlost v = 5m s~
Pro vypocet Casu, za ktery kdmen dosahne maximalni vysky polozime v = 0, protoze jak jsme

jiz zminovali, mezi prvni a druhou fazi pohybu télesa se na kratkou dobu téleso zastavi.

0=vy—gt
0=25-10t
t=25s

Vypocteny Cas dosadime do puvodniho vztahu pro vypocet okamzité vysky télesa, tj.
vypocteme vysku télesa v Case, kdy dosahne vysky maximalni.
1 .
h(Z,S) - hO + vot - zgt

1
h(2,5) =10 +25-25~>-10-2,5’

h(2,5) = 41,25 m

Kamen dosahne maximalni vysky h = 41,25 m v ase t = 2,5 s.
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Reseni za pomoci Wolframu Cloud:

Nejprve provedeme derivaci vztahu (1), kde v. znaéi v,.

n7y- F[t_] t=h+v(t)-@.5g(tr2)
fricl

outffd= =1, ET+V

Obrazek 17: Derivace vztahu okamzité vysky 4 béhem svislého vrhu ve Wolfram Cloud.

Dale po dosazeni zadanych hodnot dokazeme vypocist, ze okamzita rychlost télesa vy.je

rovna nule v Case t = 2,5 s. Po dosazeni do vztahu (1) obdrzime maximalni vysku, které t€leso

dosahne.

nz4- Solve[l@+25%2.5-0.5% 1@%2,542]

outlp4]- Solvel[41.25]

Obrazek 18: Vypocet maximalni vysky télesa ve Wolfram Cloud.

Nyni si v softwaru Wolfram Cloud vykreslime zavislosti okamzité vysky h (modra) a
okamzité rychlosti v (oranzova) télesa na Case. Za konstanty bude potieba dosadit zadané
hodnoty a €as t ponechame jako proménnou. Maximum osy x odpovida kofenu kvadratické

funkce neboli vztahu okamzité vysky h v Case t.

nfa1= Plot[{1l@e+25t-5t~2, 25-1@t}, {t, @, 5.37228}]
405
305
205

ny:
Out[141]=

-10F

-2 L

~anf

Obrazek 19: Graf zavislosti h a v na ¢ase ve Wolfram Cloud.
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Miizeme si viimnout, Ze derivaci kvadratické funkce je pfimka, protoze (t2)” = 2t.
Zaroven je zfetelné, ze béhem dosazeni maximalni vySky h je okamzitd rychlost télesa v
nulova. Dale pti padu télesa nabyva rychlost zapornych hodnot, jelikoz ma vektor rychlosti po

dosazeni maximalni vysky opacny smér ptisobeni.

Priklad k procviceni:

Astronaut na Mesici vyhodil kolmo vzhiru kamen z vysky hy = 2 m s pocatecni
rychlosti vy = 10 m - s~ Kamen dosahl maximalni vysky zat = 6,16 s. Prvni derivaci vztahu
(1) vypoctéte gravitacni zrychleni na Mésici. Jaké maximalni vySky téleso dosahne?

[g=1623m-s"%h=31,81m)]

3.2 Harmonicky pohyb

Fyzikalni teorie:

Harmonicky pohyb kona zpravidla harmonicky oscilator. Jde o téleso, které harmonicky
kmit4 kolem své rovnovazné polohy a jeho zavislost vychylky, okamzité rychlosti a okamzitého
zrychleni na Case je dana harmonickou funkci sinus, nebo cosinus.

Zavislost okamzité vychylky y (tj. polohy) na Case t je dana vztahem

y(t) = ymsin(wt + @), ()

kde y,, je absolutni hodnota maximalni vychylky, tj. amplituda, parametr w znac¢i thlovou

frekvenci a ¢, pocatecni fazi kmitavého pohybu télesa v case t = 0.

Obrizek 20: Casovy diagram amplitudy harmonického pohybu télesa zavéseného na pruZing.

(Ptevzato z [9], [online])
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Zadani:
Pro drahu harmonického pohybu plati y(t) = y,,sin(wt + ¢,). Odvodte vztah pro
vypocet okamzité rychlosti, okamzitého zrychleni a vypoctéte jejich hodnoty v ¢ase t = 3 s,

-1

jestlize vy, =0,15m, w = 377[ STt a @o=0m (f. téleso se v case t = 0snachazi

v rovnovazné poloze).

Reseni:

Vztah (2) ndm popisuje pohyb télesa v Case, tudiz jeho prvni derivaci podle ¢asu bude
okamzita rychlost a druhou derivaci podle ¢asu okamzité zrychleni. Derivace vztahu pro
okamzitou vychylku y bude ovSem o néco slozitéjsi, jelikoz se jedna o derivaci slozené funkce.

V prvnim kroku derivujeme podle ¢asu vnitini funkci, tj. g(t) = wt + @y. Vyslednou
funkci vynasobime derivaci funkce f(g(t)) = y,sin(g(t)). Nyni tedy vypocteme prvni
derivaci vztahu okamzité vychylky v Case, kdy uhlovou frekvenci w, poc¢atecni fazi kmitavého

pohybu ¢, a okamzitou vychylku y,, derivujeme jako konstanty.

gt =w
f(g(®) = ymcos(g(t))

Okamzita rychlost t€lesa je rovna

v(t) =g’ @) f(g() = w* ymcos(g(1))
v(t) = - ypcos(wt + @y).

Muzeme si vS§imnout, ze prvni derivaci vztahu (2), ktery je dan harmonickou funkeci sinus, jsme
obdrzeli vztah pro okamzitou rychlost, ktery je vztazen k harmonické funkci cosinus. Tudiz je
ziejmé, ze okamzita rychlost a(t) bude nabyvat zapornych hodnot a bude vztazena
k harmonické funkci sinus, jelikoz (cosx)’ = —sinx.

Vyuzijeme derivaci slozené funkce, tentokrat ovS§em budeme derivovat okamzitou

rychlost v(t). Vnitini funkce bude obdobné ve tvaru g(t) = wt + ¢, vnéjsi funkce ve tvaru

f(g() = @ ymcos(g(t)).

gt =w
f(g@®) = —w " ymsin(g(1))
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Okamzité zrychleni télesa je rovno

a(t) = g'(0) - f(9(t)) = —w?® - ymsin(g(t))
a(t) = —w? - yysin(wt + @g).

Prvni a druhou derivaci vztahu okamzité vychylky y v ¢ase ¢ jsme obdrzeli vztah pro okamzitou
rychlost v(t) a okamzité zrychleni a(t).
Po dosazeni zadanych hodnot vypoéteme y(t), v(t) aa(t) v aset = 3s.

y(0) = ymsin(wt + @o)
3m
y(3) =0,15- sin(7- 3+0)

y(3)=0,15m

v(t) = w - ypmcos(wt + @g)
3

>
v3)=0m-s!

3
v(3) = 0,15~ cos(7- 3+0)

a(t) = —w? - yy,sin(wt + @)
31 31
a(3) = —(7)2 - 0,15 - sin(7- 3+4+0)

a(3)=-3,331m-s 2

Téleso se v Gase t = 3 snachazi v y(3) =0,15m (v maximalni amplitud€), pohybuje se

rychlosti ¥(3) = 0m - s~ ama zrychleni a(3) = —3,331m-s™2.

Reseni za pomoci Wolframu Cloud:
Nejprve vypocteme prvni druhou derivaci vztahu okamzité vychylky télesa podle
Casu t. Pro jednodussi zapis jsme nahradili y,, pismenem y, w pismenem o (omega) a @,

pismenem f (fi).
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0. F[t_] t=v % Sin[e { t} + f]
frle]
froie]

oufind- oy Cos[f+ot]
oufing- =0y Sin[f+o1t]

Obrazek 21: Prvni a druh4 derivace okamzité vychylky ve Wolfram Cloud.

Po dosazeni zadanych hodnot obdrzime hodnoty y(3), v(3),a(3).

in117:- Solve[y % 5in[{3Pi/ 2} % (3} +¢e]]
Solve[{3Pi/2} % @.15% Cos[(3Pi/2}x3+8&]]
Solve[-((3Pi/2)*2) % ©.15%Sin[(3Pi/2}) % 3+&]]

out117]- Solve[d.15]
outf18] Solve[@.]

oufi19]- Solve[-3.33858]

Obrazek 22: Vypocet vychylky, rychlosti a zrychleni v ¢ase ¢ = 3 s ve Wolfram Cloud.

Jako posledni si vykreslime graf zavislosti okamzité¢ vychylky y a okamzitého

zrychleni a na Case t.

nis3- Plot[{ y# Sin[{3Pi/2) % (t)+e], -({(3Pi/2}) » @.15+ Sin[{3Pi/ 2} » t+e]}, {t, @, Pi}, PlotLabels> {"y", "a"}]

@5

outf163)= . . /—\ . /_\ Y
05 14 15 zb\_y/ I

05k

Obrazek 23: Graf zavislosti y a a na ¢ase ve Wolfram Cloud.

Jiz jsme zminovali, ze druhou derivaci drahy je okamzité zrychleni. V pfipadé
harmonického pohybu si mizeme vSimnout, ze v moment, kdy se t€leso nachazi v jeho

maximalni vychylce, dosahuje maxima 1 hodnota okamzitého zrychleni, ov§em s opaénym

znaménkem, jelikoz (Sin(x))" = —Sinx.
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4 Termodynamika

Jedna se o fyzikalni obor, ktery se zabyva pfeménami jednotlivych druhd energii,
fyzikalnimi, biologickymi nebo chemickymi procesy a jejich rovnovaznymi stavy.

V této kapitole si ukazeme, jaké je vyuziti derivace v termodynamice na prikladu
zavislosti rychlosti zmény tlaku vodnich par od absolutni teploty. Tento vztah si odvodime
obecneé. Také si ukazeme, jak derivovat slozenou funkci, jestlize vnéjsi funkci tvorti
exponencialni funkce o zakladu e. Vypocet provedeme také za pomoci softwaru Wolfram
Cloud.

Dale si odvodime zavislost rychlosti zmény nadmotské vysky na zmeéné okolniho tlaku,
derivaci vztahu pro vypocet nadmotské vysky. Zaroven si demonstrujeme derivaci slozené
funkce, kdy vnéjsi funkci tvori pfirozeny logaritmus. Derivaci provedeme obecné také ve

Wolfram Cloud.

4.1 Tlak vodnich par

Fyzikalni teorie:

Tlak vodnich par neboli napéti vodnich par je jednou ze zakladnich charakteristik
vlhkosti vzduchu vyjadiujici dil¢i tlak vodni pary ve smési se suchym vzduchem. Samotna
vodni para je plynné skupenstvi vody, vznikajici vypafovanim z kapalného skupenstvi vody,
nebo sublimaci z pevného skupenstvi vody (led). Na skupenstvi vody zavisi tlak vodni pary,
ktera se nachazi v jejim blizkém okoli. Maximalni mozny tlak vodni pary poté oznaCujeme jako
nasyceni, tj. nejvyssi mnozstvi vodni pary, které mize vzduch obsahovat v zavislosti na teploté
vzduchu.

Jednotkou tlaku vodnich par je odvozena jednotka SI pascal [Pa]. OvSem v praxi se

vzhledem k vy§$im méfenym hodnotam vyuziva jednotka hektopascal [hPa].
Zadani:

Urcete zavislost rychlosti zmény tlaku vodnich par od absolutni teploty, jestlize plati

vztah

p=C-e RT, (3)

kdy C, R, L jsou konstanty.
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Reseni:
Jak vime z definice, derivace nam udava pomér zmény f (x) ku zmeéné jejiho argumentu
- v < < , <« . d

x. V nasem pfipadé tedy rychlost zmény tlaku vodnich par p ku zméné teploty T, tj. ﬁ. Bude

tedy potieba provést derivaci vztahu (3), podle teploty T, neboli p”(T).

Muzeme si vSimnout, ze proménna T se nachazi v exponentu ve zlomkovém tvaru.
Tudiz budeme muset aplikovat pravidlo derivace slozené funkce, kdy si nejprve zavedeme
vngjsi funkci f(g(T)) a vnitini funkci g(T). Vnitini funkci g(T) v naSem piipadé bude

mocnitel.

L

g(T) = ~RT

Je ztejmé, ze vnéjsi funkci f(g(T)) bude pro nas bude nasobek konstanty C a Eulerova Cisla,

umocnéno na funkci g(T).

f(g(T)) —=C-e9M

Nyni provedeme derivaci vn¢jsi funkce a poté derivaci vnitini funkce. Pfi derivovani vnitini
. O w we w W /4 /4 r . . 4 w ’ 1
funkce g(T) si mizeme vS§imnout, ze proménna T se nachazi ve jmenovateli. Vime, Ze vyraz -

je ekvivalentnim vyjadfenim vyrazu T 1. TudiZ si mizeme vyraz piepsat do tvaru

(T) = — =71
g\ ="%n

a derivovat dle tabulkové derivace (x*)' = a-x%"!, kdy ovSem proménnou x nahradime

y . L.
proménnou T. Clen -Je konstantou.

"(T) = 1 LT-Z—LT-2
g =—( )R =7

g(T):W
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Derivace vn¢jsi funkce nebude nikterak slozitd. Budeme postupovat dle tabulkové derivace

(e¥)’ = e*, kdy mocnitel x bude v nasem piipadé g(T). Clen C je konstantou.

f'(g(M) =C-es™

Fg(m)=cre

Vyslednou derivaci slozené funkce neboli zavislost rychlosti zmény tlaku vodnich par od

absolutni teploty vypocteme jako nasobek derivace vnitini a vnéjsi funkce.

p'(T) = f'(g(D)) g'(T)
_L L
p'(T)=C-e RT - o2
, L IC
p(T) =e RT: (ﬁ

Reseni za pomoci Wolframu Cloud:

o= F[T_] i=C* E*{-(L/ (R T}})
L

Ce

-

L
Out[10]=

2

—

Obrazek 24: Derivace p podle T ve Wolfram Cloud.

4.2 Atmosféricky tlak

Fyzikalni teorie:

Atmosféricky tlak definujeme jako silu, kterou pusobi atmosféra planety v daném misté
na 1 m% Nejvyssich hodnot tedy dosahuje v nejnize polozenych mistech planety (hladina mote)
a s rostouci nadmotskou vyskou atmosféricky tlak klesa. Jeho hodnota v daném misté neni
konstantni v Case, ale kolisa kolem urcité hodnoty v zavislosti na teploté prostiedi a hustoté
vzduchu.

Tlak mensi, nez je primérny atmosféricky tlak nazyvame podtlak. V pfipad¢, kdy je tlak
vetsi nez prumérny atmosféricky tlak, nazyvame jej pretlakem. Prostfedi s nulovou hodnotou

tlaku nazyvame vakuum.
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Jak jiz vime, plyny jsou narozdil od kapalin velmi dobre stlacitelné. To znamena, ze tlak
vzduchu neni linearni funkci nadmoiské vysky, jelikoz se s nadmoiskou vySkou meéni také
teplota prostiedi a hustota vzduchu.

Nadmotskou vysku lze pomoci tlaku vypocist jako
h=k-In (% , (4)

kde p, je atmosféricky tlak na hladiné¢ mote (1013 hPa), p je atmosféricky tlak namé&feny

v daném misté a k je konstanta, jejiz hodnota je zavisla na prostiedi.

Zadani:
Odvod'te vztah, ktery popisuje rychlost zmény nadmotské vysky h v zavislosti na zméné

tlaku p.

Reseni:

Jiz vime, ze derivace funkce popisuje rychlost zmény jednoho argumentu ku druhému.
Tato definice tedy koresponduje se zadanim prikladu, kdy mame odvodit vztah rychlosti zmény
nadmoiské vysky ku zmeéné tlaku. To znamena, ze pro odvozeni tohoto vztahu bude potieba

provést derivaci vztahu (4) podle tlaku p, neboli h’(p).

o , . . , . oy P , . .
Pfi samotné derivaci si musime uvédomit, ze Clen In (?0) musime derivovat jako

slozenou funkci, kdy vnitini funkci bude g(p) = % a vnéjsi funkci f(g(p)) = In (g(p)). Nyni

provedeme derivaci vnitini a vnéjsi funkce.

g@ =@ p ) =-1(pyp?)= —5—;’

Pfi derivaci vné&jsi funkce budeme vychazet z tabulkové derivace piirozeného logaritmu, tj.

(Inx)" = %, kdy ovSem proménna x piedstavuje v nasem piipadé vné&jsi funkci g(p).

, ~ 1 _1_p
fa®) = n(g®)) = 5= T
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Nyni miazeme odvodit vztah h’(p).

) =k-g'® f(9®)

Po\ P Do P
h’ =k'(——)'—=—k'
2 p?/ po Do * p?
h'(p) = i
P P

Reseni za pomoci Wolframu Cloud:
Pti zapisu funkce nemiiZzeme pfirozeny logaritmus zapsat tak, jak jsme zvykli ve tvaru
In[x], ale jako Log[x], jelikoz software tuto formu zapisu povazuje pravé jako piirozeny

logaritmus.

npg- Flo_] t= k% Log[x/ p]
f'lr]

k
Out19]= ——

Obrazek 25: Derivace zavislosti nadmotské vysky h na tlaku p ve Wolfram Cloud.
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S Elektfina a magnetismus

Elektfina a magnetismus je fyzikalni obor, zabyvajici se elektrickymi a magnetickymi
jevy adéji. V situaci, kdy se tyto dva obory navzajem prolinaji, hovofime o elektromagnetismu.

V této kapitole si ukdzeme aplikaci diferencialniho po¢tu na vypoctu elektrického
proudu, ktery je definovany jako naboj, ktery projde vodiCem za Cas. V piipadé samotné
derivace si ukdzeme kombinaci derivace nasobku a derivace slozené funkce. Poté vypocet
provedeme s vyuzitim softwaru Wolfram Cloud a graficky si zndzornime vztah mezi
mnozstvim naboje za €as a jeho prvni derivaci, tj. intenzitou elektrického proudu za Cas.

Dale si na prikladu elektromagnetické indukce v civce ukazeme, ze prvni derivaci
proudu podle Casu je elektromotorické napéti na civce. Derivace této funkce vyzaduje vyuziti
kombinace derivace slozené funkce a derivace mocnitele, kdy ovSem umocnéna bude
goniometricka funkce sinus. Na zavér prostrednictvim Wolframu Cloud provedeme derivaci
této funkce, vypocCet konkrétni ciselné a hodnoty a vykreslime si graf zavislosti

elektromotorického napéti a elektrického proudu na Case.
5.1 Elektricky naboj, elektricky proud

Fyzikalni teorie:

Jelikoz se kazda latka sklada z jednotlivych Castic, jako jsou molekuly, atomy, protony,
neutrony, elektrony a jiné, maji mimo fadu ostatnich jednu specifickou vlastnost, kterou
nazyvame elektricky naboj. Ten muze byt kladny, nebo naopak zaporny a jejich celkovy soucet
definujeme jako celkovy naboj télesa. V pripad€, ze pirevazuje pocet kladn€ nabitych naboju,
nazyvame téleso kladné nabité a pokud pfevazuje pocet zaporné nabitych naboju, je téleso
zaporn€ nabité. V piipad€ rovnosti po¢tu kladnych a zapornych naboju téleso oznaujeme jako
elektricky neutralni.

Pokud se mohou volné nabité Castice pohybovat v latce, nazyvame latku vodicem.
V pripadé, kdy se nabité Castice pohybuji usporadané jednim smérem, muizeme definovat
elektricky proud I, prochézejici vodicem.

Elektricky proud je definovan jako mnozstvi naboje d@, ktery projde za dobu dt

kolmym prifezem vodice.

_do
1= (5)
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Jednotkou proudu je ampér I = [A], jednotkou elektrického naboje je Coulomb Q = [C].

Zadani:
MnozZstvi elektrického néaboje, prochazejici vodicem je dano vztahem Q = 2t-e”t.

Zjistéte, v jakém Case bude intenzita proudu nulova.

Reseni:

Jak jiz jsme si uvedli, proud vypocteme dle vztahu (5), neboli budeme derivovat zadany
vztah pro mnozstvi elektrického naboje Q podle ¢asu t. Musime si nejprve uvédomit, ze bude
tieba derivovat vztah jako soucin (u = 2t,v = e™%) a zarovefi budeme derivovat ¢len et jako
slozenou funkeci.

Soucin obecné derivujeme jako

u-v) =u-v+u-v

2t-e ™t = (2t) -e7t + 2t (e7Y)".

Derivace ¢lenu 2t je jednoducha, vysledkem bude 2. Ovsem ¢len et derivujeme jako sloZenou
funkci a zaroven nesmime zapomenout, ze (e€*)” = e*. V naSem piipadé pii derivaci vnéjsi
funkce et povazujeme exponent —t za x dle tabulkovych integral(i. Tedy vysledkem derivace

bude

(™)' =et-(-t)=e" (-1

(e7t) = —et.

Vysledna derivace vztahu Q = 2t - e~* bude mit tvar

2t-e ™t = (2t) -e7t + 2t (e7b)’
t-e ™) =(2) et +2t-(—e™H)
[ =2e7t - 2te ",

Derivaci mnozstvi naboje d@Q, ktery projde za dobu dt vodiCem jsme obdrzeli vztah pro
intenzitu elektrického proudu I. Nyni jsme tedy schopni dopocitat ¢as, ve kterém bude intenzita

rovna nule.
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I=0
0=2et—2te?
0=2e"t-(1-10)

1-t=0 U 2et=¢
t=1s U t=20

Intenzita proudu bude rovna nule v Case t = 1s.

Reseni za pomoci Wolframu Cloud:

Pfi zadavani funkce Q = 2t-e”! je potieba zadat Eulerovo ¢islo pomoci velkého
pismene E.

g F[t_] t=2 (£} # E~ (-1}
frie]

outeo- 2@ "-28° "t
Obrazek 26: Prvni derivace elektrického naboje Q podle ¢asu ¢ ve Wolfram Cloud.

Pro jednodussi ur€eni ¢asu, ve kterém bude elektricky proud roven nule vyuzijeme
ptikaz ,, Simplify*.

2= Simpld fy[z et-2et t]

outpa- -2 8 " (-1+1)

Obrazek 27: Zjednoduseni vztahu elektrického proudu I ve Wolfram Cloud.

Na zavér si vykreslime graf zavislost mnozstvi naboje prochazejiciho vodi¢em a
intenzitou elektrického proudu na cCase.
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weg- Plog[{2te™, 2e* —2e " ¢}, {t, e, 4}, PlotLabels— {"Q", "Q'(t}=I")]
20
15F

10|

e —

1 2 3 a', Q=

Out[6a]=

Obrazek 28: Graf zavislosti Q a I na case ve Wolfram Cloud.

Priklad k procviceni:
Vypoctéte, v jakém Case bude intenzita elektrického proudu nulova, jestlize mnozstvi
elektrického naboje, prochazejici vodic¢em je dano vztahem Q = 10t - e~ *t71,

[l = ‘c‘l_‘t? = —(40t — 10) - e™*"1t = 0,25 5]

5.2 Elektromagneticka indukce

Fyzikalni teorie:

Zakon elektromagnetické indukce popisuje vznik elektrického napéti v uzavieném
elektrickém obvodu, zptisobeny zménou magnetického indukéniho toku.

V uzavieném elektrickém obvodu nebude protékat zadny proud, umistime-li jej do
stacionarniho magnetického pole, tj neménné v Case. Elektricky proud ale mize protékat
vodi¢em ve tfech specialnich pfipadech: v pfipadé, kdy se zacne pohybovat obvod, zdroj
magnetického pole, nebo pokud se za¢ne ménit magnetické pole.

A pravé zmeéna magnetického pole v okoli civky indukuje elektrické napéti a obvodem
zacne prochazet také indukovany proud, jehoz smér je zavisly na sméru zmény magnetického

pole a na orientaci pol vuci civce.

Zadani:
Vindukéni civce protékd proud I = 10sin®(2t). Vypodtéte indukované
elektromotorické napéti v Case t = %ﬂ s, pokud je induk¢nost rovna L = 0,08 H podle vztahu
dl

U=-L—. (6)
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Reseni:

Pfi derivaci této funkce budeme pracovat se slozitéjsSim piipadem slozené funkce,
D ) . , , v, dl.
jelikoz je funkce sinus umocnéna na patou. Mimo jiné si musime uvédomit, ze vyraz —;Jepouze
jiné vyjadieni pro derivaci proudu I podle ¢asu t, neboli I'(t).

Nejprve tedy budeme derivovat funkci sinus podle tabulkové derivace jako mocninu dle

(x*)" = a-x%1, kdy v naSem piipadé bude x predstavovat sinus.

d1—10 in®(2t))’
= = 10(sin(20))

dl
i 5+ 10sin*(2t) - (sin(2t))’

Dale pouzijeme pravidlo o derivovani slozené funkce a provedeme derivaci funkce sin(2t). Pfi
derivovani opomijime mocnitele, derivujeme vnéjsi funkci sinus a vnitini funkci 2t, neboli

argument funkce sinus.

dl
rrin 5- 10sin*(2t) - (sin(2t))’

dl
Frie 50sin*(2t) * cos (2t) - (2t)’

dl
rrin 50sin*(2t) - cos (2t) - 2

dl
Frie 100sin*(2t) - cos (2t)

. : " — - ] o dl
Nyni jsme schopni vypocist elektromotorické napéti na civce dle vztahu (6), kdy za Clen ~

; v . . ~ « 2
dosadime vypoctenou derivaci proudu podle Casu a za cas hodnotu t = 5 S

U Ldl
o Tdt

U = —L - (100sin*(2t) - cos(2t))

41 4
U =-0,08"(100sin* (—) - cos (—))

9 9
U=-1,306V
Elektromotorické napéti na civce je rovno U = —1,306 V.
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Reseni za pomoci Wolframu Cloud:

, d i : : . y : y
Vyraz —Ld—i zapiSeme klasicky jako derivaci —L -1 podle €asu t. Mocninu ov§em

nebudeme do pfikazového fadku psat za funkeci sinus, ale az za argument (2t). Dale provedeme

vypocet U.

- F[E_] t=-Lx l@Sin[2% t]*5
friel]

oufia= -108 L Cos[2t] Sin[2t]*

Obrazek 29: Derivace proudu podle casu ve Wolfram Cloud.

infie- Solve[-18@ »0.88 % Cos[2% (2Pi/fe}] #Sin[2+ (2Pi/e}]*4]
outltel- Solve[-1.38667)

Obrazek 30: Vypocet elektromotorického napéti U ve Wolfram Cloud.

Na zavér si opét ukazeme vzajemny vztah zavislosti proudu I na Case t a jeji prvni

derivaci podle Casu, tj. zavislost elektromotorického napéti U na Case t.

nz1= Plot[{-1ee #0.88 % Cos[2% t] #Sin[2#% t]*4, -e.@8%x1aSin[2+t]~5}, {t, @, 5}, PlotLabels> {"u", "I"}]
2F

10

U
Out[21]- . d \ , . /

Obrazek 31: Zavislost U a I na ¢ase ve Wolfram Cloud.

Priklad k procviceni:
V indukéni civee protéka proud dle vztahu I = 5cos3(4t + 1). Vypodtéte indukované

PRI 2 .. y
elektromotorické napéti v Case t = ?n s, pokud je induk¢nost rovna L = 0,02 H.

[U=—LY =L 60cos?(4t + 1) - sin(4t + 1), U = —0,120 V
dt
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Zavér

V této bakalarské praci jsme si ukazali pouze Cast aplikaci derivaci ve fyzice, konkrétné
v mechanice, termodynamice, elektfiné a magnetismu. Pfesto by prace méla slouzit jako
jednoduchy navod, jak derivovat funkce, které neobsahuji pouze neznamou x, nebo neznamou
y, ale skutecné fyzikalni konstanty, ¢i fyzikalni proménné.

Kapitola cislo 1 slouzi jako teoreticky Uvod do problematiky derivovani, jeji
geometricky Ci fyzikalni vyznam. Také jsme si uvedli zdkladni pravidla pro derivovani, jako
napf. derivace slozené funkce nebo derivace vyssich radi a také jsme si vypsali zakladni vzorce
pro derivovani.

Ve druhé kapitole se zabyvame matematickym softwarem Wolfram Cloud. Jeho vyuziti
témer nema hranic, proto se jevi jako velice uziteCny nastroj pro studenty matematickych, ale
jinych védnich obort predevsim k zjednoduseni a zrychleni jejich vypoctt, tvorby grafu a tak
dale. Ukazali jsme si, jak se softwarem zachazet, jak spravné zapisovat pozadované prikazy a
také jsme si uvedli par uziteCnych piikazt, vyuzivanych v této praci.

V kapitolach 3 az 5jsme presli na praktickou stranku préce a na piikladech z fyziky jsme
si demonstrovali praktické vyuziti derivovani. Nazorn€ jsme si ukézali derivovani v praxi,
vztah prvni a druhé derivace funkce s funkci pivodni, ¢i jednotliva pravidla derivovani na
zadanych pfikladech. Také jsme si demonstrovali praktické vyuziti softwaru Wolfram, ktery
nam poslouzil k derivaci zadanych funkeci, ¢i k vykresleni pozadovanych grafi.

Béhem této prace jsem se snazil propojit znalosti ziskané béhem studia téchto dvou
obort a sepsat prehlednou sbirku piikladi, ktera obsahuje kousek z kazdého fyzikalniho
odvétvi a také kousek z kazdého pravidla pro derivovani funkci. Tedy v pfipadé€, kdy student
nastoupi na studium bez predeslé znalosti diferencialniho poctu, jako to bylo 1 v mém pfipade,

m¢éla by mu tato prace poslouzit jako ptehledny navod pro derivovani v praxi.
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