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Uvod
Tématem této bakalarské prace jsou rovnice, nerovnice a jejich soustavy. Prace je zaméfena
vyuku daného téma primarné na zakladni a sekundarné na stfedni Skole. Proto se konkrétné

zaméruji na rovnice a nerovnice linedrni a kvadratické stejné jako i na jejich soustavy. Prace je

rozdélena do dvou ¢asti: teoreticka a prakticka.

V teoretické casti se dozvime, co je to program Wolfram MATHEMATICA, odkud pochazi, co
umi, kéemu je dobry a jak souvisi saplikaci Wolfram Alpha a webovou strankou
Wolfram Cloud. Dale se uvadi, jak se provadi zakladni ukony v programu a nasleduje vypis

pouzitych prikazu pro tuto prace.

Dale se pojednavd o ramcovych vzdélavacich programech pro zaky na druhém stupni zakladni
Skoly a na gymnaziich a jak konkrétné je téma rovnic, nerovnic a jejich soustav v nich

zakotveno.

Nasledujici kapitola popisuje algebraické rovnice a jejich definice. Je rozdélena do nékolika
podkapitol, které jsou: linearni rovnice, kvadratické rovnice, nerovnice, matice a soustavy
rovnic. Kazda podkapitola obsahuje nejen odborny popis, ale i popis toho, jak se dané téma
podkapitoly vyskytuje v osnovach na zakladni a stfedni skole a do jaké miry je probirdno.
V kazdé podkapitole nalezneme ukazkovy priklad s komentafem. Komentare k prikladim jsem
se rozhodla do prace zaradit, protoZze z mych osobnich zkuSenosti vim, jak je pro Zaky

problematické se vyjadrit, jak budou pfi vypoctu postupovat.

V praktické ¢asti se nachazi reSené priklady pro jednotlivé typy pfikladl danych podkapitol.
Kazdy priklad je opatfen obrazkem, na némz je vystfizek z webové stanky Wolfram Cloud. Na
obrazku je tedy zndzornéno, jaky prikaz pouzit, aby ndm dal Wolfram Cloud vysledek pro
prislusny priklad. Stejné tak je ke kazdému prikladu dodan i obrazek s grafickym zndzornénim,
které jsem vytvorila ve Wolfram Cloudu. U vétsiny prikladli nalezneme komentar, ktery
popisuje, jak se vztahuje feseni pfikladu k reseni pfikladu z obrazku nebo taky popisuje dané

kroky feseni, které mohou byt nékdy slozité a pripadné chaotické.

Cilem této prace je zpracovat fesené priklady na téma rovnic, nerovnic a jejich soustav a ukazat

jejich reseni ve Wolfram Cloudu.



Co je to wolfram cloud

Zakladni informace

Wolfram MATHEMATICA je pocitacovy program, jehoZ tvorbu zahdjil Stephen Wolfram
roku 1986. Dnes je program pod spravou firmy Wolfram Research, ktera sidli vamerickém
Champaign v lllinois, a je nadale vyvijen tymem matematik(i a programatori. Program
MATHEMATICA pouziva programovaci jazyk Wolfram a je dostupny pro tfi velké operacni
systémy, jako jsou Microsoft Windows, Apple macOS a Linux. Skute¢nost je takova, Ze je
licencovany a pomérné drahy, tudiZ neni pro Sirokou verejnost dostupny. Nicméné jsou ndm
dostupné online verze tohoto programu a to v podobé aplikace Wolfram Alpha a webové
stranky Wolfram Cloud. Jejich volnd dostupnost vSak omezila jejich schopnosti.
Pravdépodobné je to z dlivodu, Ze vypoclty probihaji na jinych serverech nez na naSich
pocitacich a pfili§ mnoho sloZitych vypoctli najednou, které by pfisly od rlznych lidi, by dany

server mohlo zahltit a ochromit. (Bouska 2012 a Wolfram 2022)

Wolfram MATHEMATICA/Wolfram Cloud je tedy program, ktery je ureny pro provadéni
matematickych vypocCtl at uZ numerickych ¢i symbolickych. Je moZiné také pracovat
s pfibliznymi hodnotami, maticemi, rovnicemi, komplexnimi ¢isly atd. Dale lze vytvaret grafy,
tabulky, pisemné texty i zvukové a animacni vystupy. Vzhledem k velkému mnozstvi funkci je
program i jeho ostatni verze dostupny pouze v anglictiné. Je tedy dobré mit pfi praci

s wolframem po ruce slovnik nebo prekladaé. (Bouska 2012)

Prikazy

Poté co si zalozime Ucet na strance wolframcloud.com, si otevieme prazdny sesit, kde budeme
psat nase vypocty. Zakladem vseho je védét, Zze pro spusténi vypoctu je tfeba zmacknout
,Shift + Enter” nebo ptipadné ,Enter” na numerické klavesnici. Pro jednoduché vypocty jako
sCitdni, odcitani, ndsobeni a déleni neni potreba psat zadny prikaz. Pokud jiz vSak chceme
postup vypoctu specifikovat je potreba kazdy ptikaz psat s velkym pismenem (napf. Solve,

FindFit). (Wolfram 2022)



RVP

Ramcovy vzdéldvaci program je vydavan ministerstvem Skolstvi a zadava zakladni kostru uciva,
které by se mélo na jednotlivych typech Skol vyucovat. Dle téchto dokument( si pak kazda
Skola sestavi své Skolni vzdélavaci programy, které jsou ve vyctu uciva podrobnéjsi. Aktualné
RVP prochazi zménami, které vsak jesté nejsou platné, proto se budeme drzet téch stdvajicich.

(NUV 2022)
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V RVP pro Zakladni vzdélavani nalezneme rovnice zakotvené takto: ,Zdk matematizuje
jednoduché redlné situace s vyuzitim proménnych; uréi hodnotu vyrazu, sc¢itd a nasobi
mnohocleny, provadi rozklad mnohoclenu na soucin pomoci vzorc(l a vytykanim, formuluje a
resi redlnou situaci pomoci rovnic a jejich soustav, analyzuje a fesi jednoduché problémy,
modeluje konkrétni situace, v nichZ vyuzivd matematicky apardt v oboru celych a racionalnich
Cisel.“ Jednd se o ucivo linedrnich rovnic a soustav dvou linearnich rovnic se dvéma

neznamymi. (RVP 2017)

Pro vzdéldvani na stfednich Skolach je mozné zvolit nékolik riznych RVP. Uvedeme tedy jeden
pfiklad za vechny to z RVP pro gymnazia: ,Zak rozklada mnoho¢leny na souéin vytykanim a
uzitim vzorc(, aplikuje tuto dovednost pfi FeSeni rovnic a nerovnic, fesi linedrni a kvadratické
rovnice a nerovnice, fesi soustavy rovnic, v jednodussich pripadech diskutuje resitelnost nebo
pocet feSeni, rozliSuje ekvivalentni a neekvivalentni Upravy.” Pfehled uciva o linearnich

rovnicich, nerovnicich a jejich soustavach a kvadratickych rovnicich. (Balada 2007)



Rovnice

Definice algebraickych rovnic

Definice algebraickych rovnic vychazi z rovnosti polynom{, tedy kdy g(x) = h(x), g(x), h(x) e T[x],
kde T[x] je téleso vSech polynom{. Znamena to tedy, Ze hledame jisty prvek a z nadtélesa T*
télesa T, pro ktery plati, Ze po dosazeni do obou polynom g(x), h(x) daji stejny prvek g(a), h(a)
€ T'. Kazdé takovéto hledani nazveme feSenim algebraické rovnice o jedné nezndmé x nad
télesem T a kazdy prvek a € T s danou vlastnosti budeme nazyvat feSenim algebraické rovnice.
Prvek a € T’ je feSenim rovnice g(x) = h(x) pravé tehdy, kdyZ je kofenem polynomu f(x) = 0,

ktera je ekvivalentni s plvodni rovnici, plati-li f(x) = g(x) — h(x). (Emanovsky, 2002)

Stupen rovnice je totoiny se stupném polynomu. Algebraické rovnice prvniho stupné

nazyvame linedrnimi a algebraické rovnice druhého stupné kvadratickymi. (Emanovsky, 2002)

Kromé algebraickych rovnic existuji i rovnice nealgebraické tedy transcendentni, jako jsou

napriklad rovnice exponencialni, logaritmické, goniometrické atd. (Emanovsky, 2002)

V ucebnici pro stredni Skoly je definice velmi podobn3, ale presto je ponékud zjednodusena a
pouziva jinou terminologii. Tak naptiklad namisto polynomy pouzivaji termin vyrazy, které jsou
pfimo oznacené jako leva a prava strana rovnice. Ddle pak misto télesa feSime rovnici
v konkrétnim &iselném oboru, podmnoZina v niz jsou definovany oba vyrazy je definicnim
oborem rovnice a Ciselny obor v némz hleddme reseni rovnice je oborem feseni rovnice.
Rovnéz zde nalezneme popis postupu reseni, vypis ekvivalentnich a dlsledkovych Uprav a také

kdy a jak provadét zkousku. (Polak, 2008)

V ucebnicich pro zakladni Skolu se sice dozvime o levé a pravé strané rovnice, o neznamé,
podminkach a kofenech, nicméné nelze hovofit o definici. Jednd se spiSe o vysvétleni potfebné
terminologie k vypoctiim. Celé chapani rovnic je tedy Zzakim na zakladni skole predstaveno

pfimo na ptikladech. (Odvarko, 2000)



Linedrni rovnice

Jak jiz bylo zminéno algebraicka rovnice prvniho stupné se nazyva linearni. Pro kazdou linearni

rovnici nad télesem T ve tvaruax+ b =0, kde a, b € T, a # 0, plati Ze ma prdvé jedno reSeni

v télese T. JestliZe je c kofenem rovnice, pak ¢ = — Z € T. (Emanovsky, 2002)

Dalsi moZnosti feSeni jsou, Ze rovnice ma nekone¢né mnoho feseni, kdyz a = b = 0. Anebo také

nemusi mit zadné feseni a to v pripadé, kdy a =0, b # 0. (Polak, 2008)
Priklad A: Reste rovniciv R

S5x+1=2x+7 /—2x Rovnici chceme upravit tak, aby na levé
Gx+1)— 2x = 2x+7) — 2x strané rovnice byly vSechny ¢&leny rovnice
sneznamou a na pravé strané, aby byly

5 1—-2x=2 772 y Y .
X+ * X+ * vSechny cisla bez neznamé. Proto od obou

stran rovnice odectu 2x.

3x+1=7 /—1 Pak od obou rovnic odectu 1.

3x+1—-1=7-1

3x =6 /:3 Celou rovnici nakonec vydélim 3.
3x _ 6

33

x=3

Vysledek zapiSeme jako mnoZinu kotenu

rovnice K.
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Kvadratické rovnice

Kvadratickd rovnice je algebraickou rovnici druhého stupné nad télesem T ve tvaru

ax?+bx+c=0, kde a, b, c € T, a # 0. Kazdd kvadratickd rovnice ma fedeni v télese

T(v b2 — 4ac) ve tvaru

—-b+Vb2-4ac
2a )

(1)

X1,2 =

Prvek D z télesa T definovany jako D = b? — 4ac se nazyva diskriminant kvadratické rovnice.
Podle diskriminantu mGzeme poznat, zda-li ma rovnice dvé rlizna reseni, a to kdyz D # 0, nebo
ma jedno dvojndsobné feseni, kdyz D = 0. JestliZze jsou koeficienty kvadratické rovnice z télesa
redlnych Cisel, pak z diskriminantu mGzeme poznat jestli ma rovnice dvé rliznd realna reseni
(D > 0), jedno dvojnasobné feseni (D = 0) nebo dvé rlizna imaginarni reseni (D < 0). Jsou-li
feSenim rovnice dvé rliznd imaginarni feseni, pak se jedna o cisla komplexné sdruzena.

(Emanovsky, 2002)

Informacemi z ucebnice pro stfedni Skoly doplnime stavajici odborny popis kvadratické
rovnice. Rovnici ve tvaru ax? + bx + ¢ = 0 nazyvame kvadratickym trojélenem, z nichZ ax?
je kvadraticky clen, bx je linearni ¢len a c je pak ¢lenem absolutnim. Kvadratickou rovnici
mulzeme dale specifikovat na rovnici bez absolutniho ¢lenu, kdy ¢ = 0, pak ma rovnice tvar
ax? + bx = 0. A na rovnici ryze kvadratickou, kdyz b = 0 a tedy ax?+c = 0. Déle
specifikujeme normovany tvar kvadratické rovnice, ktery je x2 + px + g = 0. KdyZz mame

rovnici v normovaném tvaru, miZeme nalézt feSeni rovnice skrze Vietovy vzorce: x; + x, =

—Z = —p, % X = - = q. (Polak, 2008)

Na zakladni Skole se Zaci s kvadratickou rovnici setkaji jen velmi okrajové. Konkrétné se setkaji
s kvadratickou rovnici bez linedrniho ¢lenu nebo bez absolutniho ¢lenu. Takovéto rovnice se
pak jednoduseji fesi tak, Ze se rozlozi na soucin Ciniteld a - b = 0, kde se zdkonité a nebo b

musi rovnat nule. Rovnice bez linearniho &lenu se upravi podle vzorce A> — B2 = (A—B) -
(A + B) do tvaru x? + 2 = (x1 - \/g) . <x2 + \E)' kde g > 0, a # 0. Je tedy zfejmé, Ze Zaci

na zakladni skole tento druh rovnice umi vyresit pouze v pfipadé, Zze ¢ < 0. Rovnice bez

absolutniho c¢lenu se jednoduse upravi tak, Ze se obou clend rovnice vytkne x do tvaru

x2+2x=x-(x+2).
a a
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Priklad B: Reste rovniciv R

3x2+x—-2=0 Vidime, Ze rovnici nemame v normovaném
tvaru. Pokud ji bychom chtéli normovat,
tedy ji vydélit tfemi, pak bychom nedostali
u linedrniho a absolutniho ¢lenu cela Cisla a
rovnici  bychom  nevyfeSili  rychlym
zplsobem pomoci Vietovych vzorcl. Proto

bude lepsi rovnou vyuzit vzorec (1).
D = b? — 4ac

Nejprve vSak vypocitdame diskriminant.
D=1%2-4-3-(=2)

D=1+24
Jelikoz D > 0 ma rovnice 2 rdzna redlna
D =25 Y
reseni.
X1, = _bzi—\/ﬁ Dale dosadime diskriminant do vzorce (1).
’ a
—-1++v25
X1,2 = 5.3
-1+45
X =
1,2 6
-1+5 4 2
Ty T8 3
e 5 =6 "
T Te T
K = {_1_ E} Nakonec zapiSeme fesSeni ve tvaru mnoziny
= 3

koren( rovnice K.
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Matice

Matice nejsou zafazeny do vyuky zak( zakladni ani stfedni Skole. Nicméné toto téma je
zakladem pro odbornou definici soustav linearnich rovnic a koneckonc( prece jenom nékteri
ucitelé na stfednich Skoldch zaky s maticemi seznami, protoze se jedna o dobrou metodu jejich
feSeni. Nebudeme tedy uvadét Zzadné odborné definice matic, ale pfedvedeme si, jak vypadaji

a taky zakladni princip jejich feseni.

Matice je algebraicky ciselny utvar, kdy jsou Cisla usporadana do fadkl m a sloupct n, pficemz

m a n jsou pfirozena Cisla, takto:

kde kazdy fadek predstavuje jednotlivou rovnici a kazdé Cislo je koeficient prislusSné nezndmé.

Pravidla pro pocitani s maticemi zni takto:

e poradifadkl v M Ize libovolné ménit,
e kazdy raddek v M je mozné vynasobit libovolnym nenulovym Cislem,

e kazidy radek v M je mozné secist s jinym libovolnym fadem z M.

Pravidla pro pocitani s maticemi potfebujeme k tomu, abychom matici upravili do tvaru, kdy
vSechny prvky pod hlavni diagonalou jsou nulové. Takovému tvaru matice se tikd horni

trojuhelnikova. (Emanovsky, 2002, Kofinek, 1956)

13



Soustavy linedrnich rovnic
Soustava m linearnich rovnic o n nezndmych s koeficienty v télese T se zapisuje obecné ve
tvaru:

a11x1 + a12x2 + -+ alnxn == Cl

az1X1 + Ar2Xo + -4+ AoxnXy = Co

Ami1X1 + Am2X2 + -+ AmnXn = Cim-

Takovou to soustavu rovnic miZzeme fesit pravé pomoci matice. Chceme-li vytvorit ze soustavy
rovnic matici, ziskdme rozsifenou matici soustavy, kterd se od matice soustavy ve tvaru M [isi
tim, Ze je rozSifena o absolutni ¢leny soustavy (prvky ¢4, ¢35, ***, ¢,) téZ nazyvané pravé strany

soustavy. RozSifena matice soustavy ma tvar:
a1 - AQp| €1
Ami - Amnl Cm
(Kofinek,1956)

Se soustavami rovnic se zaci poprvé setkaji uz na zakladni skole a podle u¢ebnice od Odvarka
a Kadecka z roku 2000 se rovnou seznami se vSemi tfemi metodami feSeni jednoduchych
soustav. Uvedené metody jsou: scitaci, dosazovaci a srovnavaci. Na stfednich Skolach je pak

toto téma prohlubovano a Zaci maji moznost se setkat i grafickym fesenim téchto soustav.

14



P¥iklad D: Reste soustavu linearnich rovnic v R

y=x+2
y=—-x+4

xX+2=—x+4
(x+2)—-2=(—x+4)-2
X+2—-2=—-—x+4-2
xX=—-x++2
) +x=(—x+2)+x
X+x=—x+2+x
2x =2

(2x):2=1(2):2

15



Lineadrni nerovnice

Nerovnosti jsou matematické Ukony, které pouzivaji symboly pro vyjadieni usporadani
matematickych objektd. Jednd se o symboly: <, >, <, >. Pokud v linedrni rovnice nahradime
znaménko ,,rovna se” jednim ze znamének nerovnosti, pak vytvofime linedrni nerovnici, kterd
mohou byt ve tvaru: ax + b >0, ax + b <0, ax + b < 0, ax + b > 0. Re$enim nerovnice
muze byt bod, ale obvykle je to interval. Jejich feSeni v oboru realnych Cisel je prehledné

zpracovano do tabulky A. (Charvat & spol., 1971, Polak, 2008)

ax+b>0 ax+b =0 ax+b <0 ax+b <0

ax > —b ax = —b ax < —b ax < —b

b b b b

x> —=— X=2—= X< —= x<—=

a a a a

b b b b
>0 |k (o) | o Be) [ (o [0
a a a a

b b b b
< k=Y (o x-[e) |- (Fe)
a a a a

Tabulka A: Redeni nerovnic podle hodnoty koeficientu a.

Pokud a = 0, pak nastanou pfipady jako: b >0, b >0, b <0, b < 0. V téchto pripadech
rozhoduje hodnota koeficientu b, zdali je prox € R, K = R nebo K = ¢. (Polak, 2008)
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Kvadratické nerovnice

Kvadratickd nerovnice je nerovnice ve tvaru ax? + bx + ¢ >0, ax?+bx+c <0, ax? +

bx +c>0,ax?+bx+c<0,kdex,a,b,c € Raa # 0. (Polak, 2008)

Kazda kvadratickd nerovnice, pokud je jeji diskriminant vétsi nez nula, jde podle upravit na
kofenovy soucin Cinitelda - (x — x;) - (x — x,). Kofeny rovnice nam rozdéli Ciselnou na tfi

intervaly a podle koeficientl a budou:

(—0; 1)

(x1; x2)

(x1; )

a>0

+

+

a<o

+

Tabulka A: Rozdéleni interval( podle a. (Polak, 2008)

Pokud chceme a - (x — x;) - (x — x,) > 0, volime intervaly s oznacenim +, pokud chceme
a-(x—x;)(x—x,) <0, tak —. Jestlize v pfedchozich rovnicich ostré nerovnosti (<, >)
nahradime nerovnostmi (<, =), pak se fidime stejnym pravidlem, jen k vyslednym intervaliim

pfiddme i krajni body. (Polak, 2008)

Jestlize diskriminant bude roven nule, pak ma rovnice jeden dvojndsobny kofen a nerovnice
bude ve tvaru a - (x — x;)2. V tom pFipadé je &iselna osa rozdélena jednim bodem a tabulka A

je pouzitelnd i pro tento pfipad, staci kdyz interval (x; x,) nahradime bodem x; . (Polak, 2008)

Jestlize je diskriminant mensi jak nula, pak nastavi dvé situace. Nejprve nerovnici upravime na
normovany tvar x? + px + q a pak miZeme Fict, Ze pro x? + px + q > 0 bude koFen roven
celé redlné ose K = R. Jestlize x? + px + q < 0, pak je kofenem prazdna mnozina K = ¢.

(Polak, 2008)
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Resene priklady
Linedrni rovnice

PFiklad 1: Re3te rovnici v R
5:{5-[5-(5x—4)—4]—-4}=5
5.(5-[25x — 20 — 4] —4} = 5
5-{5-[25x —24] -4} =5
5-{125x — 120 -4} =5

5.{125x — 124} =5

625x — 620 =5 /+620
625x = 625 /1625
x=1
K = {1}

= Solve[5 (5 (5 (5%x-4) -4) - 4) =5, x]

Out{14l= { [%x > 1} ]
Obrazek 1: Zadani prikladu 1 do Wolfram Cloudu.

Na obrazku 1 mGzeme vidét, jak zadat rovnici do Wolfram Cloudu a tim si velmi rychle ovéfit
spravnost naseho pocitani. Chceme-li rovnici zndzornit graficky, miZzeme to udélat dvéma
zpUsoby. Prvni zpUsob je, Ze si rovnici upravime do normovaného tvaru, ktery pro ptiklad 1 je
x — 1 = 0. Graf, ktery chceme vykreslit, je tedy f(x) = x — 1. Na obrazku 2 vidime, jak takovy
graf vypada a Ze nalezené feSeni je bod, kde se protina graf funkce s osou x. Ale samotna
Uprava na normovany tvar zabere stejné mnoiZstvi Casu, jako vypoclet celé rovnice. Na
obrazku 3 se vSak muUZeme presvédcit, Ze kdyZ misto normovaného tvaru zadame celou
plavodni rovnici, vykresli se nam sice graf jiny, ale bez Zzadného vlivu na vysledek rovnice.

ProtoZe i graf na obrdzku 3 je rovnéz primka, ktera protina na ose x bod 1.
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In[18])= Plot[x =1, {3, =1, 2}]

10

05F

’

Obrazek 2: Grafické znazornéni prikladu 1 ve Wolfram Cloudu.

in(171= Plat[5 (5 (5 (5x-4) - 4) -4) =5, {x, -1, 2}]

500 |

-500

-1000 -

Obrazek 3: Grafické znazornéni prikladu 1 ve Wolfram Cloudu.
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Linedrni rovnice v soucinovém tvaru

Jedna se o druh kvadratické rovnice bez absolutniho ¢lenu a je mozné ji vyresit jako soucin

Ciniteld a-b = 0, kdy se bud'a = 0 nebo b = 0.
Piiklad 2: Reste rovnici v R
x> +x-(x+1)=0

X>+x>+x=0

2x2+x=0
x(2x+1)=0
x=0 2x+1=0 /-1
2x = —1 /2
r= s
2

o)

Jak je vidét, pouzili jsme postup feseni rozkladu na soucin a ndsledné jsme hledali dva nulové
body. Reeni této rovnice nebylo a7 tak zdlouhavé, nicméné mdzeme vidét na obrazku 4, 7e
wolfram cloud si s tim poradil velmi kratce. A stejné tak rychle si poradil i s vykreslenim grafu

na obrazku 5, kde i pfehledné vidime, kde se graf funkce ve tvaru paraboly protind s osou x ve

dvou bodech.

n2l= Solve[x™2 + x# (x+ 1) =0, x]

Obrazek 4: Zadani prikladu 2 do Wolfram Cloudu.
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7= Plot[x®2 + %% (x+1) =8, {x, -0.7, 0.2}]

03r

01k

’

Obrazek 5: Grafické znazornéni prikladu 2 ve Wolfram Cloudu.
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Linearni rovnice v podilovém tvaru

P¥iklad 3: Reste rovnici v R

=

3= - /5
3 5_4x—5

5

15=4x-5 /+5

15+5=4x—5+5
20 = 4x /:4
x=5 K = {5)

Nepochybné ve vsSech pftikladech, kde mdame nezndmou ve jmenovateli musime urcit

podminky tak, aby se jmenovatel nerovnal nule. Pro tento pfiklad stanovime podminku
5 y y . L , . ,

4x —5#0->4x #5->x # " Protoze kofen rovnice spliuje podminku, je platny. Na

obrdzcich 6 a 7 si miZzeme prohlédnout feSeni pomoci wolfram cloudu.

Obrazek 6: Zadani prikladu 3 do Wolfram Cloudu.

3
In[5]:= Plot[4 p
X =

1
=2 050 S}]

Obrazek 7: Grafické znazornéni pfikladu 3 ve Wolfram Cloudu.
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Linearni rovnice s absolutni hodnotou
Piiklad 4: Reste rovnici v R
|x] =6
K = {—6; 6}
Pravda tohle neni naroény piiklad. Redi se tak, e nalezneme nulovy bod pro vyraz v absolutni
hodnoté. V tomto prfipadé pro vyraz x je nulovy bod 0. A cela rovnice fikd, Ze vzdalenost od

nulového bodu 0 je 6 jednotek. Predstavime-li si situaci na Ciselné ose, je ndm jasné, Ze ve

vzdalenosti 6 jednotek od Cisla 0, se nachazi ¢isla 6 a —6, jak je vidét na obrazku 8.

In[2}:= NumberLinePlot[{-6, @, 6}]

Out[3}=

Obrazek 8: Grafické zndzornéni ptikladu 4 ve Wolfram Cloudu.

Wolfram cloud si samoziejmé poradi i s vypoctem celého prikladu véetné jeho grafického

znazornéni, které je uvedeme na jednom obrdazku 9.

In27)= Solve[Abs[x] = 6, x]

OutlETl [ (X = =B}, (x=6)]

Inf23;= Plot[Abs[x] == 6, {x, -10, 18}]

Obrazek 9: Zadani a grafické znazornéni prikladu 4 ve Wolfram Cloudu.
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Priklad 5: Reste rovnici v R

|x — 5] =2
+(x—5)=2 —(x=5)=2
x—5= —x+5=2
x=7 x=3
K={3;7}

| tento priklad se da fesit podobné snadno jako priklad 4. Nejprve nalezneme nulovy bod tak,
Zzex — 5 = 0. Tedy nulovy bod je v tomto pfipadé Cislo 5. A rovnice nam tikd, Ze kofeny rovnice
jsou ve vzdalenosti 2 jednotek od nulového bodu (5). Pochopitelné jsou témito body ¢isla 3 a

7. Tato situace je zobrazena na obrazku 10.

n[4]= NumberLinePlot[{3, 5, 7}]

Obrazek 10: Grafické znazornéni ptikladu 5 ve Wolfram Cloudu.

Na tomto prikladu si mUzZzeme také ukazat, jak se takovy priklad fesi, pokud neni tak snadno
resitelny. Zacatek je stejny, nejprve nalezneme nulovy bod (5), ktery ndm rozdéli ¢iselnou osu
na dva intervaly (—o0;5) a (5; ). Poté sestavime dvé rovnice, v nichZz nahradime zdvorky
absolutni hodnoty nahradime kulatymi zavorkami a pfed jednu ddme znaménko plus (rovnice
nalevo), kterou budeme fesit vintervalu (5; ), a pfed druhou minus (rovnice napravo),
kterou budeme Ftesit vintervalu (—o0;5). KdyZ vyfeSime obé rovnice a jejich fesSeni bude
nalezet pfisluSnému intervalu, ziskdme nami hledané kofeny rovnice. Na obrazku 11 si

muzZeme prohlédnout, jak tuto situaci Ize vyresit pomoci wolfram cloudu.
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r[181= Solve[Abs[x - 5] = 2, %]

= [Ix 3], (x27))

[251= Plot[Abs[x - 5] == 2, {x, @, 10}]

Obrazek 11: Zadani a grafické znazornéni pfikladu 5 ve Wolfram Cloudu.

P¥iklad 6: Reste rovnici v R

|12x — 4| —|x+3|=2—|x— 5|

-3 2
(=00;=3) (=3;2) (2;5) (5; )
2x — 4 - - +
x+3 - + +
xX—5 - - -
I I I3 Iy

Tabulka 1: Pomocna tabulka pro vypocet prikladu 6.

vvvvvv

Abychom se |épe orientovali, sestavili jsme pfehlednou tabulku, kterd jiz nam fika, jaké jsou
nulové body, jak ndm nulové body rozdélily ¢iselnou osu a jakd znaménka budeme davat pred
zavorky pfi vypoCtu. Znaménka jsme zjistili tak, Ze kdyz jsme vybrali libovolné Cislo z daného
intervalu a dosadili jej do pfislusného ¢lenu, dostali jsme bud kladnou nebo zapornou

hodnotu.
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I; —-(2x—-4)+(x+3)=2+((x-5) I;: +(2x—-4)—(x+3)=2+(x—-5)

—2x+4+x+3=2+x-5 2x —4—x—3=2+x-5

2x =8 Ox =4

x=4 Ii; +Q2x—4)—-(x+3)=2—-(x—-05)

L, —-(2x—4)—(x+3)=2+((x-5) 2x—4—x—-3=2—x+5

—2x+4—-—x—-—3=2+x-5 2x = 14

4x = 4 x=7

x=1

K ={1,7}

Ze Ctyt sestavenych rovnic pouze jedna nema feSeni a to rovnice sestavend v intervalu
I;. Dale rovnice sestavend vintervalu I; sice feSeni ma, ale to nespadd do pfislusného
intervalu. Zbylé dvé reseni odpovidaji svym intervalim a jsou proto kofeny rovnice. Numerické
i grafické reseni ve wolfram cloudu je na obrazku 12.

nE0):= Solve[Abs[2x - 4] - Abs[x+ 3] =2 - Abs[x - 5], %, Integers]

Outledl= { (X =1}, (x=>7}}

[z27= Plot[Abs[2x - 4] - Abs[x + 3] = 2 - Abs [x - 5], {x, -6, 10} ]

Obrazek 12: Zadani a grafické znazornéni prikladu 6 ve Wolfram Cloudu.
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Linedrni rovnice s odmocninou

P¥iklad 7: Reste rovnici v R
3-vV2x —1=4 /2
2
37-(Vax —1) =4

9-(2x—1) = 16

18x — 9 = 16
25
*= 18

V prikladech, kde je nezndma pod odmocninou, vidy na za¢atku musime stanovit podminky

tak, aby je vyraz pod odmocninou nerovnal zdpornému cislu. Tedy aby byl vyraz vétsi nebo

roven nule. Pro ptiklad 7 bude podminka vypadat takto: 2x —1>0-2x>1->x >

N |-

Redeni pfislu$né rovnice danou podminku splfiuje, a proto je kofenem rovnice. Redeni

pfikladu 7 ve wolfram cloudu je na obrdzku 13.

Solve[3*'\l' 2x-1 =4, x]

25 . .
X —
18!

Plot[3*’v'2x-1 == 4, {x, 8, 3}]

Obrazek 13: Zadani a grafické znazornéni pfikladu 7 ve Wolfram Cloudu.
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Priklad 8: Reste rovnici v R

V2x+7+Vx—5=+3x+2 /2

(\/2x+ 7 +Vx — 5)2 = (\/3x+2)2

(VZx+7) +2-V2x +7- Vi =5+ (Vi —5) =3x +2

2x+7+2V2x+7 - Vx—5+x—-5=3x+2

2:V2x+7-Vx—5=0 /:2

V2x +7Vx—-5=0 /?

(Vzx+7) -(Vx=5) =0
(2x+7)-(x=5) =0
2x% — 10x + 7x — 35 = 0
2x-(x—5)+7-(x=5) =0

(x—5)-2x+7)=0

2x+7=0
x=25 2x = —7
_ 7
X=73
K = {5}

Jak jiz bylo fe€eno vyse, nejprve musime stanovit podminky, které jsou v tomto pripadé:

2x+7=0 3x+2=>0 x—5=0
2x = —7 3x = -2 x=>5
- 7 - 2

x > > x> 3

Jestlize mame vice podminek pro jednu rovnici, plati ten interval, v némz se shoduji vSechny
dané podminky. Vysledna podminka pro priklad 8 je x = 5. A protoZe v tomto intervalu lezi
pouze jedno z vypocitanych dvou feseni, korenem rovnice je tedy jen jedno feseni x = 5. Celd

situace je znazornéna na ciselné ose na obrazku 14.
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In[78]:= Number‘LinePlotHInter"val[{— g, u:u}], Intewal[{— ;, u:u}], Interval[{5, m}], - g, 5}]

Obrazek 14: Grafické znazornéni pfikladu 8 ve Wolfram Cloudu.

In[5]:= Solve[‘\l‘?x;? +Yx-5 ::'\u'3x;2,x]

Out[5}= ..x 3 E-} (X =25]

In[7]:= Plot['\l'?x;? +Vx- ::'\f3x;2,{x,6,16}]

Obrazek 15: Zadani a grafické znazornéni prikladu 8 ve Wolfram Cloudu.

Na obrdzku 15 mUzZeme vidét reSeni rovnice ve wolfram cloudu véetné jeho grafického reseni.
Vsimnéme si, Ze program nam vypsal oba vysledky bez ohledu na podminky. Nicméné
z grafické podoby rovnice je patrné, Ze koren rovnice je jen jeden. Proto bych chtéla upozornit
vSechny uzivatelé jakéhokoliv programu, Ze kalkulacka je jen tak chytrd, jako je ten, kdo ji

pouziva. Proto nikdy neni na skodu kontrolovat vysledky vicero zpUsoby.
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Nerovnice

Priklad 9: Redte rovniciv R
2x+1>1—x
3x>0
x>0
K = (0; 00)

2= Reduce[2x+1>1-x]

X @

In
Out[Z}=

In[5]:= NumberLinePlot [Interval[{0, =}]]

Out{5}=

Obrazek 16: Zadani a grafické znazornéni prikladu 9 ve Wolfram Cloudu.
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Nerovnice v soucinovém tvaru

P¥iklad 10: Reste rovnici v R
(x—2)-2x+3)>0

Tuto rovnici lze fesit nékolika zplGsoby. Jednd moznost je pouzit tabulku jako v pfikladu 6 nebo
si mGZeme fict, Ze nerovnost bude platit, pokud oba Cinitelé budou kladni nebo naopak pokud

budou oba zaporni. Matematiky tuto situaci zapiSeme takto:
[x—2>0A2x+3>0]V[x—2<0 A 2x+3<0]

Nyni vypocitdme jednotlivé nerovnice, ¢imzZ ziskdme jednotlivé intervaly Iy, 15, I3, 1,, které

podle logickych spojek uporddame do vysledného intervalu.

x—2>0 2x+3>0 x—2<0 2x+3<0
x> 2 x>—§ x <2 x<—§
4 4
I, = (2; ) I3 = (—;2)
I 3 I 3
=(——;00 = (—o0* — —

11012=K1211=(2,00) 3
LNl =K, =1, = (—o0; —~
3 M Iy 2 4= (- 4)

3
K=K UK, = (=00 =) U (2;0)

[12]:= Number‘LinePlot[{Intewal[{—u:u, - g}], Interval[{2, u:u}]}]

Obrazek 17: Zadani a grafické znazornéni prikladu 10 ve Wolfram Cloudu.
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Nerovnice v podilovém tvaru
Priklad 11: Redte rovniciv R

x+4
2+x

<0

V tomto ptikladu miZzeme postupovat jako u predchoziho. Tedy:

x+4>0A24+x<0]V[x+4<0A2+4+x>0]

x+4>0 24+x<0 x+4<0 24+x>0
x> —4 x < =2 x < —4 x> -2
I, = (—4; ) I = (—o0;=2) I3 = (—o0; —4) I, = (—2; )
Il N 12 = Kl = (_4‘; _2) 13 N 14_ = KZ = ¢)

X+ 4

In[13}= Reduce[ cO]

24 x
T

In[14}= NumberLinePlot[Interval[{-4, -2}]]

Out[14}=

Obrazek 18: Zadani a grafické znazornéni prikladu 11 ve Wolfram Cloudu.
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Nerovnice v absolutni hodnoté

P¥iklad 12: Reste rovnici v R

|x +3|>5
-3
(—o0; —3) (—=3;)
x+3 - +
L I

Tabulka 2: Pomocna tabulka pro vypocet ptikladu 12.

Ii: —(x+3)>5 I,: x+3>5
—x—3>5 x> 2
—x>8 I’ = (2;)
x < -8 K,=LnlL' =1"=(2;0)
L' = (—%;-8)
Ki=Lnl' =1 =(-;-8) K =K; UK; = (—; =8) U (2; )

V tomto pfikladu si budeme pocinat podobné jako v prikladu 6. Nejprve rozdélime ciselnou
osu na dva intervaly podle nulového bodu (—3) na intervaly I; a I,. Libovolné ¢&islo z I;
dosadime do dvojclenu x + 3. Dostaneme zdporné dCislo. Pak pro I; v puvodni rovnici
zaménime zavorky absolutni hodnoty za kulaté a pred zavorku napiSeme minus. Poté
nerovnici upravime a dostaneme interval I;". Kofen rovnice K; pak ziskdme prinikem intervald

I, al;’. Podobny postup opakujeme pro I, a vysledny kofen vznikne sjednocenim K; a K.
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Nerovnice pod odmocninou

P¥iklad 13: Reste rovnici v R

Vx?—1<x+2 /2
x+D)-x-D<(x+2)-(x+2)
-2 -1
(—o0; —2) (—2;—-1) (-11) (1; 00)

X +2 — + + +
x—1 - - - +
x+1 - - + +

I I I3 Iy

(x—-1) - (—x+1)<(—x—-2)-(—x—2)

X2 —x4+x—-1<x*4+2x4+2x+4

x> —1<x*+4x+ 4

-5 < 4x

34
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I,: —(x+D) [-x-D]<(x+2)-(x+2)
(x—1D(—x+D)<x+2)-(x+2)

x>’ —1<x*>+4x+ 4

L’ >
= (——"00
2 ( 4‘ )
, 5
KZ 212012 :(__,_1>
4
I5: x+D) (x+D)<x+2) (x+2)
—x?4+x—x+1<x*+4x+4
0<2x®+4x+3
I3I=[R
K3 =I3ﬂl3’ = (_1, 1)
Iy: x+D) x-1D<x+2)-(x+2)

x> —1<x*>+4x+4

K4=]4ﬂ]4,=(1;00)
5
K=K1UK2UK3UK4=(—Z;—l)U(l;OO)

Tento pfiklad byl ponékud dlouhy, avsak i tak jsme dokazali prehledné dojit k zavéru. Ani
vtomto pfikladu nesmime zapomenout na podminku, kdy x? —1 > 0. Po Upravé této
nerovnice dojdeme k zavéru, ze x € (—1; 1). Na tuto podminku je jiz pfihlédnuto pfi zapisu

vysledku. Na obrazku 19 mGzeme vidét, Ze nas vysledek je spravny.
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In[23]:= Reduce[ VI X -1 <x4 2]

OutfZ8f - — «x = -1 =1
a

In[31]:= Mumber‘LinePlot[{Intewal[{— 3 —1}], Interval[ {1, u:u}]}]

5
a

’

Obrazek 19: Zadani a grafické znazornéni prikladu 13 ve Wolfram Cloudu.
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Kvadratické rovnice a nerovnice bez absolutniho ¢lenu

P¥iklad 14: Reste rovniciv R
4x%> +16x =0

4x-(x+4)=0

K = {—4;0}

In3z)= Solve[4 X'+ 16 x == @, |
oufazl [ (X -4}, (x@))

inazi= Plot[4x” + 16 x == 0, {x, -6, 2}]

Obrazek 20: Zadani a grafické znazornéni prikladu 14 ve Wolfram Cloudu.
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P¥iklad 15: Reste rovnici v R
4x% +16x > 0
4x-(x+4)>0

[4x >0 Ax+4>0]V[4x <0 A x+4<0]

4x >0 x+4>0 4x <0 x+4<0
x>0 x>—4 x<0 x < —4
I; = (0; ) I; = (—4; ) I3 = (—0;0) Iy = (—0; —4)
L NI, =K =1 =(0;00) ILnl,=K, =1, =(—;—4)

[28]:= Reduce[tlxz +16 x > 6]

Obrazek 21: Zadani a grafické znazornéni pfikladu 15 ve Wolfram Cloudu.
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Ryze kvadratické rovnice a nerovnice

P¥iklad 16: Reste rovniciv R

9x2—-16 =0

Bx+4)-Bx—4)=0

3x+4=0 3x—4=0
3x:_4‘ 3x:4
_ _4
*=73 *=3
K—{ 4_4}
L 3’3
In[44}= Solwve[9x"2 - 16 == @, x]

In[47;= Plot[9x"2 - 16 =0, {x, -3, 3}]

Obrazek 22: Zadani a grafické znazornéni prikladu 16 ve Wolfram Cloudu.
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P¥iklad 17: Reste rovnici v R
9x%2 -16<0
Bx+4)-Bx—4)<0

[B3x+4>0A3x—-4>0]V[3x+4<0 A 3x—4<0]

3x+4>0 3x—4>0 3x+4<0 3x—4<0
3x > —4 3x >4 3x < —4 3x <4
> 4 >4 < 4 <4
x= 73 X73 XS 73 *s3
4 4 4 4
11:(_§F°° 12:(§F°°) 13:(—°°F—§) 14:(—0025)
4 4
Ilﬂlz=Kl=12=(§;oo) I3ﬂI4=K2=I3=(—OO;§)

4 4
K=K UK, = (—00;—§)U(§;°°)

n[42)= Reduce[9x"2 - 16 > @]

4 4
B X o -~ X =
3 3

n[43]:= Number‘LinePlotHInter"val[{—u:u, - ;}], Intewal[{;, u:-}]}]

Outj4s=  —-—s

Obrazek 23: Zadani a grafické znazornéni pfikladu 17 ve Wolfram Cloudu.
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UplIné kvadratické rovnice a nerovnice

P¥iklad 18: Reste rovnici v R
x2+(2V3+1)x+3+V3=0

D=(2v3+1) —4-1-(3+v3)=(2V3) +2-2V3-1+ 12— 12— 43
=124+4/3+1-12-4V3=1

—(2V3+1)+V1
x1/2= 2.1
x1=_2\/§_1+1=_2\/§=—\/§
2 2
_—2¥3-1-1 -2v3-2 2(—V3-1)
2= 2 =—p = -1
K = {—V/3-1;—V/3}

Obrazek 24: Zadani prikladu 18 ve Wolfram Cloudu.
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Priklad 19: Reste rovniciv R

x6—7x3-8=0 Substituce: x3 =t
t?—7t—8=0

D=(-7)2—-4-1-(-8)=49+32=81

_—(=7) V8l
tl/Z_—Z'l
L _7+9_16_ L _7-9_ =2
T2 T2 272 T2
x13=t1 x23=t2
x13_8 x23=—1
x1=§/§ x2=3—1
x1:2 xZ—_l
K ={-1;2}

[6]:= Solve[xs - 7x'-B== B, x, Reals]

(X -1, [%-2]]

Obrazek 25: Zadani prikladu 19 ve Wolfram Cloudu.
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P¥iklad 20: Reste rovnici v R
x> =2x—-15>0
D = (—2)2—4'1'(—15) =44+ 60 =64

—(-2) £ V64

X1/2= 2.1

(x=5-(x+3)=0

[x—5=20Ax+3=20]V[x—5<0Ax+3<0]

x—52=20 x+3=0 x—5<0 x+3<0
x=5 x=-3 x<5 x< -3
Iy = (5; ) I = (=3; ) I3 = (=0;5) Iy = (=00; =3)
LNl =K =1 =(50) LNnl,=K,=1I, =(—00;—3)

n[&]:= Reduce[xz -2x-15= 9]

OutEls X = -3 x=5

n[2:= NumberLinePlot[ {Interval[{-w=, -3}], Interval[{5, @}]}]

-

Obrazek 26: Zadani a grafické znazornéni prikladu 20 ve Wolfram Cloudu.
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Soustavy rovnic

P¥iklad 21: Reste rovniciv R
2x+y=2 - y=2-2x
S5x+3y=5 y=0

5 +3-(2—2x)=5

5x+6—6x=5
—x=-1
x=1

K ={[1;0]}

nz2= r=50lve[2x+y=28&5x4+ 3y =5, {3 v}]

Outl2Z= [ (X =1,y =+8}]

In[z5]:= ContourPlot[{2x+y =2, 5%+ 3y =5}, {%, -2, 2}, {y, -2, 2}, Epilog + {Red, PointSize[.02], Point[{x, y}] /. r}]

Obrazek 27: Zadani a grafické znazornéni prikladu 21 ve Wolfram Cloudu.
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P¥iklad 22: Reste rovnici v R

x+2y=5 3+2y=0
x—2y=1 y=1

2x =6

x =3

=s=5Solve[x+2y =58 x-2y ==1, {3 v}]

OutlTl= [ (x =3,y =1}]

In[z2]:= ConmtourPlot[{x+ 2y =5, x- 2y == 1}, {x, -4, 4}, {y, -4, 4}, Epilog + {Red, Point5ize[.02], Point[{x, y}] /. s}]

AT T L — L ]

Obrazek 28: Zadani a grafické znazornéni prikladu 22 ve Wolfram Cloudu.
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7/ v
Zaver
Cilem mé zavérecné prace bylo zpracovat feSené priklady na téma rovnic, nerovnic a jejich

soustav a ukazat jejich reSeni ve Wolfram Cloudu. Tohle téma jsem si vybrala, protozZe je mi

téma rovnic blizké a bavi mé je resit a zobrazovat. Osobné ve své praci spatfuji dvoji vyuZziti.

Prvni vyuZiti je pro zaky, ktefi chtéji studovat téma rovnic, nerovnic a jejich soustav. Tato prace
jim podrobné ukaze, jak se priklad resi a jak si mohou své feseni velice snadno ovéfit a
pfipadné znazornit. Druha stranka vyuZiti je velmi podobna, jen je uchopena z druhé strany.
Muze totiz slouzit ucitellim, kteti z této prace mohou Cerpat ndvrhy na pfriklady, ale hlavné se

z ni mohou naucit, jak pouzivat Wolfram Cloud k ovérovani vypoctQ.

Béhem vypracovavani své prace jsem pfisla na jednu véc, a to takovou, Ze jako ucitelé mame
tendence své Upravy pti vypoctu zkracovat. Tedy snazime se napsat zapis vypoctu prikladu tak,
aby byl co nejkratsi a aby tam bylo co nejméné symboll. Nepochybné je to z dlvodu, abychom
stihli vypocditat vice prikladl za kratsi ¢as. Zda se to byt nevinné, ale jestlize u jednoduchych
pfiklad( se vyhybame kompletnimu a fadnému zapisu, velice snadno se mlze stat, Ze Z4ci

budou zmateni da-li jim ucitel priklad tézsi viz pfiklad D v porovnani s pfikladem 8.

Co se vybranych pfrikladl tyce, tak jsou spiSe zamérené na vyssi stupen zakladni Skoly a na
stfedni Skoly spiSe méné. Takze dle mého Usudku ma prace muze slouzit i jako pojitko mezi

témito mezniky ve vzdélavani.

V praci nalezneme popis programu Wolfram MATHEMATICA a zakladni kroky k jeho pouzivani.
Dale je pak vypis, jak je téma rovnic, nerovnic a jejich soustav zakotveno v ramcové
vzdélavacich programech pro Zaky na vyssim stupni zakladnich a stfednich Skol. Poté nasleduje
definovani pojm{ rovnic, nerovnic a jejich soustav. Nakonec najdeme sbhirku feSenych

priklad, které jsou doprovazeny resenim ve Wolfram Cloudu jak numericky, tak graficky.
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