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Anotace

Tato bakalarska prace se zabyva problematikou rovinnych mechanismi a na-
slednym vyuzitim ve vyuce matematiky. Jednou ze stézejnich ¢asti, je predstaveni
vybranych pasazi knihy A. B. Kempeho "How to draw a straight line, ktera ni-
kdy nebyla ptrelozena do ¢eského jazyka. Vybrané pasaze popisuji mechanismy, které

nasledné vyuziji ve vyuce formou projektu.
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nismus

Abstract

This bachelor’s thesis deals with the issue of plane mechanisms and their sub-
sequent use in the teaching of mathematics. One of the key parts is the presentation
of selected passages of A. B. Kempe’s book How to draw a straight line, which was
never translated into Czech language. Selected passages describe the mechanisms

that I will then use in teaching in the form of a project.
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1 Uvod

1.1 Uvod do problematiky

Ptimka. Pojem, ktery zn4 kazdy ze skoly. Ve skole nam ucitelé vryli do paméti, ze
se jedna o "nejjednodussi geometricky utvar", ke kterému nam staci rovné pravitko
(pfipadné trojuhelnik) a tuzka. AvSak postupem v této praci budeme zjistovat, ze
se nejedna o banalni véc, jak se mize na prvni pohled zdat.

Velky geometr Euklid nam v dile Euklidovy zaklady definuje pojmy a vyzadoval,
abychom byli schopni zvlddat ur¢ité procesy.Pér jich budu citovat:

1) Bod jest, co nemd dilu.

2) Cdra pak délka bez Firky.

3) Hranicemi éary jsou body.

4) Primd jest cdra (primka), kterd svgmi body tdhne se rovné.

-~ 18][s 1]

Déale Euklid rovnou piimku popisuje jako "cdru, kterd je vici bodim na ni leZi-
cim umisténa rovné. [19] Avsak tato definice neni dostatecné, protoZe pii rysovani
primky vezmeme pravitko. Zde zastava problém. Abychom méli rovnou pifimku,
musime mit pravitko rovné hrany. Zde vyvstava otazka, jak udélame rovnou hranu?
Metoda jednoduchého pravitka by nam v tomto problému mohla pomoct. Sta¢i ndm,
aby opisujici bod zachoval stejnou vzdalenost od stfedy (=polomér). Stiedovy bod,
ktery si vybereme, zafixujeme v roviné a prostréime jim ¢ep. Nasledné pripevnime
jakykoliv material jakykoliv rozméri, ktery se bude otac¢et v kruhu kolem ¢epu. [1]
[s. 1-2]

Dalsim slavnym matematikem, ktery se zabyval problematikou kfivek, byl Rene
Descartes. Rene Descartes byl francouzsky filozof, matematik a fyzik. Mezi jeho ne-
slavnéjsi dila patii Rozprava o metodé, ktera vysla v roce 1637 v Leydenu. Obsahuje
3 eseje. Prvni z eseji byla Geometrie, ktera predstavovala revoluci v matematice.[20]
2]

Descartova Geometrie je rozdélena na tii ¢asti:

1) Kniha proni: O dlohdch, které je mozno sestrojit pouhym uzitim kruinic a
primek

2) Pojedndni druhé: O povaze krivek



3) Kniha treti? O konstrukci uloh télesnijch a vice nez télesnyjch

Vice se zaméfime na druhou ¢ast knihy: O povaze kiivek.

LStari si dobre vsimli, Ze tlohy geometrie jsou zédsti rovinné (plans), zcdsti té-
lesné (solids) a zcdsti kiivkové (lineaires), to znamend jedny, které lze konstruovat

pouze pomoci primek a kruznic, druhé, v nichZ se pouZije aspon jedna kuZelosecka,

vvvvvv

vvvvvv

jako mechanické a nikoli geometrické. Nebot kdyby chtéeli ici, Ze je tomu tak proto,
Ze je k jejich nakreslent zapotiebi urcitych pristroji (machines), pak by museli z té-
hoz divodu odmitnout i kruznice a primky, nebot prece i ty kreslime na papir pomoci
kruzZitka a pravitka, které lze pravé tak oznacit za piistroje.[S]

V tvodu druhé knihy Descartes pfi diskusi otazky, které kiivky by mély byt
zahrnuty do geometrie, odmita starovéké rozdéleni kiivek na geometrické (prikla-
dem muze byt pfimka nebo kruznice) a mechanické (spirala, kvadratrix, atd.) V
nésledujicich odstavcich dochazi k vlastnimu vymezeni kiivek, které povazuje za
geometrické:

Abych nakreslis vSechny ty krivky, které zde hodldm zavést, nepotiebuji uz Zddnjj
dalst predpoklad krome toho, Ze je mozné pohybovat soucasné dvéma nebo vice prim-
kami a Ze jejich priseciky vyznacuji jinou krivku. [8]

V dalsim odstavci nam jiz blize definuje pohyb primek a geometrickymi nazyva
ty, které:

[...] jsou opsdny spojitym pohybem nebo néekolika takovymi pohyby, z nichz ndsle-
dugici jsou plné uréeny predchdzejicimil8/

Timto oddélil kiivky jako kvadratrix atd., Které mizeme opsat spojitymi pohyby,
ale tyto pohyby jsou na sobé nezavislé. Mizeme Tict, Zze Descartes povazoval kiivky
za geometrické ty krivky, které dnes oznacujeme jako algebraické a ostatni ozvacoval
jako mechanické (dnes je oznacujeme jako transcendentni)

Diikaz, Ze existuje mechanismus, ktery vykresli jakoukoliv kiivku, se dlouhou
dobu od vydani knihy Geometrie neobjevil. Tento dikaz i diikkaz Descartovy mys-
lenky provedl az v roce 1876, kdy byly objeveny inverzory, anglicky matematik Alfred
Bray Kempe. Dikaz provedl nasledujicim zptisobem: sestrojil kloubové mechanismy

a zacal je mezi sebou kombinovat. Poukazal, ze pro kazdou algebraickou kiivku lze



vymyslet mechanicky postup, jak z kazdého jednoduchého mechanismu sestavit ta-
kovy, ktery by kiivku vytvarel. Vysledek byl velmi slozity a nepouzivany, ale slo mu
o dikaz této moznosti.

Béhem 19. stoleti bylo sestaveno mnoho mechanismi, které prevadély otacivy
pohyb na pfimocary nebo naopak. Byly tak oblibené, Ze se staly soucéasti sbirek
védeckych pristroji.[2] Mnoho z téchto objevii obsahuje kniha A.B.Kempe, ktera
vznika v roce 1877 ze stejnojmenné prednasky s nazvem: Jak nakreslit isecku. Nauka

o mechanismech.



1.2 Alfred Bray Kempe

Alfred Bray Kempe se narodil 6.7.1849 v Londyné. Kempe byl synem rektora
anglikanského kostela Sv. Jakuba, reverenda Johna Edwarda Kempeho. Studoval na
St Paul’s School v Londyné a poté studoval na Trinity College v Cambridge, kde
byl jednim z jeho uéiteld Arthur Cayley (Cayley byl britsky matematik, ktery se
v matematice vénoval teorii matic a byl prvni, kdo podal moderni definici grupy).
V roce 1872 ziskal bakalarsky titul. I pres jeho zajem o matematiku pracoval jako
advokat se specializaci na cirkevni pravo.V roce 1913 byl povysSen do Slechtického
stavu. Déle ziskal ¢estny titul Doktor kanonického prava na Durhamské univerzité.
17

Cayley a Sylvester jej vyzdvyhuji jako ,vyznamnou osobnost svéta matematiky a
fyziky pro jeho vyzkumy a objevy v oblasti kinematiky“. V roce 1881 byl zvolen do
spolecenstvi Kralovské spole¢nosti. Roku 1897 byl zvolen do rady Kralovské spolec-
nosti. Kromé lasky k hudbé a matematice miloval i svycarské Alpy, které navstivil
téméi padesatkrat.[9)

Kempeovy rané prispévky k matematice se zabyvaly tématem mechanismi, za-
hrnujicich aplikaci geometrie. Jeho dalsi matematické prispévky, ackoli ne tak ¢etné,
byly prvotiidni kvality. Nékolik ¢lankti napsal prevazné o algebie se zvlastnimi za-
kony, z nichz kazdy nese odkaz jeho impozantni schopnosti. Jeho pravni vzdélani ho
vzdy vedlo k velmi jasnym a presnym formulacim.

Béhem let 1892-94 byl prezidentem The London Mathematical Society a vzdy
bude pripominan pro svij pozoruhodny piinos k filozofii matematiky. Jeho pre-
zidentsky prijem, kdyz se ujimal vedeni Londynské matematické spole¢nosti, mél
nazev "Co je to matematika?".

Nekteri odbornici povazuji jeho ,Pojednéni o teorii matematické formy*, publi-
kované v The Philosophical Transactions The Royal Society v roce 1896, za jeho
otazek, coz mu poskytlo rdmec pro nalezeni novych matematickych postupi.

V roce 1876 Kempe prokazal teorii o moznosti reprodukovat jakoukoli rovinnou
k¥ivku stupné n pomoci kloubového rovinného mechanismu, sklddajiciho se pouze z
oto¢nych a posuvnych ¢asti. V roce 1926 rusky matematik Semyon Aranovich Gersh-

gorin zalozil na Kempeho tivahach svoji praci a pouzil komplexni variabilni metodu
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k prokazéni obecnéjsi véty o moznosti konstruovani podobnych mechanismu pro li-
bovolnou algebraickou funkci. Pfesto ani Kempe, ani nikdo jiny nezavedli metodu
pro navrh nejjednodussiho propojeni a generovani konkrétni k¥ivky. Dalsi rusky ma-
tematik Artobolevskij uvadi mnoho piikladi mechanismu pro vytvareni kiivek az

do ¢tvrtého stupné, a dokonce i nékteré transcendentalni kiivky.[9]

V roce 1877 vydal Kempe monografii pod nazvem ,Jak nakreslit usecku - pred-
naska o mechanismech®. Tato prednéska byla urcena ucitelim prirodnich véd a byla
vydana ptesné po 100 letech. Problém vytvareni primky pomoci kloubového mecha-
nismu je stejné stary jako parni stroj Jamese Watta. Isaac Newton zdtraznil, ze
,popis pravych ¢ar a kruznic, na nichz je geometrie zaloZzena, patii k matematic-
kym mechanismim. Geometrie nas nenaudi tyto ¢ary nakreslit, ale vyzaduje, aby
byly sestrojeny.“ V geometrické konstrukci pouze zkopirujeme existujici primku. Ko-
lem roku 1784 James Watt pouzil svij slavny pfimy mechanismus k vedeni pistu
parniho stroje podél priblizné primky. Tento Wattiv mechanismus byl popularni v
padesatych letech 20. stoleti, aby bylo moZzné zkonstruovat zadni napravy v zavod-
nich autech. Sam James Watt v dopise svému synovi napsal, Ze je na vynalez tohoto

mechanismu velice pySny.

Pozdéji bylo vyvinuta cela rfada ptibliznych pfimych mechanismii, jako naptiklad
mechanismy Robertse, Evanse, éebyéeva a jiné. Jesté v roce 1993 byly publikovany
prvni ¢lanky o pfimych mechanismech. V roce 1864, osm let po Wattové objevu,
francouzsky armadni inZenyr Charles-Nicolas Peaucellier poprvé pfisel s mechanis-

mem, jehoz bod generuje ptfi pohybu mechanismu presnou primku.
Kempe zaciné svoji knihu nasledujicim tvodem:

Velky geometrik Eukleidés, neZ nam demonstroval nejrizné)si turzeni obsaZené
v jeho knize Zdklady geometrie, poZaduje, abychom byli schopni dosdahnout urcitych
postupt. Tyto (postuldty), jak jsou poZadavky nazyvany, lze zhruba Tici, Ze vyZaduy,
abychom byli schopni popsat primky a kruznice. Tak velikd je ticta, kterou vénujeme
tomuto geometrickému géniovi, Ze existuje mnoho téch, kteri by odmitli oznacent
"geometrické "pro ukdzku, kterd vyZaduje jakoukoli jinou konstrukci, nez jakd maizZe
byt ovlivnéna primkami a kruhy. Proto se Tikd, Ze mnoho problémi - jako napti-
klad trisekce whlu - kterd lze provést jinymi jednoduchiymi prostiedky, avsak nemaji

geometrické fesent, protoZe nemohou byt FeSeny pouze primkami a kruznicemi.|1]

11



Je zajimavé se ptdt, jak miZeme tyto uvodni podminky naplnovat, jak miZeme
popsat tyto kruznice a primky s takovou presnosti, jakd se priznd fyzikdlni situaci
problému.[1]

To, co navrhl Kempe pred vice nez sto lety, bylo umoznit pfimérené stupné vol-
nosti v mechanismech,jehoz pracovni bod vykresluje konkrétni kiivku. Prostfednic-
tvim své analytické metody vyftesil problém rigidnich vztaht. Piiklady nejslavnéjsich
mechanismu se nachazeji v dalsich kapitoléch.

V roce 1919 ze zdravotnich duvodii rezignoval na funkci pokladnika Kralovské

spole¢nosti. Pfedseda Sir J.J. Thomson vyjadfil pocity celé spole¢nosti:

Je obtizné najit slova, abychom vyjddrili nasi vdécnost. Svym pracovnim
nasazenim, dlouholetymi zkusenostmi se zaleZitostmi spolecnosti a pravnims
znalostmi poskytoval v nasich Taddch a v Fizent politiky nasi spolecnosti

neocenitelnou sluzbuf9/
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2 Watttv paralelni pohyb

2.1 Okolnosti vzniku

James Watt je dnes pfipominan pro svou priikopnickou praci na parnim stroji.
Definoval jednotku vykonu, ktera byla po ném pojmenovana. Byl to pravé on, kdo
vynalezl prvni stroj pro pfevadéni primocarého pohybu na otécivy. Svou myslenku
popsal v dopise, ktery napsal Metthew Boultonovi(byl anglicky podnikatel a pozdéjsi
Watttav obchodni partner) v ¢ervnu 1784:

Zaznamenal jsem zpusob, jak pohybovat tyci pistu kolmo nahoru a doli. Pouze ji
upevnim na kus Zeleza, bez Tetézi mebo kolmyjch voditek.... vynalezl jsem jeden z

nejgenidalnéjsich a nejjednodussich mechanismai.

V 21 letech zac¢al Watt pracovat v Glasgow jako univerzitni mechanik. Prestoze
je vynalez parniho stroje ¢asto pripisovan Wattovi, tento stroj byl sestrojen jiz v
roce 1712 anglickym kovarem Thomasem Newcomenem. Ten narazil na problém, jak
otacivy pohyb stroje prevést tak, aby pist ve valci co nejméné drhnul a nedochézelo
k jeho poskozovani. Watt pfisel s vylepSenim, které dnes zndme pod nazvem Wattiv
paralelni pohyb.

V roce 1757 dostal za kol opravit nefunkéni model Newcomenova atmosféric-
kého parniho stroje a ihned rozpoznal jeho nedostatky. Zjistil, Ze kotel stroje ne-
vytvari dostatecné mnozstvi pary. Stavalo se také, ze ve chvili, kdy pist vykonal
nékolik pohybii, bylo nutné stroj zastavit a doplnit vodu v kotli. Toto bylo pro
Watta prekazkou, a proto nejdiive musel pochopit vlastnosti pary. Watt ve spolu-
praci s profesorem Josephem Blackem (byl chemikem a fyzikem skotské narodnosti,
znamy predevsim diky objeveni hotc¢iku, mérného tepla a oxidu uhli¢itého.Také se
delsi dobu zabyval vlastnostmi pary). Diky spolupraci zjistil, Ze teplota i tlak pary
zustava konstantni.Objevil, Ze diky neustalé vyméné pary ve vélci dochazi ke sra-
zeni velkého mnozstvi vody, a tim se vodou zbytecné plytva. Chtél docilit toho, aby
co nejméné pary kondenzovalo ve vélci (pro udrzeni chodu se zkondenzovana voda
musela vypous§tét) a tim zamezit neustalému dopliiovani a ohfivani vody v kotli a
plytvani palivem pro tento ohtev. [4]

Po dlouhém premysleni jej napadlo, zda by para misto ve valci nemohla konden-

zovat v samostatném parnim kondenzatoru, pripojeném za vélec. Pfitom uvazoval,
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ze u takového modelu by valec nemusel byt napfed viibec ochlazen a rovnéz by ne-
bylo potieba cerstvé pary k jeho zahtati. Néasledné sestrojil vysledny model a stroj,
jak on predpokladal, pracoval velmi dobte. Watt vSak jesté nebyl spokojen, nebot
tento stroj dle jeho predstav nebyl zcela dokonaly. A tak dale studuje a koné velké
mnozstvi pokust k dosazeni lepsich vysledkii.

Hlavnim Wattovym tkolem bylo soustfedit se na udrzovani valce ve stale stejné
teploté a ochlazovani kondenzatoru.Mél ur¢itou myslenku, jak k tomuto reseni dojit
a vypracoval potfebné plany.

Jeho pokusy s parnim strojem vSak vyzadovaly urcitou finan¢éni podporu, které
se mu nedostavalo, a tak na ¢as od svych pokusi upustil a snazil se spiSe nalézt né-
jakého zamozného podnikatele, ktery by mu umoznil v pokusech pokracovat. Tehdy
Wattovi opét pomohl jeho pritel profesor Black, ktery jej doporuéil svému znamému
Roebuckovi, majiteli znamé zelezarny. V roce 1775 byl vyroben pistovy valec, nejdi-
lezitéjsi soucastka stroje, ktery byl tentokrate misto cinu,ako tomu bylo v predchozim
piipadé, zhotoven z litého Zeleza. Pokusny model s takto vyrobenym valcem praco-
val velmi dobfe a mél jen nepatrné nedostatky, které se pozdéji podarilo odstranit.
Velkou zasluhu si na tom rovnéz pripisoval Wilkinson, majitel vyhlasené zZelezarny,
u néhoz byl valec zhotoven. [4]

Konecéné zacatkem roku 1776 byl stroj uveden do chodu a pracoval jiz bez se-
bemensi chyby. Zdokonaleni parniho stroje zptisobilo rozruch mezi majiteli doly,
kteri byli stale nestastni ze zaplav svych uhelnych dolu a nebyli spokojeni s zadnym
¢erpadlem, které by mohlo odcéerpavat vodu a umoznilo bezpecnou praci hornika v

jejich dolech. Ve Wattové parnim stroji vidéli naplnéni svych tuzeb. [4]

A / —= B
e
D

Obrazek 1: Puvodni nakres kiivky (z webu wikimedia.org)

Alfred Bray Kempe popsal konstrukci Wattovy krivky ve své knize:
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"Prvni ¢lovék, ktery se timto problémem zabyval, byl James Watt. ,Wattuv pa-
ralelni pohyb®, vynalezeny v roce 1784, je dobte znam kazdému inzenyrovi a pouziva
se témér v kazdém parnim stroji. Zarizeni, redukované na jeho nejjednodussi formu,
je znazornéno na obr. 2. Radialni tahla maji stejnou délku — pro stru¢nost pouzi-
vam slovo ,,délka pro oznaceni vzdalenosti mezi cepy; tahla mohou mit samoziejmé
libovolnou délku nebo tvar, a vzdéalenost mezi ¢epy piipadné délka clenu, ktery je
spojuje, je takova, ze kdyz jsou spojovaci ¢asti rovnobézné, linie spojujici tyto ¢epy
je kolmé ke spojovacim ¢astim. Kreslici bod je umistén v poloviné drahy mezi ¢epy

na pojezdové c¢asti.

{ | ' =
‘g'!._ — “m_,.@

Fig. 2.

Obrazek 2: Wattova kiivka (Kempe, 1877, str. 8)

Kfivka popsana kreslicim bodem, pokud se pfistroj pfilis neodchyluje od své
stfedni polohy, se podobéa ¢islici 8.Algebraicka kiivka nemiuze jako svou ¢ast obsa-
hovat tsecku. Diuvodem je to, ze kruhy tvorené konci spojovacich ¢asti maji své
konkavy otocené v opacnych smérech a kreslici bod je v poloviné cesty, vznika tedy
linie, které neni konkavni ani na jednu ani na druhou stranu, a vysledkem je kiivka
limitné blizici se primce.

Tato krivka vsak neni pfesné prima, protoze pokud dovolim sledovacimu zafizent,
aby popsalo celou drahu, bude se po dosazeni urcité vzdalenosti od své stiedni polohy
vyrazné odchylovat od pfimky, viz obr. ¢. 8, ktery nam vykresluje prislusnou éislici
8.

Pro mnoho tucelt je piimka popsand Wattovym pristrojem dostatecné presna, ale
pokud vyzadujeme idealni pfimku, samoziejmeé to neudéld a musime to zkusit znovu.
Nyni jsme schopni prokazat, Ze je nemozné vytesit problém pomoci tii pohyblivych

casti; lze se v8ak priblizit k pravdé vice, nez jak ji uddva Watt, ale stile to neni
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idealni reseni."[I]

Tuto kiivku déle zkoumal Phineas Crowther[21]. Jeho cilem bylo vylepseni kon-
strukce umisténim klikové hiidele pfimo nad valec, pficemz byl pist omezen Watto-
vym paralelnim pohybem. Jedinym skute¢nym rozdilem mezi Wattovym a Crowthe-
rovym TeSeni je pak jeho aplikace: Wattovo feseni bylo uréeno pro parni motory,
zatimco Crowther navrhoval své feSeni pro konvenéni pistové motory.|3]

Crowtherova vazba je u motoru docela zfejma, ale u parnitho motoru je nékdy
obtizné rozligit Wattovu c¢ast od ostatnich ¢asti. Kromé toho je rameno pomérné
dlouhé a tyce stejné délky by zabraly prilis velké mnozstvi prostoru. Aby piekonal
tento problém, vyvinul Watt zakladni spojeni do svého ,jiplného paralelniho po-
hybu“, také zahrnutého do jeho ptivodniho patentu z roku 1784. Zatimco puvodni
jednoduchy pohyb je u motori ramena ziidka viditelny, uplny paralelni pohyb je

V usporadani znazornéném na nésledujicim obrazku mame hlavni rameno mo-
toru se stfedovym otoénym ¢epem v bodu A (stejné jako predtim). Avsak bod B
neni na konci ramene, ktery je E, ale ¢astecné na cesté. Ty¢ CD, ktera méa stejnou
délku jako AB a je znamé jako radialni ty¢, je spojena s ramenem krat$im ¢lankem
BC. Stfed P se bude pohybovat v priblizné ptimce. Dalsi ¢lanky tvofi rovnobéznik
BCEF, kdy c¢ep F je spojen s pistni ty¢i. Doporucujeme zvazit pohyb F, ktery je
samoziejmé kriticky. Nejjednodussi ptripad je, kdyz se délka AB rovna délce BE,

ktera neni stejna jako délka znazornéné na obrazku.

Obrézek 3: Uplna Wattova kiivka (John Bryant, Chris Sangwin, 1934, str. 27)

Tento obrazek také naznacuje, pro¢ byl ptivodné pouzivan termin ,paralelni po-
hyb“, protoze kromé toho, ze ma kompaktnéjsi formu, vedou dva sloupky v rovno-

bézniku jak ty¢ pistu, tak i ventilové prevody.
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2.2 Vypocet krivky

V nejjednodussi formé se spojeni skladé pouze ze tii ¢asti, ale v obecné formé
ji nalezneme na nasledujicim obrazku. V tomto modelu jsou body A a D upevnéné,
ale ¢leny mechanismuv nich upevnéné kolem nich mohou rotovat. Body C a B se
pohybuji po kruznicich, z ¢ehoz vyplyvéa, ze ¢asti AB a CD tvoii oblouky, na které se
odkazuje Watt. Pokud maji AB a CD stejnou délku, stied BC (miZzeme ho oznadit
jako P) se pohybuje vertikalné. Pokud bychom do bodu P dali tuzku a zacali ji
pohybovat, zjistili bychom, Ze vznikly obraz by nam v urc¢ité ¢asti pfipominal primku

(jak popsal sam A. B. Kempe ve své knize). [3]

Obrazek 4: Obecna forma Wattovy kiivky, (zdroj: John Bryant, Chris Sangwin,
1934, str. 23)

Existuje také forma Wattovy kiivky, kde AB a CD nejsou stejné dlouhé. Poté
pozici bodu P muzeme vypocitat jako vztah é—lB) = % 7, tohoto poméru vyplyva
jeden poznatek. Cim delsf budou AB a CD k BC, tim se kiivka vykreslovand bodem
P bude blizit k pifimce. AvSak musim upozornit na fakt, ze iluze primky je jen

priblizna. |3]

17



L2 &P

L3 —A

Obrazek 5: Kiivka vykreslend bodem P (zdroj: wikipedia.org)

Tuto kfivku muzeme experimentalné nakreslit na papir pomoci kruzitka nebo v

programu GeoGebra.

=

I
]
01 u / K\ u 02

Obréazek 6: Kiivka v GeoGebfe zdroj: vlastni

Pii zkouméni kiivky si musime nejdiive zavést parametry ukotvenych bodi O1

a 02 a pohyblivych bodu P, Q v soustavé soutadnic:

01 = (-1,0), 02=(1,0),

P=(z,y) =01+ (X,Y), Q= (u,v)=02+ (UV).

Poté
O1P? = X2 +Y?, |02QP =U*+V? |QPPP=02+U—-X)>+(V-Y)~
7 téchto parametri mizeme jiz sestavit rovnici

X2+Y?=1, U+V?’=1, (2+U-X)P+(V-Y)y =1
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Prvni dvé rovnice muzeme dosadit do tfeti a zjednodusit ji

6—4(X —U)—2XU+YV)=1.

Dale si definujeme tihly o a 3. Tyto thly jsou a— JO201P a B= 401020Q

r=—-14X = -1+ cosa, y=Y = sina
u=1+4+U =1— cosb, v=V = sinb

a v roviné ma kfivka rovnici:
6 — 4(cosa + cosb) + 2(cosacosb — sinasinb) = 1

nebo

6 — 4(cosa + cosb) + 2cos(a + b) = 1.

Rovnice jsou parametrizovany podle thli o a (3, ale thly musi spliiovat podminku
|QP| = 1.

Pokud P, Q a O1 jsou kolinearni, vyskytuji se extrémni hodnoty thlu «. Jednim
z extrémi, které mizou nastat, je rovnoramenny trojuhelnik O2PQ.

K¥ivka lezi ve &tverci v mezich:

1

—cosT1= < a,b < cos_lz—1

A~ =

v roviné (a, B). Kdyz fbude mit extrémni hodnotu, a= 2.

Déle miZzeme parametrizovat kiivku podle thlu 3 nasledovné:
a = JO201P = 40201Q + SQO1P

Pokud O102QP je konvexni,

Potom
2 — cosp , sinf
c0s40201Q = ———, sind0201Q =
“= o1 ?=101q]
a
/4 —1010Q)|?
c0sSQO1P = %, sindQO1P = i%.

Podle vzorcu trigonometrie dostavame

2 —cosa | sinf [4cosf — 1
cosa = +
2 2 5 — 4cosf
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, sinfB 2 —cosf [4cosf — 1
sina = + .
2 2 5 — 4cosf3

Dosadime promnénné X, Y, U, V

X:(2+U)—VR’ Y:V+(2+U)R
2
kde
s AU+1
544U

I5]
Pokud bychom ve vypoctech (velmi komplikovanych a nepiehlednych) pokraco-

vali déle, zjistili bychom, Ze se jedna o kiivku Sestého stupné.
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2.3 Dmnesni vyuziti

V dnesni dobé se Wattova kiivka objevuje nejen v parnim stroji, ale zejména
v oblasti automobilu jako zavés napravy (¥ikd se mu Watttav pfimovod). Watttv
pifimovod se pouziva jako vylepseni Panhardovy tyce, ktera byla zkonstruovana na
zacatku 20. stoleti. Wattiv pfimovod je urcen k zamezeni pricného posunu mezi
napravou a skeletem vozidla a vyrovnava sily, které ptusobi na napravu. Jedna se
vSak jen o svisly pohyb, proto stfedni ¢ast opisuje presnou primku.

Svym zpusobem lze na Wattiv pfimovod nahlizet jako na dvé Panhardovy tyce
montované proti sobé. Ve Wattové usporadani jsou vsak protéjsi zakiivené pohyby,
zpusobené otacenim Panhardovych ty¢i, kompenzovany kratkou svislou tyc¢i. Vazba
miuze byt obracend, pri¢emz v tomto pfipadé je stfed P pripojen k télu a tyce jsou
namontovany k napravé. To snizuje neodpruzené sily a mirné méni kinematiku. Toto
uspofadani bylo pouzivano na australskych V8 Supercars az do konce sezony 2012.

Wattiav pfimovod muze byt pouzit k zabréanéni pohybu napravy v podélném
sméru vozu. Toto FeSeni zahrnuje dva Wattovy primovody na kazdé strané napravy,

namontované kolmo k napravé -> zejména u pérovani zavodnich vozi. [23]

Obrazek 7: Ukazka pouziti Wattovy kiivky na napravé (zdroj: wikipedia.org)
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3 Cebysevova kiivka

3.1 Okolnosti vzniku

Problematikou prevadéni pifimocarého pohybu na otacivy se déle zabyval Pafnuty
Lvovich éebyéev. éebyéev se narodil v roce 1821 nedaleko Moskvy a v roce 1837
vstoupil na moskevskou univerzitu.

Poté, co v roce 1853 navstivil Francii a Anglii a pozorné sledoval postup apliko-
vané mechaniky v téchto zemich, napsal sviij prvni prispévek k teorii mechanickych
vazeb. V pristich tficeti letech pfinesl dalsi feSeni tohoto problému. Zjistil vsak, ze
nejblize k feseni prevedeni pfimého pohybu na otacivy byly vynélezy Watta a Olivera
Evanse[22].éebyéev zaznamenal nepresnost vytvotreni primky témito konstrukcemi
a vypocital odchylku patého stupné, neboli asi 0,0008 palce na palec délky ramene.
Navrhl apravu Wattova paralelntho pohybu tak, aby se zvysila jeho presnost, ale
zjistil, Ze bude nutné vice nez zdvojnéasobit délku pracovniho ramene. éebyéev vsak
dospél k zavéru, ze jeho modifikace prinese v praxi mnoho tézko fesitelnych pro-
blémii.

Po mnoho let byl pevné presvécen, ze vazby nemohou byt nikdy navrzeny tak,
aby tvorily presnou primku. Pfi svych vyzkumech priSel s objevnou modifikaci, kde
pouzil ramena Wattova spojeni, dvé z nich zkfizil a tfeti rameno opisovalo kiivku,
jejiz ¢ast lze vyjadrit jako primku.[3]

Vysledkem jeho snahy byla myslenka, jak se 1ze priblizit skutecné primce, ne-li
tohoto vysledku dosahnout. Pokud by byl jeden mechanismus tspésny, dosahlo by
se vetsi presnosti uzitim dvou mechanismii. Zémérem bylo jednoduse zkombinovat
priblizné vazby ¢tyt ¢lankt a usporadat je tak, aby se chyby postupné snizovaly.

Nejprve uvazoval o kombinaci Wattova a Evansova feseni, Uvédomil si, ze pokud
by bod D Wattova feSeni néasledoval témér primku, bod A Evansova feSeni by se
od pfimky odchylil jesté méné. Vypocital odchylku v tomto piipadé od jedenactého
stupné. Poté nahradil Wattovo feSeni vazbou, kteréa se obvykle nazyva Chebysheviv

pfimoc¢ary mechanismus (obr. 10), ¢imz se zvySsila pfesnost na 13. stupen.
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Obrazek 8: Evansovo FeSeni pro parni stroj [7]

Parni stroj, vystaveny ve Vidni v roce 1873, mél toto spojeni - Chebyshevuv
mechanismus byl zkombinovan bud s Evansovym FeSenim nebo pfibliznym rovnora-
mennym spojenim. Anglicky navstévnik vystavy poznamenal, Ze ,tak komplikovany
systém s tolika klouby, které je tfeba mazat, je jen malo v praxi pouzitelny, zaroven

vSak uznaval, ze usporadani je genialni a v tomto ohledu duvéroval jeho vynélezci.®

Obrazek 9: Navrh Chebyshevova vynalezu[7]

Rika se, 7ze profesor éebyéev se snazil prokazat, Ze nelze vytvorit jakékoliv TeSent,
které by vytvafrelo pfesnou primku, ale v encyklopedii Grande z konce 19. stoleti je
strohé zprava o rozhovoru anglického vynalezce Jamese Silvestra s éebyéevem, ze
,dokazal neexistenci prace na péti ramenech, kterd by byla schopna produkovat
dokonaly paralelni pohyb. .. “ Bez ohledu na to, co se traduje o vyroku Cebygeva,
je dobte znédmo, ze kapitan Peaucellier byl ten, kdo nakonec syntetizoval presny
pfimocary mechanismus, ktery nese jeho jméno.[7]

A.B.Kempe o Cebyéevové objevu napsal toto:
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"Druhy pfistroj byl vynalezen profesorem Tchebichem z Petrohradu. Je to zna-

zornéno na obrazku.

Fig. 4.

Obrézek 10: Chebysheviv vynélez (zdroj: Kempe, 1877, str. 10)

Radialni tyce maji stejnou délku, kazdé je v . mém malém modelu pét palci
dlouhé. Vzdalenost mezi pevnymi ¢epy musi pak byt ¢tyri palce a vzdéalenost mezi
¢epy nebo posuvem tyce jsou dva palce. IKreslici bod je na poloviné cesty mezi nimi.
Pokud ted nakreslime pfimku prostfednictvim kresliciho bodu v jeho stiedni poloze,
jak je znazornéno na obrazku, paralelné k pevnym ¢eptum, zjistime, Ze stopa se bude
shodovat s body linie, kterou sviraji pevné ¢epy svislé tyce. Stejné jako v piipadé
Robertsova paralelniho pohybu se popsana krivka limitné blizi k piimce, avSak s

velmi malou odchylkou. "{I]
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3.2 Matematické vyjadieni k¥ivky, kterou opisuje Cebyseviiv

mechanismus

_'i# wun

Obrazek 11: Cebyseviiv vynalez v programu Geogebra (zdroj: vlastni)

Na obrézku si mizeme vSimnout vyobrazeni konstruche v programu Geogebra.
Prozatim si muzeme vSimnout, Ze kfivka se zda byt sloZzena ze dvou ¢ésti, z nichz
jedna se zd& byt rovna a druha zakiivena. Cesta bodu P ve skuteCnosti nesle-
duje prfimku. Nyni, abychom uvedli tento odklon od skutecné piimky v kontextu,
vezmeme-li vzdalenost AD 100 mm, pak maximélni odchylka od pfimky je 0,25 mm.

Nejprve nakreslime éebyéevﬁv mechanismus|3] ABCD. Ozna¢ime P jako stied
usecky BC. Déle nakreslime podobnou vazbu A’B’C’D’ v polovi¢éni velikosti, s A’ na
strané AD. Usetka CP je tedy rovnobézna s tseckou B'C’a tyto vazby jsou stejné
dlouhé. Nyni narysujeme piimku pfes PB’ a prodlouzime ji tak, aby se délka rovnala
CD. Vznikne nam parallelogram PCDE. Tak, jak se B a C pohybuji po kruhu se
sttedem v bodé P, se bod E bude pohybovat po kruhu se stfedem v bodé D.

A naopak, pokud se E pohybuje po kruznici o poloméru 1 cm se stfedem v bodé
D, pak spojeni A’B ’, PE, ED pfinuti bod P pohybovat se podél stredu primky BC,
kde B a C jsou soucésti éebyéevova mechanismu. Pokud tedy sestavime usporadani
sestavajici pouze z DE, A’B ’a EP, vime, Ze bod P bude prochézet cestu puvodnim
Cebysevovym mechanismem. Toto je alternativni forma znazornéna na pravé strané
obrazku.

V piuvodni podobé mechanismu bod P se kiizi pres dvé vazby AB a CD béhem
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Obrézek 12: Uprava Chebyshevovy vazby|3]

jednoho uplného pohybu. Ve druhé formé je bod P volny a pohyb spoje muze byt
fizen kruhovym pohybem bodu E. Alternativné lze nejrovnéjsi ¢ast kiivky ziskat
zpétnym pohybem E na kruhovém oblouku. Oba tyto aspekty jsou vyznamnymi
pocitat cestu P z geometrickych hledisek ve druhé podobé, protoze zname, ze A’B
'= B’P = B’E. Za¢iname s podrobnym zkouméanim éebyéevova mechanismu. )
Ptipominam, ze A’'B’= B’P = B’E. Dale PA’E je pravouhly trojihelnik s pravym
tthlem v bodé A’. Pokud spustime kolmici z bodu B’ na tsecku A’E a ozna¢ime tento

bod jako F, pak muzeme vidét podobnost trojuhelniku podle véty sss:[4]

AP BF 23’F
AE FE ~AE’

Tuto rovnici dale upravime a vysledek je:

AP —2B'F — 2\/ (B — i(A’EV — JIABY — (AB).

V pripadé potieby prodlouzime pfimku A’E a oznac¢ime jako P’ na A’E tak, aby
A’P = A’P’. Pocatek povazujeme za A’a E, abychom méli souradnice (x, y), potom
P’

, (A’ P AP )
= (—=x,——=vy).
AE" AEY

Po transformaci bodu P bude mit soufadnice

_<_A’P ﬂ)
T aEY A"

P
Bod E bude mit souradnice
E = (z,y) = (A'D + DEcos(s), DEsin(s)),
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pokud dame vSechny vyse uvedené vypocty dohromady, ziskame explicitni vzorec
pro cestu bodu P, avSak pouze pokud jde o délku ramen a thlu s.

Jak je vidét, nevede to k uspokojivému a jednoduchému vzorci. Je velka skoda, ze
tyto mechanismy, které jsou tak jednoduché, at uz v puvodni nebo obecnéjsi formé,
neposkytuji ihledné matematické popisy v elementarnich pojmech. Prekvapivé exis-
tuje mnoho dalsich usporadéani mechanismi, které také tuto kiivku presné vytvori.

13l
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4 Peaucellieriv mechanismus

4.1 Okolnosti vzniku

Prvni plosny mechanismus vynalezl Charles-Nicolas Peaucellier v roce 1864, kdy
byl sluzebnim dustojnikem ve francouzské armédé. Vzhled Peaucellierova presného
piimocarého mechanismu z roku 1864 zustal téméf bez povSimnuti. O deset let
pozdéji, kdy zpravy o jeho vynalezu prekrocily kanal La Manche do Anglie, jeho
vynalez vzbudil velky zajem a jeho variace se staly po dlouhou dobu matematickym

oriskem.

Charles-Nicolas Peaucellier, absolvent Ecole Polytechnique a kapitan francouz-
ského sboru inZenyri, napsal ve svych 32 letech kratky dopis redaktorovi Nouvelles
Annales de mathématiques (ser. 2, svazek 3, str. 414-415) do Pafize. Upozornil na
to, ¢emu ftikal ,slozenad kruzidla“, tedy tiidu mechanismu, které zahrnovaly Wat-
tiv paralelni pohyb, pantograf a polarni planimetr (planimetr je pfistroj k méfeni
obsahti rovinnych ploch libovolného tvaru). Navrhl mechanismus, ktery by popsal
piimku, kruznici (jakéhokoliv poloméru) a kuzelosecky. Ve svém dopise naznadil, ze
dospél k feseni. Tento dopis ztstal bez ohlasu a béhem nasledujicich 10 let tento pro-
blém vedl pouze k vyplnéni nékolika akademickych stranek Peaucellierem a Amédée
Mannheimem (1831-1906, absolventem Ecole Polytechnique, profesorem matema-
tiky a autorem pravidla Mannheimova pravitka). Nakonec v roce 1873 dal kapitéan
Peaucellier své feseni ¢tenarium Nouvelles Annales. Jeho tvaha byla takova: pokud
mechanismus vytvari kiivku, kterou lze vyjadrit algebraicky, muze byt jakdkoli dalsi
algebraicka kfivka vytvorena vhodnym mechanismem - bylo pouze nutné najit vhod-
nou konstrukei. Pak predvedl geometricky dikaz pro sva pfima “slozenéd kruzidla”,

navrhovany Mannheimem.

V lednu 1874 na jedné ze "slavnych tydennich prednasek"vystoupil James Jo-
seph Sylvester, profesor matematiky na Univesity of Virginia v Americe a pozdé&ji na
Kralovské akademii ve Woolwichi. Tématem jeho prednasky byly ,,Posledni objevy
v mechanické konverzi pohybu“. Ve své prednésce, kterou posluchaci sledovali s vel-
kym zaujetim, se zminil o pfeméné otacivého pohybu na pohyb posuvny. ,,Dokonaly
paralelni Peaucellieriv pohyb vypada tak jednoduse,” poznamenal, ,a pohybuje se

tak snadno, ze lidé, ktefi to vidi v praxi, témeér vseobecné vyjadiuji udiv, Ze se ¢ekalo
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Obréazek 13: Peaucelliertv vynalez[7]

tak dlouho, az bude objeven.“

Profesor Sylvester se skutec¢né zajimal vice o matematické moznosti Peaucellie-
rova mechanismu. Sdruzovani Peaucellierovych mechanismu objevil nové moznosti a
nespatiroval zadné limity pro vypocetni schopnosti mechanismi, které dosud nebyly

objeveny.
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4.2 Matematické vyjadieni pohybu Peaucellierova mechanismu

Sam Alfred Bray Kempe popsal ve své prednasce:

Pristroj Ch. Peaucelliera je zobrazen na obr. 5. Jak vidite, mé sedm casti ¢ili ra-
men. V prvni fadé jsou zde dvé dlouha ramena stejné délky. Obé jsou pripevnéna ke
stejnému pevnému bodu; jejich druhé konce jsou pripevnény ¢epem k protilehllym
vrcholim kosoctverce, jenz je sloZen ze ¢tyt stejnych kratsich ramen. Cast mecha-
nismu, kterou jsem dosud popsal, na kterou je nahlizeno oddélené od pevné zékladny,
je vazba nazyvané ,Peaucelliertiv mechanismus®”. Potom vezmeme dalsi rameno a pii-
pevnime je do dalstho pevného bodu, jehoz vzdalenost od prvniho pevného bodu,
ve kterém je ¢lanek otocen, je stejna jako délka tohoto ramene; druhy konec piidav-
ného ramene je pak pfipojen ¢epem k jednomu z volnych vrcholi kosoc¢tverce; druhy
vrchol koso¢tverce méa na svém ¢epu tuzku. Tato tuzka presné popisuje primku.”V
roce 1864, osmdesdt let po Wattové objevu, byl problém poprvé vyresen Ch. Peaucel-
lierem, ktery pusobil jako dustojnik jednotky inZenyri ve francouzské armddé. Jeho
objev nebyl zpocdtku povaZovan za hodnotny, takZe upadl témeéer do zapomnéni, a byl
znovu objeven azZ ruskym studentem Lipmanem, ktery za svou tddajnou originalitu
ziskal od ruské vlady bohatou odmeénu. Avsak zdsluhy Ch. Peaucelliera byly nakonec
uzndny a ziskal za né€ od francouzského institutu cenu Prix Montyon.

Pristroj Ch. Peaucelliera je zobrazen na obr. 5. Jak widite, md sedm cdsti cili
ramen. V proni radé jsou zde dvé dlouhd ramena stejné délky. Obé jsou pripevnéna
ke stejnému pevnému bodu; jejich druhé konce jsou pripevnény cepem k protilehllym
vrcholim kosoctverce, jenZ je sloZen ze clyr stejnijch kratsich ramen. Cdst mecha-
nismu, kterou jsem dosud popsal, na kterou je nahlizeno oddélené od pevné zdkladny,
je vazba nazyvand ,Peaucellieriv mechanismus®. Potom vezmeme dals$i rameno a pfi-
pevnime je do dalsiho pevného bodu, jehoZ vzddlenost od prvniho pevného bodu, ve
kterém je cldnek otocen, je stejnd jako délka tohoto ramene; druhy konec pridavného
ramene je pak pripojen cepem k jednomu z volngjch vrcholi kosoctverce; druhiy vrchol
kosoctverce md na svém cepu tuzku. Tato tuzka presné popisuje primku.

Nyni musim trochu mirnée odbocit k jednoduché geometrii. Je naprosto nezbytné,
abych tak ucinil, abyste pochopili princip nasSeho apardtu.

Na obr. 6, je pridavné rameno QC pripevnéno cepem k pevnému bodu @), druhij
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Obrazek 14: Zobrazeni Peaucellierova vynalezu v knize "How to draw a straight

line"od A. B. Kempe

cep ramene QC' v bodé C popisuje kruznici OCR. Primky PM a P’M’ jsou kolmé k
MRQOM’. Ziskame thel OCR, kde v bodé C vznikne pravy thel. Z toho vypljvd, Ze
trojuhelniky OCR a OMP jsou si podobné.

P
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I Fig. 6.

Obrazek 15: Geometrické zobrazeni[I]

Tedy,
OC:0OR::0OM : OP.

Tedy,
OCOP =0OMOR

Bod C maze lezet kdekoli na kruznici. To znamend, Ze OM a OR jsou konstantni,
pokud se bod C' pohybuje v kruznici jako bod P. Z toho plyne, Ze O, C, P lezi na
stejné primce a OC - OP’ je vZdy konstantni; potom P zobrazi primku PM kolmou
k primce OQ. Je také zireymé, Ze pokud vezmeme bod P’ na druhé strané O a pokud

je OC - OP’ konstanta, P’ bude zobrazovat primku P’M’.
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Nyni, podivame-li se na obr. 7, coz je zdkladni kresba Peaucellierova mechanismu,
vidime ze symetrie konstrukce, Ze vsechny body O, C, P leZi na stejné piimce, a pokud
primka prochdzejici bodem A je kolma k C' P - musi to byt stdle primka imagindrni,

protoZe jsme dosud neprokdzali, Ze nds apardt dokdzZe nakreslit primku - tedy Cn je

rovno nP.
Obrézek 16: Zakladni kresba Peaucellierova ¢lanku
Nyni,
0A? = On? + An?
AP? = Pn® + An®
tedy,

OA? — AP? = On* — Pn?
= (On — Pn) - (On+ Pn)
=0C - OP.

Protoze isecky OA a AP jsou konstantni, jejich soucin bude také vidy konstantni.
Pokud je cep fizovan k bodu O na obr. 6 a cep C vytvoren tak, aby opisoval kruznici
na obrazku otocenim na konec pridavného ramene, cep P splni vsechny podminky
nezbytné k tomu, aby se pohyboval po primce, a pokud tuzka bude fixovdna na bod
P, nakresli primku. Vzddlenost primky od pevniyjch cepi bude samoziejmé zdviset na
délce rozdilu OA%* — OP?, kteryj se miiZe libovolné ligit.

Doufdam, Ze jasné chapete dva prvky, které tvori tento apardt, pridavné rameno
a clanek. Doufdm také, Ze chdpete roli, kterou kaZdy element hraje, jelikoZ vdm
nyni chci popsat nekteré modifikace clanku. Dalsi spojent zustane stejné jako drive

a zména bude provddéna pouze v ¢ldnku.
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Pokud vezmu dva apardty na obr. 8, které jsou znamé jako deltoid a rovnora-
menny trojuhelnik, a umistim jedno na druhé tak, aby se dlouhé cdasti jednoho sho-
dovaly s castmi druhého a pak spojim shodné dlouhé cdasti dohromady, dostaneme
ptvodni ¢lanek obr. 5 a 7. Pokud tedy budeme udrZovat whly mezi dlouhymi rameny,
nebo uhly mezi kratkymi cldnky, stejnymi v deltoidu a "Sipka kopt", vidime, Ze vyjska
deltoidu vyndsobend vijskou "Sipky kopi"je konstantni.

Pojdme nyni namisto slouceni dlouhiych ramen téchto dvou aparatur sloucit ty
krdatké. Potom dostaneme spojeni z obr. 9; pokud je cep, kde se setkdvaji krdatké spoje
pevny, a jeden z dalsich volngch cepi vytvdri pohyb po kruznici, viz. obr. 6, pomoci
jeného ramena druhy opise nikoli primku PM, ale primku P’M’. 'V této podobe,
kterd je velmi kompaktni, byla tato verze aplikovdina na vzduchové motory, které se
pouzivagi k ventilaci britské Snémouvny parlamentu. Snadnost prdace a absence trent i
hluku jsou velmi pozoruhodné. Motory byly zkonstruovdny a inZenyr Prim prizpisobil

Peaucellieriv apardt potiebdm Snémovny parlamentu. "[1]

Fig. 8.

Obrazek 17: Dalsi modifikace|[I]
Jiné resent neZ od Kempeho je takové:
Bez spojeni CQ mdme usporddani, v némz jsou vztahy takové:
OA=0B =1,
AP =BP = AC = BC =,.
Pro usnadnéni, AC' ~ %OA, které urcuje maximdlni rozevieni dlouhgch ramen:

l
sin(z) = 1_2
1

Predtim, neZ vezmeme v uvahu cely mechanismus, musime zvdzit, zda mize byt

rozdélen na deltoid OAPB a sipka OACB, zndzornéné na obrdzku niZe.
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Obrazek 18: Zobrazeni Peaucellierovo vynélezu v programu GeoGebra

Pomoci Pythagorovy véty si odvodime dvé rovnice:

(OM)* 4 (AM)* = 2, (PM)? + (AM)* =12

Vyjdadrime (AM)?, obé rovnice odecteme
(OM)? — (PM)* =1} — I

a pravou stranu vyjddiime pomoci konstanty x?, pricemz pouZijeme vztah A% —

B?>=(A- B)(A+ B)
(OM — PM)(OM + PM) = 2°.
Protoze (OM - PM)(OM + PM) = (OC)(OP), pak
OC - OP = 2?

Dokdzali jsme, Ze soucin vzddlenosti OC a OP je konstantni. Pokud zvolime jako
promeénnou OC, pak OP = g—é. Z toho vyplyvd, Ze pokud mdme kiivku, po které se
OC pohybuje, kiivka, kterd ndsleduge, se nékdy nazyjvd inverzi. Nasledné si dokdZeme,
Ze inverze kruznice mize byt usecka, ¢imzZ se nds problém vyresi.

Nyni k dokonceni propojeni zndzornéného na obrdazku ¢. 19 pridame konecnou
primku QC' s tim, Ze OQ = OC. Podminkou je, aby O a @Q byly pevné body, takzZe
bod C' se pohybuje po kruznici se stiedem na Q. Vznikne ndm trojihelnik OCR, ktery
je pravouhly. Vstycime kolmici z bodu P na primku OQ a oznacime bod priniku B,
potom jsou trojuhelniky OCR a ONP podobné, takze

ox _oc
OP OR’
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Obrazek 19: Peaucellieriv mechanismus: geometrické zobrazeni

Za téchto predpokladi

_0c.0oP  a?

ON OR 20Q)

= konstanta.

Protoze vzddlenost ON je konstantni, krivka, kterou vytvori bod P pomoci pohybu
celého mechanismu, musi byt primka, kterd je kolmd na pFimku OQ.

V' obecnéjsim pripadé musime zachovat OQ = OC, ale OQ) se nemusi nutné
rovnat Zadnému z krdtkych primek 1. Je vsak velkym komfortem pii vijrobé, pokud
lze pocet rizniyjch délek udrZet na minimu. Peaucellieroviiv mechanismus je obvykle
zobrazen v jiné forme, ale lze jej ucinit kompaktnéjsim, pokud jej na sebe sloZime.

Dvé klicova fakta o Peaucellierové mechanismu jsou: O, C a P zustdvaji v primé
linii a soucin vzddalenosti OC a OP je konstantni. Toto se nékdy nazyvd inverzor.
Jakékoli usporaddni s témito dvéma charakteristikami bude stacit k vytvoreni pri-

mocarého pohybu.
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4.3 Matematicky aspekt a dnesni vyuziti Peaucellierova me-

chanismu

Nez budeme moci studovat matematické vztahy Peaucellierova mechanismu, mu-

sime prozkoumat geometrii kruznic:

Kruznice v roviné

Pri studiu kruznic budeme potiebovat dvé kritéria pro podobné trojiuhelniky:

Véta 1 (Kritérium SSS). Je-li polomeér odpovidajicich stran stejny, jsou trojihelniky
podobné.

Véta 2 (Kritérium SUS). Dva pravouhlé trojihelniky jsou podobné, shoduji-li se v

jednom ostrém whlu nebo v poméru dvou odpovidajicich se stran.

Uloha : Uhly a body rovinngjch kruznic
1. Pokud stredovy whel 2a , pak bude stejny whel az jakéhokoli mista na obvodu.
Pouzijeme obrdzky 20 a 21. Nakreslime vysec od stiedu kruznice bodu A a pouZijeme

vlastnost rovnoramenného trojihelniku. VSimnéme si ¢tyr rizngch umisténi bodu A.

0]

— A

\_~~

Obrézek 20: Uhly umisténé uvniti kruznice
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Obrazek 21: Uhly umisténé na oblouku

2. Pokud dvé pFimky prochdzejici bodem P protinaji kruZnici v bodech A , A ¢ (
moznd shodné ) a B, B ¢ ( moznd shodné ), pak plati
|PA || PA ¢ | = |PB]" |PB ¢ |
Tento vztah se nazgvdmocnost bodu P ke kruznici.

Na obrazku je zndzornény dikaz mocnosti bodu P ke kruznici.

Obrézek 22: Mocnost bodu mimo kruznici|I0]
Kruhovd inverze

Definice 1. Kruhovd inverze je geometrické zobrazeni urcené kruznici k se stredem

S a polomérem r, které bodu A priradi bod A’ podle nasledujiciho pravidla:

1) Je-li A = I, pak A’ = oo.
2) Je-li A = oo, pak A’ = 1. 8) Jinak je A’ bod polopiimky IA, pro néj plati -

ITA'|-|TA] = 2.
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Obrazek 23: Inverze vzhledem ke kruznici[10]

Vsimnéme si, Ze inverze vezme wvnittek kruznice ven a obrdcené a Ze inverze
vezme jakoukoli cdaru pres stred k sobé. Z tohoto divodu lze inverzi povaZovat za
odraz v kruznici.

Na dalsim obrazku (obrazek 24) je zobrazena inverze, kterd zobrazuje ortogondlni

kruznici k druhé, kterd je prevrdacend.

Obrazek 24: Inverze kruznic[10]

Dvé kruznice jsou ortogondlni, pokud je v kaZdém priseciku thel mezi tecnymi
carami a = 90°. (Vsimneme si, Ze v téchto bodech je polomer je cdsti tecny k druhé
kruznici.)

Dale si ukdZeme, Ze inverze vede kruh stiedem inverze k linii, kterd nent stredem,
a naopak. Co se stane ve zvldstnich pripadech, kdyZ kruzZnice nebo primka protne
inwverzni kruznici? Vsimneme si, Ze pfimka je rovnobéind s tecnou ke kruimici v
bode C.

Diky obrdzku si dokdZeme, Ze DCPQ a DCQ ¢ P ¢ jsou podobné trojihelniky.

Véta 3 (Obrazem piimky S C pje kruznice). Obrazem primky p, neprochdzejict

stiedem S Fidict kruznice z(S, r) kruhové inverze, je kruznice p’, prochdzejici bodem
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Obrazek 25: Dukaz podobnosti trojuhelnika|10]

S (ale bez bodu S).[14)]

Podivejme se na obrdzek 27. Pokud P, Q) , X invertugina P ¢, Q ¢, X ¢,
DPe¢XeQe=DPXQ = pravy ihel,
hledanim podobnyjch trojuhelniki. MuzZeme argumentoval: pokud X se meni kolem
kruznice s primeérem PQ, pak X ¢ se méni kolem kruznice s priumérem Q ¢ P ¢ .

XI

Obrazek 26: Inverze [10]

Aplikace inverzi na Peaucellieriv mechanismu

Ukdazeme si, Ze pro spojeni na obrdzku jsou body P a @) vzdjemnymi inverzem:
prostrednictvim inverzni kruznice se stredem v bodé C a polomérem. Nakreslime
kruznici se stredem R a polomeérem d a vsimneme si, Ze C', P, Q) jsou kolinedrni.
Ddle st miZeme také ukdzat, Ze bod Q) ve vazbe vZdy sleduje primku. Pokud upravime
mechanismus zmeénou vzddalenosti mezi kotevnimi body, pak bod C' je stred a polomér
r =+/s2 — d? Bod Q v mechanismu vidy sleduje oblouk kruzinice. Pro¢? UkaZeme si,

o o 2
Ze polomeér kruznice je vyjadren # :
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B— = fixed point with hinge

*— = variable point with hinge

Obréazek 27: Peaucellieriv mechanismus v geometrii[10]

Obrazek 28: Peaucellier-Lipmantiv mechanismus pro kresleni piimky |?|

V dnesni dobé se vyuZivd Peaucellieriv mechanismus spiSe v robotice. Vétsina
robotickijch nohou je zaloZena na oteviengch nebo sériovijch kinematickijch Tetéz-
cich. Vzhledem k tomu, Ze robotickd noha PL (Peaucellier linkage) je zaloZena na
paralelnim propojent z osmi ¢dsti, rozdéluje sily a tocivé momenty zpusobem, ktery
je lepsi neZ u otevienyjch nebo sériovych kinematickyjch retézci. Vzhledem k tomu, Ze
robotickd noha je zaloZena na mechanismu PL, ktery sleduje presné drahy jako line-
darni nebo kruhové krivky, vyZaduje k umisténi chodidla pouZiti pouze dvou ovladacii.
To jsou hlavni vyhody pri pouziti zdanlivé komplexni robotické nohy PL ve srovndni

s jingmi mechanickymi architekturami nohou. [11)]
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5 Implementace aktivizacnich metod ve vyuce geo-
metrie na 2. stupni ZS s vyuZitim popsanych me-
chanism

Dnesni doba nabizi uciteli Siroké moznosti, jak vyuzit moderni technologie i ve
vyuce matematiky, zejména geometrie. Zici nejsou jen pouhiymi posluchaci, kteri
pasivné vnimaji uciteliv vyklad, ale naopak aktivné se zapojuji do vijuky, spolupra-
cuji a ve vyssi faz se ucitel stdvd pouze privodcem, ktery koriguje jejich cinnosti.
V této casti je nejdulezitéjsi prijemnd motivace a klidnd atmosféra ve tiidé. Po za-
ddani vstupnich dat 7eseného problému se Zdk musi sam dopracovat k poZadovanému
poznatku metodou experimentovdni a ndslednym objevovdnim. Pri dlouhodobém pii-
sobeni aktivizacnich metod se zpravidla meéni postoj Zdka ve vjuce a ke Skole vibec.
Jednou z moznosti, jak vzbudit zdjem Zdki o dané téma je skupinovd prace (umoz-
fiugict $irsi zapojend slabSich Zdki) nebo hry, které pomdhaji procvicit a dlouhodobé
st zapamatovat probiranou latku.

Nejen fenoménem, ale 1 velkym pomocnikem posledni doby je zarazeni programai
dynamické geometrie do vyuky matematiky.V dobé Covid 19 byl velkym pomocnikem
pit vjuce na "ddlku"a dokdzal ukdzat funkce i grafy, které ndzorné ukazuji rizné
dikazy a hypotézy. Sestrojené geometrické objekty lze vidét pomoct jejich vyjddrent
prostiedky analytické geometrie a naopak. Programy dynamické geometrie predsta-
vugi takovy software, v némz sestrojené objekty prestavagi byt statické, lze s nimi po
jejich vytvorent hiybat, menit jejich tvar, velikost i polohu vzhledem k ostatnim objek-
tim. Zdci soucasné vidi zobrazené modely z riznich stran a ziskdvaji lepsi predstavu
o vlastnostech dané geometrické konstrukce, pripadné se lze vrdtit o krok zpet a opra-
vit chybny postup.

Badatelsky orientovand vijuka je novy pristup, se kterym se jesté stdle moc nese-
tkavame ve Skole. Snaha je sice zndt, ale vysledky jsou malé. Zdkladem je baddani, kdy
ucitel nepreddvd uciwo v hotové podobé, ale Zdk prostrednictvim pozorovdni, kladent
otazek, analyjzou problému, navrhovdnim postupi a experimentovdnim formuluje své
myslenky a tim se uci presné formulaci a ovéTovat hypotézy. Zdk se sdm uci vyhle-
ddvat, objevovat a samostatné analyzovat problém.

Jednim z prikladi uzit? dynamické geometrie, ktery je volné dostupny, je program
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GeoGebra. GeoGebra nabizi moznosti pracovat s nékolika prostiedimi (napft. pro-
stiedi CAS nebo Algebraické okno). Pri feSent urcitych problémi inspiruje k uplat-
néni alternativniho postupu. V procesu formovdni matematickych predstav Zaki lze
vyuzit prostiedi CAS jako oporu naptiklad pti odvozovdni rovnic.

Nejlepsim TeSenim, jak implementovat mechanismy, rozebrané v bakaldrské praci
do vyuky matematiky na zdkladni Skole, je implementovat tyto mechanismy pro vij-
uku klasické matematiky. Pomoci téchto mechanismi se miZe krasné vysvétlit pojem
kruznice, krivka, podobnost trojihelniki a také podporit, aby i déti si sami mohli néco
k tomuto tématu vyhledat. Také pro zndzornéni bych vyuzila stavebnice Merkur, kterd
ndam poskytuje mnoho moznosti k sestaveni a modifikact.

Stavebnice Merkur se zacala vyrdbét jiz v roce 1920, avsak na pocdatku méla jiny
ndzev a misto sroubki s matickami méla prunich pét let jen spojovaci kovové hdcky.
Po péti letech prisel i novy ndzev, ktery dodnes zndame. Vyrabel rizné druhy sta-
vebnic, naptiklad elektrické Merkur Elektrus a vldcky, jejichZ vyroba skoncila v roce
1968. Na prelomu tisicileti, kvili zdajmu zdkazniki, byla viyroba obnovena. Neni to
jen pouhd hracka, ale miZe byt pouzita ve skole jako technickd pomicka nebo jako
priklad riznijch zafizeni (viz funkcéni parnd stroj). Tuto stavebnici pouZil vyndlezce
Otto Wichterle k sestaveni pruniho pristroje na vyrobu kontaktnich cocek. V dnesni
dobe mizZeme ze stavebnice sestrojit mnoho stroji, protoZe obsahuje uZ prevodovky,
elektropohony a dalsi technické komponenty.

Tento plan a vijuka je urcen Zakim 8. rocniki zdkladnich skol. Ucivo fyziky, jehoZ
znalost je potrebnd k porozument projektu, je dle RVP MSMT pravé probirdna v 8.

rocniku ZS’, a zdroven i uciwo déjepisu zahrnuje obdobi 18. a 19. stoleti.
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5.1 Harmonogram projektového dne

2 hodiny bych vénovala opakovdni ldatky z geometrie a fyziky, které jsou nutné k
pochopent celého projektu. Pronim tématem je bod.

Bod je geometricky nejjednodussi itvar, jeZ miZeme popsat. Ddle 712 nelze delit
na mensi utvary a jednd se o zdkladni cdst, z které se skladaji dalsi geometrické
atvary (mizZeme ji popsat jako mnoZinu bodi).

Bod definujeme pomoci soutadnic, které popisuji polohu v prostoru. Soutadnice
X a Y popisuji, v jaké vertikdlni a horizontdlni poloze se bod nachdzi. Pokud bychom
jeg mélr popisovat v trojrozmérném prostoru, pribyvd ndm souradnice Z, kterd ndm
definuje, jak vysoko se bod v prostoru nachdzi.

Body nemaji Zddny rozmér, proto pomoci bézného pravitka nedokdZeme zmerit
jeho délku nebo polomér. Dva body se tedy od sebe mohou lisit jen souradnicemi —
pokud lezi oba na sobé, Tikame o nich, Ze jsou shodné. Pokud leZi rizné v prostroru,
jsou to body navzdjem rozdilné.

Dalsim tématem je primka. Za primku miZeme oznacit nekonecné dlouhou cdru,
prochdzejici dvema body v roviné€ ¢i prostoru. MiuZe se zddt, Ze primka md zacdtek
a konec, avsak tomu tak nent. V Eukleidovské geometrii pro kazZdé dva body existuje
pravé jedna primka, kterd jimi prochdzi. Primku miZeme zadat pravé dvema body,
kterymi prochdzi, aviak miZeme ji popsat i jako prisecik dvou rovin (prisecnice),
nebo jako graf linedrni funkce a v analytické geometrii miZeme urcit piimku bud
pomoct obecné rovnice nebo parametrickym vyjdadienim. Slovem iusecka matematika
rozumi caru, kterd existuje jen mezi dvéma body. V analytické geometrii miZeme
usecku (stejné jako piimku) popsat pomoci parametrické rovnice primky, jiZ ome-
zime parametr, nebo jako graf linedrni funkce, kde definicni obor bude omezeny.
Poloprimka je cdst primky, kterd vznikne rozdélenim primky jednim jejim bodem.
Bod rozdélugici primku se nazijvd pocdatecni bod poloprimky. Pro urceni poloptimky
sena ni voli dalsi bod, rizny od pocdtecniho bodu. Tento bod se nazyjvd pomocny.
Zapisuje se pomoct pocatecniho a pomocného bodu, napf. 1@ nebo vektorem.

Protoze budeme mluvit o otdcivém pohybu, musime jesté zminit kruznici a jeji
vlastnosti. Kruznice je mnozina vsech bodi v roving, které jsou ve stejné vzddlenosti
od daného bodu. Dany bod se nazyvd stred kruznice a dand vzddlenost se nazyjvd jeho

polomeér. Vlastnosti kruznice jsem vysvétlila v minulé kapitole (Matematicky aspekt
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Obrazek 29: Usectka uréena body A a B

a dnesni vyuZiti Peaucellierova mechanismu).

Co se tyce fyziky, k praci s mechanismy je treba zndt i fyzikdlni podstatu. Diile-
Zité je znat pojem termika. Termika je cdst fyziky, kterd se zabyvd studiem vlastnosti
latek a jejich zmén souwisejicich s teplotou. Termika se také nékdy oznacuje jako
nauka o teple. Makroskopicky vnimany tepelny stav ldtky, ktery je vyjadrovdn teplo-
tou, ma tzkou souvislost s pohybem zdkladnich stavebnich cdstic dané latky (molekul,
atomii apod.). Tento pohyb se oznacuje jako molekulovy. Vzhledem k tomu, Ze mole-
kulovy pohyb se viyraznéji projevuje pri vyssich teplotdch, byvd casto oznacovdn jako
tepelny pohyb. Ddle je dilezité zminit, Ze diky znalosti termiky si jednoduseji mizZeme
vysvétlit princip parniho stroje.

Parni stroj pracuje na principu pistovijch tepelngch stroji, které prement energii
ze stlacené pdry v pistu na energii mechanickou ve formé posuvného nebo rotacniho
pohybu. Pdra je z kotle vedena do komory, kde je casovacim Soupdtkem rozdélena do
valce. Ve vdlci svou expanzi zpisobi pohyb pistu vpred do predni wvrati a poté je pdra
po expanzi vypousténa ven. Posuvny pohyb pistu je poté prenesen na kliku, kterd jej
ndsledné prevede na pohyb otacivy. [13]

V ndsledugici hodindch bych se vénovala praktické casti. Tridu bych rozdélila na
tri skupiny a kaZdé z nich pridélila jing ukol. KaZdd skupina dostane jednu stavebnici
Merkur a pracovni list s pokyny a privodnim slovem, ktery objasni historicky kontext
vzniku daného mechanismu. Pred zapocetim vlastni prdace se Zdci ve skupiné sezndmi
s mechanismy pomoci programu GeoGebra. Poté bude ndsledovat ve zkrdicené po-
dobé informace o historii stavebnice. Nasledné budou Zdci instruovdni, jak bezpecné

pracovat se stavebnici a s ukdzkou spojovdani jednotliviych dilii a prdce s ndvodem.
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KazZdd ze skupin bude samostatné provddét kol a bude se zamyslet nad tim,
jak mizZe mechanismus prevést otdcivy pohyb na posuvny a ¢im mohl tento mecha-
nismus prispet k vyvogi techniky, popripadé nad jeho uplatnénim. Touto badatelsky
ortentovanou metodou mizZeme u déti rozvinout schopnost tvirciho technického mys-
lent, schopnost formulovat vlastni myslenky a v neposledni Tadé i schopnost tymové
spoluprace. Viysledkem této cinnosti neni jen vlastni vyuziti kaZdého z pridéelengch
mechanismi, ale i schopnost ovlddat prdaci s jednoduchym ndstroji (kli¢, Sroubovdk,
...). Béhem cinnosti je rozvijend jemnd motorika ruky, Zikova predstavivost a tech-
nické myslent podpotené znalostmi z rizngch piedméti (matematika, fyzika, déjepis,
zemeépis, chemie, ...).

Po dokonceni prdace prichdzi na Tadu predstaveni jednotlivijch modeli mecha-
nismi a ndaslednd diskuse o jejich vyuziti. 'V této fdazi nejde o spravnost ndpadu, ale
o schopnost vyjadrit svij ndzor, opreny o znalosti z matematiky a fyziky, a zdroven

obhdayit svoji hypotézu.
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6 ZAavér

V této bakaldrské prdci jsem uvedla tri mechanismy, které popsal Alfred Bray
Kempe ve své knize, nejen uvedla jejich historii, ale také nastinila vypocet kiivky,
kterou kaZdy z mechanismi vytvori. Kromé toho jsem wvedla vyuziti mechanismaii
v dnesni dobé. Bylo velmi zajimavé ponotit se do této problematiky, ale také velmi
obtizné, protoZe samotnd kniha pochdzi z roku 1877 a 7 porozumeéni anglictiné 2.
hled do vyvoje techniky 18. a 19. stoleti. Je zajimavé, Ze tato kniha nebyla dosud
preloZena. Velmi zajimavé bylo zjisténi, jakym smérem se ubiralo mysleni tehdejsich
matematiki a techniki.

Toto téma je velmi obsdhlé a stoji na hrané mezi matematikou a fyzikou. Je
velmi snadné sklouznout do Teseni vyjlucné fyzikdalnich aspekti. Téma je pFinosné
nejen z hlediska teoretického, ale také i z hlediska vyuZiti noviych metod ve vijuce
matematiky spojeni meziptedmétovyjch vztahi matematiky, historie a fyziky. Stoji za
rozsirent o praktickou cdst, kde bych pripravila podklady pro projektovy den a jeho
vysledky rozpracovala v diplomové prdaci. Zaroven bych analyzovala, jaky prinos md

tato forma vyuky pro matematické i technické mysleni déti.
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A Priloha: Navod k sestaveni Wattova paralelniho
spojeni

Tento ndvod slouzi k sestaveni mechanismu ze stavebnice Merkur, kterd se mizZe

vyuzit v hodindch matematiky.

Obrazek 30: Watttiv mechanismus ze stavebnice Merkur (zdroj: vlastni)

Na dalsim obrdzku jsou soucdstky, které pri sestaveni budeme pouZivat:

1007
1004

Postup je ndsledovnyj:

[28] Nejprve si najdeme ve stavebnici piislusné casti k sestaveni mechanismu a

pripravime st kovovou desku, na kterou budeme poklddat mechanismus.
2. Sestavime mechanismus dle obrdzku.

3. Nakonec na kovovou desku poloZime papir, pomoci magneti pripevnime me-

chanismus a mizZeme zkouset, jakou krivku vytvorime.

23



B Priloha: Navod k sestaveni Chebyshevova mecha-

nismu

Mechanismus Pafnuty Lvoviche Chebysheva je obdobou Wattova mechanismu,

avsak jeho krivka se limitné vice priblizuje

Obrazek 31: Chebysheviv mechanismus ze stavebnice Merkur (zdroj: vlastni)

K sestaveni tohoto mechanismu jsou na obrdzku zobrazeny soucdstky, které jsou

zobrazeny na dalsim obrazku:

Postup je ndsleduyici:

1. Nejprve si najdeme ve stavebnici prislusné casti k sestaveni mechanismu a

pripravime si kovovou desku, na kterou budeme poklddat mechanismus.
2. Sestavime mechanismus dle obrdizku (pouzijeme 2x 1010 a 1z 1005).

3. Nakonec na kovovou desku poloZime papir, pomoci magneti pripevnime me-

chanismus a miZeme zkouset, jakou krivku vytvorime.
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C Priloha 3: Navod k sestaveni Peaucellierova me-

chanismu

vvvvvv

Obrazek 32: Peaucellieriv mechanismus ze stavebnice Merkur (zdroj: vlastni)

K sestaveni Peaucellierova mechanismu je potieba tyto soucdstky:

1010

Postup je ndsledugjici:

1. Nejprve si najdeme ve stavebnici prislusné casti k sestaveni mechanismu a

pripravime si kovovou desku, na kterou budeme poklddat mechanismus.

2. Podle obrdzku budeme sestavovat mechanismus, na ktery potrebujeme: 2x 1010

a dxr 1005.

3. Nakonec na kovovou desku poloZime papir, pomoci magneti pripevnime me-
chanismus a miuZeme zkouset, jestli ndam beéhem hrani s timto mechanismem

vznikne primka.
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