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Anotace

Ve své diplomové praci se zabyvam vizualizaci matematickych problémi po-
moci obrazki. V prvni, teoretické, casti uvadim pedagogicko-psychologicky pohled
na vizualizace. Zakladni rozdéleni obrazového materialu, jeho vyhody a nevyhody.
Nasledujici, hlavni, ¢ast prace vénuji samotnym problémum a jejich dikaztm. Ty
délim do tii zdkladnich kategorii: diikazy z oblasti geometrie a algebry, dikazy ne-
rovnosti aritmetického a geometrického priméru a dikazy, které se vénuji radam
celych cisel. Posledni kapitola obsahuje vytvorené pracovni listy pro studenty za-

kladnich skol.

Abstract

This thesis is focused on visualisation of mathematical issues using pictures.
The first theoretical part is focused on pedagogical-psychological view on visuali-
sation. Basic division of picture material and its pros and cons. Next part, main
part, is focused on specific mathematical issues and their proofs. Issues could be
divided into three categories: geometric and algebraic proofs, arithmetic and geo-
metric inequalities and proofs which are focused on sequences of integer numbers.

The last part contains working sheets for elementary school students.



Nékteri matematici, snad 10 ze 100, mysli ve vzorcich. Takova je jejich intuice.
Zbyvajici mysli v obrazech, jejich intuice je geometrickd. Obrazy prendseji mnohem
vice informaci neZ slova. Po mnoho let jsme odvykali Ziky pouZivat obrazky, protoze
L,nejsou presné”. To je smutné nedorozumeéni. Ouvsem, obrdzky nejsou presné, ale

pomdhaji myslet, a takovouto pomoci nelze opovrhovat. (1. Stewart)
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1 Uvod

Tato diplomova prace se zabyva vizualnimi dikazy, nebo-li dikazy beze slov.
Diikaz je tedy netradi¢né predstaven pouze obrazkem a je jen na ¢tenafi, jak k du-
kazu pristoupi a zda jeho krasu objevi. K tvorbé téchto vizualizaci jsem vyuzila

software GeoGebra.

Matematické dikazy jsou od nepaméti s matematikou tizce spjaty. Matematici
mnohdy zasvéti cely sviij zivot dokazovanim nékterého tvrzeni. Nékdy je potireba
i nékolik stoleti k tomu, aby se dana véta dokazala ¢i se ji povedlo vyvratit. Pri-
kladem mohou byt tzv. proslulé tlohy starovéku, které se po nékolik staleti lidstvo
snazilo eukleidovsky vytesit. Dnes vime, ze tlohy jsou eukleidovsky nefesitelné, ale

i pTes to se o jejich vyfeSeni stdle nékolik zapalenych védcu snazi [7].

Vizualizace v historii hrala vyznamnou roli. Diky figurdlnim ¢islim, spojenim
geometrie, aritmetiky a vizualizace, dokazali pythagorejci odvodit naptiklad vztah
pro soucet prvnich n lichych ¢isel ¢i vzorec pro soucet aritmetické posloupnosti.
Usporadani objekt do urcitého systému a zaroven jejich nazornost odjakziva pod-

porovalo rychlejsi rozvoj matematiky.

V ramci studia jsem se na kazdém stupni méla moznost setkat s mnoha dikazy.
Pocinaje Pythagorovou vétou na zakladni skole, posloupnostmi na skole stfedni ¢i
dikazy tykajici se nerovnosti aritmetického a geometrického primeéru na skole vy-
soké. Vétsina z dikazt bohuzel jakoukoliv vizualizaci postradala a tak u mé pocho-
peni dikazu bylo ¢asto pouze formdlni. Ve chvili, kdy pedagog vizualizaci (praktic-
kou ukazku) zapoji do vyuky, hodina se stava atraktivnéjsi a latka se zakum lépe
pamatuje. Pravé z divodu presahu do budouci praxe jsem si dané téma vybrala.
Vérim, ze mnohé z uvedenych ditkazi budu moci jednou ve skolstvi pouzit a pomoci

tak zaktm latku a potazmo celou matematiku lépe pochopit.

Prvni kapitola je vénovana teoretickym vychodiskim. Naleznete zde, jaké

funkce muze obrazovy materidl ve vyuce plnit. Jaké jsou pozitivni a negativni



stranky vyuziti vizualizaci ve vyuce a jak je mozné postupovat v pripadé, ze chceme,

aby si student obrazek vytvoril sam.

Dalsi kapitola je vénovana diikaziim z oblasti geometrie a algebry. Uvedeno je
zde nékolik vizualizaci Pythagorovy véty, Vivianiho véta ¢i algebraické ilohy resené
graficky. Nasledujici kapitola predstavuje nerovnosti aritmetického a geometrického
praméru. Ctvrta kapitola obsahla téma fady celych ¢isel. Naleznete zde na piiklad
soucet nekonecné mnoha lichych ¢isel, odvozeni vzorce pro aritmetickou posloupnost
a nekonecné rady. Posledni ¢ast prace obsahuje vytvorené pracovni listy pro studenty

zakladnich skol.



2 Dikazy beze slov

Pomoci geometrického obrazku, lze jednoduchym zptisobem vyjadrit podstatu
matematického dikazu. Pii klasickém pojeti je ditkaz popsdn v nékolika fazich.
Vizualni dikaz je ,nakreslenym piibéhem® Vse vidime v jednom okamziku, coz
vsak mize stézovat pochopeni, nebof neni znama posloupnost jednotlivych kroki
[5].

Vyuzivani obrazka k dikaztm, ¢i rysovani obrazct k vypoctiim rovnic se vyu-
zivalo jiz ve starém Recku. Napiiklad symbolicky zapsané rovnice ve tvaru ab = cz,
byla chapana jako rovnost dvou obsahii. Obsah prvniho zndmého obdélniku byl
S1 = ab a zjistoval se obsah druhého obdélniku, jehoz jedna strana méla délku rov-

nou c¢ [7].

Pythagorejci pracovali s figuralnimi ¢isly, ktera znazornovali pomoci kaménkii.
Jednalo se o ¢isla usporadana do geometrickych obrazcii. Konkrétné rozlisovali ¢isla:
trojuhelnikova, ¢tvercova, pétithelnikova a obdélnikova. Diky trojuhelnikovym cis-
lim dokéazali odvodit vzorec pro aritmetickou posloupnost. Na ¢tvercovych cislech
ukazali, ze pro dvé po sobé jdouci licha cisla plati, ze jsou délitelna cislem 4.

A vSechna ¢tvercova ¢isla maji zbytek po déleni ¢tyfmi 1 nebo 0 [7].

Vyuzivani obrazkl k objevu novych faktl ¢i k lepSimu pochopeni jiz zndmych
je velice efektivni. Obrazek by nemél byt vniman pouze jako graficky zdznam toho,
co bylo Teceno. Slovni vyjadreni jsou totiz na rozdil od obrazkového ,linearni“. In-
formace jsou ¢tenadri podany v posloupnosti, na zakladé toho, jak prochézi text.
Obrézky, ¢ili grafické vyjadieni problému, pusobi vice , komplexné®, diky zachyceni
celé situace. Casto téz ukazuji doposud nezndmé vztahy mezi objekty. Vnimani si-

tuace jako celku je klicové pro pochopeni a vyreseni geometrickych vizualizaci [6].



2.1 Udeni z vizualizaci

V knize Pedagogickd psychologie autor vénuje celou kapitolu pravé uceni se

z obrazového materidlu. Na jeji teoretickd vychodiska se nyni zamétime [9].

7 hlediska vyvoje a vyvojové psychologie se clovék s obrazovym materidlem
setkava jiz od raného détstvi. V predskolnim véku je pro dité prirozené, vnimat
verbalni a nonverbalni podnéty soucasné. Svét takového ditéte je zalozen predevsim
na vnimani obrazu svého okoli. To se méni s nastupem do skoly. Verbalni a nonver-
balni slozky se od sebe postupné oddéluji a diuraz je kladen na schopnost poslouchat
vyklad, psat a ¢ist. Pedagogové vsak zapominaji jesté na jednu dulezitou slozku,
kterou je obrazek. Na skolach se neuci jakym zptisobem ¢ist a ucit se z obrazi, grafi
atd. Neschopnost spravné interpretovat grafy, které se stale vice pouzivaji (napr. ve
vefejnych médiich), vSak neni otdzkou pouze déti, ale celé populace. Vizudlni gra-
motnost, kterd je definovana jako: , schopnost cist obrazy a pouzivat je, myslet a ucit
se v terminech obrazu“, ustoupila do pozadi, vétsina vizualizaci plni pouze nazornou

funkci.
Obrazovy material lze podle jeho pedagogické funkce rozdélit do ¢tyr zaklad-

nich kategorif:

o reprezentujici (konkretizuje vyklad)
o organizujici (vytvari strukturu)
o interpretujici (poméha k pochopeni textu)
o transformujici (pomdha k lepsimu zapamatovani)
Reprezentujici funkci maji vizualizace, které zakovi poméhaji konkretizovat

jeho predstavu. Zobrazuji vzajemné vztahy mezi objekty. V matematice mezi takové

prvky patii naptiklad grafy ¢i obrazky geometrickych téles.

Poslanim interpretujici funkce je pomoci zakim pochopit nové zavedené ucivo.
Vizualizace jsou dtlezité predevsim u abstraktnich pojmt, nebo u systému, které

jsou prilis velké (napf. slunecni soustava ¢i globalni cirkulace atmosféry) nebo naopak



prilis malé (napf. atom ¢i mikroorganismy). Diky pochopeni problematiky jsou pak
studenti schopni s védomosti lépe pracovat, vyuzivaji ji pfi feSeni nestandardnich

uloh a znalost si déle pamatuji.

Transformujici funkce se snazi ovlivnit to, jakym zptusobem se zdk uci a jak
vnimané informace zpracovava. Obrazek by mél podnécovat k lepsimu pochopeni
poznatkl pti osvojovani uciva tak, aby se stalo co nejkonkrétnéjsim. Nové zavedeny
pojem by mél zapadnout mezi jiz osvojené znalosti a vést zaka k dobrému vybavovani
si informaci z pameéti. Prikladem takového obrazku miuze byt grafické zpracovani

algebraického vzorce (a + b)? = a® + 2ab + b?, viz obrazek 26.

Téz se ukazuje, ze je dobré vykladovy text i obrazové materialy interpretovat
najednou. Informace by se mély vzajemné doplnovat a pomahat tak k pochopeni. Je
dokéazano, ze oddélené uceni naopak vysledky zhorsuje. Nelze opomenout ani aktivni

ucast zakl v celém procesu, pripadné jejich vlastni vytvareni obrazového materialu.

Obrazovy material vytvoreny zaky

Jedna se o situaci, pri které maji sami zaci moznost podilet se na vzniku
obrazku. Nejsou tedy jiz pouhymi konzumenty, ale stavaji se autory a je na nich jak

bude vysledny obrazovy material vypadat.

Zakem vytvoieny obrazek (angl. learner-generated drawing) vznikd tim zpi-
sobem, ze zak procita ¢i posloucha text a snazi se ho graficky znazornit. Vysledkem
je nacrtek dané situace z pohledu zdka. Nehodnoti se grafické zpracovani, ale vécna
spravnost. Z pohledu pedagoga se z takto vytvoreného obrazku da zjistit mnoho
podstatnych informaci. Vidime, do jaké miry zdk ucivu porozumél, jakym zptiso-
bem o textu premysli, co povazuje za podstatné a v jaké oblasti je jeho pochopeni

latky nedostatecné.
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Negativni dopady

Vizualizace ma vsSak i své negativni stranky. Ne vSichni jsou stejné vizudlné
gramotni a pro nékteré zaky mohou byt obrazky velkym problémem. Zdaji se jim
neprehledné. Neuméji urcit, na co zamérit svou pozornost a jak obrazek rozklicovat.
Ditraz, ktery je kladen na nazornost, muze také zpomalovat rozvoj abstraktniho
mysleni. Obrazovy materidl zaroven miize odvadét pozornost zakt od verbalniho

sdéleni.

Zasadni téz je, aby obrazek byl vzdy precizné zpracovan. Jinak mize dojit

k chybnému pochopeni a Zéaci si uc¢ivo spatné zapamatuji.

11



3 Geometrie a algebra

3.1 Pythagorova véta

Pythagoras ze Samu byl vyznamny recky filosof, matematik a astronom, zijici
asi v letech 570-510 pr. n. 1. V mladi adajné hodné cestoval a diky tomu mél moz-
nost seznamit se s rtiznymi nabozenstvimi a kulturami. Za vlady krale Polykratése
z Recka uprchl do Itélie, kde zalozil filosofickou §kolu. Ta byla vniméana spise jako
politicka strana a sekta, lidé zde zili podle prisnych pravidel a dosdhli zna¢ného

politického vlivu. Pythagorejci se zajimali predevsim o ¢isla a jejich mystiku.

S Pythagorem se poji na priklad zavedeni slova filosofie, které vychazi ze slozeni
dvou slov a to filein- milovat a sofos- moudry. Diky zadjmu o vesmir je mu pripisovano
také prvni pouziti slova kosmos, coz znamena zdobit. Dale se svymi zéky objevil

vztah mezi vyskou téonu a délkou struny.

V dnesni dobé je Pythagoras znamy predevsim pro svij diukaz Pytagorovy
veéty. ,,Obsah ctverce sestrojeného nad preponou pravothlého rovinného trojuhelniku
je roven souctu obsahii ctvercii nad jeho odvésnami.“ Formalné zapsano a? +b? = c.
Jiz starsi kultury prisly na to, zZe trojuhelnik, jehoz stany jsou v poméru 3:4:5 je
pravothly. Citiané tento diikaz uméli geometricky znazornit, ale jeho obecné vyjad-
reni se pripisuje Egyptanim. Pravé v Egypté se s nim mél Pythagoras seznamit. Je

to vsak pouze teorie, nebotf néktetri védci tvrdi, Ze to nebylo mozné kviili jazykové

bariéte. V dnesni dobé jiz existuje dikazu Pythagorovy véty nespocet [14].

12



Pythagorova véta, upraveno podle Zhou bi suan Jing

(autor nezndmy, okolo 200 pr.n.l.)

Obrazek 1: Pythagorova véta, [11]

Tento graficky dikaz je zalozen na tom, ze délka strany ¢tverce uvedeného na
obrazku se sklada ze dvou usecek a,b. Delsi z nich si ozna¢me a, kratsi b. Nasledné
na levém obrazku vidime dva ¢tverce s obsahy a? a b? a ¢tyii shodné trojihelniky
s odvésnami délek a,b a preponou c. Na pravém obrazku se nachazeji ¢tyri shodné
trojuhelniky, které jsou totozné s trojihelniky na levém obrazku a navic zde mame
¢tverec o obsahu 2. V pifpadé, Ze trojihelniky na obréazcich jsou shodné, shoduje

se i plocha jimi zabrana. Je tedy jasné, Ze a? + b = 2.

a b b a
@
a a2 a a C
C
: b
b b2 b
a b

Obrazek 2: Pythagorova véta dikaz, [11]
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Pythagorova véta, Bhaskara (12. stoleti)

Obréazek 3: Pythagorova véta, [11]

Zamérme se nejprve na prvni obrazek. Mame ¢tverec, s délkou strany ¢ a ob-
sahem S; = ¢2, skladajici se ze ¢étyi trojuhelnikt a ¢tyfihelniku. Nejprve musime
dokézat, ze vSechny Ctyti trojuhelniky jsou shodné. Na prvni pohled vidime, ze pre-
pona mé vzdy délku c. Shodné jsou i v thlech prilehlych ke strané c. Oznac¢ime-li
jeden z uhli « pak dokazeme ostatni tithly v trojihelniku obecné vyjadrit. Dojdeme
tedy k tomu, Ze trojuhelniky jsou shodné podle véty usu. Pti oznaceni delsi strany

danych trojuhelnikt b a kratsi a mtizeme vidét, ze délka strany ¢tverce je b — a.

Na druhém obrazku vidime dva obdélniky, které se skladaji ze ¢tyt shodnych
trojuhelnikia. A ctverec, jehoz délka stany je b — a. Nyni vyjadiime obsah tohoto

obrazce:

Sy =ab+ ab+ (b — a)* = 2ab + b* — 2ab + a* = b* + a®

Nebot doslo jen k preskupeni tvart, musi platit:

31282

=0 +a?

14



(a3
a—90° :
o —90° v

b—a

o — 90

Obrazek 4: Pythagorova véta dikaz, [11]

Pythagorova véta, James A. Garfield (1876)

Obrézek 5: Pythagorova véta, [11]

Na tento dikaz prisel dvacaty prezident USA James Garfield v dobé, kdy
byl ¢lenem snémovny reprezentantii. Dokazovat dimyslny obréazek budeme pomoci

vypoctu obsahi.

1
Slichobsinik = 2 - Strojﬁhelm’k + 5" Setverec

2. (a+0b) = Lab+ Lab+ i

15



s (a+b)?=ab+ 3c?
a® + 2ab + b* = 2ab + 2

a?+b? = 2

Pythagorova véta, Michael Hardy

Obrazek 6: Pythagorova véta, [11]

Vyse uvedeny dikaz je zalozen na poméru stran podobnych trojuhelnik.
V' prvni fadé je potieba dokdzat podobnost: AMV N ~ AOV N s vyuzitim véty
uu o podobnosti. Shoduji-li se dva trojuhelniky ve dvou thlech, mizeme prohlasit,
ze jsou si podobné. Na obrazku 7 jsme thel u vrcholu M oznacili a. Nasledné neni
problém zbyvajici thly urcit. Dojdeme tedy k tomu, Ze vySe zminéné trojihelniky,

cta __

jsou si podobné. MiZeme jejich strany dat do poméru < = ﬁ, po uprave této

rovnice dostaneme Pythagorovu vétu.
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Obréazek 7: Pythagorova véta, [11]

Pythagorova véta, H. E. Dudeney (1917)

Nize uvedeny diikaz, je opravdu origindlni a predevsim pro studenty zaklad-
nich skol velmi dobre uchopitelny. Staci jednotlivé obsahy c¢tvercti nad preponami
vystithat a poskladat je do ¢tverce nad odvésnou. Zéci jisté oceni jeho ndzornost

a moznost si dikaz prakticky vyzkouset.

17



-~

Obrézek 8: Pythagorova véta, [11]

Pythagorova véta, Annairizi of Arabia (asi 900 n.l.)

Jen hled!

Obrézek 9: Pythagorova véta, [12]
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Pythagorova véta, Leonardo da Vinci (1452-1519)

Leonadro da Vinci, rodnym jménem Leonardo di ser Piero, se narodil 15. dubna

1452 nedaleko Venicie v Italii. Zemfel roku 1519 ve Francii. Znamy je predevsim
jako malit s nejslavnéjsim dilem Mona Lisa. Byl vSak velmi vSestranny, vénoval

se socharstvi, architekture, hudbé a sepsal nékolik literarnich dél. Fascinovala ho
Pythagorova matematika, ve které se dobte orientoval a dokonce ji i sém vyucoval.

Cést svého zivota stravil u matematika Pacioliho, jehoz dilo ilustroval [8].

-
-

--="

Obrazek 10: Pythagorova véta, [12]

IHBA.

Necht méame pravothly trojihelnik ABC' a Ctverce sestrojené nad stranami
takového trojihelniku (viz obrézek 11). Bod L je stfedem uhlopricek ve Ctverci

Dokazme, ze ¢tytruhelniky FEFGD, ABFFE, AIJC,CJH B maji shodné obsahy.
Bod J je ve stredové soumérnosti se stredem v bodé L obrazem bohu C'. Stejné tak

i Bod H je obrazem bodu A , bod I je obrazem bodu B a bod M je obrazem bodu
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N opét ve stredové soumeérnosti dané stredem L. Z dané soumérnosti vyplyva

nékolik dulezitych vlastnosti:

|AC| = |JH| A AC || HJ

ICB| = |IJ|ACB | 1J

|AM| = |[NH|
IMB| = |IN|
Diky vyse uvedenym vlastnostem mizeme fici, ze |C M| = | N J| z toho vyplyva,

ze Samc = Apny a zaroven Sypc = Snyry. Nebot tsecka M N prochéazi stredem
¢tverce IHAB, tak zde vznikaji dva lichobézniky, které maji stejné obsahy, tedy
Sinva = Spunva. Na zakladé porovnani obsahti jednotlivych obrazcii mizeme tici,

ze Sarjc = Scinp

Obdobny dtukaz bychom provedli pro ¢tyruhelniky EFGD, ABFE jejichz ob-

sahy jsou téz shodné.

Obsahy ctyriahelnikt CBHJ a FGDE jsou také shodné, coz nyni do-
kazeme. Shoduji se ve velikosti nékolika tsecek, konkrétné | HJ |=| ED |= a,
| BC'|=| GF |=1b,| BH |=| GD |= c. Sestrojime-li nad useckou LB oblouk se stfe-
dem v bodé S, pak k obvodovému thlu /LC B prislusi stredovy tthel /LS B. Velikost
obvodového thlu je polovina velikosti stiedového, tedy | ZLCB |= 45°.

Pro 1hly plati:

| /CED |=| /{HJL |=| (GFC |=| /LCB |
| LEDG |=| /BHJ |

| /DGF |=| .CBH |

Na zékladé shodnosti thlt a délek stran muzeme tici, ze Sgrap = SjoBH-

Vime téi, ze SDCG = SMBC + SNJH z toho plyne:

Sunus = Secp + Scra
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2SunuB = 2Sgcp + 2Scra
Stupa = Sacpe + Scera

2 =a?®+ b

Pythagorova véta je timto dokéazana.

Obrézek 11: Pythagorova véta, [11]
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3.2 Trisekce
Trisekce tsecky, Scott Coble

Rozdélit tsecku na tii stejné velké casti, nebyl nikdy pro matematiky pro-
blém. Jiz zaci na zdkladni skole, se s takovym tukolem mohou setkat v hodinach

matematiky. Scott Coble vsak prisel s neobvyklym reSenim.

(D&

s
£X

Obrézek 12: Trisekce usecky, [11]

| AG |= 5 | AB |
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U dikazu trisekce tsecky budeme vyuzivat nékolika znamych vlastnosti ge-
ometrickych obrazcti. Nejdiive se podivame na c¢tyfuhelnik ADEB. Vime, ze
| AB |=| AD | a zaroven tsecka AB || DE a AD || BE. MuzZeme tedy Fict, ze ADEB
je kosoc¢tverec. Z toho pro nas plyne jedna dilezita vlastnost a to, ze bod F' je stred

usecky AFE, nebot thlopricky v kosoctverci jsou vzajemné kolmé a puli se.

Nyni vyuzijeme vlastnosti AAEC. Je ziejmé, ze usecka C'F je v daném troj-

uhelniku téznici, stejné jako tusecka AP. Vyuzijeme-li vlastnosti téznice, ziskdme

predpis: ;él(ﬂl 2. Tento pomér muzeme zapsat také jako IquD} = f. Nebot bod P je

stredem usecky AB, mizeme polohu bodu G vzhledem k tise¢ce AB vyjadrit pred-
|AGl _ 2 _ 1

pisem A8 — 5= 3

Cimz je pivodni tvrzeni | AG |= 1 | AB | dokazano.

Obrézek 13: Trisekce usecky dikaz, [11]

Trisekce tihlu v nekonec¢né mnoha krocich, Eric Kincanon

Trisekce 1ihlu je, jak dnes vime, eukleidovsky nefesitelna tiloha. Spolu s kvad-
raturou kruhu a zdvojenim krychle, se fadi mezi tzv. TTi klasické problémy antické

matematiky [3].

Eric Kincanon nacrtl krasny dikaz, jenz vyuziva ¢asteénych souctti a v neko-

nec¢né mnoha krocich dosdhne rozdéleni ihlu na tii stejné dily.
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Obréazek 14: Trisekce thlu v nekoneéné mnoha krocich, [11]

1
3

1
+i-L4

N
N
|
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3.3 Vivianiho véta

Vincenzo Viviani zil v letech 1622-1703. Byl italskym matematikem, zakem
Galilea Galilei a Evangelisty Torricelliho. Své vzdélani ziskal u jezuitl a nasledné
pokracoval v samostudiu. V roce 1639 se ve svych sedmnacti letech stal Galileovym
asistentem. Po jeho smrti usporadal Galileovy spisy a podle jeho navrhi sestavil
prvni kyvadlové hodiny. Spolu s Giovannim A. Borellim se snazil zmérit rychlost

zvuku. Roku 1666 byl Ferdinandem II. jmenovan dvornim matematikem [17].

Vivianiho véta, Samuel Wolf

Vivianiho véta: Soucet vzdalenosti libovolného bodu v rovnostranném trojuhel-

niku od jeho stran je roven vysce tohoto trojuhelniku.

Obrazek 15: Vivianiho véta, [11]

Moznosti, jak pomoci daného obrizku mutzeme vétu dokazat, je néko-
lik, ale vSechny jsou zalozeny na shodnosti trojihelniki. Mame dokazat, ze
vaapc =| GD |+ | FD | + | JD |. Nejprve se podivejme na lichobézniky BC'H B’
a C'"A'AH. Ty jsou shodné, nebot délky vsSech jejich stran jsou stejné. Z toho
vyplyva, Ze i jejich vysky budou mit stejnou velikost, tudiz | FD |=| EG |. Diky
tomu, ze A'B’ || ID, je AIDC" rovnostranny. Z ¢ehoz plyne, ze | GE |=| GQ |. Jak
je pravdépodobné jiz ziejmé AGEC’' = AGQD, nebot se shoduji ve dvou thlech
a strané k nim prilehlé, je tedy zfejmé, ze | GD |=| GC" |. Soucet velikosti usecek

| JD | + | QG | + | GC' |= vaapc Vivianiho véta je dokdzdna.
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Obrézek 16: Vivianiho véta dukaz, [11]
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3.4 Routhova véta

Routhova véta v geometrii uréuje pomér obsahii mezi danym trojihelnikem

a trojuhelnikem urcéenym pomoci tsecek spusténych z vrcholi na protéjsi strany.

Necht D, E, F jsou v uvedeném poradi vnitrni body stran BC,C'A a AB troji-
helniku ABC'. Pomery jejich vzddlenosti od krajnich bodi prislusnyjch stran nazveéme
% =z, % =, % = 2. Ddle oznacime P, Q, R pruseciky dvojic usecek AD, BE
a CF (tzv. cevidny) takto: P € ADNCF, Q€ ADNBE, Re€ BENCF. Potom

pomeér obsahi trojuhelniki PQR a ABC' je ddn vyrazem:

(zyz—1)2
(xy+y+1)(yz+z+1)(zz+z+1) [16]
c
E
D
Q
A s B

Obrazek 17: Routhova véta, [16]

Specidlnim piipadem vyse uvedené véty je Cevova véta a Feynmaniv troju-
helnik. Cevova véta mluvi o tom, ze primky AD, BE, C'F maji pravé jeden spolecny
bod, jestlize zyz = 1. Specifikem Feynmanova trojuhelniku je, ze pokud za pro-
ménné x,y, z dosadime cislici 2, hodnota vyrazu bude rovna % Obsah vzniklého
trojuhelniku bude mit tedy velikost jedné sedminy obsahu ptvodniho trojihelniku

v pripadé, ze body D, E, F lezi v jedné tretiné danych stran.

Routhovu vétu bychom mohli upravit:
Méjme libovolny trojihelnik v roviné. Jestlize kazdy jeho vrchol spojime s bodem,
ktery lezi v jedné tretine protilehlé strany, pak trojuhelnik tvoreny témito spojnicemi

md obsah o velikosti jedné sedminy obsahu piuvodniho trojihelniku [16].

27



Takovy trojihelnik se nazyva Feynmantiv. Vizualizace diikazu je vidét na ob-

razku 20.

Obrézek 18: Feynmaniv trojthelnik, [12]

Dynamicky dikaz je zde zachycen v nékolika obrazcich, diky ¢emuz je zfejma
chronologie jednotlivych kroki. Dalsim moznym vizualnim dikazem je zakresleni
Feynmanova trojihelniku do trojihelnikové sité. Jejimz zédkladem je pravé Feyn-
maniv trojiuhelnik. Primky tvorici sit rozdéluji trojihelnik na nékolik ¢asti a pri
vhodném preskupeni ziskame dikaz.

/

Obrézek 19: Feynmaniv trojthelnik, [16]
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Obrézek 20: Feynmaniv trojthelnik, [16]
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3.5 Weitzenbockova nerovnost

Vizualni dikaz Weitzenbockovy nerovnosti je velice efektivni a na prvni pohled
ziejmy. Dikaz rozdélime do dvou c¢asti a to pro trojihelniky, jejichz vSechny thly

jsou mensi nez 120° a trojihelniky jejichz jeden z hla je vétsi nebo roven 120°.

Je dan trojuhelnik ABC' se stranami délek a,b,c o obsahu P. Potom plati
a>+ b+ — 43P >0,

pricemz rovnost plati, prave kdyz ABC' je rovnostranny trojiuhelnik [13].

Obrézek 21: Weitzenbockova nerovnost, jsou-li vSechny dhly mensi 120°, [13]

Pro geometricky diikaz prepiseme vyse uvedenou nerovnost do tvaru
V3.2 4 V312 | V3 2
Nerovnost byla ekvivalentné upravena do podoby souctu obsahti jednotlivych rov-

nostrannych trojihelniki sestrojenych nad stranami trojihelniku ABC.

Trojihelnik ABC' rozdélime pomoci Fermatova bodu na tii ¢asti. Diky tomu
v trojihelniku ABC' vzniknou tii tupotihlé trojihelniky s tupym thlem o velikosti
120° pti vrcholu F'. Pripsané rovnostranné trojuhelniky rozdélime pomoci Fermatova

bodu. Nyni je vidét, ze kazdy ze tii tupoihlych trojuhelniku se na obrazku nachazi
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praveé ctyrikrat. Kazdy trojuhelnik sestrojeny nad stranami AABC' je slozen ze tii
shodnych tupothlych trojihelniki a jednoho ostrotihlého. V tomto okamziku je jiz
evidentni, Ze 3P je mensi nez @az + ?bQ + %cQ nebot kazdy z téchto trojuhelniki

je slozen ze ti1 shodnych s ptivodnim a jednim mensim trojihelnikem.

P1i zméné tvaru trojuhelniku ABC' je soucet obsahii rovnostrannych trojihel-
nika sestrojenych nad stranami ABC' stale vétsi 3P. Rovnost nastava v okamziku,

kdy i ABC je rovnostranny a bilé trojihelniky v ten moment ,zmizi®.

Pokud je velikost jednoho z uhli v AABC vétsi nebo rovna 120° situace se

zmeni.

B

Obrazek 22: Weitzenbockova nerovnost, je-li jeden thel vétsi nebo roven 120°, [13]

Oznacéime-li obsahy rovnostrannych trojihelnikt nad stranami a, b, ¢ poporadé
Sy, Sy, S. musi podle Weitzenbdckovy nerovnosti platit S, + S, + S. > 3P. Nerov-
nost jesté upravime do tvaru S, + S, + 5. > S, > 3P. 7 vizualizace je vidét, ze
obsah trojuhelniku pripsaného nad stranou a je vétsi nez trojnasobek obsahu troju-
helniku ABC'. Z ¢ehoz plyne, Ze i soucet obsahii rovnostrannych trojuhelniku pripsa-

nych nad jednotlivé strany bude vétsi, nez trojnasobek obsahu trojuhelniku ABC.

Weitzenbockovu nerovnost 1ze zobecnit pro libovolny n-ihelnik:
V roviné je dan n-thelnik Ay, As, ..., A, se stranami délek aq, ao, ...,a, o obsahu P.

Potom plati:
ai + a3+ ...+ a’ > dtantP

s rovnosti pro pravidelny n-ihelnik [13].

31



V pripadé libovolného ¢tytuhelniku budeme pracovat s nerovnici ve tvaru

a?+ 0+ +d*—4P >0, [13]

kde a, b, c,d jsou strany ¢tyfuhelnika a P jeho obsah. Rovnost nastane v okamziku,

bude-li ¢tytuhelnikem ABC D c¢tverec.

Obrézek 23: Weitzenbéckova nerovnost, je-li jeden tihel vétsi nebo roven 120°, [13]

Graficky diikaz provedeme stejné jako u trojihelniku. Ctyfihelnik ABC'D roz-
délime na ¢tyTi ¢asti a nad jeho strany pripiSeme ¢tverce. Soucet obsaht takto sestro-
jenych ¢tverci je vzdy vétsi, nez c¢tyfnasobek obsahu ¢tytihelniku. Rovnost nastane

v okamziku, kdy zmizi bilé ¢tverce, tedy kdyz ABCD je Ctverec.
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3.6 Obsahy rovinnych obrazct

Se vzorci pro vypocet obsahti se zaci setkavaji na zakladni skole pomérné casto.
V prvni fadé, vétsinou jiz na prvnim stupni, se seznami s vypoctem obsahu ¢tverce
a obdélniku. Na druhém stupni postupné pribyvaji vzorce pro vypocet obsahu dal-
sich rovinnych obrazcti. Konkrétné se jedna o trojihelnik, kosoctverec, kosodélnik,
lichobéznik a kruh. A pravé vzorce pro vypocet obsahu zminénych obrazcu lze jed-

noduse odvodit z jiz znamych vztaht pro obdélnik ¢i ctverec.

Myslenkou takto vybudovanych znalosti je, Ze studentovi staci znat vzorec pro
obsah obdélniku a vsechny ostatni je jiz schopen odvodit. Samoziejmeé i znalost ob-
sahu obdélniku je odvoditelna, z ¢ehoz plyne, ze pokud zaci budou ucitelem spravné

vedeni, nebudou nuceni se ucit seznamy vzorct zpameéti.

Obsah trojihelniku

P1i vypoctu obsahu trojihelniku vychazime ze znalosti obsahu ¢tverce ¢i ob-
délniku. Staci, aby si zéci uvédomili, ze ihlopri¢ka pili obsah obdélniku (¢tverce) na
dvé poloviny. Polovina obdélniku tvori evidentné pravouhly trojihelnik, jehoz obsah
bude polovi¢éni, nez obsah zadaného obdélniku. Pokud obsah obdélniku vypocteme
jako S = ab, pak pro obsah trojihelniku bude platit .S = %b Nyni by to mohlo vypa-

dat, ze obsah trojuhelniku vypocteme jako % - délkajednéstrany - délkadruhéstrany

Takova ivaha je samoziejmé chybnd, o ¢em se zaci mohou presvédcit napriklad
tak, Ze ctverec rozdéli pomoci uhlopfi¢ek na 4 shodné trojihelniky. Zde je krasné

vidét, Ze se nejedna a soucin dvou stran, ale o souc¢in strany a vysky k ni prislusné.

Obsah rovnobézZniku

Pro vypocet obsahu rovnobézniku nam pomiize znalost o vypoctu obsahu ob-
délniku. Staci totiz udélat jednoduchou tpravu a z rovnobézniku o urc¢itém obsahu
se stane obdélnik o shodném obsahu. Nasledné je dilezité si uvédomit, jak je vypo-

et obsahu proveden a jaké tsecky v takovém vztahu figuruji. Castou chybou je, ze
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zaci zameéni vysku s délkou jedné ze stran.

L& &
4 4

Obsah lichobéZniku

Obréazek 24: Obsah kosoctverce

I vzorec pro obsah lichobézniku lze jednoduse odvodit a mnohym jisté pomtze

k zapamatovani. Staci najit stfed jedné z rtiznobéznych stran, spojit tento stied

s libovolnym protilehlym vrcholem a vznikly trojihelnik otocit okolo bodu S. Vzorec
a+b
2

ve tvaru S = &% ke g, b jsou rovnobéiné strany je na svete.

Obrézek 25: Obsah lichobézniku
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3.7 Algebraické ulohy resené pomoci obsahii ploch
Druha mocnina dvojc¢lent

(a+0)?*=a*+2ab+1?

Obrézek 26: Druhd mocnina souc¢tu dvojclenii

Na obrazku (viz obrézek 27) je vidét dalsi z dikaz, ktery lze pouzit pfi vyuce
na zakladni skole. Nazornost je pro mnohé studenty velmi diilezita k pochopeni. Pti
spravném vysvétleni si studenti budou schopni vzorec sami odvodit, dobfe zapama-

tovat a lépe s nim zvladnou pracovat.

(a+0b)?

ab b

Obrézek 27: Druhd mocnina souc¢tu dvojclena dukaz

(a —b)? = a® — 2ab + V?
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Obrazek 28: Druhd mocnina rozdilu dvojclent

Pro diikaz platnosti vzorce (a — b)? = a® — 2ab + b* pouZijeme stejny postup

jako u predchoziho problému.

(a—b)* a® — 2ab + b* — Ob >

Obrazek 29: Druhd mocnina rozdilu dvojclent dikaz

Doplnéni na ctverec, Charles D. Gallant

Nize uvedené vizualni znéazornéni doplnéni na ¢tverec, velmi dobte ukazuje co
se pri uprave se vzorcem déje. Tato technika je vyuzivana pri apravach kvadratickych
vyrazi, rovnic, pri integrovani v matematické analyze, v analytické geometrii v rameci

prace s kuzeloseckami a v mnoha dalsich pripadech.

Ve své podstaté je to tuprava dané kvadratické rovnice podle vzorce

(a £b)? = a® £ 2ab + b*. V zadéani je takova rovnice vétSinou ve tvaru a? + 2ab + c.
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?+ar=(z+2)?—(

JIS]
~—
[N}

Obrézek 30: Doplnéni na étverec, [11]

Graficky diikaz neni nijak obtizny. Stac¢i jen dopocitat obsahy danych obrazct.
Secteme-li tedy obsah c¢tverce a obdélniku vlevo na obrazku 30 musi se rovnat
obsahu obrazce vpravo. Diikaz provedeme pomoci rozptleni zadaného obdélniku
a preskupeni jeho dvou ¢éasti tak, ze pro vypocet obsahu pravého obrazce plati:

§=(z 437 - (5

2 +ar = (x+ %)% —(

(NI
~—
[N}

x z’ a?
z? —ax
= i -
+

a a
2 2 At
[l 2.
T T 5(2) ]

50,1’

Obrazek 31: Doplnéni na étverec dikaz, [11]
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Algebraicka tloha resena pomoci obsahu ploch, Shirley Walkin

Vyuzivani vypoc¢tu obsahti ploch k dikazim algebraickych vyrazi se ve vyuce
moc nepouziva i pres to, ze mnohé z nich jsou nazorné a dobfe demonstruji danou
situaci. Priklad takového dikazu je uveden na obrazku 32. Kdyz bychom rovnici
(a+0)*+ (a—b)? =2(a® + b*) chtéli dokdzat algebraicky, staci upravit vyraz na

levé strané tak, abychom dostali vyraz na pravé strané rovnice.

(a+0)*+ (a—b)*=a*+2ab+ b* + a® — 2ab + b* = 2a® + 2b* = 2(a® + b?)

(a+0)?+ (a—b)*=2(a® + b?)

a b a—>b a a—>b b

Obrazek 32: Algebraickd dloha FeSend pomoci obsaht ploch, [11]
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Soucet obsahu dvou ¢tverca

4y’ = (x+ 22y +y)(x — 22y + )

T
y?
v 2zy

R —— == .
L A :

i 20y 1|V 2Ty

Ty | |

Hx+y 1

Y i
= Tt =

i r+y— /22y

T+ Y+ /22y

Obréazek 33: Soucet obsaht dvou ¢tvercty, [12]

Vyse uvedeny diikaz je jako mnoho dalsich zalozen na spravném preskupeni
zadanych obrazcti. Z geometrického hlediska se tedy jiz nejedna o soucet obsahu

u dvou ¢tverci, ale pouze o obsah obdélniku.
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3.8 Dalsi dikazy
Kolmost dvou primek

Necht mame zadané dva c¢tverce, které maji spolec¢ny jeden vrchol. Dokazte,

ze primky h a k jsou k sobé navzajem kolmé.

Obrézek 34: Kolmost dvou piimek, [4]

Pro diitkaz takového tvrzeni vyuzijeme AABE a AC BG. Uvedené trojihelniky
jsou shodné, nebot se shoduji v délkach dvou stran, BE = BG a AB = C'B a tihlech
Lo /f3, které tyto strany sviraji. Uhly Ze, /3 jsou shodné, nebot velikost obou
muzeme vyjadrit jako: Za = 90° + v a zaroven /S = 90° 4 . Dané trojihelniky by
tedy byly totozné v pripadé, ze bychom jeden oto¢ili o thel 90° a proto jsou vzajemné

kolmé i tsecky CG, AE, tedy i pfimky h, k.
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Obrézek 35: Kolmost dvou primek dukaz, [4]
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Ctyfi trojuhelniky se shodnym obsahem, Steven L. Snover

,Opojime-li u libovolného trojihelniku se stranami a, b, ¢ vnéjsi vrcholy ctverci
sestrojengch nad temito stranami useckami, vzniknou tri trojuhelniky. Dokazte, Ze

kazdy z téchto tri trojuhelniki md obsah rovny obsahu vychoziho trojihelniku [4]

AN
, ™, AN "
“ / A
ff,/ \ ur v

Obrézek 36: Ctyf¥i trojihelniky se shodnym obsahem, [12]

Diikaz vyse uvedeného tvrzeni je vidét na prvni pohled. Staci si pouze

uvédomit, jakym zptsobem lze vypocitat obsah trojihelnikt s vyuzitim vzorce

S =9 = b% = &3¢, Plvodni (Sedivy) trojihelnik a nové vzniklé trojihelniky maji

totiz vzdy stejné dlouhou jednu stranu, coz vychazi vlastnosti ¢tverce (viz druhy

obréazek) a spolecné sdileji vysku. Je tedy ziejmé, Ze jejich obsahy musi byt shodné.
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Usecka konstantni délky

, Uvazujme dve kruznice se spolecnymi body A, B. Pohybuje-li se bod P po
oblouku BA, délka tétivy OP je konstantni [4]

N

Q

P

Obrézek 37: Usecka konstantni délky, [4]

K dikazu obrazku 37 vyuZijeme vlastnosti obvodového thlu. Uhel /7 je obvo-
dovym thlem nalezejicim tise¢ce AB. Nebot velikost tisecky AB je konstantni, je kon-
stantni i velikost tthlu 7. Stejné tvrzeni plati i pro thel §, ktery je taktéz obvodovym
thlem tsecky AB, ale tentokrat vzhledem k jiné kruznici, tudiz |Zv| # |Zd]. Vzhle-
dem k tomu, ze thly ~, ¢ jsou konstantni, musi byt konstantni i velikost thlu /3, nebot
tyto uhly spole¢né tvoii trojihelnik OBQ, pro ktery vzdy plati: 6 + 5 + v = 180°.
7 faktu, ze velikost /3 je neménna je zfejmé, ze i velikost Za bude neménnd, nebot
a a [ jsou vedlejsi uhly, tedy o + § = 180°. Vsimnéme si, ze thel a je obvodo-
vym uhlem tsecky OP. Vzhledem k tomu, ze vime, ze /« je konstantni, musi byt

konstantni i velikosti tsecky OP.
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Obrazek 38: Usecka konstantni délky dikaz, [4]

Soucet uhlt pri vrcholech hvézdy je 180°

Obrézek 39: Souéet thla pfi vrcholech hvézdy je 180°, [11]

K dikazu, ze soucet uhla pri vrcholech hvézdy je 180°, potfebujeme znalost
souhlasnych uhla, stiidavych thla a toho, ze soucet vedlejsich uhla je vzdy 180°.
Krasné by s tedy takova tloha dala zakomponovat i do vyuky na zakladni skole. Na

obrazku 40 jsou doplnény nékteré velikosti hl, pottebné k dikazu.
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180° — (2 4 4)

Obrézek 40: Soucet thld pfi vrcholech hvézdy je 180° dukaz, [11]

Sudost a lichost pri souctu cisel

Problémem vsak byva zapamatovat si, co pro soucty téchto ¢isel plati. Jednoduché

vizualizace zndzornéna na obrazku 41 umozni zaktm si problematiku predstavit

a lépe zapamatovat. Sudé ¢islo je zndzornéno pomoci ¢tverce ¢i obdélniku zato

liché nikdy takto vyjadrit nelze a v grafickém provedeni vznika nepravidelny tutvar

0006 00 000000
9000 o0 000000

000 (ee [ee00o0
0000 (00 " 000000

, 060 00000
) 0000

Obréazek 41: Sudost a lichost pti souc¢tu cisel
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4 Nerovnost aritmetického a geometrického pri-

meéru

Charles D. Gallant

a b

Obrézek 42: Nerovnost aritmetického a geometrického primeéru I, [11]

vab < “T*b

Pro potieby dilkkazu si pojmenujeme pravoiuhly trojihelnik ABC s pravym
uhlem pfti vrcholu C' a délkou prepony ¢ = a + b a vyuzijeme znalosti Euklidovy véty

o vysce. To, ze velikost tisecky jdouci od stfedu kruznice do bodu leziciho na kruznici

a+b

5~ neni nijak zdhadné, nebot jde o polomér, tedy polovinu priméru, ktery lze

je
vyjadrit jako d = a + b. Vyska daného pravouhlého trojihelniku je v = +/ab, coz
vime z Eukleidovy véty, kterd zni: v2 = ¢, - &, kde ¢, a ¢, odpovidaji v nasem pifpadé
stranam a a b.

a+b

Z obrazku je tedy krasné videt, ze tsecka o délce 7 je vetsi nez tsecka

o velikosti \/a_b
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Obrézek 43: Nerovnost aritmetického a geometrického prameéru I, [11]

Vab < 43

Doris Schattschneider

Obrazek 44: Nerovnost aritmetického a geometrického praméru II, [11]

(a+b)* — (a —b)?* = 4ab
> Vb
Nejprve se podivame na uvedenou rovnici a dokazeme jeji pravdivost. Leva

strana rovnice vypadd: (a + b)> — (a — b)%. Prvni zdvorka vyjadiuje obsah celého

¢tverce, tedy Swverce = (@ + )% Druhé zdvorka uddva obsah malého Sedého Ctve-
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recku, tedy Seperecku = (@ — b)2. Pomoci levé strany rovnice vyjadifme obsah vel-
kého c¢tverce bez malého c¢tverecku, tudiz obsah ¢ty obdélnika, coz lze zapsat

Siobdeiniza = 4ab. Rovnice je tedy pravdiva.

Nerovnici %’ > +/ab si umocnime na druhou, coz muzeme udélat, nebot vime,

2
Ze obé stany nerovnice jsou jisté kladné. Dostaneme ia—sz > ab. Zamysleme se nad

, , N b)2 v . , v o 2z .
tim, co znazornuje %. Jde o ¢tvrtinu obsahu velkého ¢tverce. Podivame-li se na

situaci z jiného thlu, tak —(azb)z

lze chapat jako obsah jednoho obdélniku a obsah
jedné ¢tvrtiny Sedého ¢tverecku. Na pravé strané rovnice vidime soucin dvou délek,
ktery v nasem pripadé predstavuje obsah jednoho obdélniku. Je tedy naprosto

zrejmé, ze “T“’ > +Vab.

Pro dikaz A-G nerovnosti se vypocet obsahti pouziva pomérné casto. Nésle-

dujici vizualizace jsou zalozeny na stejném principu, ktery zde byl jiz ukazan.

Va Vb

2(Va)? +2(Vh)? > (va + vb)?
a+b>2Vab

Obrézek 45: Nerovnost aritmetického a geometrického priméru, [2]
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(\/a+b)224-%\/5\/5

a+b>2vVab

Obrézek 46: Nerovnost aritmetického a geometrického primeéru, (2]

Roland H. Eddy

“TH’ > +/ab

rovnost nastava pouze v pripadé, ze a = b

Vab

Obrazek 47: Nerovnost aritmetického a geometrického praméru III, [11]

Z obrazku (viz. 48) je velmi dobfe vidét, ze tvrzeni “T*b > Vab je pravdivé.
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Na prvni pohled jsou zrejmé velikosti isecek BA a AC. Nebot AACB je pravouhly,
vyuzijme pro ditkaz toho, ze | CB |= v/ab Pythagorovu vétu. Usecku OB si pro tuto

chvili pojmenujme napiiklad z.

(452 = (432)* + 2

(a+b)2 — (a_4b)2 +f]72

4

a® + 2ab + b* = a? — 2ab + b + 422
4ab = 4x?

z =ab

Z vyse uvedené rovnice je patrné, ze | CB |= vab. A diky tomu, Ze pfepona

je vzdy delsi nez libovolna odvésna v daném trojuhelniku, véta je dokazana.

Vab

Obrézek 48: Nerovnost aritmetického a geometrického priameéru III, [11]
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5 Rady celych é&isel

5.1 Rada celych ¢&isel
Rada celych &isel I

Grafické provedeni dikazu souctu rady n ¢isel je uveden na obrazku 49.

Obrézek 49: Rada celych é&isel, [11]

1424 .. +n=1in(n+1)

Pri souctu rady ¢isel a jejim grafickém zpracovani si ¢isla mtzeme zakreslit jako
néjaké symboly (v nasem piipadé kolecka), seskupené tak, ze vytvareji obraz pravo-
uhlého trojuhelniku. Tento trojihelnik v pripadé vyse uvedeného dikazu doplnime
na obdélnik. Obsah pravouhlého trojuhelniku bude roven jedné poloviné obsahu ob-
délniku, jehoz plochu muzeme obecné vyjadrit souc¢inem n - (n + 1). Soucet rady

¢isel tim padem lze vyjadiit jako 7142+ ...+ n = in(n+1).
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Rada celych ¢&isel II

Autorem nize uvedeného ditkazu je Ian Richards.

Obrézek 50: Rada celych &isel, [11]

142+ 4n=" 14

0|3

Nyni ndm tadu c¢isel simuluji jednotlivé ¢tverecky, mame tedy radu cisel 1-7.
Nebot bilé ¢tverecky tvori pravouhly trojuhelnik, jehoz odvésny jsou stejné dlouhé,
muzeme pocet Ctverci vyjadrit jako: %*. Také vime, Ze pocet ¢tvercl jimiz prochdzi
prepona daného trojihelniku je stejna jako pocet ¢tvercli na strané daného trojihel-
niku. Diky této informaci lze urcit, kolik ze ¢tvercti z obrazku jsme jesté nezapocetli,

coz je 5. Pocatecni tvrzeni je tedy dokdzano.
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Rada lichych &isel

Obrézek 51: Rada lichych &isel, [11]

V pripadé, ze n predstavuje pocet s¢itanych lichych ¢isel, tak vysSe uvedeny du-
kaz velmi dobfe demonstruje rovnici: 1 +3 4+ 5+ ... + (2n — 1) = n?. Soudet lichych
c¢isel 1ze jednoduse usporadavat tak, aby tvorila ¢tverec. Pravé diky tomu lze soucet

takové fady vyjadiit pomoci zapisu n?.
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Soucet rady celych cisel pomoci ¢tverca

,
,
’
’
, e
,
,
,
.
,

1+2+1=22

°v®
.QQ 1+2+3+2+1=3
e

9

1+24+34+4+3+2+1=42

142+ +m—D)+n+n—1)+.. +2+1=n

Obrézek 52: Soucet fady celych ¢éisel pomoci ¢tverct I, [11]
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Soucet rady lichych ¢isel pomoci ¢tvercu

OQ ® O
— ' +
o0 .. e e
1434+1=12+2
O“ ® 06 ¢
Q. ® 0
‘Ol = + ® 06 ¢
Q@ ® O
e e ® 06 O
1+3+54+3+1=22+3°
@ 0 9. @ ® 0 O
Q9@ @ ® 00
DOCQ ® 0 ¢
9209 ® = @ @ O +
OOQQ ® 0 ¢
9 0 @ ® 0 0O
Q/ [ 2R 2 | ® 0 ¢

1+3+5+7+5+3+1=3"+4
1434+ +2n—D)+Cn+D)+C2n—1)+...+3+1=n>+(n+1)?

Obrézek 53: Soucet fady celych ¢éisel pomoci Etverct 11, [11]
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Aritmeticka posloupnost, jejiz soucet je roven druhé mocniné poctu clent

posloupnosti

3n—2
d k=0@n-1)%n=1,2,3,..
k=n

n=4
44546+7+8494+10="1°

Obréazek 54: Aritmetickd posloupnost, jejiz soudet je roven druhé mocniné poctu ¢lend posloupnosti, [11]

Netradi¢ni pojeti souctu aritmetické posloupnosti publikoval v Mathematics

magazine roku 1984 James O. Chilaka.

Dany dikaz souctu ¢lenti aritmetické posloupnosti plati pouze za specifickych
podminek. Diference mezi ¢leny je vzdy rovna jedné, tedy d = 1. Pti stanoveni prv-
niho ¢lenu této posloupnosti jiz nelze urcit posledni, nebot ten je jednoznacné urcen
kv1li nutnosti doplnéni obrazce na ¢tverec. Také se nikdy nestane, ze by pocet ¢lenti

v dané aritmetické posloupnosti byl sudy.

5.2 Nekonec¢na rada

Geometrické vyjadreni nekonecné rady

Cislo

rfadime mezi periodicka ¢isla, jehoz hodnotu v desetinném ¢isle nelze

Wl

nikdy presné vyjadrit. Nize uvedeny obrazek ukazuje, jak jednoduse geometricky
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vizualizovat toto ¢islo jako soucet obsaht.

Obrazek 55: Soucet nekoneéné rady, [1]

V piipadé, Ze obsah celého trojihelniku bude S = 152. Potom obsah nejvétsiho
¢erného trojuhelniku bude S = i 52, obsah druhého nejvétsiho ¢erného trojihelniku
bude S = 4i = % 4% a tak dale. Vzhledem k tomu, Ze tato posloupnost nebude platit
1

pouze pro Cerny ale i Sedy a bily trojuhelnik, tak vime, Ze kazda z barev zabere 3

z celkové plochy obrazce. Identickou tivahu lze aplikovat i na obrazek c¢tverce.
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6 Pracovni listy

Pracovni listy jsem koncipovala tak, aby zaci postupnymi kroky sami dosli
k dikazu daného tvrzeni. Vyuziti vidim predevsim v pripadé konstruktivistického
pojeti vyuky. Ucitel se stava facilitdtorem ¢i koucem. V prvni fadé musi probudit
v détech zajem o matematiku, nasledné nesdéluje zaktm cil vyuky, ale smétruje je
k samostatné ¢innosti. Snazi se studenty povzbuzovat, motivovat a vést k badatelsky
orientovanému vyucovani. Pedagog se zamétuje predevsim na aktivni ucast vsech
pritomnych v hodiné. Chyba neni brana jako selhani, ale je vnimana jako prilezitost

ke zlepsSeni a dalsi préci [10].

Zatim jsem neméla moznost pracovni listy vyzkouset v praxi, ale vérim, ze

mnoho takovych prilezitosti jesté mit budu.

Obsah trojihelniku

Prvni soubor pracovnich listi je zaméren na zjisténi vzorce pro vypocet ob-
sahu trojihelniku. U¢ivo je fazeno do sedmého roéniku a v rdmci RVP je vymezeno

bodem: , Zik odhaduje a vypocitd obsah a obvod zdkladnich rovinnych tdtvard® [15].

A¢ je primarni zaméteni pracovnich listl na zjisténi obsahu trojihelniku, stu-
denti zopakuji také vypocet obsahu u ¢tverce a obdélniku. Dale se vénuji urcovani

vlastnosti u zadanych rovinnych utvari a zakreslovani do ¢tvercové sité.

Obsah rovnobézZniku

Pravocni listy v druhém souboru jsou zaméfeny na urceni obsahu kosoc¢tverce
a kosodélniku. Ucivo bychom v rdmci RVP mohli opét zaradit do bodu: ,Zdk od-
haduje a vypocita obsah a obvod zdkladnich rovinnych utvard® a nejcastéji se s nim

setkavaji zaci sedmych tiid [15] .

I zde dochézi k procviceni mnoha dalsich znalosti. Zak si nejprve zopakuje jiz
znamé informace, které jsou k budoucimu postupu nezbytné a zopakuje si, vlastnosti

danych obrazcii. Sam zkusi nadefinovat vlastnosti kosocétverce a kosodélniku a zjisti,
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v ¢em se lisi. Zakresluje dané obrazce do c¢tvercové sité, diky ¢emuz posiluje svou

predstavivost a schopnost manipulace s objektem.

Obsah lichobéZniku

Posledni pracovni list zaméfeny na vypocet obsahu je pro lichobéznik, ktery
déla studenttim velké potize a jen velmi ztidka dochazi k jeho odvozeni. Latka se
probira v sedmém ro¢niku a v RVP je urcena bodem: ,Zdk odhaduje a vypocitd obsah

a obvod zdkladnich rovinnygch dtvard“ [15] .

I tento list je provazan s predchozimi znalostmi. V vodu si zaci osvézi vypo-
¢et obsahu trojuhelniku, zopakuji si nékteré vlastnosti a zakladni déleni do skupin
podle Uhli a stran. Dalsim bodem je urceni vlastnosti lichobézniku, které zaci na
zakladé obrazku zkusi samostatné odvodit. V posledni ¢asti je uz na studentech, aby
sami zvladli lichobéznik prevést na trojuhelnik, a uvédomili si, jak bude vzorec pro

vypocet obsahu lichobézniku vypadat.

Pythagorova véta

Nasledujici dvojce pracovnich listi je zaméfena na Pythagorovu vétu. Dané
ucivo spada to osmého ro¢niku a v RVP je ur¢eno bodem: ,Zdk zduvodnuje a vy-
uzivda polohové a metrické vlastnosti zakladnich rovinngch utvarid pri reseni tuloh

a jednoduchich praktickych problému; vyuZivd potrebnou matematickou symboliku“

[15].

Studenti se pti vypracovani listi setkaji s jednim z prvnich ditkaz na zédkladni
skole a ziskaji tak dulezité znalosti a zkuSenosti pro budoucnost. Na pravé strané

listu zaci naleznou zajimavé informace o samotném Pythagorovi a nadani zaci jisté

vvvvvv
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Vzorce pro druhou mocninu dvojclenu

Posledni z pracovnich list je vénovan problematice vzorcti pro druhou moc-
ninu dvojclenu. Dané ucivo déla studentiim znacné problémy, pod pismenky si ne-
dovedou nic predstavit a prace se vzorci byva casto jen formalni. Latka je fazena
do osmého ro¢niku a v RVP je vymezena bodem: , Zdk matematizuje jednoduché re-
alné situace s vyuzitim promennyjch; urci hodnotu vyrazu, scitd a nasobi mnohocleny,

provadi rozklad mnohoclenu na soucin pomoci vzorci a vytgkdnim* [15].

Studenti jsou zde seznameni s geometrickou reprezentaci jednotlivych c¢lenti.
Diky této predstavé je ziejmé na zakladé jakych pravidel byly vzorce formulovany

do podoby, ve které se je udi.
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Jak zjistim obsah trojohelniku ¢

Co vz zndme:
Rozmér jednoho ¢tverecku je 2em x 2cm

Obsah é&tverce: Obsah obdélniku:

Obvod étverce: Obvod obdélniku:

Jaké jsou vlastnosti uvedenych obrazcd? (délky stran, vnitini Ohly, GhlopfFicky)

(@ A=Y =Y =1

.............................................................................

.............................................................................

Trojuhelniky

Dokdazes z obrdazkd vydist néjaké shodné ¢&i rozdilné vlastnosti trojohelnikd2

......................................................

......................................................



Obsah rovnobé&znikd

Vysttihni zadany obdélnik, narysuj jednu z Ghlopfi¢ek a podél té pak obdélnik
rozstrihni.

Jaké dva Utvary ti vysly? Co mizeme fici o jejich obsazich a co to vypovidd o
obsahu trojuhelniku?

Narysuj si do ¢tvercové sité vlastni obdélnik a ovér si, zda vlastnosti, které jsi
zjistil(a) u pfedchoziho pfikladu, plati i pro tvii.



Obsah rovnobé&znikd

Vysttihni zadany ¢tverec, narysuj obé Uhlopficky a podél téch pak étverec
rozstrihni.

Jaké ¢tyfi Otvary ti vysly? Co mizeme fici o jejich obsazich a co to vypovidd o

obsahu trojuhelniku?

Narysuj si do ¢tvercové sité vlastni ¢tverec a ovér si, zda vlastnosti, které jsi
zjistil(a) u pfedchoziho pfikladu, plati i pro tvii.



Obsah rovnobé&znikd

Zakresli do ctvercové sité trojuhelniky o obsahu :

S, =4cm?, S, =2cm?, S3;=5cm?, S,=3cm?

Trojuhelnik

B

Vypocet obvodu: Vypodet obsahu:



Obsah rovnobézniku

Jak zjistim obsah rovnobézniku ¢

Co vz zndme:
Rozméry jednoho ¢tverecku jsou Tem x 1 ecm

Obsah é&tverce: Obsah obdélniku:

Obvod étverce: Obvod obdélniku:

Jaké jsou vlastnosti uvedenych obrazci? (délky stran, vnitini Ghly, Ghlopficky)

Ctverec

.....................................................................
.............................................................................
....................................................................

Kosocétverec

oooooooooooooooooooooooooooooooooooooo

Vypocet obsahu pro nds nebude nic nového, nebo snad ano? Co Ize vydist z obrdzkd?




Obsah rovnobézniku

Vysttihni si zadany kosoctverec a vyzkousej si postup z prvni strany.

Narysuj si do Etvercové sité vlastni kosoétverec a ovér si postup z prvni strany

jesté jednou.

Pozor! Nezapomeri na jeho viastnostil Protilehlé strany jsou rovnobéZné a vsechny strany jsou stejné
dlouhé.



Obsah rovnobézniku

Kosodélnik Jaké vlastnosti kosodélniku zjistis z obrdazku?

........................................

----------------------------------------

........................................

Ovér svou odpovéd'. Narysuj si do ¢tvercové sité vlastni kosodélnik a ovér svou
teorii.
Pozor! Nezapomeri na jeho viastnostil Protilehlé strany jsou rovnobézné a wseehay=strem=jsou stejné
dlouhé.



Obsah rovnobézniku

Co jsme zjistili o rovnobéznicich:

Kosoctverec
Vsechny strany v kosoétvercijsou................ dlouhé.
Kazdé dvé z nich, lezici naproti sobéjsou................
Uhlopi’l'c‘:'ky v kosoctverci sviraji ... ... Ghel.
Vypocet obvodu: Vypocet obsahu:

MdiZeme si pomoci obsahem ctverce

Kosodélnik

Protéjsi strany v kosodélniku jsou

..................... dlouhé.
Kazdé dvé z nich, leZici naproti sobé, jsou

Vypocet obvodu: Vypocet obsahu:

MdiZeme si pomoci obsahem obdélniku



Matematika Obsah lichobézZniku

Jak zjistim obsah lichobézniku 2
Co vz zndme:

Rozméry jednoho étverecku jsou Tem x 1 cm

Obsah trojuhelniku: Obsah trojdhelniku:

Soucet viech vnitinich OhlU v trojdhelniku je vzdy . .............

Trojuhelniky délime do kategorii podle délek stran, nebo velikosti Ghli. Vzpomenes si jak se
jmenuiji2

POAIE SIraN .« . e ettt e

.............................................................................

Lichobéznik Jaké vlastnosti lichobéZniku zjistis z obrdzku?

oooooooooooooooooooooooooooooooooooooooo

Vypocet obsahu pro nds nebude nic nového, nebo snad ano? Co Ize vydist z obrdzki?




Obsah lichobézniku

Vysttihni si zadany lichobé&znik a vyzkousej si postup z prvni strany.

Narysuj si do étvercové sité vlastni lichobéznik a ovér jestli na néj mizes uplatnit
stejny postup.

Pozor! Nezapomeri na jeho viastnostil 2 strany jsou rovnobézné a Zadné dvé nemusefi byt stejné
dlouhé.



Obsah lichobé&Zniku

Co jsme zjistili o lichobézniku:

Lichobéznik

Strany mohou byt ................ dlouhé.
2strany musibyt ... ... ... adruhédvénaopak.....................
Uhlopfitky v lichob&zniku nesviraji ................ Uhel.

Vypocet obvodu: Vypocet obsahu:

MdiZeme si pomoci obsahem frojuhelniku



Matematika Pythagorova véta

Pythagoras ze Samu

PN

%

5’%@5’
o\
!

,’?\

Co to je Pythagorova véta?

Co vidis na obrdazku?
*je tam modfe zvyraznény ............... trojhelnik

<

ffi

s pfeponou......... aodvésnami..........

Zil v letech

*Uhel o velikosti........ znaéenim [ je pfi vrchol
Uhel o velikos s oznade L iep cholu 570-500pF. n. I.

*Matematik, filosof,
politik, spisovatel,
hudebnik

*Zalozil svou $kolu

*Vé&Fil v mystiku
disel

1- pocatek vieho
4- spravedInost

10- dokonalost

Vezmi si druhy pracovni list, vystfihni si jednotlivé tvary a zkus mezi
jednotlivymi ¢tyfuhelniky najit néjaké vztahy.

*Véril, Ze ve stfedu
vesmiru je ohen

Co jsi po vystiihani zjistil(a)?
ISt PO vy listil(c) *Zkus na mapé naijit
ostrov Samos, ze
kterého pochdzel

T
|
I
1
1
|
I
I
I
I
1
I
|
I
1
1
1
I
|
I
1
1
|
|
I
I
1
1
I
I
I
1
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I
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I
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1
1
I
I
1
1
I
I
I
1
1
1
1
|
I
1
1
I
|
I
1
1
1
1
I
I
1
1
I
|
I
................................................................ |
| *Pythagorova véta
| byla zndmg jiZ v

\ Egypté 3000pF.n.l.
1
|
1
Jaky obsah maiji ¢tverce? | *Pythagorova véta
1
1
1
. Ctverecse stranou @: ..o vveveneennn.. :"Obm,h clverce
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Jaky vztah jsme zjistili, Ze pro obsahy plati?




Matematika Pythagorova véta

Co to je Pythagorova véta?

Vystrihni si jednotlivé tvary a zkus mezi jednotlivymi ¢tyfUhelniky najit néjaké
vztahy.




Matematika Pythagorova véta

Dikaz Pythagorovy véty

Co uZ zndme:
,Obsah ctverce sestrojeného nad

preponou libovolného pravouhlého
trojuhelniku je roven souctu obsahu
C ctvercu nad obéma jeho odvésnami. “

Oznad jednou barvou pfeponu a jinou barvou odvésny v

A c B trojlhelniku. Jakd je velikost Ghlu pfi vrcholu C........
ajak se tentoGhelnazyvd ...t

Jak bys znéni Pythagorovy véty zapsal matematicky:

Dokdzeme byt jako Pythagoras ze Samu a dokdzat také znéni Pythagorovy véty pomoci
nize uvedeného obrdzku?

V éem se pravy a levy obrdzek shodujig . . ... . e

.........................................................................

Kdy by sis oznacil(a) prepony Sedého trojuhelniku jako stany @, b6 a odvésnu jako ¢, jaké
by pak byly obsahy bilych ¢tvercd? . ........ .. i .

ooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooo



Matematika Vzorce pro druhou mocninu dvojélenu

Vzorce pro druhou mocninu dvojélenu

Co vz zndme:
Rozmér jednoho ctverecku je Tem x 1 ecm

Obsah é&tverce: Obsah obdélniku:

Jaké budou obsahy jednotlivych ¢tyrihelnikd na obrédzku a jaky bude obsah celého étverce?

oooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooo

...........................................................................

................................................

...........................................................................



7 Zavér

Ve své praci jsem vybrala nejzajimavéjsi vizualizace a nékteré z nich jsem vyu-
zila pro tvorbu pracovnich list pro zaky zakladnich skol. S obrazky se déti setkavaji
jiz od raného détstvi, ale s prichodem do skoly vizualnich podnét stale ubyva, ¢imz
dochézi i k postupnému snizovani fantazie a miry predstavivosti. Diky nazornosti
obrazového materidlu dochazi k lepsimu zapamatovani a nasledné i snadnéjSimu vyu-
ziti znalosti v praktickém zivoté. Téz dochazi k logickému vystavéni matematickych
znalosti, které jsou vzajemné provazany. Nestoji tak samostatné a student si do-
kaze vztahy opakované odvodit, diky ¢emuz neni nucen si pamatovat velké mnozstvi
uciva.

Pravé opétovné zarazeni obrazového materialu do hodin je mozna klicem k lep-
simu pochopeni (nejen) matematickych vztaht a zlepseni matematické gramotnosti
u zakd. Samozrejmé se dané téma netyka pouze zakt zakladnich skol, ale mnohé

z uvedenych vizualizaci je mozné vyuzit na skolach strednich i vysokych.

Diky diplomové préci jsem si jesté vice uvédomila dilezitost vyuziti vizualizaci
¢i praktickych ukazek ve vyuce matematiky. Ta by neméla byt pouze o vypoctech,
ale predevsim o schopnosti logicky uvazovat a premyslet nad problémy. Vérim, ze

pracovni listy ve své pedagogické praxi vyuziji a postupné jesté vylepsim.
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