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Abstrakt

Prace se zabyva tématem paralelniho numerického feSeni parcidlnich diferencidlnich rovnic.
Prace se nejprve zamétuje na oby¢ejné parcialni diferencidlni rovnice (ODR) a jejich me-
tody feseni pomoci Taylorova polynomu. Dalsi ¢ast je vénovana parcidlnim diferencialnim
rovnicim (PDR). Jsou zde popsény typy PDR, jedna se o parabolické, hyperbolické a elip-
tické PDR. Také je vysvétleno, jakym zpusobem pouzivat systém TKSL pii vypoctu PDR.
Dalsi ¢ast prace je zaméfena na metody feSeni PDR, mezi tyto metody patii dopfednd,
zpétnd a kombinovand metoda. Bylo vysvétleno, jakym zpusobem lze tyto metody feSit
v systémech TKSL a Matlab. Déle je diskutovana pfesnost a ¢asova naro¢nost vypoctu.
Dalsi souc¢ésti je paralelni feSeni PDR. Diky moznosti pfevodu PDR na soustavu ODR lze
jednotlivé rovnice reprezentovat nezavislymi operac¢nimi jednotkami, které umoznuji para-
lelni vypocet. Posledni kapitola je vénovana implementaci. Aplikace umoznuje vygenerovat
soustavy ODR pro systém TKSL, které reprezentuji zadanou hyperbolickou PDR.

Abstract

This thesis deals with the topic of partial differential equations parallel solutions. First, it
focuses on ordinary differential equations (ODE) and their solution methods using Taylor
polynomial. Another part is devoted to partial differential equations (PDE). There are se-
veral types of PDE, there are parabolic, hyperbolic and eliptic PDE. There is also explained
how to use TKSL system for PDE computing. Another part focuses on solution methods of
PDE, these methods are forward, backward and combined methods. There was explained,
how to solve these methods in TKSL and Matlab systems. Computing accuracy and time
complexity are also discussed. Another part of thesis is PDE parallel solutions. Thanks to
the possibility of PDE convertion to ODE systems it is possible to represent each ODE
equation by independent operation unit. These units enable parallel computing. The last
chapter is devoted to implementation. Application enables generation of ODE systems for
TKSL system. These ODE systems represent given hyperbolic PDE.
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Kapitola 1

Uvod

Parciélni diferencidlni rovnice (PDR) maji velky vyznam v ruznych oblastech. Tyto rovnice
nabizi uplatnéni v mnoha prumyslovych oblastech jako jsou napfiiklad jaderné reaktory,
vesmirné projekty, fizeni dopravy, vyroba a distribuce elektrické energie, atd. Soustava
PDR poté slouzi jako matematicky model, ktery zachycuje podstatné vlastnosti vytvorenych
systému za ucelem jejich popisu, piipadé predpovédi jejich chovani a fizeni jejich ¢asového
vyvoje. Cilem diplomové price je seznamit se s paralelnim numerickym feSenim parcidlnich
diferencidlnich rovnic (PDR).

Kapitola 2 slouzi k uvedeni do problematiky obycejnych diferencidlnich rovnic (ODR).
Podkapitola 2.1 nas strucné seznamuje s moznymi metodami feseni ODR. Dalsi podka-
pitola 2.2 se zaméfuje zejména na metody jejich feSeni pomoci Taylorovy fady. Déle je
zde popsano, jak 1ze vyuzit RC pfickovy ¢lanek k vypocétim c¢lenu Taylorova polynomu.
Podkapitola 2.3 se zamétuje na volitelny fad numerické integracni metody.

Kapitola 3 pojednava o typech PDR a jejich metodach feSeni. Podkapitola 3.1 se
zaméiuje na parabolické, hyperbolické a eliptické PDR. V dalsi ¢asti (podkapitola 3.2)
je nastinén zpusob pifevodu PDR na ODR.

Kapitola 4 je zamérena na feSeni PDR v systému TKSL. Systém TKSL dokaze tesit
pouze ODR. Proto jsou zde vysvétleny principy, jak se jednotlivé typy PDR prevadi na sou-
stavu ODR. K tomuto tcelu se vyuzivaji n-bodové aproximace (viz podkapitola 4.1). Dals{
podkapitoly 4.2, 4.3 a 4.4 se vénuji pfevodu hyperbolickych, parabolickych a eliptickych
PDR na soustavy ODR.

V Kapitole 5 jsou uvedeny ruzné metody feseni PDR, jednd se o dopfednou, zpétnou
a kombinovanou metodu (viz podkapitoly 5.1, 5.2, 5.3). VSechny tyto metody jsou spjaty
s Taylorovou fadou a je vysvétleno, jakym zpusobem je mozné fesit PDR pravé pomoci
Taylorovy fady. V textu se konkrétné zaméfujeme na hyperbolickou PDR, ktera popisuje
kmitani struny. V dalsi ¢asti (podkapitola 5.4) je vysvétleno, jakym zpusobem lze Fesit
PDR v systému Matlab, vypocty byly opét inspirovany Taylorovou fadou. Néasledné se
v podkapitole 5.5 seznamujeme s feSenim PDR v systému TKSL pro jednotlivé metody.
Dalsi podkapitola (5.6) se vénuje presnosti vypoctu. Jsou zde analyzovany faktory, které
vyznamnym zpusobem ovliviiuji pfesnost vypoctu, a tedy i kvalitu vysledku. Posledni ¢dst
této kapitoly je zaméfena na ¢asovou narocnost vypoctu, jsou zde srovnany systémy Matlab
a TKSL (viz podkapitola 5.7).

Kapitola 6 se zaméfuje na paralelni feseni PDR. Je zde ukdzano, jakym zpusobem
a pomoci jakych komponent vytvorit prislusné programové schéma pro libovolné parametry
vypoétu (tedy pro libovolny pocet fezu na struné a pro libovolnou n-bodovou aproximaci).
Také je diskutovano zrychleni vypoctu, které paralelni feSeni prinasi.



Kapitola 7 se vénuje implementaci grafického uzivatelského rozhrani, které je schopno
generovat soustavu ODR, kterd reprezentuje prevadénou hyperbolickou PDR. Daéle je zde
vysvétlen princip vypoctu a spojitosti jednotlivych ¢asti aplikace, které se podileji na tvorbé
vysledk.

V zavéru préace (kapitola 8) jsou zhodnoceny dosazené vysledky a je nastinéna moznost
dalsiho vyvoje.



Kapitola 2
Obycejné diferencialni rovnice

Nejprve se sezndmime s pojmem diferencidlni rovnice. Diferencidlni rovnice (ddle DR) je
rovnice, kde nezndmou je funkce a rovnice obsahuje i derivaci této funkce. Na zacatek
uvadime definici 2.3. Podrobnéjsi informace jsou uvedeny v [6, 3, 11, 10, 8, 7]. Diferencidlni
rovnice muzeme rozdélit podle derivaci nasledovné:

e obycejné DR (ODR)—obsahuji derivace hledané funkce podle jedné proménné,

e parcidlni DR (PDR)—obsahuji derivace hledané funkce podle vice proménnych.

Rovnice uvedené v definici 2.3, se nazyvaji obycejné diferencidlni rovnice.

Definice 2.1. Rovnice ve tvaru F(y™,y" 1,...,9,y,z) = 0 se nazjvd diferencidlni rov-

nice n-tého Tddu pro funkciy = y(t). Specidlné je
Fy,y,t) =0 nebo y = f(t,y)
diferencidlni rovnici proniho Fddu. Rdd diferencidlni rovnice je idd nejoyssi proménné

hledané funkce y(z).

Rovnice uvedené v definici 3.1 se nazyvaji parcidlni diferencidlni rovnice. Abychom
ziskali jednoznacné feSeni soustavy, je nutné specifikovat pro kazdou rovnici pocatecni
podminku.

Definice 2.2. Nechf z9,y0 € R. Uloha najit Teseni DR, které splnuje tzv. pocédteéni
podminku

y(wo) = yo,
se nazyvd pocdtecni uloha. Jejim resenim je funkce, kterd spliuje pocédatecni podminku a je
na néjakém otevireném intervalu, obsahujicim bod xqy, reSenim DR.

2.1 Metody resSeni diferencialnich rovnic

Diferencidlni rovnice lze resit:

e analyticky,

e numericky.

V piipadé analytického feSeni provadime integraci podle pravé strany rovnice. Analytické
feSeni je ovSem cCasto prilis vypocetné narocné nebo neni mozné.

Pomoci numerického teSeni ziskdvame piiblizné feseni. Metod pro numerické feSeni
diferencidlnich rovnic je nékolik.



Metody lze rozdélit na
e jednokrokové,
e vicekrokové.

Jednokrokové metody vyuzivaji pro vypocet informace pouze z jediného predchoziho kroku.
Nejjednodusi metodou tohoto typu je Eulerova metoda (jednd se o numerickou metodu
prvniho fadu). Dals{ metoda je Runge-Kutta taddu 4. Jeji vypocet je sice narocény, ale je
vyvazen vyssi presnosti diky vyssimu fadu metody.

U vicekrokovych metod vyuzivame pro vypocet informace z nékolika piredchozich krok.
Mezi vicekrokové metody patii napiiklad Adams-Bashforthovy metody, Adams-Moultonovy
metody a metoda prediktor-korektor.

2.2 ODR reSené pomoci Taylorovy rady

Nejdiive uvedeme definice pro Taylorovu fadu 2.3 a Tayloruv polynom 3.1.

Definice 2.3. Necht f je funkce a a néjakij bod z vnitrku defini¢niho oboru. Predpoklddejme,
Ze £ ma derivaci véech vyssich rddi v a. Pak definujeme Taylorovu Tadu v a vzorcem

>0 £(k) (g
T(ac)zzf ( )(:B—a)k.

k!
k=0

Definice 2.4. Necht funkce f md vsechny derivace aZ po ¥dd n v a. Pak definujeme Tay-
loriv polynom f stupné n se stiedem a jako

")(q
T,(2) = £(@) + £ (@ —a) + @)z —a) 4+ [ @) —ay = 3 T D gyt
k=0

n

2.2.1 RC c¢lanek

Pii vypoctu ¢lenu Taylorova polynomu lze vyuzit derivaéni RC ¢lanek (viz obrézek 2.1).
Tento obvod vznikne vytvofenim délice napéti jednoduchym spojenim rezistoru a kon-
denzatoru. Derivaéni RC ¢ldnek mé vlasnost hornofrekvenéni propusti (horni propust). To
tedy znamena, ze deriva¢nim ¢lankem projdou pouze slozky ¢asové proménného elektrického
proudu, které maji frekvenci vyssi nez je urcitd mezni frekvence.

—

C

U R u2

4
.

Obrazek 2.1: RC ¢lanek



Pri pfechodu elektrického obvodu z jednoho energetického stavu do druhého dochazi
v elektrickém obvodu k pfechodnému dé&ji. Pfechodné déje nastavaji pii ndhlych zménach
v elektrickém obvodu, naptiklad pfipojeni ¢i odpojeni zdroju elektrického napéti, zkraty,
odpojeni nékteré z vétvi nebo nahlé zmény parametri nékterych prvka, atd. Prvky v elek-
trickych obvodech muzeme rozdélit nasledovné:

e nesetrvacné prvky,
e setrvacné prvky.

U nesetrva¢nych prvki jakakoliv zména napéti vyvola okamzitou zménu elektrického proudu.
Mezi tento typ prvku patii rezistory. Naopak setrvacné prvky akumuluji energii a ¢asové
prubéhy jsou spojité. Patii sem kapacitory (¢asové prubéhy na U a C jsou spojité) a také
induktory (Casovy prubéh I na L je spojity).

Piiklad 2.1. Méjme ndsledujici RC obvod (viz obrdzek 2.2). V obvodech, kde se vyskytuji
kapacity, sestavujeme diferencidlni rovnice pro napéti na kapacité. Chceme zjisit vztah pro
napéti uy,.

U@ c |ucC

Obrazek 2.2: RC obvod

Vychozi vztah pro vypocet bude nasledujici.

1
Uy = 52 (2.1)
Vyjadiime proud i.
u:uR+UC:R¢+uCi:u_RuC (2.2)
Nyni dosadime do vychoziho vztahu uj, = %z a dostavame nize uvedenou rovnici.
u/—i(u—u) uc) =0 (2.3)
0

Nyni si ukdzeme, jak muzeme vypocitat ¢leny Taylorovy fady efektivné. Pro ilustraci
vyuzijeme néasledujici ptriklad 2.2.



Priklad 2.2. Uvazujme jednoduchou diferencidlni rocnici

Y'=vy Yo =W (2.4)

Nasim 1kolem je sestavit Taylorovu Fadu pro bod y(1y a vyjddrit pronich pét clenii Taylorovy
rady.

Taylorova fada pro bod y(1) je uvedena nize, vychazime z definice 2.3.

2 3 4
"

h
vy = Yo + o) T 5r¥0) + 37¥(0) + Y0 (2.5)
Nyni postupujeme nésledovné. Prvni ¢len Taylorovy rady je y(). Druhy clen je hyzo).
V tomto okamziku ihned dosadime ze zadani. Tim se zbavime derivace a tento ¢len oznacime
jako DY1.
DY1 = hyéo) = hyo (2.6)

Poznamenejme, ze dosazovat ihned do zadéni Ize z toho divodu, ze plati nasledujici vztahy.

Yy o=y (2.7)
y' o= (2.8)
y/// _ y// (2.9)
y//// — y/// (210)

Ve druhém ¢lenu Taylorovy fady vidime, ze se zde jiz vyskytuje faktorial, umocnovani a také
druhd derivace. Ukazeme si ovSem, ze druhy ¢len lze vypocitat pouze pouzitim operaci
nasobeni a déleni. Druhy ¢len Taylorovy fady oznac¢ime jako DY2. Pro vypocet ¢lenu DY2
postaci, pokud ptredchozi ¢len DY1 vynasobime zlomkem %:

h2
DY2 = Ty, (2.11)
DY2 = gDYl (2.12)
h
DY2 = Zhyg (2.13)

Podivame se na rovnici 2.13 a zkontrolujeme, zda opravdu koresponduje s rovnici 2.11.
V citateli zlomku ziskdvame skuteéné h2. Ve jmenovaleli najdeme &islo 2, coz odpovida,
protoze 2! = 2.1 = 2. Konecné, cely zlomek je ndsoben yg, coz odpovida y”. Treti
¢len Taylorovy fady oznacime jako DY3. Postupujeme obdobnym zpusobem a vychazime
z predchoziho ¢lenu DY?2.

hS "
DY3 = gDYQ (2.15)
h (h
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Opét je ziejmé, Ze rovnice 2.16 odpovida rovnici 2.14. Citatel obsahuje ¢len h3, jmenovatel
pak 3! =3-2-1 = 6. Cely zlomek je nasoben yg, coz odpovida 3". Posledni ¢len Taylorovy
fady vyjadiime zpusobem uvedenym nize.

pya = Dy (2.17)
- Yo '
DY4 = %DYB (2.18)
h (h (h
Il

2.2.2 Piickovy RC &lanek

Piickovy RC clanek je obvod, ktery je slozeny z rezistorti a kapacit. Piiklad pfickového
¢lanku znézornuje obrazek 2.3. Nize uvedené vypocty plati pravé pro tento prickovy ¢lanek.
Predpoklddame nésledujici hodnoty.

U = 1V
C = 1F
R = 10
h o= 0,1
TMAX = 10

R1 R2 R3 R4 R5
A _ 1B IC ID I3
ICA ICA ICA ICA ICA

C1 \LUCA ééC2J/UCB Cwucc ééC4J/UCD C5\LUCE

Obrazek 2.3: Prickovy RC ¢lanek

Kapacity v obvodu se postupné nabiji. Nejdiive se nabije kapacita C1, poté C2, C3 az
C5. Prubéh napéti v zavislosti na ¢ase muze vypadat tak, jak je ukdzano v grafu 2.4. Dle
prvniho Kirchhoffova zdkona o proudech (uzlech) plati rovnice 2.20 az 2.24 uvedené nize.
Pro pfipomenuti poznamenédme, ze prvni Kirchhoffuv zékon #iké, ze v kazdém bodé (uzlu)
elektrického obvodu plati, ze soucet proudii vstupujicich do uzlu se rovna souc¢tu proudu
vystupujicich z uzlu.

Ixn = Ig+1Ica (2.20)
Ig = Ic+1Ics (2.21)
Ic = Ip+Icc (2.22)
Ip = Ig+Icp (2.23)
I = I (2.24)

11



Graf zavislosti napeti na case

= T T T T T T T T T
UizA

ucE ——
uoe ——
ucn ——
1.5 |
>
s 1
o}
8.5
5| | | | | | | | | |
1@ ca 3@ 4@ T & 7 @ 98
Cas (2
Obrazek 2.4: Graf zavislosti napéti na ¢ase na kapacitach
Podle Ohmova zdkona vyjddiime vztah pro proud (I).
U = R-1 (2.25)
U
= — 2.26
2 (2:26)
Nyni tedy prepiSseme rovnici pro uzel A.
Iy = Igp+1Icy (2.27)
U—-Uca Uca —Ucg
= I 2.28
7 7 +Ica (2.28)
Pro napéti Uc 4 na kapacité Cy plati vztah zndzornény nize.
I
Uta= =Ica (2.29)
C
Vime, ze plati nasledujici rovnice.
Ica=14—1p (2.30)
Muzeme tedy psat vztah uvedeny nize.
Ica = Ix—1Ip (2.31)
1
Uoa = a(IA —Ip) (2.32)
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Zlomek % vytkneme a proudy I4 a Ip prepiSeme dle Ohmova zdkona I = %.

o I (U-Uca Uca—Ucs
cAT ¢ R R

(2.33)

Vytkneme jesté zlomek % a ziskdme vysledny vztah pro napéti na kapacité C7. Napéti
U/CA(O) v bodé 0 je poté vyjafeno rovnici uvedenou nize.

I1
Ut ag) = R (U —2Uca@) + Ucs()) (2.34)

Obdobnym zpusobem muzeme vyjadfit i napéti pro ostatni kapacity Cs,Cs,Cy a Cs.
Pocateéni podminky uvazujeme nulové.

Utpoy = é . (Ucaw) — 2Ucs) + Ucco) (2.35)
Uccoy = éﬁ (Ueso) — 2Ucco) + Ucno)) (2.36)
Utpo) = ég (Ucco) = 2Ucpo) + Uck() (2.37)
Ucro) = éﬁ (Ucp) — Uck©) (2.38)

Pro vypocet v bodé 0 jsme vyuzili po¢ateéni podminky. Pro vypocet v dalsich bodech jiz
musime vyuzit Taylorovu fadu. Ukdzeme sestaveni Taylorovy rady pro Uc (1), coz odpovida
simulacnimu ¢asu t = h =0, 1.

U =U h-U] h U i U'" h4 U”" 2.39
ca@) = Ycao) T h-Ugyo) t NOREET 31 ca) t CA(0) (2.39)

Na ukézku vyjéddiime prvnich pét ¢lenu Taylorovy fady pro Uca(y). Prvai ¢len Taylorovy
fady je Uc (o). Ostatni ¢leny oznacime postupné jako DUC AL ), DUC A2 gy, DUCA3g),

DUC A4 g). Nejsou zde uvedeny zlomky %, %, které jsme mohli vidét v rovnicich 2.34 az
2.38. Je to tak proto, ze uvazujeme hodnoty R =1Q2 a C = 1F.

DUCAlgy = h-Upy =h(U —2UCA@ + Ucp() (2.40)
DUCA2q) = ’j Ul a@) = g (0 — 2DUCALg) + DUCB1 ) (2.41)
DUCA3 = };j’ ”’A(O)_g (0 = 2DUCA2(g) + DUCB2(y)) (2.42)
DUCA4q) = Z? &y = ﬁ (0 — 2DUCA3g) + DUCB4p)) (2.43)

Méme tedy Taylorovu fadu pro Ug 4(1)- Méme pét uzovych bod, coz znamend, Ze pro kazdy
krok vypoctu sestavime pét Taylorovych rad. Je tedy zapotiebi vytvorit i dalsi Taylorovy
fady pro Ucp(1), Ucc(1), Ucpq) @ Ucg)- V rdmci vypoctu kazdé Taylorovy fady musime
pocitat jednotlivé ¢leny Taylorovy fady — ¢leny DUCXY, kde X oznacuje uzel v elektrickém
obvodu, tedy X oznacuje uzly A az F, pismeno Y oznacuje potadi ¢lenu v Taylorové fadé,
tedy Y € (1,00),Y € Z.

VSimnéme si, Ze v rovnici 2.41 jiz pro vypocet pottebujeme clen DUC B1 g, ktery ovSem
jesté nezname. Obdobn4 situace nastava i v dalsich rovnicich 2.42 a 2.43. Z této skutec¢nosti
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vyplyvé, ze musime pii vypoctu postupovat tak, ze soubézné ziskavat nejdiive prvni Cleny
Taylorovych fad, tedy cleny DUC Al ), DUCB1 ), DUCC1 ), DUCD1 gy, DUCEL1 . Po-
tom ziskdme soucasné druhé cleny Taylorovych fad DUCA2), DUC B2, DUCC?2),
DUCD2 )y, DUCE2 ), atd. Uvedeme nyni ostatni ¢tyii Taylorovy fady pro Ucp1), Ucc(1)s
Ucp) @ Ucgq)- Pro Ugp(1) sestavime nize uvedenou Taylorovu radu.

h? h3 ht
Ucs) = Ucpo) + - Ulp) + o Ubpo) + 3 Uc'p() + - CB(0) (2.44)

Vypocet ¢lentt Taylorovy fady mizeme vidét nize.

DUCBlgy = h-(Ugaw) —2UCB + Usc) (2.45)
DUCB2 = g-(DUC’Al(O) —2DUCB1 gy + DUCC1g)) (2.46)
DUCB3() = g~(DUC’A2(O) —2DUCB2g) + DUCC2g)) (2.47)
DUCB4() = %-(DUC’AS(O) — 2DUCB3g) + DUCC3y)) (2.48)

Taylorovu fadu pro Ugc(1) je znézornéna nize.

h2 h3 h4
Ucon) = Ucow) +h-Ucc) + 5 - Uccw + 57 - Ucew) + 77 - Ucen (2.49)

Cleny Taylorovy fady jsou vypocteny nasledujicim zpiusobem.

DUCClq = h-(Ucp) — 2UCCw) + Ucp) (2.50)
DUCC2q, = g-(DUC’Bl(O) —2DUCC1 () + DUCD1g)) (2.51)
DUCC3 = g-(DUC’BQ(O) — 2DUCC2() + DUCD2g)) (2.52)
DUCC4qy = %-(DUC’BS(O) — 2DUCC3() + DUCD3g)) (2.53)

Taylorova rada pro Ugp(1) ma nésledujici tvar.

4
"

h2 h3 h
Ucpy = Ucp) + - Ubp) + o1 Ué'p(oy + 3 Ucpoy + il Ué'p(o) (2.54)

Cleny Taylorovy fady vypoéteme pomoci nize uvedenych vztahi.

DUCD1gy = h-(Uccw) — 2UCDg) + Uck(o) (2.55)
DUCD2q, = g-(DUC’CI(O)—2DUCD1(0)+DUCE1(O)) (2.56)
DUCD3() = %-(DUC’(D(O) — 2DUCD2) + DUCE2 ) (2.57)
DUCD4qy = Z-(DUC’C?,(O) — 2DUCD3 gy + DUCE3g)) (2.58)

Nésleduje Taylorova rada pro Ugp(1)-

h? h3 h*
Ucray =Ucp) + - Ugpe) + o Ulk) + 3 Cro) Tt il CE0) (2.59)

14



Cleny Taylorovy fady jsou vypoéteny nize.

DUCEly = h'(UCD(O)_UCE(O)) (2.60)
DUCE2q = g-(DUCDl(O)—DUCEl(O)) (2.61)
DUCE3q = & (DUCDy ~ DUCE2y) (2.62)
DUCE4q = - (DUCD3q ~ DUCES ) (2.63)

Taylorova fada je potencialné nekonetnd a proto je tedy nutné stanovit podminky,
kdy bude vypocet ukoncen. Podminkou pro ukonéeni vypoctu muze byt splnéni piesnosti
€ nebo dosazeni maximalniho simula¢niho ¢asu TMAX. Pii vypoc¢tu budeme postupovat
podle algoritmu 2.1:

Algoritmus 2.1. 1. Stanovime presnost vypoctu e.

2. Pocitame k-té aproximace, k € (1,00),k € Z. Ziskivime aproximaci Ucxk), kde X
oznacuje uzly A aZ F . V ramci k-té aproximace postupné pocitame cleny DUCXY,
kdeY € (1,00).

3. Vypocet konci, aZ je v jednom kroku k splnéna presnost pro vsechny nové vypoctené
¢leny DUCXY. Tedy jakmile plati, Ze vsechny ¢leny |[DUCXY| < e.

4. Posuneme se v simulacim caset =t + h.
5. Pokudt > TMAX, vypocet kondéi.
6. Vyslednd hodnota pro Ucx i) je suma vsech vypoétengch éleni DUCXY.

Pomoci tohoto algoritmu ziskdme postupné hodnoty napéti na kapacitach Ci,Cs az Cj
v intervalu (t, TM AX), s danym krokem h.

2.3 Experimentalni vypocty

V této podkapitole se zaméiime na simula¢ni systém TKSL. Tento systém byl vytvoien
pro testovani algoritmu, které vyuzivaji Taylorovu fadu pro feSeni diferencidlnich rovnic.
Vypocet probiha s proménnym integracnim krokem. K dispozici jsou dvé verze. Starsi verze
systému nese jméno TKSL/386'. Pro prici s timto systémem je potieba mit nainstalovany
emuldtor DOSBox?. Novéjsi verzi simula¢niho néstroje TKSL/386 je systém TKSL/C3,
ktery je napsan v jazyce C++. Oproti starSimu systému prindsi fadu vyhod, naptiklad: je
mozné tesit libovolny pocet rovnic, systém TKSL/C je prenositelny, disponuje jednodussi
syntaxi, lze vyuzivat viceslovnou aritmetiku a také ho lze zaclenit do jinych projektu.

Vice informaci na http://www.fit.vutbr.cz/ kunovsky/TKSL/tks1386.html.cs.
2Dostupny zdarma na http://www.dosbox.com/.
3Vice informaci na http://www.fit.vutbr.cz/ kunovsky/TKSL/tkslc.html.cs.
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2.3.1 Systém TKSL a proménny integracni krok

Systém TKSL vyuziva pro vypocet volitelny fad numerické integraéni metody. Problema-
tiku si budeme opét vysvétlovat na prickovém RC ¢lanku s péti kapacitami C1,Cy az Cs.
Zdrojovy kéd muzeme vidét na obrdzku 2.5 a vychdzi z rovnic 2.34 az 2.38. Pro zapis
pocatecnich podminek se pouziva znak &. VSechny pocatecni podminky uvazujeme nulové.
Na obrazcich 2.6, 2.7 a 2.8 jsou vyjadieny zavislosti napéti jednotlivych kapacit na case.

ﬁi_oosumom Cpu speed: 3000 cycles, Frameskip D, Program: TAYSIMR [ e e
I ile Edit Search Run Compile View Windows Draw Help

[]————— . I (1]

uch’=(U - 2 = UCA + UCB) &8;
UCB"=(UCA - 2 = UCB + UCC) &8:
UCC*=(UCB - 2 = UCC + UCD) &8:
UCD* =(UCC - 2 = UCD + UCE) &8:
UCE" =(UCD - UCE) &8;

18:8 |

F1 Help FZ Save F3 Open Alt-F3 Close F9 Compile Ctrl-F9 RBun F18 Menu

Obrazek 2.5: Zdrojovy kéd pro prickovy RC ¢élanek o péti kapacitach

Vsimnéme si ale také zluté schodovité piimky v horni ¢asti grafu, kterd vyjadiuje rad
Taylorovy fady (ORD). Vidime, Ze na grafu 2.6 v ¢ase t = 0.1 je fAd ORD = 12. Na dalsim
grafu 2.7 v ¢ase t = 0.3 je fdad ORD = 11. Posledni graf 2.8 ukazuje, ze v ¢ase t = 0.4 je
i4d ORD = 10. R4d potiebny pro vypocet clentt Taylorovy fady se tedy postupné snizuje.
Prvni éleny potfebuji pro sviij vypocet vyssi fad. Cim se nachdzime na ¢asové ose dal, tim
mensi Fad je pro vypocet ¢lent potieba.

RAd metody lze ovlivnit vice faktory. Pokud zvysime integraéni krok h, bude ¥4d Taylo-
rovy fady vyssi. Duvodem je to, ze pro dosazeni stejné piesnosti musime vyuzit vice ¢lenu
Taylorovy fady, také potiebujeme delsi simulaéni cas TMAX. Dalsi situaci, kdy muze dojit
ke zvyseni fadu metody je, pokud rozdil mezi napétimi U a Ucx (napéti na kapacitéch)
je prilis velky. Nyni zkusime zvysit integrac¢ni krok metody, zménime ve zdrojovém koédu
pro systém TKSL/386 hodnotu konstanty DT. Nastavime tedy DT = 1 (viz obrézek 2.9).
Vysledky muzeme vidét v grafech 2.10 a 2.11. V ¢ase t = 1 je fdd ORD = 24, v ¢ase t = 2
potom ORD = 21. Hodnota tadu je tedy vyrazné vétsi, nez kdyz jsme pocitali s krokem
DT = 0.1. V dalsich grafech 2.13 a 2.14 muzeme vidét vystupy pro ptipad, kdy zvysime
fad metody na hodnotu 2, tedy DT = 2 (viz obrédzek 2.12). Muzeme si v§imnout, Ze v ¢ase
t=2jetdd ORD = 35, v case t = 4 je fad ORD = 29. Opét doslo k vyraznému zvysSeni
fadu metody.
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Abychom snizili f4d metody, muzeme se pokusit vhodnym zpusobem modifikovat al-
goritmus 2.1. NiZze uvddime novy algoritmus 2.2. Kontrolujeme pfesnost € u kazdého novée
vypocteného ¢lenu DUCXY. Pokud zjistime, Ze je dany ¢len |DUCXY| < e, znamena to,
ze pifrustek je tak maly, ze jiz pfilis neovlivni vysledek. Tento ¢len nastavime na hodnotu
0. V dalsich krocich pak neni zahrnut do vypoctia, zustava tedy nulovy. Vypocet konéi
v pripadé, ze v8echny ¢leny DUCXY maji nastavenou nulovou hodnotu.

Algoritmus 2.2. 1. Stanovime presnost vypoctu €.

2. Pocitdme k-té aprozimace, k € (1,00),k € Z. Ziskdvame aprozimaci Ucx ), kde X
oznacuje uzly A aZ F . V ramci k-té aproximace postupné pocitame cleny DUCXY,
kdeY € (1,00).

3. Pokud je absolutni hodnota aktudiné pocitaného clenu mensi neZ prenost €,
|[DUCXY| < e, potom hodnota tohoto ¢lenu DUCXY = 0. V dalsich krocich s timto
clenem neprovdadime Zadné vypocty.

Vypocet konci, pokud vSechny ¢leny DUCXY maji nastavenou nulovou hodnotu.
Posuneme se v simulacim case t =t + h.

Pokud t > TMAX, vgpocet konct.

XS v

Vijslednd hodnota pro Ucx i) je suma viech vypoctengjch ¢leni DUCXY.

V ramci diplomové prace byl napsan zkuSebni program, ktery implementuje vyse po-
psany algoritmus. Program je napsidn v jazyce C++4. Generuje také skripty pro systém
Gnuplot, je tedy mozné vytvaret grafické vystupy. Grafy 2.15, 2.16, 2.17, 2.18 a 2.19 uka-
zuji hodnotu fadu ORD v zavislosti na ¢ase ¢ pro kazdou proménnou — tedy pro proménné
Uca, Ucp az Ugg. Oproti grafu 2.6 jsou hodnoty fadu ORD mensi.
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ﬁoosamom Cpus- 000 cycles, F ip 0, Program: TAYSIMR
File Edit Search Run Compile View Windows Draw Hel |
I P p

——— 5 .G ————— ——————[t]q
: a.1 &
12
B.8987783248368586
A.884387684961840882
1.43772811184E-6604n
3.55721641591E-80886
7.18234933689E-8085

1000 cycles, Fi i
FllE Edit Search Hun Compile VUiew UWindows Draw Help |

HS GRP ——1[%1y
a.3 &
11
A.228588377379534
A.8388981532687886
B.882926627430916828
Z.12347192365E-B884
1.38698491658E-8085

F1 Help FZ Save F3 Open nAlt-F3 Close F9 Compile Ctrl-F3 Bun F18 Menu

Obrazek 2.7: Graf znazornujici fd&d ORD pro ¢as t =0, 3
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ﬁ—DGSEm 0.74, Cpu speed: 3000 cycles, Frameskip 0, Program: TAYSIMRS - . - o S

= File Edit Search HRun Compile VUiew UWindows Draw Help
— 5.6 ———————1[%19
: a.4 &

18
A.28135236472944
A.8489514631985936
A.8860861611636442850
5.79289864645E-8084
4.78497360615E-8085

Frameskip 0, Program: TAYS[MRS

AS_STEP. IN
var UCA, UCB, UCC, UCD, UCE:
const TMAX = 18, EPS = 1e-818, DT = 1,

system
Uca"=(U - 2 = UCA + UCB) &B:
UCB’=(UCA - Z = UCB + UCC) &B8:
UCC*=(UCB - 2 = UCC + UCD) &B8:
UCD*=(UCC - Z = UCD + UCE) &8:
UCE’ =(UCD - UCE) &8;

F1 Help FZ2 Save F3 Open Alt-F3 Close F9 Compile Cirl-F9 Run F18 Menu

Obrazek 2.9: Zdrojovy kod, integra¢ni krok DT =1
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[t1=

1 i
_DRD 24

A.476222436708855

A.167714567291424

A.845688472P601139 &

8.8188668343399125

A.88211786937687202

[ STEP .GRF ———————— (31
9 A
_0ORD 21
A.614257459383792
A.3179268427086748
8.139393199877923 »
A.A5326553147A9181
A.8216672947826434
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I N
E DOSBox 0.74, Cpu speed: 3000 ycles Frameskip 0 Program: TAYSIMRS
— — Y

var UCa, UCE, UCC, U
const TMAX = 18, EPS =

systen
UcA'=(U - 2 = UCA + UCB) &8:
UCB'=(UCA - Z = UCB + UCC) &8;
UCC*=(UCB - Z = UCC + UCD) &8:
UCD*=(UCC - Z = UCD + UCE) &8;
UCE"=(UCD - UCE) &8:

F1 Help FZ Save F3 Open nAlt-F3 Close F9 Compile Cirl-F9 Run F18 Menu

|
[n AS_STEP.GRP [3]—1
35 - & . 2
_ORD 35
BA.614257459383038
A.317926842786675
B.139393199877997
A.8532655314788585
8.8216672947826616

F1 Help FZ Save F3 Open nlt-F3 Close F9 Compile Cirl-F9 Fun FI1H Menu

Obrézek 2.13: Graf zndzornujici hodnotu fddu ORD v ¢ase t =2 (DT = 2)
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Flle Edit Search Hunm Cnnplle Uleu U1ndnus Draw Help

[:]—|
T 4

_ORD 29
UCA 8.723899983899263
UCB ©.488581444649961
UCC 8.295428426386687
UcD 9.175383364464552
UCE ©.117487487791683

F1 Help FZ Save F3 Open Alt-F3 Close F9 Compile Ctrl-F9 Run F18 Menu

Obrazek 2.14: Graf znazornujici hodnotu fddu ORD v ¢ase t =4 (DT = 2)

GP GRAPH ORD 1.png
12 T T T T T T T T T

11 |- 1

Hodrota radu (ORD2
L
T
I

a 1 1 1 1 1 1 1 1 1
1 2 2 4 =1 & 7 a2 9 18
Cas (>

Obrazek 2.15: Graf znazornujici hodnotu fadu ORD v zavislosti na ¢ase t pro proménnou
Uca
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Obrazek 2.16: Graf znazornujici hodnotu fadu ORD v zavislosti na ¢ase ¢t pro proménnou
Ucs

GP GRAPH ORD 2.phg
12

11

18
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Obréazek 2.17: Graf znazornujici hodnotu fadu ORD v zavislosti na ¢ase ¢t pro proménnou
Ucc
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Obrazek 2.18: Graf znézornujici hodnotu fadu ORD v zavislosti na ¢ase ¢t pro proménnou
Ucp
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Obréazek 2.19: Graf znazornujici hodnotu fadu ORD v zavislosti na ¢ase ¢t pro proménnou
Uce
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Kapitola 3

Parcialni diferencialni rovnice

Rovnice uvedené v definici 3.1, se nazyvaji parcidlni diferencidlni rovnice (PDR). Podrobnéji
se parcidlnimi diferencidlnimi rovnicemi zabyvaji publikace [11, 1, 4].

Definice 3.1. Parcidlni diferencidlni rovnice k-tého tddu je rovnice ve tvaru

I 0z 0z 0%z 0°z 0%z 0%z oz

L1, X2y ooy Ty 2y oy e e — —_— e, — | =
T 9y By, 023 Ox10me” T 0w Oy, O3 Ok

kde z(x1,xa, ..., x,) je nezndmd funkce n proménnych. Rdd parcidlni diferencidlni rovnice

je uréen radem nejuyssi derivace, kterd se v rovnici vyskytuje.

3.1 Typy parcialnich diferencialnich rovnic

Nyni se budeme zabyvat parcidlnimi diferencialnimi rovnicemi druhého Fadu, viz definice

3.2.

Definice 3.2. Rovnice ve tvaru

2 2 2
F(, Ou Ou 0*u O*u 0u>:0

Ty, Uy == 5 55 5

se nazyvd parcidlni diferencidlni rovnici druhého 7ddu pro nezndmou funkci u dvou
proménnych, kde F(z,y,u,p,q,r,s,t) je funkce 8 proménnijch.

Pomoci parcidlnich direrencialnich rovnic lze fesit celou fadu technickych i fyzikalnich
problému. Nékteré parcialni diferencidlni rovnice se proto nazyvaji rovnice matematické
fyziky a popisuji nékteré fyzikalni déje (v urc¢itém rozsahu a s urcitou pfresnosti). Podle di-
menze prostoru, ve kterém zkoumany jev probihd, je nezndmou funkce u(x, t), u(z,y,t), u(x, y, z, t),
pripadné pak u(z1,z2,...,zN,t) ve vyssich dimenzich.

Mezi nejznaméjsi typy PDR patii:

e Parabolickda PDR (difuzn{ rovnice) 2% = 24

ot ox2’
. , N
e Hyperbolickd PDR (vlnové rovnice) %5 = 37,

dz2

e Eliptickd PDR (Laplaceova rovnice) 9%u + giyg =0.
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3.1.1 Parabolicka PDR

Tato rovnice slouzi pro popis pienosu tepla. Mame tepelné izolovanou ty¢ délky [, jeji
prurez zanedbame. Ty¢ je umisténa na ose = a jeji levy konec lezi v poc¢atku souradnicového
systému. Pfedpokldddme, ze proménna u = u(z,t) popisuje teplotu tyce v misté z a Case
t. Lze dokazat, ze tato funkce splnuje parcidlni diferencidlni rovnici 3.12.

ou  ,0%

%= 92 + f(z,t), (x,t) € (0,1) x (0,7T) (3.1)

kde a? = ﬁc je tepelnd difuzivita, k je koeficient tepelné vodivosti, p je mérnd hmotnost, c
je mérné teplo. Funkce f(z,t) charakterizuje intenzitu vnitinich zdroju (napi. pokud tyci
prochdzi elektricky proud, vyviji se v ni teplo), T je doba trvani zkoumaného déje.

Rovnice 3.12 mé nekone¢né mnoho feSeni. Aby bylo mozné urcit teplotu tyce jedno-
znacné v libovolném misté a ¢ase, je nutné k rovnici pfipojit poc¢atetni podminky. Jednu
pocateéni podminku popisujici teplotu tyce na poc¢atku déje a potom dvé okrajové podminky,
které charakterizuji situaci na obou koncich tyce v prubéhu celého déje. Tyto podminky lze
popsat vzahy:

u(z,0) = g(x), 0<z<lI, (3.2)
u(0,t) = hi(t), 0<t<T, (3.3)
u(l,t) = ho(t), 0<t<T. (3.4)

Podminky 3.2, 3.3 a 3.4 popisuji situaci, kdy levy konec tyce je udrzovan na teploté hq,
druhy konec na teploté ho. Funkce g, popisuje teplotu tyce na pocatku déje.

3.1.2 Hyperbolicka PDR

Hyperbolicka parcidlni diferencidlni rovnice se ¢asto pouziva pii popisu sifeni vin. Mé&jme
dokonale pruznou strunu délky I, ktera je ukotvena na ose x a napindna konstantni silou F.
Kmitani popisuje rovnice 3.5.

Pu 0%

Er ) + f(z,t), (x,t) € (0,1) x (0,T) (3.5)
kde a? = %, p je délkovd mérnd hmotnost struny, F' je napinaci sila a u(z,t) je vertikalni
vychylka od rovnovazné polohy struny v bodé z a ¢ase t a f(x,t) znamend piipadné dalsi
vnéjsi zatizeni (napiiklad gravitace). K rovnici 3.5 doplnime pocateéni podminky (viz rov-
nice 3.6).
ou
ot
Oproti rovnici vedeni tepla je nutné uvazovat pocatecni vychylku struny a také pocatecni
rychlost struny. Okrajové podminky charakterizujici chovani struny v mistech uchyceni lze
opét popsat vztahy 3.3 a 3.4.

u(z,0) = g1(z), (2,0) = go(x), O0<z<l (3.6)

3.1.3 Eliptickd PDR,

Eliptické parcidlni diferencidlni rovnice se vyuziva v ¢asové stalych modelech. V zavislosti
na dimenzi muzeme rovnice vedeni tepla a vlnovou rovnici vyjadrit ve tvaru 3.7.
ou 0%u
2
— =aAu+f, —
ot " Ot2

Symbol A se nazyva Laplaceuv operdtor, ktery je dén definici 3.3.

= a’Au + f (3.7)
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Definice 3.3. Plati, Ze obecné v prostoru proménnych x1,...,zx md Laplaceiv operdtor
tvar
0? 0?

Ae 2 .0 2
833%—1_ +3m?\,

V ptipadé casové stalych modelt maji rovnice vedeni tepla a vlnova rovnice formalné
stejny tvar

—Au=f, (3.8)

kde A je Laplaceuv operator a f je funkce proménnych z1,...,z,. Rovnice 3.8 se nazyva
Poissonova rovnice. Ve dvourozmérném prostoru, kdy N = 2, muzeme rovnici zapsat ve
tvaru 3.9.

o o

s~ gy = 1) (39)

Zvlastnim piipadem Poissonovy rovnice 3.8 je Laplaceova rovnice.
Au=0 (3.10)
Rovnici 3.10 muzeme zapsat ve dvourozmérném prostoru ve tvaru 3.11.

u  0%u

3.2 Prevod PDR na ODR

Aby bylo mozné tesit tyto rovnice systémem TKSL, je nutné soustavu rovnic upravit do
jiného tvaru. Pro feseni PDR se vyuzivaji diferen¢ni metody, jejichz zakladem je aproximace
parcidlnich derivaci koneénymi diferenénimi podily. Metoda siti je vysledkem nahrazeni
v8ech parciadlnich derivaci v rovnici, naproti tomu metoda piimek ponechava pouze jednu
spojitou proménnou (¢as) a derivace ostatnich proménnych jsou nahrazeny diferenénimi
podily.

3.2.1 Metoda primek

Tuto metodu lze odvodit z rovnice vedeni tepla v jednorozmérné idedlni tyci. Casovou
proménnou ¢ nechdme ménit spojité a prostorovou proménnou z diskretizujeme.
ou 5 0%

5= T @, (@) € 0.0 x(0,1) (3.12)

Interval (0,!) musime rozdélit na n dilku o délce h, viz vztah 3.13.

L
Ar=h=— (3.13)

n
Graficky muzeme tuto skute¢nost znazornit obrazkem 3.1. Ve sméru osy  budeme parcidlni
derivace nahrazovat v kazdém diskrétnim bodé (uzlu) podilem kone¢nych diferenci. Prvni

parciélni derivace u = u(z,t) podle x ma nasledujici tvar.

ou(z,t) — lim u(z + Az, t) — u(x,t)

— .14
ox z—0 Ax (3.14)
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Obrézek 3.1: Princip metody piimek

Méme-li interval rozdéleny na stejné velké ¢dsti, potom muzeme pro koneé¢nou hodnotu
x = h stanovit prvni aproximaci. V piipadé symetrickych diferenci v libovolném bodé
intervalu muzeme pséat nize uvedeny vztah.

ou(z,t)
Ox

_ ule+h/2,1) . u(z — h/2,t) (3.15)

xT

Pro bod x = z; plati néasledujici vztah.

Qu(z,t)| w@iyie,t) —ul@i—1y2,t)  uip1y2(t) — ui—1/a(t) (3.16)
or |, - Az - Az )
Vztah 3.16 lze piepsat do nésledujiciho tvaru.
ou(z,t) wit1(t) — ui—1(t)
— | = 3.17
or |, 2Ax ( )
Pokud vyuzivame nesymetrické vzorce, potom plati nasledujici vztah.
du(z,t) uiy1(t) — ui(t)
— N — 3.18
or |, Az ( )
i+1/2
du(z, t) ui(t) —ui—1(t)
~ =N 3.19
or |, Az ( )
i—1/2
Nyni uvedeme vztahy pro aproximaci vyssich derivaci.
Pro 2. parcidlni derivaci plati nize uvedeny vztah.
aQU(:L‘, t) Uit (t) — 2ui(t) + ui,l(t) (3 20)
ox? |, (Az)? )
Obdobnym zpusobem vyjadiime i vztah pro 3. parcidlni derivaci.
83'“(1', t) U2 (t) — 3U¢+1(t) + 3ui,1(t) — Ui—9 (t) (3 21)
ord |, 2(Ax)3 )
Pro 4. parcidlni derivaci plati vztah, ktery je uveden nize.
(94’&(1', t) L Uiy2 (t) —du;qq (t) + 6u; (t) — 4ui,1(t) — Uj—2 (t) (3 22)
ozt |, 2(Ax)* )

Pokud potiebujeme vyssi prenost feSeni, muzeme pouzit vétsi pocet primek anebo pouzit
vyssi fad diferencénitho vzorce. U metody pifimek je vzdy nutné se rozhodnout, kterou
proménnou ponechdme spojitou a kterou naopak budeme diskretizovat. V pfipadé rovnic
matematické fyziky je tomu tak, ze ¢as zachovame jako spojitou proménnou.
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Kapitola 4

Parcialni diferencialni rovnice
v systému TKSL

V této kapitole si ukdzeme, jak vytvaret zdrojové texty pro systém TKSL. UkdZzeme po-
stupné konkrétni priklady pro vSechny zminéné typy PDR, tedy pro parabolickou, hyper-
bolickou i eliptickou PDR. Informace k systému TKSL jsou uvedeny v [9].

4.1 n-bodové aproximace

Ty¢ bude rozdélena deseti fezy (méme tedy devét ¢dsti) a vyuzijeme tiibodovou aproxi-
maxi. Tiibodova aproximace znamend, ze pii urc¢ovani piibliznych diferenci bereme jeden
uzel z levé strany od aktudlniho bodu a jeden uzel z pravé strany. V pripadé pétibodové
aproximace bereme dva uzly z levé strany od aktudlniho bodu a dva uzly z pravé strany,
atd. Je ale zapottebi si uvédomit, ze je nutné ve druhém (uq1) a pfedposlednim bodé (ug)
pouzit nesymetrické aproximace. Situaci vystihuje obrazek 4.1. Pokud budeme vyuzivat
pétibodovou aproximaci a budeme pocéitat hodnotu v bodé uy, potom nelze vyuzit syme-
trickou aproximaci, tedy dva body zleva a dva body zprava. Je proto nutné pouzit nesy-
metrickou aproximaci, kdy vezmeme pouze jeden bod z levé strany (ug) a pak t¥i body
ze strany pravé (ug,us,us). Obdobné je tomu u piedposledniho bodu (ug), viz 4.2, kdy
naopak vezmeme tii body z levé strany (us, ug, u7) a jeden bod z pravé strany (ug). Pozna-
mename, ze pokud mame hyperbolickou rovnici a uvazujeme t¥ibodovou aproximaci, potom
nesymetrické vzorce nevyuzijeme. Uvazujme, Zze mame strunu rozdélenou deseti fezy, které
odpovidaji bodim ug az uyg. Potom body ug u19 jsou body uchyceni struny a zde je hodnota
nulova. Pomoci tiibodové aproximace vyjadiujeme body uj az ug. Pro bod u; mame tedy
k dispozici jeden bod zleva, coz je ug i bod zprava, coz je us. Pro bod ug mame k dispozici
zleva bod ug a zprava bod uqg.

1

Ug Uy U, Us Uy Us Ug U; Ug Ug

Obrazek 4.1: Pétibodova nesymetrickd aproximace — bod u;
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Ug Uy U, Uus Uy Us Ug U; Ug Ug

Obrazek 4.2: Pétibodova nesymetrickd aproximace — bod ug

4.2 Hyperbolicka PDR

Hyperbolickd parcialni diferencidlni rovnice popisuje kmitdni struny, viz 3.1.2. Grafické
zndzornéni muzeme vidét na obrézku 4.3.

u  0%u
— = — (4.1)
otz Ox?
U tohoto typu PDR je nutné provadét substituci. Pravou stranu rovnice upravime pomoci
t¥ibodové aproximace. Ukazeme si, jak probiha tprava pro konkrétni bod ws.

AT T T T

T T
Up U Uz U3z Ug Us Ug Uz Ug Ug Ujg

Obrazek 4.3: Kmitajici struna — aproximace pro bod us

Postup pii ndhradé druhé derivace probiha nésledujicim zplisobem.

0 0
@ :£‘2_£’1:U3—U2_u2—u1ZU3—2uQ+u1 (4.2)
ox2 |, Az Ax Az (Az)2 .
Hyperbolickou rovnici muzeme nyni vyjadiit pomoci nize uvedeného vztahu.
0%u 1 1
7| = A (us 2 b - 43
“or 5  (Ax)? (u = 2us + w1) a(Az)2 (4.3)

Nahrada prvni derivace se provede za pomoci vztahu uvedeného nize.

Oul [ Aul _ur—wmdul up—w (4.4)
axz”m?_ Az ax1” Ax ’
Pravou stranu rovnice nyni pfevedeme pomoci piibliznych diferenci.
0%u
W ) = k(u1 — 2U2 + US) (45)
Celkova podoba rovnice je uvedena nize.
0%u

Nyni jiz méame derivaci pouze podle jedné proménné, muzeme tedy rovnici upravit na
nasledujici tvar.

d’*u
U/QI = k(usz —2u2 +uy) (4.8)
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Systém TKSL ovSem dokéaze fesit pouze diferencidlni rovnice prvniho fadu. Proto je nyni
potifeba zavést substituci, diky které ziskdme dvé rovnice prvniho fédu.

u'2 = V2 (4-9)
vh = k(us — 2us + u) (4.10)

Obdobné lze samozfejmé aproximovat i dalsi body. Kompletni zdrojovy kdéd je uveden
nize. Body ug a u1g jsou nastaveny na nulu, protoze se jedna o body, ve kterych je struna
ukotvena. V bodech u; az ug probiha vypocet tak, ze bereme jeden bod z levé strany a jeden
bod ze strany pravé. Vypocet pro body ui,us a usg je znazornén na obrazcich 4.4, 4.5 a 4.6.

var u0O, ul, u2, u3, u4, ub, u6, u7, ud, u9, ulo,
vli, v2, v3, v4, vb, v6, v7, v8, v9;
Const
PR= 10,
eps=1e-20,
A= PR#*PR,
tmax=20,
dt=0.1,
PI= 3.1415926535897932385;
System
ul0= 0;
ull= 0;
vl’= A*x (u0-2%ul+u2) &Sin(PI*1/PR);
v2’= Ax (ul-2*%u2+u3) &Sin(PI*2/PR);
v3’= Ax (u2-2*u3+ud) &Sin(PI*3/PR);
v4’= A*x (u3-2*xud+ub) &Sin(PI*4/PR);
v5’= Ax (u4-2*xub+ub) &Sin(PI*5/PR);
v6’= A*x (ub-2*xu6+u7) &Sin(PI*6/PR);
v7’= Ax (u6-2*%u7+u8) &Sin(PI*7/PR);
v8’= A* (u7-2%u8+u9) &Sin(PI*8/PR);
v9’= Ax (u8-2*%u9+ul0) &Sin(PI*9/PR);

ul’= v1 &0;
u2’= v2 &0;
u3’= v3 &O0;
ud’= v4 &0;
ub’= v5 &O0;
u6’= vé &0;
u7’= v7 &0;
u8’= v8 &0;
u9’= v9 &0;
SysEnd.
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?

T T
Up U; Uz U3z Ug Us Ug U7 Ug Ug Ujpg

Obrézek 4.4: Tribodova aproximace — bod uq

—

3
?

T T
Up Up Uz Uz Uz Us Ug Uz Ug Ug Ujg

Obrazek 4.5: Ttibodova aproximace — bod us
V3’

)

z

T T
Up Up U U3z Ug Us Ug U7 Ug Ug Ujgp
Obrazek 4.6: Ttibodova aproximace — bod ug

4.3 Parabolicka PDR

Jak jiz bylo fec¢eno v podkapitole (3.1.1), parabolickda PDR popisuje vedeni tepla v tenké
izolované tyci.

ou  0%u

— =— (4.11)

ot 0x?
Budeme pouzivat tfibodovou aproximaci. U tohoto typu PDR nepotiebujeme zavadét zadné
substituce, pfimo ziskame diferencialni rovnici prvniho fadu. Diferenéni vyraz na pravé
strané rovnice pouze nahradime ptibliznymi diferencemi, jak jsme jiz ukazali v predchozi
podkapitole 4.2.

var uO, ul, u2, u3, u4, ub, u6, u7, ud, u9, ulo;
System

u0=0;

ul0=0;

ul’=(u0-2*ul+u2) &0;

u2’=(ul-2*u2+u3) &0;

u3’=(u2-2*u3+us) &0

ud’=(u3-2%ud+ub) &0;

ub’=(ud4-2*xub+ub) &O0;

u6’=(ub-2%ub+u7) &0;
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u7’=(ub-2*xu7+u8) &0;

u8’=(u7-2*xu8+u9) &0;

u9’=(u8-2*u9+uld) &0;
Sysend.

4.4 Elipticka PDR

Elipticka parcidlni diferencidlni rovnice ma nésledujici tvar (viz 3.1.3).

?u  O%u

Zde plati, ze musime nahradit derivace ve sméru osy z i y. Situaci si muzeme piedstavit
jako dvourozmérnou sit, viz obrazek 4.7.

Ay

A

Obrézek 4.7: Nahrada derivaci ve sméru osy z i y

Musime tedy pomoci piibliznych diferenci nahradit levou i pravou stranu rovnice. Ukdzeme
konkrétni situaci, kdy chceme aproximovat hodnotu v bodé Ass a budeme vyuzivat tiibodovou
aproximaci. Za¢néme levou stranou. Zde budeme nahrazovat ve sméru osy z, pfi sestavovani
rovnic pro pomérové diference tedy bereme jeden prvek z levé strany (Az;) a jeden prvek
z pravé strany (As3). Na pravé strané probihd nahrazovani ve sméru osy y, bereme tedy
jeden prvek shora (Aj2) a jeden zespodu (Asz). Situaci znazoriiuje obréazek 4.8.

Pro levou stranu rovnice provedeme nahradu pomoci pribliznych diferenci nasledovné.

0? Aoy — 24 A
gulr A2 22 + A23 (4.13)
02 gy (Az)?
Pro pravou stranu rovnice postupujeme podobnym zpusobem.
0? App — 24 A
71; ~ 12 222+ 32 (4.14)
0y? |4y (Ay)
Celkové dostavame nize uvedeny vztah.
0?u  0*u
— + =5~ k(A A A Aszg —4A42) =0 4.15
522 092 (A21 + Azz + A1z + Aso 22) (4.15)
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Obrazek 4.8: Nahrada derivaci pro bod Agg

Nyni muzeme ziskat rovnici pro prvek Aoss.

_ A1 + Az + Ajg + Asz

A 4.16
22 1 (4.16)
Tuto rovnici ddme prepiSeme na tvar, ktery je uvedeny nize.

ug1 + ug3 + w1z + usz — 4uga =0 (4.17)

Analogicky bychom postupovali i pro dalsi uzly sité. Ziskali bychom tedy soustavu linedrnich
algebraickych rovnic (SLAR). Pro vypocty v systému TKSL je oviem nutné tuto SLAR
transformovat na soustavu diferencidlnich rovnic (SDR). Po prevodu dostaneme nésledujici
rovnici, ktera je jiz vhodnd pro feSeni pomoci TKSL.

u21 + Ugg + 12 + Use — dugs = Uy (4.18)
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Kapitola 5

Metody reseni PDR

V této kapitole si ukazeme, jakymi metodami lze fesit parcidlni diferencidlni rovnice, bude se
jednat o dopfednou metodu, zpétnou metodu a kombinovanou metodu. Setkame se zde opét
s Taylorovou fadou (déle TR) a vysvétlime si, jak pomoci ni 1ze numericky Fesit parcidlni
lepsi pochopeni problematiky, tykajici se Taylorovy fady a vicebodovych aproximaci, si
ukézeme nasledujici ptiklad.

Priklad 5.1. Vime, Ze bod ug = 0 a chceme ziskat hodnoty (naprviklad hodnoty napéti)

v bodech uy,us, us aug. Vipocet budeme provadét s danym krokem h. Ulohu budeme nejdrive
resit klasickou TR (viz obrdzek 5.1) a poté TR pro pétibodovou aprorimaci (viz obrdzek 5.2).

'Y
u °
°
'Y
‘h uh uh uh‘
° h

Up Uz Uy U3 Uy

Obrazek 5.1: Vypocet pomoci klasické TR

®
U ®
®
h?
3h R
_4h R
PN L h

Up U; U Uz Uy

Obrézek 5.2: Vypocet pomoci TR pro pétibodovou aproximaci
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Pokud bychom tuto tlohu tesili klasickou Taylorovou fadou, potom bychom ziskali tyto
rovnice. Pro jednoduchost uvazujeme jen prvnich pét ¢lent Taylorovy fady.

2 3 4
h h /// h ////

u = ug+ hug+ uo + gy + o (5.1)
h2 h3 h*

up = w4 St + Sru S (5.2)
h? h3 ht

ug = ug+ hub + 5u’Q’ + 37U uy + T uy” (5.3)
h? h3 h*

wy = us+ huf+ 2'ug+ i us + 1 —uy (5.4)

Nyni si ukédzeme, jak 1ze Fesit zadanou tilohu pomoci vicebodové (v tomto pripadé pétibodové)
aproximace. Opét vyuzijeme Taylorovu radu.

2 3 4
h h ul h ////

up = u0+hug+2 +§ TR (5.5)
uy = uo+2hu0+22h‘2 g+2§,3 6”+2Z4 uy” (5.6)
uz = ug+ 3hug + 3;2 3+3§,3 6”+3Z4 ug”! (5.7)
ug = ug+ 4hug + ;2 6’+4§,3 g’+4f, o (5.8)

O

Srovndme nyni klasickou TR s TR pro pétibodovou aproximaci. U klasické TR (rovnice
5.1 az 5.4) je jasné vidét, ze pii vypoctu dalsich bodu uvazujeme vzdy predchazejici bod.
Napiiklad pokud pocéitdme hodnotu v bodé u;, vychdzime z bodu wug, pfi vypoctu hod-
noty v bodé us vychézime z bodu wuq, atd. Krok h tedy zustava stdle stejny, protoze pro
vypocet v daném bodé uvazujeme vzdy hodnotu bezprostiedné predchozi. Pomoci klasické
TR ziskavéame postupné hodnoty prvnich derivaci pro zadané body w1, ug, u3, us. U TR pro
pétibodovou aproximaci (rovnice 5.5 az 5.8) si muzeme vsimnout hned nékolika odlisnosti.
Pomoci této modifikace TR ziskdvame prvni (rovnice 5.5), druhou (rovnice 5.6), tieti (rov-
nice 5.7) a ¢tvrtou (rovnice 5.8) derivaci v bodé wug. V rovnicich neustale vychazime z bodu
ug. Z toho plyne dalsi odlisnost — krok h zde neni konstantni, ale postupné se zvétsuje.
Krok h tedy nabyva postupné hodnot h, 2h, 3h, 4h. Nejdulezitéjsi je, ze dostavame soustavu
rovnic (n — 1) x (n — 1), kde n oznacuje, kolikabodovou aproximaci pouzivdme. V nasem
pripadé ziskdme soustavu rovnic o rozmérech 4 x 4.

Rovnice 5.5 az 5.8 muzeme prepsat nasledujicim zplisobem. Znamou promeénnou ug
pfesuneme na levou stranu rovnice a zaroven jednotlivé éleny TR ve tvaru %u(i),i € (1;4)
oznacime postupné DY'1, DY2, DY 3 a DY 4.

ui —up = DY1+DY2+ DY3+ DY4 (5.9)
uy —ug = 2DY1+22DY2+2°DY3+2DY4 (5.10)
uz —ug = 3DY1+32DY2+3°DY3+3'DY4 (5.11)
ug —ug = 4DY1+42DY2+43DY3 +4'DY4 (5.12)
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Vyse uvedené rovnice lze prepsat do maticového zapisu.

uy — up 1 12 13 14 DY1
ug —ug | | 2 22 23 24 DY?2
us—up | | 3 32 33 3¢ DY3 (5.13)
Uy — U 4 42 43 44 DY 4

Nyni chceme ziskat hodnoty neznamych DY'1, DY 2, DY 3 a DY 4. Pro jejich vypocet plati
tato rovnice v maticovém zapisu.

-1

DY1 1 12 13 14 Uy — U
DY?2 2 22 923 ot us — U
DY3 | — | 3 32 33 34 s — uo (5.14)
DY 4 4 42 43 44 Uy — U

Pokud nyni chceme ziskat hodnoty derivaci g, ug, uj a ug”, musime je vyjadrit ndsledovne.

DU1
uy = —— (5.15)
DU?
ug = h—[i (5.16)
2r
DU3
uy = 3 (5.17)
3
DU4
ug' = T[{ (5.18)
aqr

5.1 Dopredna metoda

Podivame se blize na prvni metodu feseni parcialnich diferencialnich rovnic. Princip metody
spociva v tom, ze pro vypocet derivace v daném bodé pouzivame vyhradné body nasledujici
od aktudlniho bodu vypocétu. Metodu budeme ilustrovat na ptikladu 5.2. Jesté si zavedeme
nékteré konvence které budeme vyuzivat i u dalsich metod. Matice A bude reprezentovat
matici koeficient. Jedna se koeficienty, které jsme ziskali ze zapisu pomoci Taylorovy tady.
Déle zavadime vektor b. Tento vektor reprezentuje hodnoty rozdili zndmych vzorku.

Definice 5.1. Méjme vzorky f_y, ..., f-1, fo, f1, fx v ¢asech —lh,...,—h,0,...,kh,n =
4+ k+ 1. Potom je mozné pouzit Tayloruv polynom:

Vi € =, —-l+1,...,-1,0,1,....k—1,k: f; = (5.19)
Vyse uwvedeny vztah lze zapsat v maticové podobé.
f-1—fo
J-1+1—Jo
” f-1—=fo
b= 5.20
fi—fo (5.20)
fe—1—Jo
fe = fo
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(5.21)

Priklad 5.2. UvazZujme strunu, kterd bude rozdélena rezy ug aZ uig. Nasim ikolem je sesta-
vit Taylorovy rady pro proni ti body ug, uy, uz. Budeme uvaZovat pétibodovou aproximaci.

Pii vypoctech postupujeme od zacatku struny (bod ug) smérem ke konci (bod wuqg).
Situaci na struné ilustruji obrazky 5.3, 5.4 a 5.5. Cervené oznaceny bod je bod, ve kterém
aktualné pocitame hodnoty derivaci. Zelené jsou zvyraznény body, které pouzivame pii
vypoctu pomoci dopfedné metody. Body, které v aktudlnim kroku vypocétu neuvazujeme,
jsou oznaceny Cerné. Dulezité je si uvédomit, ze v kazdém bodé sestavujeme vice rovnic,
tedy vice Taylorovych fad. Pro pocet rovnic plati, ze pokud mame n-bodovou aproximaci,
potom pocet sestavovanych Taylorovych fad v kazdém budé bude roven n — 1. My jsme se
rozhodli vyuzit pétibodovou aproximaci, pro kazdy bod na struné budeme tedy sestavovat
¢tyii Taylorovy tady. Z toho plyne, Zze v kazdém bodé jsme tedy schopni zjistit prvni,
druhou, tfeti i ¢tvrtou derivaci aktualné pocitaného bodu.

Taylorovy fady pro bod ug maji nasledujici tvar, situaci vystihuje obrazek 5.3. Aktudlnim
bodem vypoctu je tedy bod ug oznaceny cervené. V piipadé dopfedné metody a pétibodové
aproximace tedy bereme ¢tyfi nasledujici body na struné. Jedna se o zelené vyznacené body
Ui, U2, U3, U4q.

/ 2 h3 n h4 nn

up = wug+ hug+ o1 —ug + T +Eu0 (5.22)
2h? 2h3 2h*

ug = wug+2huy+ —— N uy + — 20 uy + = 1 up” (5.23)
3h? 3h3 3nt

uz = wup+3hug+ ——ug + —-uy + ——ug” (5.24)
2! 3! 4!
4h? 4h3 4h*

uy = up+ 4dhugy + ST Uy + — 30 uy + — 2 ug” (5.25)

Dale uvedeme Taylorovy fady pro bod u;. K témto rovnicim se vaze obrazek 5.4. Analo-

gicky postupujeme dale. Aktudlnim bodem se nyni stava bod uy, pro vypocet opét vezmeme
¢tyti nasledujici body wue, us, ug, us.

/ 2 h3 n h4 nn

uz = uj+ huy + 51 —u] + ET + T (5.26)
2h2 2h3 2h*

uz = u1+2hu’1+ ol +? 11//+ 41 /1”/ (527)
3h2 3h3 3h4

us = w+3huy + Ul + o a0 u + (5.28)
4h? 4h3 4h*

us = up + 4hu) + ST uf + —- 20 uf' + — 2 uf” (5.29)
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Ug Uz Ug Ug Uqg

U, Uz Uz Usg

Ug Uq

Obréazek 5.3: Dopiedna metoda — bod ug

el

Us Ug Us Ug Uz Ug Ug Ujg

Up U Uy

Obrazek 5.4: Dopiednd metoda — bod wuy

A

Ug Uy Ug Ug Ujg

Ug U7 U Uz Uz Ug

Obrazek 5.5: Dopfednd metoda — bod us
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Nasleduji Taylorovy fady pro bod us. Situace je zobrazena na obazku 5.5. V poslednim
kroku, ktery si zde ukdzeme, je aktualni bod ug a nésledujici body jsou us, ug, us a ug.

2 3 4
h h u” h ////

ug = wug+ hu+ 5 —ubh + — a7 2 + — 't (5.30)
2h? 2h3 2h*

uy = ug+ 2hub + ST Uy + —— 20 uy + — 1 uy” (5.31)
3h2 3h3 3h*

us = wy Bty + T+ e+ (5.32)
4h2 4h3 4h4

ug = up + 4huh + —— 5 uy +?u’2”+ju’2’” (5.33)

Obdobnym zpusobem lze samoziejmé postupovat dédle. Pokud se dostaneme do situace,
kdy jiz nemame na pravé strané dostatek bodu pro vypocet, lze zvolit jednu z nésledujicich
moznosti. Bud' vypocet ukonéime, protoze k dispozici neméme dalsi body (viz obrazek 5.6)
anebo muzeme pro vypocet pouzit dalsi body za koncovym bodem wjo (viz obrazek 5.7).

T T
Up U Uz U3z Ug Us Ug Uz Ug Ug Ujgg

Obrazek 5.6: Doprednd metoda — nedostatek bodu pro dalsi vypocet

b
Up U; Uy U3z Ug Us Ug Uy Ug Ug Ui U1z

Obrézek 5.7: Dopfednd metoda — dalsi bod uqq

5.2 Zpétna metoda

Pfedstavime si nyni druhou metodu feseni parcidlnich diferencidlnich rovnic. Tato metoda
je obdobou dopiedné metody, kterou jsme si ukazali vySe. Modifikace spociva v tom, ze pii
vypoctu postupujeme opaénym smérem. Pro vypocet derivaci v daném bodé se vyuzivaji
predchozi body od aktudlniho bodu vypoctu. Pro snazsi pochopeni za¢neme opét prikladem
(viz ptiklad 5.3). VSimnéme si, Ze postupujeme od konce struny (bod u19) smérem k zac¢dtku
(bod UO).

Piiklad 5.3. UvaZujme strunu, kterd bude rozdélena opét fezy ug aZ uig. Ukolem bude
sestavit Taylorovy Tady pro posledni t7i body uig, ug, ug, pouzivaime pétibodovou aprorimaci.

Pro ilustraci uvadime obrazky 5.8, 5.9 a 5.10. V kazdém bodé vypoctu sestavujeme vice
Taylorovych fad. Opét si ukdzeme Taylorovy fady pro pétibodovou aproximaci. Vyznamnou
odlisnosti je ovSem to, ze se pohybujeme po struné se zapornym krokem —h.
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Taylorovy fady pro bod u19 maji nasledujici tvar, situaci pro bod u1g vystihuje obrazek
5.8. Aktudlné pocitany bod uig je znazornén cervené. V piipadé zpétné metody vyuzivame
k aproximaci derivaci predchézejici body ug, us, u7, ug, které jsou znazornény zelené. Kvuli
tomu, ze postupujeme se zapornym krokem —h, znaménka pted jednotlivymi ¢leny Taylo-
rovych fad alternuji.

ug = u10+(—h)u10+( 2h)2 ’1’0+( 3}?3 ’1’6+( 4h)4u'1’6’ (5.34)
us = w0+ (2 + oy C2 g O
ur = w0+ (3 + oy E e O (s
u = o+ (g + oy CI e G

Nyni pristoupime k bodu ug. K aproximaci derivaci vyuzivame v tomto piipadé body
usg, w7, ug a us. Pro lepsi predstavu uvadime obrazek 5.9. Taylorovy fady sestavime nasledovné.

(_h)2 " (_h)?) " (_h)4u////

ug = wug+ (—h)ug+ 57 Us T gy Uy + g (5.38)
ur = wug+ (—2h)ug + (—;h)ng (_;h)g ugy (_j?)4ug" (5.39)
ug = wug+ (—3h)ug + (_;h)ng (_;]1)3 ug (_2?)4%’” (5.40)
us = ug+ (—4h)uh+ (_:?)ngw (_;4)!]1) g'+( i’l) ug” (5.41)

Na zaver uvadime Taylorovy fady pro bod ug, v8e ukazuje obrazek 5.10. Obdobnym zptusobem
muzeme postupovat dale. Podobné jako u dopfedné metody zde plati, ze v piipadé nedo-
statku bodu z levé strany miuzeme bud vypocet ukonéit nebo uvaZovat pro vypocet i dalsi
body pfed bodem uyg.

—h)? h)3 —h)*

ur = ug—i—(—h)u’S—l—( 2!) 8+( 3‘> ug’+( 4!> ug” (5.42)
—2h —2h)3 —2h)*

ug = ug+ (—2h)uf + ( 51 ) ug ( 3l ) ugy ( 1 ) ug” (5.43)
—3h)? —3h)3 —3h)4

us = ug+ (—3h)uf + ( o ) ug + ( 3l ) ug + ( 1l ) ug” (5.44)
—4h)? —4h)3 4h 4

U
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5.3 Kombinovana metoda

Tteti metodou feseni PDR je kombinovand metoda. Jak jiz nazev napovida, bude se jednat
o kombinaci pifedchozich dvou metod. Kombinovana metoda vyuziva principu symetrickych
i nesymetrickych diferenci. Pro symetrické diference to znamen4, ze pro vypocet vyuzivame
stejny pocet bodu z levé i pravé strany od aktudlniho bodu vypoctu. Zména ovsem nastava
v okoli po¢atecniho a koncového bodu struny, kde musime vyuzit nesymetrické diference.
Ptedstavme si, ze chceme provadét vypocet pomoci pétibodové aproximace. Kombinovand
metoda tedy znamend, ze k vypoctu derivaci v daném bodé budeme vyuzivat dva body
z levé strany a dva body ze strany pravé. Pokud se ovSem nachdzime na pocatku struny
(bod wug), potom na levé strané od tohoto bodu nemame dalsi body k dispozici. V tomto
ptipadé bude vypocet probihat pomoci Dopifedné metody a budeme pouzivat ¢tyti body
z pravé strany — body wui,us,us, us (viz obrazek 5.11). Dulezité je si také uvédomit, ze
pokud bereme body pro vypocet z pravé strany, je krok h kladny, pokud pouzividme body
ze strany levé, krok je —h, tedy zaporny.

Podivame se, jak bude vypadat vypocet v bodé uy. Nyni méame k dispozici z levé strany
bod ug a z pravé strany je nutné vzit body us, us, us. Dal§im bodem je bod us, ve kterém
muzeme koneéné vyuzivat symetrické diference. Pro vypocet pouzijeme dva body z levé
strany (body ug,u1) a dva body z pravé strany (body ws,us). Obdobné tomu bude pro
bod usz. Z levé strany vyuzijeme body ui,us2, z pravé strany potom body ug4,us. Zména
nastane v bodé ug, kde je nutné vzit tii body z levé strany (body wug, u7, us). Z pravé strany
pro vypocet pouzijeme pouze bod uig. Pro posledni bod wig pouzijeme Zpétnou metodu
(viz obrazek 5.8), budeme tedy pouzivat pouze body z levé strany od aktudlné pocitaného
bodu (body wug, ug, uz, ug). Obrazek 5.12 ukazuje zpusob vypocétu v bodé wu;, obrazek 5.13
znazornuje vypocet v bodé wug (symetricky vzorec), koneéné obrazek 5.14 ilustruje situaci
v bodé ug.

Nyni si ukdzeme, jak se sestavuji Taylorovy fady pro kombinovanou metodu. Za¢neme
Taylorovou fadou pro bod ug, coz odpovida dopfedné metodé.

2 3 A
up = wup+ huy+ 51 —ug + i —uy + Iulo”’ (5.46)
uz = g+ 2hug + 22]12 ug + 2??,3 uy + Qf up” (5.47)
uz = wug+ 3huy + 32h‘2 up + 3;3 ug + 334 ug”! (5.48)
uy = ug+4huj + 4;2 ug + 4:,3 ug + 45,4 up” (5.49)

Pro bod w; jiz musime vyuzit nesymetrické diference. VSimnémé si, ze u posledni uvedené
Taylorovy fady (viz 5.53) pouzivame krok —h, protoze bod wug se od aktudlnitho bodu
vypoctu u; nachazi nalevo.

2 3 4
h h o h ////

uy = wuy +hul + o —ul + = ! + — 't (5.50)
us = wug + 2huf + 2;2 uf + 2:'3 uf’ + QZ4 uf” (5.51)
ug = wuy+3hu| + —— 3h2 uy + 3;3 u}’ + 35'4 uf” (5.52)
up = up+ (—h)uj + (_21;)21/1' + (_3}!1)3 uy’ + ( 4h)4u&”’ (5.53)

43



T

T

Ug Us Ug Uz Ug Ug UggUzg Uy

Up Up Uz Us

Obréazek 5.11: Kombinovand metoda — bod ug

A
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Obrézek 5.12: Kombinovand metoda — bod u
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Obrazek 5.13: Kombinovanad metoda — bo

N

Us Us Ug Uz Ug Ug Ujgg

U Us

Up U

Obrazek 5.14: Kombinovana metoda — bod ug
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Prejdeme k bodu ue, ve kterém vyuzijeme symetrické diference. Zde bude tvar Taylorovych
fad takovy, ze dvé z nich budou postupovat s krokem h (viz 5.54 a 5.55) a dalsi dvé s krokem
—h (viz 5.56 a 5.57).

2 3 4
h h /// h ////

ug = ug+ hub + u2 + — T + a2 (5.54)
ug = ug + 2hub + ;2 uy + 2;3 uy + QZ uy” (5.55)
up = ug+ (—h)uh+ (_2]!1)2 uy + ( 3}:)31/2" + (_4?)42/2’” (5.56)
up = wug+ (—=2h)uh + (_;h) uy + (_;h) uy + (= ih) uy” (5.57)

Taylorovy fady pro body us az ug by se sestavovaly stejnym zpusobem, jako Taylorovy
fady pro vySe uvedeny bod wue. Pfesuneme se nyni do bodu ug, kde budeme, podobné jako
v bodé uy, vyuzivat nesymetrické diference. Body ug, w7, ug se nachézi nalevo od aktuédlniho
bodu ug. Proto zde najdeme tii Taylorovy fady s krokem —h (viz 5.59, 5.60, 5.61), posledni
bod wuig se nachdzi na pravé strané, takze postupujeme s krokem h (viz 5.58).

/ h2 h3 n h4 ////

uig = ug + hug + 5 —ug + BT + (5.58)
—h)? —h)3 h)4

ug = ug+ (—h)uy + ( 2!) ug + ( 3!) ug + ( 4') ug” (5.59)

—2h)h? —2h —2h)*

uy = ug+ (—2h)hug + ( 2') ug + ( i ) ug + ( 1 ) ug” (5.60)
—3h 2 —3h 3 —3h 4

ug = ug+ (—3h)ug+ ( 2! ) ug + ( g! ) ug + ( i' ) ug’ (5.61)

Na zavér si ukdzeme Taylorovy fady pro bod uyg. Jak jsme jiz zminili difve, Taylorovy fady
budou mit stejny tvar jako jsme jiz uvadéli u zpétné metody.

ug = wui+ (—h)u1o+(2h>2 10+( 3}?)3 /1/6+( 4h)4ul1'6/ (5.62)
us = o+ (2 + oy C2 e OO
ur = w0+ (3 + oy E e O e
ug = wuio+ (—4h)ujy + (_;llh)zu'fo + (_;h) uffy + (_j!hylu'l’g (5.65)
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5.4 Metody feseni PDR v systému Matlab

V této casti si popiSeme, jak se provadi vypocet derivaci pomoci systému Matlab. Protoze
chceme provadét vypocéty s vysokou pfesnosti, je vhodné pro tento ucel pouzit Symbolic
Math Toolbox. Pokud mame tuto knihovnu k dispozici, lze Matlab vyuzivat pro symbolické
vypocty (tedy presné, analytické vypocty). Pro pfesné vypocty budeme vyuzivat funkci
vpa() — coz znamend Variable Precision Aritmetic. Syntaxe funkce je:

R
R

vpa(A)
vpa(A, 4)

Funkce vpa() vypocita kazdou polozku A s pfesnosti na d ¢islic. Pozadovanou piesnost lze
nastavit piikazem digits(n). Kazd4 polozka vysledku je potom symbolickym vyrazem.
Nize muzeme vidét rozdil mezi tim, zda pouZzijeme ¢ nepouzijeme funkci vpa().

Piiklad 5.4. Vypocitame hodnotu funkce sinus v bodé 0, 1 nejdiive s pouZitim funkce vpa ()
a poté bez ni.

>> vpa(sin(0.1))

ans =
0.099833416646828154750181738563696853816509246826171875
>> sin(0.1)

ans =

0.0998

g

Budeme uvazovat hyperbolickou PDR, budeme tedy modelovat strunu. Pro tento ticel byly
vytvoreny dva skripty. Prvni z nich je diffNum.m. Tento skript obsahuje funkci function
y = diffNum(l, k, Imin, Imax, h, precision, fname, option). Vyznam parametru
je nasledujici:

e 1 — pocet bodu z levé strany od aktudlné pocitaného bodu,

e k — pocet bodu z pravé strany od aktualné pocitaného bodu,

e Imin — spodni hranice okna,

e Imax — horni hranice okna,

e h — krok vypoctu,

e precision — pfesnost (pocet platnych &islic, 1ze nastavit pomoci funkce digits (precision)),
e fname — jméno souboru pro ulozeni vysledku (druhych derivaci),

e option — volba metody,

— ’f’ — Dopiednd metoda,
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— b’ — Zpétnd metoda,

— ’¢’ — Kombinovana metoda.
Cinnost skriptu muzeme shrnout do nésledujicich kroku:

e vygeneruje hodnoty funkce sinus v intervalu (0; 7) s velkou pfesnosti (za pomoci funkce
vpa(), precision = 100) a s danym krokem h,

e piipravi matici koeficientu A,

e pripravi vektor g, jedné se o vektor rozdili funkénich hodnot funkce sinus,
e vypocite inverzni matici A~!,

e vypocits jednotlivé ¢leny Taylorovy fady, DY = A~! . l_;,

e zajimaji nas druhé derivace, takze ziskame druhou derivaci pro aktualné poc¢itany bod
DY (2
_ oY)
T

e vypocitanou hodnotu druhé derivace v daném bodé zapiseme do vystupniho souboru

Druhy skript nese nédzev diffRun.m. Tento skript vold vySe uvedeny skript diffNum.m

a zajistuje posun po struné (funkce sinus). Uvniti skriptu se nachdzi funkce function
diffRun(approx, h, precision, fname, option, draw, result), parametry skriptu jsou
nasledujici.

e approx — volba n-bodové aproximace,

e h — krok vypoctu,

e precision — pfesnost (pocet platnych éislic, lze nastavit pomoci funkce digits (precision)),
e fname — jméno souboru pro ulozeni vysledku (druhych derivaci),

e option — volba metody,

e draw — nastaveni formy grafického vystupu,

zadny graficky vystup,
— zobrazi se analytické a numerické feSeni,

0
1

— 2 — zobrazi se pouze chyba vypoctu,
3

zobrazi se analytické feSeni, numerické feSeni a také chyba vypoctu,
e result — nastaveni vypisu vysledku,

— 0 — zadny vypis vysledku,

— 1 — zobrazi se hodnoty druhych derivaci,

— 2 — zobrazi se hodnoty chyby vypoctu (odchylka numerického a analytického
fesent).
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Okno

A
4 h

Imin ImaX

v *
Up Up U U3z Ug Us Ug Uz Ug Ug Ujpg
Obrazek 5.15: Vysvétleni pojmu okno

V tomto skriptu tedy probihd pifedevsim nastavovani mezi okna pro vypocet — parame-
try Imin a Imax a také nastavovani parametru 1 a k, které udavaji pocet bodu z levé a pravé
strany. Pro jistotu uvadime obrézek 5.15, ktery vysvétluje, co je pojmem okno mysleno.
Skripty jsou tedy spoleéné pro vechny t¥i metody, volbu metody zajistuje parametr option.
Dulezité je si uvédomit, ze vektor b se pii kazdém posunuti okna méni, protoze pocitame
rozdily funkénich hodnot funkce sinus v raznych bodech. Naoproti tomu inverzni matice se
vzdy ménit nemusi. Nyni si blize vysvétlime, jak probihd vypocet v systému Matlab pro
jednotlivé metody. Zaméifme se na tvar matice A a inverzni matice AL

V pripadé dopfedné metody spustime vypocet volanim skriptu diffRun(5, vpa(0.01),
100, ’out.txt’, ’f’, 0, 1), vyuzivime pétibodovou aproximaci, krok h=0.01. V tomto
pripadé budeme volat skript diffNum.m s parametry 1=0 a k=4, protoZze uvazujeme pouze
body z pravé strany od aktudlniho bodu (viz obrazky 5.3, 5.4 a 5.5). Inverzni matice k matici
A bude mit nésledujici podobu, oznacime ji A;*.

1 1 1 1
2 4 8 16
A=13 9 97 g (5.66)
4 16 64 256
4,0 -3,0 1,333 —0,25
At = —4,333 4,75 —2,333 0,458 (5.67)

1,5 —2,0 1,166 —0,25
—0,166 0,25 —0,166 0,042

Pro zpétnou metodu provedeme vypocet pomoci volani skriptu diffRun(5, vpa(0.01),
100, ’out.txt’, ’b’, 0, 1).Skript diffNum.m je volan s parametry 1=4, k=0. Inverzni
matice k matici Ay je nasledujici (oznacime ji Ay .

—4 16 —64 256
—3 9 —27 81
L= 0 4 s 16 (5.68)

-1 1 -1 1
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0,25 —1,333 3,0 —4,0
0,458 —2,333 4,75 —4,333
0,25 —1,166 2,0 —1,5
0,042 —0,166 0,25 —0,166

At = (5.69)

V ptipadé kombinované metody vyuzijeme vSechny mozné tvary inverzni matice, které
lze pro pétibodovou aproximaci sestavit. Jednd se o kombinace parametru 1 a k. Pro
prehlednost uvadime nésledujici tabulku 5.1.

Tabulka 5.1: Dostupné kombinace parametrii 1 a k pro tvorbu inverznich matic

parametr 1 | parametr k poznamka
0 4 dopfednd/kombinovand metoda
1 3 kombinovand metoda
2 2 kombinovand metoda
3 1 kombinovana metoda
4 0 zpétnd/kombinovand metoda

Pro uplnost uvadime zbyvajici inverzni matice. Inverzni matice Agl k matici Az pro
hodnoty parametriu 1=1, k=3, inverzni matice Azl k matici A4 pro 1=2, k=2 a inverzni
matice Agl k matici As pro 1=3, k=1.

1 1 -1 1
2 4 8 16
Ads=1 3 9 97 g (5.70)
4 16 64 256
~0,25 1,5 —0,5 0,083
0,458 0,25 0,166 —0,042
-1 _ ) ’ ’ )
Ag” = ~0,25 —1,0 0,5 —0,083 (5.71)
0,042 0,25 —0,166 0,042
—2 4 -8 16
-1 1 -1 1
Adi=1 3 9 97 g (5.72)
4 16 64 256
0,083 —0,666 0.666 —0,083
At = —0,042 0,666  0.666 —0,042 (5.73)

0,083 -0,5 1,0 0,25
-0,083 —0,166 —0,166 0,042

-3 9 =27 81
-2 4 -8 16
=07 (5.74)

4 16 64 256
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0,25 —1,333 3,0 —4,0
0,458 —2,333 4,75 —4,333
0,25 —1,166 2,0 —1,5
0,042 —0,166 0,25 —0,166

Al = (5.75)

5.5 Metody reSeni PDR v systému TKSL

V této podkapitole si ukazeme, jak Ize fesit parcialni diferencidlni rovnice v systému TKSL.
Opét se zaméiime na hyperbolickou parcialni diferencidlni rovnici. Z podkapitoly 3.1.2 vime,
ze v systému TKSL je zapotiebi zavadét substituce, protoze systém TKSL dokéze fesit
diferencidlni rovnice pouze prvniho radu.

5.5.1 Dopredna metoda v systému TKSL

Dopfednd metoda se vyznaacCuje tim, Ze pro svij vypocet vyuzivd pouze body, které se
nachazeji smérem doprava od aktudlniho bodu. Pro lepsi pochopeni problematiky uvedeme
piiklad 5.5.

Priklad 5.5. Mdme strunu, kterd je rozdélena dvandcti rezy, uvaZujeme pétibodovou apro-
ximaci, integracni krok metody dt = 0.01, presnost eps = le — 20. Odpovidajici zdrojovy
kod je uveden niZe.

Yy

‘
Up U U Uz Uy Us Ug Uy Ug Ug UjgUjqq U1

Obrazek 5.16: Pétibodova aproximace — bod ug

».
>

T T
Up U U Uz Ug Us Ug Uz Ug Ug UjigUi1Uq

Obrazek 5.17: Pétibodova aproximace — bod us
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var
u0, ul, u2, u3, u4, ub, u6, u7, u8, u9, uld, ull, ul2,
vli, v2, v3, v4, vb5, v6, v7, v8, v9, vi0, vii;
Const
PR = 12,
A~= PR*PR/12,
tmax = 10, dt = 0.01,
eps = le-20,
PI = 3.141592653589793238462643383279502884197
169399375105820974944592307816406286208998628034825342117068;

system

u0 = 0;

ul2 = 0;

vl’ = A™* -4.333*%(u2-ul) + 4.75%(u3-ul) - 2.333*%(ud-ul) + 0.458*(ub-ul)
&sin(PI*1/PR);

v2’ = A™* -4.333%(u3-u2) + 4.75%(ud4-u2) - 2.333*(ub-u2) + 0.458*(u6-u2)
&sin(PI*2/PR) ;

v3’ = A™* -4.333%(u4-u3) + 4.75%(ub-u3) - 2.333*(u6-u3) + 0.458*(u7-u3)
&sin(PI*3/PR);

v4’> = A% -4.333*%(ub-ud) + 4.75%(ub6-ud) - 2.333*%(u7-ud) + 0.458*(u8-ud)
&sin(PI*4/PR);

v’ = A™* -4.333%(u6-ub) + 4.75%x(u7-ub) - 2.333*%(u8-ub5) + 0.458*(u9-ub)
&sin(PI*5/PR) ;

v6’ = A% -4.333%(u7-u6) + 4.75%(u8-u6) - 2.333*%(u9-u6) + 0.458*(ul0-ub)
&sin(PI*6/PR) ;

v7’ = A% -4.333%(u8-u7) + 4.75%(u9-u7) - 2.333*%(ul0-u7) + 0.458*(uli-u7)
&sin(PI*7/PR);

v8’ = A% -4.333*%(u9-u8) + 4.75%(ul0-u8) - 2.333*(ull-u8) + 0.458*(ul2-ud)
&sin(PI*8/PR) ;

v9’ = A% 0.458*(u9-u8) + 0.25%(ul0-u9) + 0.166*(ul1-u9) - 0.042*(ui2-u9)
&sin(PI*9/PR) ;

v10’ = A% -0.042*(u10-u9) - 0.666*(ul0-u8) + 0.666*(ull-ul0) - 0.042%(ul2-ul0)
&sin(PI*10/PR);

vi1’> = A% 0.458*(ul1-ul10) - 2.333*(uili1-u9) + 4.75%x(ul1-u8) - 4.333*(uil2-ulil)
&sin(PI*11/PR);

ul’ = v1 &0;

ul’ = vl &0;

u2’ = v2 &0;

u3’ = v3 &0;

ud’ = v4 &0;

ub’ = vb &0;

u6’ = vé6 &0;

u7’ = v7 &0;

u8’ = v8 &0;

u9’ = v9 &0;

ul0’ = v10 &0;
ull’ = vi1l &0;
sysend.
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g

Body wug a 12 jsou nastaveny na hodnotu 0, protoze se jednd o koncové body, v nichz
je struna ukotvena. Body w1 az w11 poté popiSeme pomoci diferen¢nich vztahu. Situaci
v bodé u; vystihuje obrazek 5.16. Vypocet bude probihat na zdkladé vzorku us, us, u4, us,
sitka okna je tedy pét, protoze aproximaci uvazujeme pétibodovou. Nyni bereme postupné
vzorky od aktudlné pocitaného bodu ui. Zdrojovy kéd pro systém TKSL byl vygenerovan
programem, ktery vznikl v ramci diplomové prace, podrobnéji se mu budeme vénovat v ka-
pitole 7.

Koeficienty pied zavorkami zde uvadime zaokrouhleny na tii desetinnd mista. Jedné se
o koeficienty inverzni matice k matici A, tedy A~!. Jak jsme jiz uvedh vyse, p0m001 skriptu
jsme schopni poéitat ¢leny Taylorovy fady dle vztahu DY = A~! -b. Vektor b predstavuJe
rozdily hodnot vzorku, které vyuzivame k vypoctu. V rovnici pro v1’ ma vektor b tvar
uvedeny nize. VSimnéme si, Ze koeficienty jsou u rovnic v1’ az v8’ stejné. Je tomu tak
z toho duvodu, ze pii vypoctech neuvazujeme zddny bod z levé strany a naopak ¢tyfi body
ze strany pravé. To znamen4, ze pfed zdvorky umistujeme stéle stejné koeficienty inverzni
matice Afl, viz 5.67.

Zména nastiva az v rovnicich pro v9’, v10’ a v11’. Zde nemédme dostatek bodu na
pravé strané. Tento problém vyfeSime tak, Ze rovnice pro tyto posledni tii body fesime
kombinovanou metodou (viz 5.3). Vezméme nejdiive situaci v rovnici v9°’. V tomto piipadé
musime uvazovat jeden bod z levé strany, ¢imz ziskame vyraz (u9-u8) a potom tii body ze
strany pravé, ¢imz ziskdvame zavorky (u10-u9), (u11-u9), (u12-u9). Koeficienty ziskame
z druhého fadku inverzni matice 5.71. Nyni pfistoupime k rovnici pro v10’. Zde musime
brat dva body z levé strany, ziskdme zavorky (u10-u9), (u10-u8) a dva body z pravé
strany, ziskdme rovnice (u11-u10), (u12-u10). V tomto piipadé jsme koeficienty ziskali
z druhého tadku inverzni matice 5.73. Kone¢né v posledni rovnici pro v11’ uvazujeme tii
body z levé strany, ziskdvame (u11-u10), (u11-u9), (u11-u8) a jeden bod ze strany pravé,
pak ziskavame (u12-ul1l). Koeficienty ziskdme z druhého Fadku inverzni matice 5.75.

Muzeme si tedy vsSimnout, Zze posledni tii rovnice pro v9’, v10’ a v11’ maji pied
zavorkami umistény odlisné koeficienty nez rovnice predchozi, coz je dano tim, ze vyuzvame
jiny pocet bodu z levé a pravé strany. Hodnoty inverznich matic jsou zaokrouhleny na
tfi desetinnd mista. Pro vypocet vzdy pouzivame druhé fadky inverznich matic, protoze
chceme vypocitat druhé derivace v bodech danych krokem h. Pokud bychom v danych
bodech chtéli zjistit napiiklad ¢tvrté derivace, potom bychom pouzivali ¢tvrté fadky téchto
inverznich matic.

Ul — Ug

b=| 27 Y0 (5.76)
us — ug
Ug — U

5.5.2 Zpétna metoda v systému TKSL

Bereme v ivahu opét hyperbolickou parcidlni diferencidlni rovnici. Podobné jako u dopfedné
metody za¢neme piikladem 5.6.

Priklad 5.6. Zadani prikladu je stejné jako u dopredné metody. Struna je rozdélena dvandcti
rezy, aproximact uvaZujeme petibodovou. Integracni krok metody je dt = 0.01 a presnost
eps = le — 20. Odpovidajici zdrojovy kéd muzeme vidét nize.
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Obrazek 5.18: Pétibodova aproximace — bod w11

T
Up Ug

T
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Up U

Obrazek 5.19: Pétibodova aproximace — bod uqg

53



var
u0, ul, u2, u3, u4, ub, u6, u7, u8, u9, uld, ull, ul2,
vli, v2, v3, v4, vb5, v6, v7, v8, v9, vi0, vii;
Const
PR = 12,
A~= PR*PR/12,
tmax = 10, dt = 0.01,
eps = le-20,
PI = 3.141592653589793238462643383279502884197
169399375105820974944592307816406286208998628034825342117068;

system

u0 = 0;

ul2 = 0;

vi1’> = A% 0.458*(ul1-ul0) - 2.333*(uili1-u9) + 4.75%x(ul1-u8) + 0.458*(uli-u7)
&sin(PI*11/PR);

v10’ = A% 0.458%(u10-u9) - 2.333*(u10-u8) + 4.75%(ul0-u7) + 0.458*(ul0-ub)
&sin(PI*10/PR) ;

v9’? = A% 0.458%(u9-u8) - 2.333*(u9-u7) + 4.75*%x(u9-ub) + 0.458*(u9-ub)
&sin(PI*9/PR) ;

v8’ = A% 0.458%(u8-u7) - 2.333*(u8-u6) + 4.75%(u8-ub) + 0.458*(u8-u4)
&sin(PI*8/PR);

v7’> = A™* 0.458*(u7-u6) - 2.333*%(u7-ub) + 4.75%(u7-ud) + 0.458*(u7-u3)
&sin(PI*7/PR) ;

v6’> = A™* 0.458*(u6-ub) - 2.333*%(ub6-ud) + 4.75%(u6-u3) + 0.458*(ub-u2)
&sin(PI*6/PR) ;

vb? = A% 0.458%(ub5-u4) - 2.333*(ub-ul3) + 4.75*x(ub-u2) + 0.458*(ub5-ul)
&sin(PI*5/PR) ;

v4’> = A% 0.458%(ud4-u3) - 2.333*(ud-u2) + 4.75%(ud-ul) + 0.458%(ud-u0)
&sin(PI*4/PR) ;

v3’ = A% 0.458%(u3-u2) - 2.333*(u3-ul) + 4.75%(u3-u0) - 4.333*(ud4-u3)
&sin(PI*3/PR) ;

v2’ = A™* -0.042%(u2-ul) + 0.666*%(u2-u0) + 0.666*(u3-u2) - 0.042*(ud-u2)
&sin (PI*2/PR);

vl’ = A™* 0.458+(ul-u0) + 0.25%(u2-ul) + 0.166*(u3-ul) - 0.042*(ud-ui)
&sin(PI*1/PR);

ul’ = v1 &0;

ul’ = vl &0;

u2’ = v2 &0;

u3’ = v3 &0;

ud’ = v4 &0;

ub’ = vb &0;

u6’ = vé6 &0;

u7’ = v7 &0;

u8’ = v8 &0;

u9’ = v9 &0;

ul0’ = v10 &0;
ull’ = vi1l &0;
sysend.
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Body wug a 12 jsou opét nastaveny na hodnotu 0, protoze se jedna o body ukotveni struny.
Body u11 az u; popiseme pomoci diferen¢nich vztaht. Situaci v bodé w1y vystihuje obrazek
5.18. Vypocet bude probihat na zdkladé vzorku uig, ug, ug, u7, $itka okna je tedy pét, protoze
aproximaci uvazujeme pétibodovou. Situace v dalsim bodé w19, je zndzornéna na obrazku
5.19. Koeficienty jsou zaokrouhleny na tii desetinnd mista a byly opét ziskdny pomoci pro-
gramu, ktery vznikl v rdmci diplomové prace. Pro rovnice v11’ az v1’ plati, ze vyuzivame
inverzni matici A, ! viz 5.69, protoze pro vypocet vyuzivame vidy ¢tyfi body z levé strany
od aktualniho bodu vypoctu.

Pro rovnice v3’, v2’ a v1’ musime vyuzit kombinovanou metodu. Postup je obdobny
jako u dopfedné metody. Pro rovnici v3°’ plati, ze z levé strany vezmeme pouze tii body,
ziskdvdme vyrazy (u3-u2), (u3-ul) a (u3-u0). Poté vezmeme jeden bod z pravé strany
a dostavame vyraz (u4-u3). Koeficienty jsou ziskany z druhého radku inverzni matice 5.75.
Pro rovnici v2’ je situace takova, ze vezmeme dva body z levé strany a dva body z pravé
strany, vyuzivame inverzni matici 5.73. Nakonec jiz uvazujeme pouze jeden bod z levé strany
a tii body ze strany pravé, koeficienty ziskdme z druhého rfadku inverzni matice 5.71.

5.5.3 Kombinovania metoda v systému TKSL

Nakonec uvadime, jak se fesi kombinovana metoda v systému TKSL. Uvedeme ihned piiklad
5.7. V tomto pfipadé vyuzijeme vSechny mozné tvary inverzni matice (viz tabulka 5.1).

Piiklad 5.7. Struna je rozdélena dvandcti Tezy, vyuZivame pétibodovou aprozimaci. Inte-
gracni krok metody je nastaven na hodnotu dt = 0.01, presnost eps = le —20. Zdorjovy kod
pro systém TKSL je uveden nize.

var
u0, ul, u2, u3, u4, ub, u6, u7, u8, u9, uld, ull, ul2,
vli, v2, v3, v4, vb, v6, v7, v8, v9, vi0, vii;

Const
PR = 12,
A~= PR*PR/12,
tmax = 10,
dt = 0.01,
eps = 1le-20,

PI = 3.141592653589793238462643383279502884197
169399375105820974944592307816406286208998628034825342117068;

system

u0 = 0;

ul2 = 0;

vl’> = A™* 0.458*(ul-u0) + 0.25%(u2-ul) + 0.166*(u3-ul) - 0.042*(ud-ul)
&sin(PI*1/PR);

v2’ = A™* 0.458*(u2-ul) + 0.25%(u2-u0) + 0.166%*(u3-u2) - 0.042*(ud-u2)
&sin(PI*2/PR) ;

v3’ = A"* -0.042%(u3-u2) + 0.666*(u3-ul) + 0.666%*(ud-u3) - 0.042*(ub-u3)
&sin(PI*3/PR) ;

v4’ = A% -0.042%(ud4-u3) + 0.666*(ud-u2) + 0.666%(ub-ud) - 0.042*(u6-ud)
&sin(PI*4/PR) ;
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vh’

v6’

VT’

v8’

v9’

v10’

vil’

ul’
ul’
u2’
u3’
ué’
ub’
u6’
u7’
u8’
u9’

ulo’
ull’

sysend.

A™* -0.042%(u5-u4)
&sin(PI*5/PR);

A™* -0.042%(u6-ub)
&sin(PI*6/PR);

A™*x -0.042%(u7-u6b)
&sin(PI*7/PR);

A™* -0.042%(u8-u7)
&sin(PI*8/PR) ;

A"* -0.042%(u9-u8) +
&sin(PI*9/PR);

A" -0.042%(u10-u9)
&sin(PI*10/PR);

A™x 0.458*(u11-ul10)
&sin(PI*11/PR);

vl &0;

vl &0;

v2 &0;

v3 &0;

v4 &0;

v &0;

v6 &0;

v7 &0;

v8 &0;

v9 &O0;

v10 &0;

v1l &O;

+
o

+ +
o o

+
o

.666% (u5-u3)

.666% (u6-u4d)

.666%(u7-ub)

.666*(u8-u6)

o

.666% (u9-u7)

+

+ 0.666%*(u6-ub)

0.042%(u7-ub)

+

0.666% (u7-u6)

0.042% (u8-u6)

+ 0.666%(u8-u7) - 0.042*(u9-u7)

+ 0.666%(u9-u8) 0.042%(u10-u8)

+ 0.666%(ul0-u9) - 0.042*(ul1-u9)

0.166%(ul0-u8) + 0.666*(ull-ul0) - 0.042*(ul2-ul0)

2.333%x(ul1-u9) + 4.75%(ull-u8) - 4.333x(ul2-ull)

g

Kombinovand metoda se vyznacuje tim, ze v sobé sdruzuje jak dopfednou, tak i zpétnou
metodu. Opét uvazujeme celkem dvandct fezu na struné a pétibodovou aproximaci. Vypocet
zaCind v bodé ul, ¢emuz odpovidd rovnice v1’. Zde bereme jeden bod z levé strany,
dostdvdme vyraz (ul-u0), poté vezmeme tii body z pravé strany, ziskavame (u2-ui),
(u3-u1l) a (ud-ul). V bodé u2 je situace jina, mame k dispozici jiz dva body z levé strany,
dostavame vyrazy (u2-ul), (u2-u0) a dva body ze strany levé, ¢imz dostdvame (u3-u2),
(u4-u2). Pro rovnice v3’ az v10’ je postup stejny, vzdy vezmeme dva body z levé strany
a dva body z pravé strany. Zména nastavéd az v posledni rovnici pro vil’, zde musime
uvazovat tii body z levé strany, ziskavame (ul1-u10), (ul1-u9) a (ul1-u8) a jeden bod
ze strany pravé, ¢imz ziskame (u12-ul1). Pro lepsi ndzornost jsou k dispozici obrazky 5.12,
5.13 a 5.14.



5.6 Presnost vypoctu

Nyni se zaméiime na piesnost vypoctu pomoci dopiedné metody. Budeme porovnavat hod-
noty druhych derivaci vypoctené dopfednou metodou s feSenim analytickym. Struna je
modelovéna funkei f(z) = sin(z). Pro prehlednost uvddime prvni az ¢vrtou derivaci funkce

().

f'(x) = cos(x) (5.77)
f"(x) = —sin(z) (5.78)
f"(x) = —cos(x) (5.79)
"(x) = sin(z) (5.80)

Nyni si povime, jaké parametry ovliviiuji pfesnost vypoctu. Prvnim parametrem je krok
vypoctu. Cim mensi bude krok vypoctu, tim pfesnéjsi vysledky obdrzime. Ilustraci této
skute¢nosti znazornuji obrazky 5.20 az 5.26. Grafy jasné ukazuji, ze ¢im mensi krok zvolime,
tim vice se ptiblizné feseni ziskané doprednou metodou (Gervend kiivka) blizi analytickému
feseni (modra kiivka) a klesd tedy chyba vypoétu (v grafu zndzornéna zelenou kiivkou).
Pro vétsi prehlednost byly grafy funkce sinus vykresleny v intervalu (0; 47). Skuteéné jako
vystup dopredné metody dostavame grafy, které aproximuji druhou derivaci funkce sinus,
tedy f"(z) = —sin(z).

Dalsim parametrem ovliviiujicim pfesnost vypoctu je volba n-bodové aproximace. Plati,
ze ¢im je n vysSi — tedy ¢im vice bodu k aproximaci pouzivame, tim je vypocet presnéjsi.
Volba n-bodové aproximace souvisi s volbou kroku vypoc¢tu. Pokud zvysime n, potom si
muzeme dovolit zvétsit krok vypoctu, aniz by se snizila piesnost feSeni. Volba n-bodové
aproximace ovliviiuje fady derivaci, které ziskame. Pokud zvolime nam jiz znamou pétibodovou
aproximaci, potom jsme schopni v kazdém bodé vypocitat derivace az ¢tvrtého fadu. Pokud
bychom napftiklad pouzili padesatibodovou aproximaci, lze ziskat v kazdém bodé az derivaci
¢tyticatého devatého radu.

Nyni se podivdme, jak jsou piesné jednotlivé metody. Zamyslime se tedy, jakym zpusobem
provaddime vypocet u jednotlivych metod. V piipadé dopfedné a zpétné metody vzdy be-
reme n— 1 bodu z levé ¢i pravé strany od aktudlné pocitaného bodu (s vyjimkou pocdteénich
a koncovych bodu, ve kterych musime vyuzit jiné asymetrické vzorce). Plati vyse zminéné
principy — chybu lze zmensit bud’ zmensenim kroku metody nebo zvysenim poétu vzorki
pro vypocet (zvyseni n pro n-bodovou aproximaci). Na obrazcich 5.27 az 5.29 muzeme vidét
jak se méni chyba vypoctu pomoci pétibodové aproximace, pokud snizujeme krok metody.

Pokud zvolime pétibodovou aproximaci a krok h = 0.1 vidime, Ze chyba vypoctu se
pohybuje v fddech 1073, Pii volbé kroku h = 0.01 je ¥ad chyby 10~7 a pii volbé h = 0.001
jiz pouze 10719, Zde ukazujeme grafy pro dopfednou metodu, pro zpétnou metodu jsou
totiz grafy totozné.

Obrazky 5.30 az 5.32 potom ukazuji, ze ke snizeni chyby také dochazi, pokud pro
vypocet pouzivame vicebodové aproximace. Zvolime krok A = 0.01 a budeme ménit pouze
n-bodové aproximace. Pro tifbodou aproximaci se chyba vypoétu pohybuje v fadech 1073,
pro pétibodovou v fadech 10~7. Dale pro sedmibodovou aproximaci se chyba vypoétu po-
hybuje v fddech 10~ a pro devitibodovou dokonce 10713, Pro piehlednost uvadime para-
metry pouzité pro vypocet dopiedné a zpétné metody systémem Matlab (viz tabulky 5.2,
5.3). Pro pfipomenuti poznamendme, ze parametr [ oznacuje pocet bodu z levé strany od
aktudlniho bodu vypoc¢tu a parametr k£ znaci, kolik bodu pro vypocet pouzivame ze strany
pravé. Pro dopiednou metodu se odkazeme na piiklad 5.5, pro zpétnou na piiklad 5.6.
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Obrézek 5.21: Pétibodova aproximace, krok h = 0,6
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Obrézek 5.23: Pétibodova aproximace, krok h = 0, 4

59



analyticke
priblizne
chyba

14

analyticke
priblizne

Obrézek 5.25: Pétibodova aproximace, krok h = 0, 2
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Obrazek 5.26: Pétibodova aproximace, krok h =0, 1

Tabulka 5.2: Kombinace parametru 1 a k pro dopfednou metodu

rovnice | parametr 1 | parametr k
vl’ 0 4
v2’ 0 4
v3’ 0 4
v4’ 0 4
vb’ 0 4
v6’ 0 4
v7’ 0 4
v8’ 0 4
v9’ 1 3

v10’ 2 2
vi1’ 3 1

U kombinované metody také samoziejmé plati vySe uvedené principy. Rozdil oproti
dopfedné a zpétné metodé je ve zpusobu vypoctu. Jak jsme si fekli diive, kombinovand
metoda vyuziva pro vypocet ”T_l bodu z levé i pravé strany od aktualné pocitaného bodu
(kromé pocétecnich a koncovych bodu, kde je nutné opét vyuzit asymetrické aproximace),
n oznacuje n-bodovou aproximaci.

Diky tomu, ze k vypocCtu vyuzivame prevazné symetrické vzorce, dochédzi ke vyraznému
zpresnéni vypoctu. Situaci nazorné ukazuji obrazky 5.33 az 5.38. Tyto vystupy muzeme po-
rovat s vystupy dopfedné a zpétné metody. Rady chyby vypoctu se nezménily, ale narozdil
od doptedné a zpétné metody ma kiivka znazornujici chybu kombinované metody vanovity
tvar. Vezméme opét pétibodovou aproximaci, z tabulky 5.4 jasné vidime, ze skutectné po
vétSinu vypoctu vyuzivame dva body z levé strany a dva body z pravé strany. Diky syme-
trickym aproximacim nedochazi k tak vyrazné akumulaci chyby v kazdém kroku vypoctu
a vypocet je mnohem presnéjsi. Pro ilustraci kombinované metody vyuzijeme piiklad 5.7.
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Obrézek 5.27: Chyba vypoctu Dopfedné metody — n =5, h = 0.1
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Obrazek 5.28: Chyba vypoctu Dg%fedné metody — n =5, h=0.01
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Obréazek 5.29: Chyba vypoc¢tu Dopiedné metody — n =5, h = 0.001
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Obrazek 5.30: Chyba vypoctu Dggfedné metody — n =3, h =0.01
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Obrézek 5.31: Chyba vypoctu Dopfedné metody — n =7, h = 0.01
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Obrazek 5.32: Chyba vypoctu Dgéfedné metody — n =9, h =0.01
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Obréazek 5.34: Chyba vypoctu Konflbinované metody — n =5, h = 0.01
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Obrézek 5.35: Chyba vypoc¢tu Kombinované metody — n =3, h = 0.1
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Obrazek 5.36: Chyba vypoctu Kombinované metody — n =3, h = 0.01
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Obrazek 5.37: Chyba vypocétu Kombinované metody — n =7, h = 0.01
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Obrazek 5.38: Chyba vypocétu Kombinované metody — n =9, h = 0.01
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Tabulka 5.3: Kombinace parametria 1 a k pro zpétnou metodu

rovnice | parametr 1 | parametr k
vi1’ 4 0
v10’ 4 0

v9’ 4 0
v8’ 4 0
V7’ 4 0
v6’ 4 0
v5’ 4 0
v4’ 4 0
v3’ 3 1
v2’ 2 2
vl’ 1 3

Tabulka 5.4: Kombinace parametru 1 a k pro kombinovanou metodu

rovnice | parametr 1 | parametr k
vl’ 1 3
v2’ 2 2
v3’ 2 2
v4’ 2 2
v5’ 2 2
v6’ 2 2
v7’ 2 2
v8’ 2 2
v9’ 2 2

v10’ 2 2
vil’ 3 1

5.7 Casova narocnost vypoctu

V této podkapitole se podivame na srovnani ¢asové narocnosti feSeni PDR v systémech
TKSL/C a Matlab. Ovérfeni vypocti PDR v systému Matlab probihalo za pomoci aplika¢ni
knihovny Partial Differential Equation Toolbox', ktera obsahuje néstroje pro feseni parcidlnich
diferencidlnich rovnic ve dvou prostorovych rozmérech a Case. Pro feSeni hyperbolické
PDR lze vyuzit funkci hyperbolic?. Tato funkce pro feseni vyuzivd metodu koneénych
prvkiu (FEM — Finite Element Method), feseni vede na ptevod na rozsidhlou soustavu
linearnich rovnic, poté vyuziti LU dekompozic a velice rychly vypocet matic v Matlabu.
Vypocty provadéné systémem Matlab jsou tedy vysoce optimalizované a rychlé. Naproti
tomu vypocty hyperbolickych PDR pomoci doptfedné, zpétné a kombinované metody v systému
TKSL/C takovych rychlosti nedosahuji a bylo by zapotiebi provést optimalizace téchto
vypoctu. Je nutné ovsem podotknout, ze feseni PDR v systému TKSL/C se provédélo po-
moci jejich pfevodu na ODR (oby¢ejné diferencidlni rovnice) prvniho fadu, jde tedy o na-
prosto odlisny zpusob vypoc¢tu, nez jaky je v systému Matlab. Metoda je ale vhodnd pro
paralelizaci vypoétu (viz kapitola 6), dale 1ze také uvedenou metodu snadno modifikovat pro

"http://wuw.mathworks . com/products/pde/ .
’http://www.mathworks.com/help/pde/ug/hyperbolic.html.
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vypocet parabolickych a eliptickych PDR. Dalsim dulezitym aspektem je také to, ze pomoci
této metody lze vypocitat i derivace vyssich fadua, nez druhého. Pokud bychom potiebovali
vy¢islit derivaci n-tého fadu, vyuzijeme pro tento tcel n-ty radek inverzni matice. Pokud pro
vypocet vyuzijeme n-bodovou aproximaci, potom lze ziskat az (n — 1) derivaci v kazdém
bodé vypoctu. Pokud bychom naptiklad vypocet provadéli pomoci desetibodové aproxi-
mace, potom bychom byli schopni v kazdém bodé ziskat derivaci az devatého radu. Na
zavér dodame, ze nami zvolend metoda je vhodna pro testovaci sadu uloh z pfedmétu VNV
(Vysoce naro¢né vypocty).
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Kapitola 6

Paralelni reseni PDR

V této kapitole se seznamime se zpusobem paralelniho feSeni parcialnich diferencidlnich rov-
nic. Ukazeme si, jak vytvofit programové schéma pro hyperbolickou parcialni diferencidlni
rovnici v zavislosti na poc¢tu fezu na struné, n-bodové aproximaci a také pouzité metodé
ptikladu 6.1. Pro feseni parcidlnich diferencialnich rovnic budeme vyuzivat sit integratort.
Integratory budou nezavisle na sobé provadét vypocty nad vstupnimi daty. Diky tomuto
principu lze PDR fesit paralelné.

Piiklad 6.1. Méjme tribodovou aproximaci a celkem deset Tezi na struné. Na zakladé
téchto informaci mdame sestavit rovnice pro kombinovanou metodu 7eseni PDR pro systém
TKSL.

var
u0, ul, u2, u3, u4, ub, u6, u7, us8, u9, ulo,
vi, v2, v3, v4, vb5, v6, v7, v8, v9;

Const
PR = 10,
A~= PR*PR/10,
tmax = 10,
dt = 0.01,
eps = 1le-20,

PI = 3.141592653589793238462643383279502884197
169399375105820974944592307816406286208998628034825342117068;

system

u0 = 0;

uld = 0;

vl’ = A™* 0.5%(ul-u0) + 0.5%(u2-ul) &sin(PI*1/PR);
v2’ = A™* 0.5%(u2-ul) + 0.5%(u3-u2) &sin(PI*2/PR);
v3’ = A% 0.5%x(u3-u2) + 0.5*%(ud4-u3) &sin(PI*3/PR);
v4’> = A% 0.5%(ud4-u3) + 0.5%x(ub-ud) &sin(PI*4/PR);
v5’ = A™* 0.5%(ub5-u4) + 0.5*x(u6-ub5) &sin(PI*5/PR);
v6’ = A" 0.5%(u6-ub) + 0.5%x(u7-ub6) &sin(PI*6/PR);
v7’ = A™* 0.5%x(u7-u6) + 0.5%(u8-u7) &sin(PI*7/PR);
v8’ = A™* 0.5%(u8-u7) + 0.5%(u9-u8) &sin(PI*8/PR);
v9’ = A™* 0.5%x(u9-u8) + 0.5%(u10-u9) &sin(PI*9/PR);
ul’ = v1 &0;
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ul’ = vl &0;

u2’ = v2 &0;
u3’ = v3 &0;
ud’ = v4 &0;
ub’ = vb &0;
u6’ = vé6 &0;
u7’ = v7 &0;
u8’ = v8 &0;
u9’ = v9 &0;
sysend.

g

Na zdkladé vyse uvedeného zdrojového kédu pro systém TKSL muzeme zjistit, jaké kom-
ponenty budeme potiebovat pro sestaveni programového schématu. Nejprve si ujasnime,
jaké komponenty budou potieba pro kazdou samostatnou rovnici. Nejdiive uvadime obrazky
jednotlivych prvku, které budeme ve schématu vyuzivat. Jednd se o prvky integrator (obrazek
6.1), sumétor (obrazek 6.2), invertor (obrazek 6.3) a konstanta (obrézek 6.4). Na jednot-
livych obrazcich zaroven vidime, jaké operace dany prvek provadi.

u u i1 +1i2

Obrazek 6.1: Integrator Obrézek 6.2: Sumaétor

Obrazek 6.3: Invertor Obrazek 6.4: Konstanta

Protoze fesime PDR druhého #adu, urcité budeme muset pro vypocet vyuzit dva nu-
merické integratory. Pri sestavovani programového schématu plati, Zze leva strana rovnice
tvori vystup a prava strana vstup. Vezméme rovnici pro vi’ z vySe uvedeného piikladu.

vl’ = A™* 0.5%(ul-u0) + 0.5%(u2-ul) &sin(PI*1/PR);

Na levé strané rovnice vidime derivovanou proménnou v1’. Protoze feSime hyperbolické
PDR, vyskytuji se zde substituce, tedy ul’=vi. Ve vysledku dostavdme, ze vi’=ul’’.
Skutecné jsme tedy obdrzeli diferencialni rovnici druhého fadu. Sériové zapojeni dvou in-
tegratoru je znazornéno na obrazku 6.5. Vstupem integratoru I1 je tedy ul’’, vystupem je
potom integrovand hodnota vstupu, tedy ul’, ktera zaroven tvoii vstup druhého integratoru
I2. Vystup druhého integratoru je potom samotné ul. Nyni se podivame na pravou stranu
rovnice, kterd bude tvofit vstup do série integratoru. Muzeme zde vidét operace séitani,
od¢itani a nasobeni. Zapojeni sestavime takovym zptisobem, ze jednotlivé vyrazy uvedené
v zavorkach pfivedeme na vstup sumétoru.
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ul ul ul

Obréazek 6.5: Sériové zapojeni integratoru

V nasem piipadé budou v programovém schématu celkem dva sumdatory (S1, S2), kazdy
z nich bude opatien dvéma vstupy, protoze potiebuje odéitat dvé hodnoty. Toho docilime
tak, ze na vstup daného sumatoru piivedeme zapornou hodnotu, kterou ziskdme pomoci
invertoru (oznaceného jako INV). Prvek invertor se ve schématu nachdzi za poslednim in-
tegratorem a obraci polaritu. To znamend, ze pokud naptiklad na jeho vstup pfivedeme
hodnotu ul, na vystupu bude hodnota opacna, tedy -ul.

Daéle vidime, ze kazdy vyraz v zdvorce je nésoben jistou konstantou (konstanty ki,
k2) a ndsledné jsou tyto vyndsobené vyrazy piivedeny na vstup sumdtoru S3. Na zdvér
dodame, ze vyraz &sin(PIx1/PR) oznacuje pocateéni podminky vypoctu, které budou na-
staveny na integratorech. Vysledné zapojeni pro rovnici v1’ muzeme vidét na obrazku 6.6.
Pro jednoduchost byla uvedena zapojeni pro rovnice v1’, v2’, v3’ a v9’. Nyni vime, jakym
zpusobem vypadé zapojeni pro jednu rovnici. Pro ostatni rovnice v2’ az v9’ postupujeme
obdobné. Vysledné schéma znazoriiuje obrazek 6.7. Viimnéme si, ze pro hodnoty u0 a ul0
nesestavujeme zapojeni integratoru, protoze se jedna o body ukotveni struny, jejichz hod-
nota je nulova. Podivame se, jak bude zapojeni vypadat, pokud budeme mit opét deset
fezu, ale pétibodovou aproximaci. Navic budeme uvazovat dopfednou metodu feSeni PDR.
Pro ilustraci uvadime piiklad 6.2.

Piiklad 6.2. Méjme pétibodovou aproximaci a celkem deset Tezu na struné. Nasim ukolem
je sestavit rovnice pro doprednou metodu a poté odpovidajici programové schéma.

var
u0, ul, u2, u3, u4, ub, u6, u7, u8, u9, ulo,
vl, v2, v3, v4, vb5, v6, v7, v8, v9;

Const
PR = 10,
A~= PR*PR/10,
tmax = 10,
dt = 0.01,
eps = 1le-20,

PI = 3.141592653589793238462643383279502884197
169399375105820974944592307816406286208998628034825342117068;

system
u0 = 0;
ulo = 0;
vl’ = A™* -4.333*%(u2-ul) + 4.75%(u3-ul) - 2.333*(ud-ul) + 0.458*(ub-ul)

&sin(PI*1/PR);
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v2’ = A% -4.333%x(u3-u2) + 4.75%(ud4-u2) - 2.333%(ub-u2) + 0.458* (u6-u2)

&sin(PI*2/PR);

v3? = A% -4.333*%(ud4-u3) + 4.75%(ub-ul3) - 2.333*%(u6-ul) + 0.458*(u7-ul3)
&sin(PI*3/PR);

v4’> = A% -4.333%(ub-ud) + 4.75%(u6-ud) - 2.333*%(u7-ud) + 0.458*(u8-ud)
&sin(PI*4/PR);

v’ = A™* -4.333%(u6-ub) + 4.75%x(u7-ub) - 2.333*%(u8-ub) + 0.458*(u9-ub)
&sin(PI*5/PR) ;

v6’ = A"* -4.333*%(u7-u6) + 4.75%(u8-ub) - 2.333*%(u9-u6) + 0.458*(ul0-ub)
&sin(PI*6/PR);

v7’ = A™* 0.458%(u9-u8) + 0.25%(ul0-u9) + 0.166*(ull-u9) - 0.042*(ul2-u9)
&sin(PI*9/PR) ;

v8’ = A"* -0.042%(ul0-u9) - 0.666*(ul0-u8) + 0.666*(ull-ul0) - 0.042%(ul2-ul0l)
&sin(PI*10/PR);

v9’ = A% 0.458%(uli1-ul10) - 2.333*(ull1-u9) + 4.75%(ul1-u8) - 4.333x(ul2-uil)
&sin(PI*11/PR);

ul’ = vl &0;

ul’ = v1 &0;

u2’ = v2 &0;

u3’ = v3 &0;

ud’ = v4 &0;

ub’ = vb &0;

u6’ = v6 &0;

u7’ = v7 &0;

u8’ = v8 &0;

u9’ = v9 &0;

sysend.
O

Pii vytvareni programového schématu postupujeme obdobnym zptsobem jako v predchozim
piikladu. Opét nejdiive uvedeme zapojeni pro prvni rovnici v1’ (viz obrézek 6.8). Levé
strana rovnice bude i v tomto piipadé reprezentovana dvéma integratory zapojenymi v sérii.
Rozdil nastava pri zapojovani vstupu, ktery je dan pravou stranou rovnice. Oproti predchozimu
piikladu zde muzeme vidét celkem ¢tyii vyrazy v zavorkach. To pro nas znamend, ze bu-
deme potfebovat ¢tyfi sumdatory S1, S2, 83, 84, které provedou se¢teni vyrazu v zdvorkach.
Jednotlivé vyrazy jsou nasobeny konstantami ki1, k2, k3 a k4. Takto vynasobené vyrazy
jsou ptivedeny do sumétoru S5, jehoz vystup pak tvoii vstup do série integratori. Vysledné
schéma je ukdzano na obrazku 6.9, muzeme zde vidét zapojeni pro rovnice v1’, v2’ a v9’.
Nyni muzeme odvodit, jak bude vypadat programové schéma pro n-bodovou aproximaci
a libovolny pocet fezul na struné. Pro tiibodovou aproximaci a deset fezl na struné jsme
pro jednu rovnici vyuzili tento pocet ¢lenu:

e 2 integratory,
e 1 invertor,

e 3 sumadtory, z toho 2 pro soucet prvku v zavorkich a 1 pro soucet samotnych vyraza
v zavorkach,

e 2 konstanty pro vynasobeni vyrazu v zavorkéch.
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Pro pétibodovou aproximaci a deset fezu na struné je situace néasledujici:
e 2 integratory,
e 1 invertor,

e 5 sumdtort, z toho 4 pro soucet prvka v zavorkach a 1 pro soucet samotnych vyraza
v zavorkach,

e 4 konstanty pro vynasobeni vyrazu v zavorkéch.

Ozna¢me nyni n-bodovou aproximaci pismenem n a pocet fezil na struné pismenem 7. Pro
pocty prvku v programovém schématu pak plati vztahy uvedené v tabulce 6.1. Polozka
tabulky Pocet diléich sumdtori vyjadiuje pocet sumatoru, které provadi soucet prvku
v jednotlivych zavorkach, polozka Pocet sumdtoru znaci pocet souhrnnych sumatoru, které
sCitaji jiz jednotlivé zavorky. Jak jiz bylo naznaeno na zacatku kapitoly, klicovym para-
metrem pro paralelni zpracovani je pravé pocet integratoru. Kazdou z rovnic jsme schopni
popsat pomoci dvou integratoru a urcitého poc¢tu dalsich prvku. Tento celek pak tvori sa-
mostatnou operacni jednotku. Zrychleni tedy bude ddno poc¢tem integratoru, které jsou ve
schématu vyuzity. Pro zrychleni vypoctu plati tedy nésledujici vztah.

zrychleni = 2 - (pocet Rezu — 1) (6.1)

Pro ptehlednost uvadime tabulku 6.2, ve které mizeme vidét vypoctend zrychleni pro rizny
pocet fezll na struné.
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Tabulka 6.1: Pocet jednotlivych prvku v programovém schématu v zavislosti na n-bodové
aproximaci a po¢tu fezu na struné

Prvek Vysledny pocet
Pocet integratoru 2-(r—1)
Pocet diléich sumétoru | (n —1)- (r —1)
Pocet sumatort r—1
Pocet invertori r—1
Pocet konstant (n—1)-(r—1)

Tabulka 6.2: Pocet jednotlivych prvkil v programovém schématu v zavislosti na n-bodové
aproximaci a poctu fezu na struné

Pocet fezt | Vysledné zrychleni
10 18
12 22
14 26
16 30
20 38
30 58
40 78
50 98

100 198
1000 1998
10000 19998
100000 199998
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Obréazek 6.6: Programové schéma pro piiklad 6.1 — rovnice v1°’
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Obrazek 6.7: Celkové programové schéma pro piiklad 6.1
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Kapitola 7

Implementace

Tato kapitola se zabyva implementaci aplikace PDE Generator, kterd slouzi pro generovani
soustav. ODR pro systém TKSL. Tyto soustavy ODR reprezentuji hyperbolickou PDR.
Aplikace byla naprogramovana v jazyce Java. Pro implementaci uzivatelského rozhrani
bylo vyuzito architektury MVC (Model View Controller). Pro spravnou funkénost aplikace
je zapotiebi mit nainstalované vyvojové prostiedi Eclipse! a také JDK (Java Development
Kit)2.

Model je v aplikaci reprezentovan programy nthderivative, getSin a TKSLGen.py.
Programy nthderivative a getSin byly vytvofeny v jazyce C. Pro preklad téchto pro-
gramu je nutné mit ve vyvojovém prostiedi Eclipse nainstalovany nastroj CDT (C/C++
Development Tooling). Néstroj CDT muze pro samostatny preklad vyuzivat ruzné kom-
pildtory, v tomto piipadé byl zvolen kompilator MinGW. Je nutné, aby kompilator zahr-
noval knihovny GMP i MPFR (viz nize). Nyni se dostavdme k jednotlivym programum.
Program nthderivative slouzi k vygenerovani koeficientt inverzni matice. Déale program
getSin se vyuzivd pro vygenerovani pocatecnich podminek, jejich vypocet probihd dle
vztahu PP (i) = sin(m - =), kde cuts znamena pocet fezli na struné. Je dulezité uvést, ze
oba programy vyuzivaji pro svoje vypoécty funkce z knihoven GMP? a MPFR*. Knihovna
GMP (GNU Multi Precision Arithmetic Library) umoziuje provadét vypocty s libovolnou
prenosti pro cela ¢isla, raciondlni ¢isla, redlna ¢isla s pohyblivou fadovou ¢arkou. Knihovna
je puvodné napsana pro jazyk C, ale existuji rozhrani i pro dalsi jazyky (C/C++, C#, Perl,
PHP, Python, Java). Dals{ vyuzivanou knihovnou je knihovha MPFR (GNU Multiple Pre-
cision Floating-Point Reliably), kterd je zalozena na jiz zminéné knihovné GMP. Na rozdil
od knihovny GMP je v knihovné MPFR k dispozici mnohem vice funkci jako napiiklad
transcendentni funkce (exponenciédlni funkce, logaritmy, sinus, cosinus, tangens, cotangens,
atd.). Pravé funkce sinus byla vyuzita v programu getSin pro vygenerovani pocdteénich
podminek. Posledni sou¢asti modelu je program TKSLGen.py, ktery byl vytvoren v jazyce
Python a slouzi pro vygenerovani zavorkovych vyrazu pro jednotlivé metody feSeni hyper-
bolické PDR. Abychom mohli volat z Java aplikace funkce z tohoto skriptu, bylo nezbytné
si opatiit knihovnu Jython®.

Vrstvu pohledu (view) zastituje titida TKSLGenView.java, v této ti{dé jsou umistény
jednotlivé prvky uzivatelského rozhrani. Vrstva kontroléru je reprezentovéna tiidou

http://www.eclipse.org.
2http://www.oracle.com/technetwork/java/javase/downloads/index.html.
3https://gmplib.org

‘http://www.mpfr.org

Shttp://www.jython.org.
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TKSLGenController. java. Grafické uzivatelské rozhrani je ukédzéno na obrazku 7.1.

i B

Abroxi |5 | Metoda Systém
roximace

g (2 Dopiedna @ TKSLIC
Pocet fezil [100 | ) Zpétna ) TKSLI386

® Kombinovana

Nahled

PR = 100;

A = PR*PR/100;
U0 =0

U100 = 0

V1' = A * -0 2500000000000009431601380195075733498508000000000000000(
V2 = A -0.0833332333333327343065306 809367 309626484530200000000000000(
V3 = A*-0.0833333333333273430653068936739626484530200000000000000(
V4 = A*-0.083333333333327343065306 80367 306 26484530200000000000000(
VE = A -0.0833332333333327343065306 809367 39626484530200000000000000(
VB = A * -0.08333333333332734306530689367 396 26484530200000000000000(
V7 = A -0.083333333333327343065306 80367 306 26484530200000000000000(
Ve = A*-0.0833332333333327343065306809357 306264345302000000000000001
VO = A * -0.08333333333332734306530689367 396 26484530200000000000000(
VD' = A*-0.083333333333307 3430653068036 7206 2648453020000000000000(
V11" = A*-0.0833323333333327343065306893672962642453020000000000000(
V12’ = A*-0.083333333333327 3430653068936 73962648453020000000000000(
V13 = A*-0.0833333333333273430653068936739626484530200000000000000_|
vlw:A*10_03333333333332?3430553053935?3952543453020000000nnnunnt;
i [ ]

MG

Generovat || Ukoncit

Obréazek 7.1: Grafické uzivatelské rozhrani

Cinnost aplikace znazoriuje sekvenéni diagram 7.2. Pii stisku tla¢itka Generovat se
nejdiive zjisti parametry vypoctu:

e jaky je pocet Tezul na struné,

e kolikabodova aproximace bude vyuzita,

e jakd metoda vypoctu byla zvolena (dopfednd, zpétnd, kombinovand),
e pro jaky systém se budou rovnice generovat (TKSL/C, TKSL/386).

Tyto informace ziskdme z tiidy TKSLGenView. java, kterd reprezentuje pohled. Poté probiha
komunikace s modelem. Ziskaji se koeficienty inverzni matice pomoci volani programu
nthderivative, pficemz parametry jsou pozadovand presnost koeficientu (precision),
pocet vzorku z levé strany (left), pocet vzorku z pravé strany (right) a fadek inverzni
matice, ktery si prejeme ziskat (row), v nasem piipadé vzdy ziskavdme druhy fadek inverzni
matice, protoze pocitame druhé derivace. Poté je volan program getSin pro ziskani hod-
not pocatecnich podminek, parametrem je pocet fezu na struné (cuts). Vysledky vracené
programy nthderivative a getSin jsou uklddény do docasnych souboru. Pro komunikaci
s programy napsanymi v jazyce C byla vyuzita tfida ProcessBuilder.
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: getSin : : TKSLGen
TKSLGenVie

w

TKSLGenCo nthderivative
ntroller
I

|
1: actionPerformed :

(I

2: (cuts, approx, method, system) = GetParams()

3: coefsList = GenerateAllCoefs(precision, left, right, rowi |

4: sinList = GenerateAllSinValues(cuts)

5: bracList = GenerateBrackets(cuts, approx)

g

7: frame.setText(totalString)

*

*

|
|
T
|
|
|
|
|
<__| 6: totalString = GenerateEquations(bracList, coefList, silpList, system)
|
|
|
|
|
|
|
1

Obrazek 7.2: Sekvenéni diagram ¢innosti aplikace

Nize muzeme vidét piiklad volani programu nthderivative. V nasledujicich zdrojovych
kédech jsou pro vétsi prehlednost vynechany bloky try-catch.

temp = File.createTempFile("tempCoefs", ".txt", new File(pathTemp));

ProcessBuilder coefBuilder = new ProcessBuilder(path + File.separator +
"nthderivative.exe", precision, left, right, row);

coefBuilder.redirectOutput (ProcessBuilder.Redirect.to(temp)) ;

Process coefProcess = coefBuilder.start();

V dalsi ¢asti programu probiha volani funkei ze skriptu napsaném v jazyce Python. Tento
skript slouzi, jak jiz bylo fe¢eno, pro vygenerovani piislusnych zavorkovych vyrazu. Piiklad
volani funkce z tohoto skriptu muzeme vidét nize.

ScriptEngineManager factory = null;
ScriptEngine engine = null;

// zisk enginu pro vyhodnocovani skriptu

factory = new ScriptEngineManager();

engine = factory.getEngineByName ("python") ;

// vyhodnoceni skriptu

engine.eval(new java.io.FileReader(path));

Invocable inv;

inv = (Invocable) engine;

// volani funkce z"Python skriptu

PyList bracketsBegin = new PyList();

bracketsBegin = (PyList) inv.invokeFunction("GenerateCombined",
cutsInt, approxInt);

Pomoci funkci pro generovani rovnic je poté mozné sestavit vysledné rovnice pro systémy
TKSL. Vysledny zdrojovy kéd je zobrazen piimo v grafickém uzivatelském rozhrani a je
také ukladdn do souboru. Tento soubor nese jméno aproximace_pocetRezu.txt. Tedy,
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pokud zadame napiiklad dvandctibodovou aproximaci a pocet Fezil pét, vysledny soubor se
bude jmenovat 12.5.txt.
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Kapitola 8
Zaveér

Cilem préace bylo analyzovat problematiku paralelniho numerického feseni parcidlnich dife-
rencidlnich rovnic (PDR). Nejdiive jsme se seznamili s oby¢ejnymi diferencidlnimi rovnicemi
(ODR) a ukézali, jak je mozné tyto rovnice tesit pomoci Taylorovy fady. Tato problema-
tika byla pfedvedena na RC ¢lanku. Néasledné byly rovnice popisujici obvod RC ¢lanku
prevedeny do simula¢niho systému TKSL, ktery pro vypocet pouziva proménny rad me-
tody. Réd metody reprezentuje, kolik ¢lentt Taylorovy fady bylo v jednotlivych ¢asovych
bodech vyuzito. Bylo zjisténo, ze snizeni fadu metody lze dosdhnout snizenim integra¢niho
kroku vypoctu. Dalsi moznosti, jak snizit fad metody, je vyuzit modifikovaného algoritmu
vypoctu. Modifikace algoritmu spoc¢iva v tom, ze jakmile je aktualné vypocitany ¢len Taylo-
rovy fady mensi nez dané presnost, neni tento ¢len jiz uvazovan v dalsich vypoctech a jeho
hodnota je nastavena na nulu.

V dalsi ¢asti prace jsme se seznamili s parabolickou, hyperbolickou a eliptickou PDR,
vysvétlili jsme si jejich mozné feSeni pomoci pfevodu na soustavu obycejnych diferencidlnich
rovnic (ODR). Déle bylo piedvedeno, jakym zpusobem lze tyto typy PDR pievést na sou-
stavy ODR a nésledné je fesit v systému TKSL. Tento pfevod je nezbytny, protoze systém
TKSL umozinuje tesit pouze ODR.

Dale se prace zabyvala metodami feSeni PDR. Konkrétné jsme se zamértili na hyperbo-
lickou PDR, ktera popisuje kmitani struny. Pro feSeni PDR lze vyuzit dopfednou, zpétnou
nebo kombinovanou metodu. Tyto metody vyuzivaji pro svaj vypocet n-bodové apro-
ximagcni vzorce. Pfi vypoctu pomoci téchto metod vychazime z Taylorovy fady. Pro ovéreni
spravnosti feSeni byly vytvofeny programy v systému Matlab, pomoci kterych byla ovéfena
presnost aproximace funkce f(x) = —sin(x), tedy druhé derivace funkce f(z) = sin(z).
Bylo zjisténo, ze dopredna i zpétnd metoda vykazuji stejnou chybu vypoctu, ktera je
zapri¢inéna pouzitim nesymetrickych aproximacnich vzorctu. Naopak kombinovand metoda
dosahuje vyrazné vétsi presnosti aproximace, protoze pro svij vypocet vyuziva prevazné
symetrické aproximaéni vzorce. Ty zpusobi, Zze akumulace chyby v prubéhu vypoctu je nizsi,
nez u dopfedné a zpétné metody.

Prace se také zabyvala paralelnim feSenim PDR. Vysvétlili jsme si, jak sestavit pro-
gramové schéma pro libovolné parametry (tedy libovolny pocet fezu na struné a libovol-
nou n-bodovou aproximaci). Diky tomu, Ze jsme schopni PDR pievést na soustavu ODR,
lze kazdou ODR reprezentovat jako samostatnou operacni jednotku. Tento piistup nam
zajistuje vyznamné zrychleni vypoctu, které je ddno poctem integratortt v programovém
schématu.

V ramci diplomové price byl navrzen program, ktery je schopen vygenerovat soustavu
ODR pro systém TKSL. Tyto rovnice pak reprezentuji hyperbolickou PDR s libovolnymi
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parametry.

Dalsimi rozsitenimi by mohla byt optimalizace programu pro rychlejsi generovani vystupu
a rozsifeni jeho funkcionality o dalsi typy PDR, dale aplikace navrzeného algoritmu pro
snizeni fadu metody pro systém TKSL, analyza stability vypoctu dopfedné, zpétné a kom-
binované metody a také podrobna analyza a moznosti dalSich optimalizaci paraleniho
vypoctu.
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Priloha A

Obsah prilozeného CD

Piilozené CD obsahuje nésledujici polozky:

e soubor DP Necasova.pdf — technickd zprava diplomové prace,

e slozka DP_Text — zdrojové kédy technické zpravy (soubory .tex),

e slozka DP_UI — zdrojové kédy grafického uzivatelského rozhrani PDE Generator,

TKSLGenerator_GUI — zdrojové kédy v jazyce Java,

TKSLGenerator — zdrojové kédy v jazyce Python pro vygenerovani zdvorkovych
vyrazu,

CGenCoefs — zdrojové kédy v jazyce C zajistujici generovani koeficientl in-
verznich matic,

CGenSinValue — zdrojové kédy v jazyce C zajistujici generovani pocéteénich
podminek vypoctu,

e slozka DP_Matlab — zdrojové kédy pro systém Matlab,

e slozka DP_Taylor — zdrojové kédy v jazyce C++, které byly vyuzity k experimentiim
s proménnym fadem integra¢ni metody.
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