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MASTER’S THESIS
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FACULTY OF INFORMATION TECHNOLOGY
DEPARTMENT OF INTELLIGENT SYSTEMS
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Abstrakt
Práce se zabývá tématem paralelńıho numerického řešeńı parciálńıch diferenciálńıch rovnic.
Práce se nejprve zaměřuje na obyčejné parciálńı diferenciálńı rovnice (ODR) a jejich me-
tody řešeńı pomoćı Taylorova polynomu. Daľśı část je věnována parciálńım diferenciálńım
rovnićım (PDR). Jsou zde popsány typy PDR, jedná se o parabolické, hyperbolické a elip-
tické PDR. Také je vysvětleno, jakým zp̊usobem použ́ıvat systém TKSL při výpočtu PDR.
Daľśı část práce je zaměřena na metody řešeńı PDR, mezi tyto metody patř́ı dopředná,
zpětná a kombinovaná metoda. Bylo vysvětleno, jakým zp̊usobem lze tyto metody řešit
v systémech TKSL a Matlab. Dále je diskutována přesnost a časová náročnost výpočtu.
Daľśı součást́ı je paralelńı řešeńı PDR. Dı́ky možnosti převodu PDR na soustavu ODR lze
jednotlivé rovnice reprezentovat nezávislými operačńımi jednotkami, které umožňuj́ı para-
lelńı výpočet. Posledńı kapitola je věnována implementaci. Aplikace umožňuje vygenerovat
soustavy ODR pro systém TKSL, které reprezentuj́ı zadanou hyperbolickou PDR.

Abstract
This thesis deals with the topic of partial differential equations parallel solutions. First, it
focuses on ordinary differential equations (ODE) and their solution methods using Taylor
polynomial. Another part is devoted to partial differential equations (PDE). There are se-
veral types of PDE, there are parabolic, hyperbolic and eliptic PDE. There is also explained
how to use TKSL system for PDE computing. Another part focuses on solution methods of
PDE, these methods are forward, backward and combined methods. There was explained,
how to solve these methods in TKSL and Matlab systems. Computing accuracy and time
complexity are also discussed. Another part of thesis is PDE parallel solutions. Thanks to
the possibility of PDE convertion to ODE systems it is possible to represent each ODE
equation by independent operation unit. These units enable parallel computing. The last
chapter is devoted to implementation. Application enables generation of ODE systems for
TKSL system. These ODE systems represent given hyperbolic PDE.
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Keywords
Partial differential equations, ordinary differential equations, Taylor polynomial, Taylor
series, RC circuit, TKSL, forward method, backward method, combined method.

Citace
Gabriela Nečasová: Paralelńı numerické řešeńı parciálńıch
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2.1 RC článek . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 8
2.2 RC obvod . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 9
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5.22 Pětibodová aproximace, krok h = 0, 5 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 59
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Kapitola 1

Úvod

Parciálńı diferenciálńı rovnice (PDR) maj́ı velký význam v r̊uzných oblastech. Tyto rovnice
nab́ıźı uplatněńı v mnoha pr̊umyslových oblastech jako jsou např́ıklad jaderné reaktory,
vesmı́rné projekty, ř́ızeńı dopravy, výroba a distribuce elektrické energie, atd. Soustava
PDR poté slouž́ı jako matematický model, který zachycuje podstatné vlastnosti vytvořených
systémů za účelem jejich popisu, př́ıpadě předpovědi jejich chováńı a ř́ızeńı jejich časového
vývoje. Ćılem diplomové práce je seznámit se s paralelńım numerickým řešeńım parciálńıch
diferenciálńıch rovnic (PDR).

Kapitola 2 slouž́ı k uvedeńı do problematiky obyčejných diferenciálńıch rovnic (ODR).
Podkapitola 2.1 nás stručně seznamuje s možnými metodami řešeńı ODR. Daľśı podka-
pitola 2.2 se zaměřuje zejména na metody jejich řešeńı pomoćı Taylorovy řady. Dále je
zde popsáno, jak lze využ́ıt RC př́ıčkový článek k výpočt̊um člen̊u Taylorova polynomu.
Podkapitola 2.3 se zaměřuje na volitelný řád numerické integračńı metody.

Kapitola 3 pojednává o typech PDR a jejich metodách řešeńı. Podkapitola 3.1 se
zaměřuje na parabolické, hyperbolické a eliptické PDR. V daľśı části (podkapitola 3.2)
je nast́ıněn zp̊usob převodu PDR na ODR.

Kapitola 4 je zaměřena na řešeńı PDR v systému TKSL. Systém TKSL dokáže řešit
pouze ODR. Proto jsou zde vysvětleny principy, jak se jednotlivé typy PDR převád́ı na sou-
stavu ODR. K tomuto účelu se využ́ıvaj́ı n-bodové aproximace (viz podkapitola 4.1). Daľśı
podkapitoly 4.2, 4.3 a 4.4 se věnuj́ı převodu hyperbolických, parabolických a eliptických
PDR na soustavy ODR.

V Kapitole 5 jsou uvedeny r̊uzné metody řešeńı PDR, jedná se o dopřednou, zpětnou
a kombinovanou metodu (viz podkapitoly 5.1, 5.2, 5.3). Všechny tyto metody jsou spjaty
s Taylorovou řadou a je vysvětleno, jakým zp̊usobem je možné řešit PDR právě pomoćı
Taylorovy řady. V textu se konkrétně zaměřujeme na hyperbolickou PDR, která popisuje
kmitáńı struny. V daľśı části (podkapitola 5.4) je vysvětleno, jakým zp̊usobem lze řešit
PDR v systému Matlab, výpočty byly opět inspirovány Taylorovou řadou. Následně se
v podkapitole 5.5 seznamujeme s řešeńım PDR v systému TKSL pro jednotlivé metody.
Daľśı podkapitola (5.6) se věnuje přesnosti výpočtu. Jsou zde analyzovány faktory, které
významným zp̊usobem ovlivňuj́ı přesnost výpočtu, a tedy i kvalitu výsledk̊u. Posledńı část
této kapitoly je zaměřena na časovou náročnost výpočtu, jsou zde srovnány systémy Matlab
a TKSL (viz podkapitola 5.7).

Kapitola 6 se zaměřuje na paralelńı řešeńı PDR. Je zde ukázáno, jakým zp̊usobem
a pomoćı jakých komponent vytvořit př́ıslušné programové schéma pro libovolné parametry
výpočtu (tedy pro libovolný počet řez̊u na struně a pro libovolnou n-bodovou aproximaci).
Také je diskutováno zrychleńı výpočtu, které paralelńı řešeńı přináš́ı.
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Kapitola 7 se věnuje implementaci grafického uživatelského rozhrańı, které je schopno
generovat soustavu ODR, která reprezentuje převáděnou hyperbolickou PDR. Dále je zde
vysvětlen princip výpočtu a spojitosti jednotlivých část́ı aplikace, které se pod́ılej́ı na tvorbě
výsledk̊u.

V závěru práce (kapitola 8) jsou zhodnoceny dosažené výsledky a je nast́ıněna možnost
daľśıho vývoje.
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Kapitola 2

Obyčejné diferenciálńı rovnice

Nejprve se seznámı́me s pojmem diferenciálńı rovnice. Diferenciálńı rovnice (dále DR) je
rovnice, kde neznámou je funkce a rovnice obsahuje i derivaci této funkce. Na začátek
uvád́ıme definici 2.3. Podrobněǰśı informace jsou uvedeny v [6, 3, 11, 10, 8, 7]. Diferenciálńı
rovnice můžeme rozdělit podle derivaćı následovně:

• obyčejné DR (ODR) – obsahuj́ı derivace hledané funkce podle jedné proměnné,

• parciálńı DR (PDR) – obsahuj́ı derivace hledané funkce podle v́ıce proměnných.

Rovnice uvedené v definici 2.3, se nazývaj́ı obyčejné diferenciálńı rovnice.

Definice 2.1. Rovnice ve tvaru F (yn, yn−1, . . . , y′, y, x) = 0 se nazývá diferenciálńı rov-
nice n-tého řádu pro funkci y = y(t). Speciálně je

F (y′, y, t) = 0 nebo y′ = f(t, y)

diferenciálńı rovnićı prvńıho řádu. Řád diferenciálńı rovnice je řád nejvyšš́ı proměnné
hledané funkce y(x).

Rovnice uvedené v definici 3.1 se nazývaj́ı parciálńı diferenciálńı rovnice. Abychom
źıskali jednoznačné řešeńı soustavy, je nutné specifikovat pro každou rovnici počátečńı
podmı́nku.

Definice 2.2. Necht’ x0, y0 ∈ R. Úloha naj́ıt řešeńı DR, které splňuje tzv. počátečńı
podmı́nku

y(x0) = y0,

se nazývá počátečńı úloha. Jej́ım řešeńım je funkce, která splňuje počátečńı podmı́nku a je
na nějakém otevřeném intervalu, obsahuj́ıćım bod x0, řešeńım DR.

2.1 Metody řešeńı diferenciálńıch rovnic

Diferenciálńı rovnice lze řešit:

• analyticky,

• numericky.

V př́ıpadě analytického řešeńı provád́ıme integraci podle pravé strany rovnice. Analytické
řešeńı je ovšem často př́ılǐs výpočetně náročné nebo neńı možné.

Pomoćı numerického řešeńı źıskáváme přibližné řešeńı. Metod pro numerické řešeńı
diferenciálńıch rovnic je několik.
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Metody lze rozdělit na

• jednokrokové,

• v́ıcekrokové.

Jednokrokové metody využ́ıvaj́ı pro výpočet informace pouze z jediného předchoźıho kroku.
Nejjednoduš́ı metodou tohoto typu je Eulerova metoda (jedná se o numerickou metodu
prvńıho řádu). Daľśı metoda je Runge-Kutta řádu 4. Jej́ı výpočet je sice náročný, ale je
vyvážen vyšš́ı přesnost́ı d́ıky vyšš́ımu řádu metody.

U v́ıcekrokových metod využ́ıváme pro výpočet informace z několika předchoźıch krok̊u.
Mezi v́ıcekrokové metody patř́ı např́ıklad Adams-Bashforthovy metody, Adams-Moultonovy
metody a metoda prediktor-korektor.

2.2 ODR řešené pomoćı Taylorovy řady

Nejdř́ıve uvedeme definice pro Taylorovu řadu 2.3 a Taylor̊uv polynom 3.1.

Definice 2.3. Necht’ f je funkce a a nějaký bod z vnitřku definičńıho oboru. Předpokládejme,
že f má derivaci všech vyšš́ıch řád̊u v a. Pak definujeme Taylorovu řadu v a vzorcem

T (x) =
∞∑
k=0

f (k)(a)

k!
(x− a)k.

Definice 2.4. Necht’ funkce f má všechny derivace až po řád n v a. Pak definujeme Tay-
lor̊uv polynom f stupně n se středem a jako

Tn(x) = f(a) + f ′(a)(x−a) +
1

2!
(a)(x−a)2 + · · ·+ 1

n!
f (n)(a)(x−a)n =

n∑
k=0

f (k)(a)

k!
(x−a)k.

2.2.1 RC článek

Při výpočtu člen̊u Taylorova polynomu lze využ́ıt derivačńı RC článek (viz obrázek 2.1).
Tento obvod vznikne vytvořeńım děliče napět́ı jednoduchým spojeńım rezistoru a kon-
denzátoru. Derivačńı RC článek má vlasnost hornofrekvenčńı propusti (horńı propust). To
tedy znamená, že derivačńım článkem projdou pouze složky časově proměnného elektrického
proudu, které maj́ı frekvenci vyšš́ı než je určitá mezńı frekvence.

Obrázek 2.1: RC článek
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Při přechodu elektrického obvodu z jednoho energetického stavu do druhého docháźı
v elektrickém obvodu k přechodnému ději. Přechodné děje nastávaj́ı při náhlých změnách
v elektrickém obvodu, např́ıklad připojeńı či odpojeńı zdroj̊u elektrického napět́ı, zkraty,
odpojeńı některé z větv́ı nebo náhlé změny parametr̊u některých prvk̊u, atd. Prvky v elek-
trických obvodech můžeme rozdělit následovně:

• nesetrvačné prvky,

• setrvačné prvky.

U nesetrvačných prvk̊u jakákoliv změna napět́ı vyvolá okamžitou změnu elektrického proudu.
Mezi tento typ prvk̊u patř́ı rezistory. Naopak setrvačné prvky akumuluj́ı energii a časové
pr̊uběhy jsou spojité. Patř́ı sem kapacitory (časové pr̊uběhy na U a C jsou spojité) a také
induktory (časový pr̊uběh I na L je spojitý).

Př́ıklad 2.1. Mějme následuj́ıćı RC obvod (viz obrázek 2.2). V obvodech, kde se vyskytuj́ı
kapacity, sestavujeme diferenciálńı rovnice pro napět́ı na kapacitě. Chceme zjisit vztah pro
napět́ı u′C .

Obrázek 2.2: RC obvod

Výchoźı vztah pro výpočet bude následuj́ıćı.

u′C =
1

C
i (2.1)

Vyjádř́ıme proud i.

u = uR + uC = Ri + uCi =
u− uC
R

(2.2)

Nyńı dosad́ıme do výchoźıho vztahu u′C = 1
C i a dostáváme ńıže uvedenou rovnici.

u′C =
1

RC
(u− uC) uC(0) = 0 (2.3)

�

Nyńı si ukážeme, jak můžeme vypoč́ıtat členy Taylorovy řady efektivně. Pro ilustraci
využijeme následuj́ıćı př́ıklad 2.2.
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Př́ıklad 2.2. Uvažujme jednoduchou diferenciálńı rocnici

y′ = y y(0) = y0 (2.4)

Naš́ım úkolem je sestavit Taylorovu řadu pro bod y(1) a vyjádřit prvńıch pět člen̊u Taylorovy
řady.

Taylorova řada pro bod y(1) je uvedena ńıže, vycháźıme z definice 2.3.

y(1) = y(0) + hy′(0) +
h2

2!
y′′(0) +

h3

3!
y′′′(0) +

h4

4!
y′′′′(0) (2.5)

Nyńı postupujeme následovně. Prvńı člen Taylorovy řady je y(0). Druhý člen je hy′(0).
V tomto okamžiku ihned dosad́ıme ze zadáńı. T́ım se zbav́ıme derivace a tento člen označ́ıme
jako DY1.

DY 1 = hy′(0) = hy0 (2.6)

Poznamenejme, že dosazovat ihned do zadáńı lze z toho d̊uvodu, že plat́ı následuj́ıćı vztahy.

y′ = y (2.7)

y′′ = y′ (2.8)

y′′′ = y′′ (2.9)

y′′′′ = y′′′ (2.10)

Ve druhém členu Taylorovy řady vid́ıme, že se zde již vyskytuje faktoriál, umocňováńı a také
druhá derivace. Ukážeme si ovšem, že druhý člen lze vypoč́ıtat pouze použit́ım operaćı
násobeńı a děleńı. Druhý člen Taylorovy řady označ́ıme jako DY2. Pro výpočet členu DY2
postač́ı, pokud předchoźı člen DY1 vynásob́ıme zlomkem h

2 :

DY 2 =
h2

2!
y′′(0) (2.11)

DY 2 =
h

2
DY 1 (2.12)

DY 2 =
h

2
hy(0) (2.13)

Pod́ıváme se na rovnici 2.13 a zkontrolujeme, zda opravdu koresponduje s rovnićı 2.11.
V čitateli zlomku źıskáváme skutečně h2. Ve jmenovaleli najdeme č́ıslo 2, což odpov́ıdá,
protože 2! = 2 · 1 = 2. Konečně, celý zlomek je násoben y0, což odpov́ıdá y′′. Třet́ı
člen Taylorovy řady označ́ıme jako DY3. Postupujeme obdobným zp̊usobem a vycháźıme
z předchoźıho členu DY2.

DY 3 =
h3

3!
y′′′(0) (2.14)

DY 3 =
h

3
DY 2 (2.15)

DY 3 =
h

3

(
h

2
hy(0)

)
(2.16)
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Opět je zřejmé, že rovnice 2.16 odpov́ıdá rovnici 2.14. Čitatel obsahuje člen h3, jmenovatel
pak 3! = 3 · 2 · 1 = 6. Celý zlomek je násoben y0, což odpov́ıdá y′′′. Posledńı člen Taylorovy
řady vyjádř́ıme zp̊usobem uvedeným ńıže.

DY 4 =
h4

4!
y′′′′(0) (2.17)

DY 4 =
h

4
DY 3 (2.18)

DY 4 =
h

4

(
h

3

(
h

2
hy(0)

))
(2.19)

�

2.2.2 Př́ıčkový RC článek

Př́ıčkový RC článek je obvod, který je složený z rezistor̊u a kapacit. Př́ıklad př́ıčkového
článku znázorňuje obrázek 2.3. Nı́že uvedené výpočty plat́ı právě pro tento př́ıčkový článek.
Předpokládáme následuj́ıćı hodnoty.

U = 1V

C = 1F

R = 1Ω

h = 0, 1

TMAX = 10

Obrázek 2.3: Př́ıčkový RC článek

Kapacity v obvodu se postupně nab́ıj́ı. Nejdř́ıve se nabije kapacita C1, poté C2, C3 až
C5. Pr̊uběh napět́ı v závislosti na čase může vypadat tak, jak je ukázáno v grafu 2.4. Dle
prvńıho Kirchhoffova zákona o proudech (uzlech) plat́ı rovnice 2.20 až 2.24 uvedené ńıže.
Pro připomenut́ı poznamenáme, že prvńı Kirchhoff̊uv zákon ř́ıká, že v každém bodě (uzlu)
elektrického obvodu plat́ı, že součet proud̊u vstupuj́ıćıch do uzlu se rovná součtu proud̊u
vystupuj́ıćıch z uzlu.

IA = IB + ICA (2.20)

IB = IC + ICB (2.21)

IC = ID + ICC (2.22)

ID = IE + ICD (2.23)

IE = ICE (2.24)
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Obrázek 2.4: Graf závislosti napět́ı na čase na kapacitách

Podle Ohmova zákona vyjádř́ıme vztah pro proud (I).

U = R · I (2.25)

I =
U

R
(2.26)

Nyńı tedy přeṕı̌seme rovnici pro uzel A.

IA = IB + ICA (2.27)

U − UCA
R

=
UCA − UCB

R
+ ICA (2.28)

Pro napět́ı UCA na kapacitě C1 plat́ı vztah znázorněný ńıže.

U ′CA =
I

C
ICA (2.29)

Vı́me, že plat́ı následuj́ıćı rovnice.

ICA = IA − IB (2.30)

Můžeme tedy psát vztah uvedený ńıže.

ICA = IA − IB (2.31)

U ′CA =
I

C
(IA − IB) (2.32)
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Zlomek 1
C vytkneme a proudy IA a IB přeṕı̌seme dle Ohmova zákona I = U

R .

U ′CA =
I

C

(
U − UCA

R
− UCA − UCB

R

)
(2.33)

Vytkneme ještě zlomek 1
R a źıskáme výsledný vztah pro napět́ı na kapacitě C1. Napět́ı

U ′CA(0) v bodě 0 je poté vyjářeno rovnićı uvedenou ńıže.

U ′CA(0) =
I

C

1

R

(
U − 2UCA(0) + UCB(0)

)
(2.34)

Obdobným zp̊usobem můžeme vyjádřit i napět́ı pro ostatńı kapacity C2, C3, C4 a C5.
Počátečńı podmı́nky uvažujeme nulové.

U ′CB(0) =
I

C

1

R

(
UCA(0) − 2UCB(0) + UCC(0)

)
(2.35)

U ′CC(0) =
I

C

1

R

(
UCB(0) − 2UCC(0) + UCD(0)

)
(2.36)

U ′CD(0) =
I

C

1

R

(
UCC(0) − 2UCD(0) + UCE(0)

)
(2.37)

U ′CE(0) =
I

C

1

R

(
UCD(0) − UCE(0)

)
(2.38)

Pro výpočet v bodě 0 jsme využili počátečńı podmı́nky. Pro výpočet v daľśıch bodech již
muśıme využ́ıt Taylorovu řadu. Ukážeme sestaveńı Taylorovy řady pro UCA(1), což odpov́ıdá
simulačńımu času t = h = 0, 1.

UCA(1) = UCA(0) + h · U ′CA(0) +
h2

2!
· U ′′CA(0) +

h3

3!
· U ′′′CA(0) +

h4

4!
· U ′′′′CA(0) (2.39)

Na ukázku vyjádř́ıme prvńıch pět člen̊u Taylorovy řady pro UCA(1). Prvńı člen Taylorovy
řady je UCA(0). Ostatńı členy označ́ıme postupně jako DUCA1(0), DUCA2(0), DUCA3(0),

DUCA4(0). Nejsou zde uvedeny zlomky 1
C ,

1
R , které jsme mohli vidět v rovnićıch 2.34 až

2.38. Je to tak proto, že uvažujeme hodnoty R = 1Ω a C = 1F .

DUCA1(0) = h · U ′CA(0) = h(U − 2UCA(0) + UCB(0)) (2.40)

DUCA2(0) =
h2

2!
· U ′′CA(0) =

h

2
· (0− 2DUCA1(0) +DUCB1(0)) (2.41)

DUCA3(0) =
h3

3!
· U ′′′CA(0) =

h

3
· (0− 2DUCA2(0) +DUCB2(0)) (2.42)

DUCA4(0) =
h4

4!
· U ′′′′CA(0) =

h

4
· (0− 2DUCA3(0) +DUCB4(0)) (2.43)

Máme tedy Taylorovu řadu pro UCA(1). Máme pět uzových bod̊u, což znamená, že pro každý
krok výpočtu sestav́ıme pět Taylorových řad. Je tedy zapotřeb́ı vytvořit i daľśı Taylorovy
řady pro UCB(1), UCC(1), UCD(1) a UCE(1). V rámci výpočtu každé Taylorovy řady muśıme
poč́ıtat jednotlivé členy Taylorovy řady – členy DUCXY, kde X označuje uzel v elektrickém
obvodu, tedy X označuje uzly A až F, ṕısmeno Y označuje pořad́ı členu v Taylorově řadě,
tedy Y ∈ 〈1,∞〉, Y ∈ Z.

Všimněme si, že v rovnici 2.41 již pro výpočet potřebujeme člen DUCB1(0), který ovšem
ještě neznáme. Obdobná situace nastává i v daľśıch rovnićıch 2.42 a 2.43. Z této skutečnosti
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vyplývá, že muśıme při výpočtu postupovat tak, že souběžně źıskávat nejdř́ıve prvńı členy
Taylorových řad, tedy členyDUCA1(0), DUCB1(0), DUCC1(0), DUCD1(0), DUCE1(0). Po-
tom źıskáme současně druhé členy Taylorových řad DUCA2(0), DUCB2(0), DUCC2(0),
DUCD2(0), DUCE2(0), atd. Uvedeme nyńı ostatńı čtyři Taylorovy řady pro UCB(1), UCC(1),
UCD(1) a UCE(1). Pro UCB(1) sestav́ıme ńıže uvedenou Taylorovu řadu.

UCB(1) = UCB(0) + h · U ′CB(0) +
h2

2!
· U ′′CB(0) +

h3

3!
· U ′′′CB(0) +

h4

4!
· U ′′′′CB(0) (2.44)

Výpočet člen̊u Taylorovy řady můžeme vidět ńıže.

DUCB1(0) = h · (UCA(0) − 2UCB(0) + UCC(0)) (2.45)

DUCB2(0) =
h

2
· (DUCA1(0) − 2DUCB1(0) +DUCC1(0)) (2.46)

DUCB3(0) =
h

3
· (DUCA2(0) − 2DUCB2(0) +DUCC2(0)) (2.47)

DUCB4(0) =
h

4
· (DUCA3(0) − 2DUCB3(0) +DUCC3(0)) (2.48)

Taylorovu řadu pro UCC(1) je znázorněna ńıže.

UCC(1) = UCC(0) + h · U ′CC(0) +
h2

2!
· U ′′CC(0) +

h3

3!
· U ′′′CC(0) +

h4

4!
· U ′′′′CC(0) (2.49)

Členy Taylorovy řady jsou vypočteny následuj́ıćım zp̊usobem.

DUCC1(0) = h · (UCB(0) − 2UCC(0) + UCD(0)) (2.50)

DUCC2(0) =
h

2
· (DUCB1(0) − 2DUCC1(0) +DUCD1(0)) (2.51)

DUCC3(0) =
h

3
· (DUCB2(0) − 2DUCC2(0) +DUCD2(0)) (2.52)

DUCC4(0) =
h

4
· (DUCB3(0) − 2DUCC3(0) +DUCD3(0)) (2.53)

Taylorova řada pro UCD(1) má následuj́ıćı tvar.

UCD(1) = UCD(0) + h · U ′CD(0) +
h2

2!
· U ′′CD(0) +

h3

3!
· U ′′′CD(0) +

h4

4!
· U ′′′′CD(0) (2.54)

Členy Taylorovy řady vypočteme pomoćı ńıže uvedených vztah̊u.

DUCD1(0) = h · (UCC(0) − 2UCD(0) + UCE(0)) (2.55)

DUCD2(0) =
h

2
· (DUCC1(0) − 2DUCD1(0) +DUCE1(0)) (2.56)

DUCD3(0) =
h

3
· (DUCC2(0) − 2DUCD2(0) +DUCE2(0)) (2.57)

DUCD4(0) =
h

4
· (DUCC3(0) − 2DUCD3(0) +DUCE3(0)) (2.58)

Následuje Taylorova řada pro UCE(1).

UCE(1) = UCE(0) + h · U ′CE(0) +
h2

2!
· U ′′CE(0) +

h3

3!
· U ′′′CE(0) +

h4

4!
· U ′′′′CE(0) (2.59)
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Členy Taylorovy řady jsou vypočteny ńıže.

DUCE1(0) = h · (UCD(0) − UCE(0)) (2.60)

DUCE2(0) =
h

2
· (DUCD1(0) −DUCE1(0)) (2.61)

DUCE3(0) =
h

3
· (DUCD2(0) −DUCE2(0)) (2.62)

DUCE4(0) =
h

4
· (DUCD3(0) −DUCE3(0)) (2.63)

Taylorova řada je potenciálně nekonečná a proto je tedy nutné stanovit podmı́nky,
kdy bude výpočet ukončen. Podmı́nkou pro ukončeńı výpočtu může být splněńı přesnosti
ε nebo dosažeńı maximálńıho simulačńıho času TMAX. Při výpočtu budeme postupovat
podle algoritmu 2.1:

Algoritmus 2.1. 1. Stanov́ıme přesnost výpočtu ε.

2. Poč́ıtáme k-té aproximace, k ∈ 〈1,∞), k ∈ Z. Źıskáváme aproximaci UCX(k), kde X
označuje uzly A až F . V rámci k-té aproximace postupně poč́ıtáme členy DUCXY,
kde Y ∈ 〈1,∞).

3. Výpočet konč́ı, až je v jednom kroku k splněna přesnost pro všechny nově vypočtené
členy DUCXY. Tedy jakmile plat́ı, že všechny členy |DUCXY | < ε.

4. Posuneme se v simulač́ım čase t = t+ h.

5. Pokud t > TMAX, výpočet konč́ı.

6. Výsledná hodnota pro UCX(k) je suma všech vypočtených člen̊u DUCXY.

Pomoćı tohoto algoritmu źıskáme postupně hodnoty napět́ı na kapacitách C1, C2 až C5

v intervalu 〈t, TMAX〉, s daným krokem h.

2.3 Experimentálńı výpočty

V této podkapitole se zaměř́ıme na simulačńı systém TKSL. Tento systém byl vytvořen
pro testováńı algoritmů, které využ́ıvaj́ı Taylorovu řadu pro řešeńı diferenciálńıch rovnic.
Výpočet prob́ıhá s proměnným integračńım krokem. K dispozici jsou dvě verze. Starš́ı verze
systému nese jméno TKSL/3861. Pro práci s t́ımto systémem je potřeba mı́t nainstalovaný
emulátor DOSBox2. Nověǰśı verźı simulačńıho nástroje TKSL/386 je systém TKSL/C3,
který je napsán v jazyce C++. Oproti starš́ımu systému přináš́ı řadu výhod, např́ıklad: je
možné řešit libovolný počet rovnic, systém TKSL/C je přenositelný, disponuje jednodušš́ı
syntax́ı, lze využ́ıvat v́ıceslovnou aritmetiku a také ho lze začlenit do jiných projekt̊u.

1Vı́ce informaćı na http://www.fit.vutbr.cz/~kunovsky/TKSL/tksl386.html.cs.
2Dostupný zdarma na http://www.dosbox.com/.
3Vı́ce informaćı na http://www.fit.vutbr.cz/~kunovsky/TKSL/tkslc.html.cs.
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2.3.1 Systém TKSL a proměnný integračńı krok

Systém TKSL využ́ıvá pro výpočet volitelný řád numerické integračńı metody. Problema-
tiku si budeme opět vysvětlovat na př́ıčkovém RC článku s pěti kapacitami C1, C2 až C5.
Zdrojový kód můžeme vidět na obrázku 2.5 a vycháźı z rovnic 2.34 až 2.38. Pro zápis
počátečńıch podmı́nek se použ́ıvá znak &. Všechny počátečńı podmı́nky uvažujeme nulové.
Na obrázćıch 2.6, 2.7 a 2.8 jsou vyjádřeny závislosti napět́ı jednotlivých kapacit na čase.

Obrázek 2.5: Zdrojový kód pro př́ıčkový RC článek o pěti kapacitách

Všimněme si ale také žluté schodovité př́ımky v horńı části grafu, která vyjadřuje řád
Taylorovy řady (ORD). Vid́ıme, že na grafu 2.6 v čase t = 0.1 je řád ORD = 12. Na daľśım
grafu 2.7 v čase t = 0.3 je řád ORD = 11. Posledńı graf 2.8 ukazuje, že v čase t = 0.4 je
řád ORD = 10. Řád potřebný pro výpočet člen̊u Taylorovy řady se tedy postupně snižuje.
Prvńı členy potřebuj́ı pro sv̊uj výpočet vyšš́ı řád. Č́ım se nacháźıme na časové ose dál, t́ım
menš́ı řád je pro výpočet člen̊u potřeba.

Řád metody lze ovlivnit v́ıce faktory. Pokud zvýš́ıme integračńı krok h, bude řád Taylo-
rovy řady vyšš́ı. Důvodem je to, že pro dosažeńı stejné přesnosti muśıme využ́ıt v́ıce člen̊u
Taylorovy řady, také potřebujeme deľśı simulačńı čas TMAX. Daľśı situaćı, kdy může doj́ıt
ke zvýšeńı řádu metody je, pokud rozd́ıl mezi napět́ımi U a UCX (napět́ı na kapacitách)
je př́ılǐs velký. Nyńı zkuśıme zvýšit integračńı krok metody, změńıme ve zdrojovém kódu
pro systém TKSL/386 hodnotu konstanty DT. Nastav́ıme tedy DT = 1 (viz obrázek 2.9).
Výsledky můžeme vidět v grafech 2.10 a 2.11. V čase t = 1 je řád ORD = 24, v čase t = 2
potom ORD = 21. Hodnota řádu je tedy výrazně větš́ı, než když jsme poč́ıtali s krokem
DT = 0.1. V daľśıch grafech 2.13 a 2.14 můžeme vidět výstupy pro př́ıpad, kdy zvýš́ıme
řád metody na hodnotu 2, tedy DT = 2 (viz obrázek 2.12). Můžeme si všimnout, že v čase
t = 2 je řád ORD = 35, v čase t = 4 je řád ORD = 29. Opět došlo k výraznému zvýšeńı
řádu metody.

16



Abychom sńıžili řád metody, můžeme se pokusit vhodným zp̊usobem modifikovat al-
goritmus 2.1. Nı́že uvád́ıme nový algoritmus 2.2. Kontrolujeme přesnost ε u každého nově
vypočteného členu DUCXY. Pokud zjist́ıme, že je daný člen |DUCXY | < ε, znamená to,
že př́ırustek je tak malý, že již př́ılǐs neovlivńı výsledek. Tento člen nastav́ıme na hodnotu
0. V daľśıch kroćıch pak neńı zahrnut do výpočt̊u, z̊ustává tedy nulový. Výpočet konč́ı
v př́ıpadě, že všechny členy DUCXY maj́ı nastavenou nulovou hodnotu.

Algoritmus 2.2. 1. Stanov́ıme přesnost výpočtu ε.

2. Poč́ıtáme k-té aproximace, k ∈ 〈1,∞), k ∈ Z. Źıskáváme aproximaci UCX(k), kde X
označuje uzly A až F . V rámci k-té aproximace postupně poč́ıtáme členy DUCXY,
kde Y ∈ 〈1,∞).

3. Pokud je absolutńı hodnota aktuálně poč́ıtaného členu menš́ı než přenost ε,
|DUCXY | < ε, potom hodnota tohoto členu DUCXY = 0. V daľśıch kroćıch s t́ımto
členem neprovád́ıme žádné výpočty.

4. Výpočet konč́ı, pokud všechny členy DUCXY maj́ı nastavenou nulovou hodnotu.

5. Posuneme se v simulač́ım čase t = t+ h.

6. Pokud t > TMAX, výpočet konč́ı.

7. Výsledná hodnota pro UCX(k) je suma všech vypočtených člen̊u DUCXY.

V rámci diplomové práce byl napsán zkušebńı program, který implementuje výše po-
psaný algoritmus. Program je napsán v jazyce C++. Generuje také skripty pro systém
Gnuplot, je tedy možné vytvářet grafické výstupy. Grafy 2.15, 2.16, 2.17, 2.18 a 2.19 uka-
zuj́ı hodnotu řádu ORD v závislosti na čase t pro každou proměnnou – tedy pro proměnné
UCA, UCB až UCE . Oproti grafu 2.6 jsou hodnoty řádu ORD menš́ı.
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Obrázek 2.6: Graf znázorňuj́ıćı řád ORD pro čas t = 0, 1

Obrázek 2.7: Graf znázorňuj́ıćı řád ORD pro čas t = 0, 3
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Obrázek 2.8: Graf znázorňuj́ıćı řád ORD pro čas t = 0, 4

Obrázek 2.9: Zdrojový kód, integračńı krok DT = 1
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Obrázek 2.10: Graf znázorňuj́ıćı hodnotu řádu ORD v závislosti na čase t (DT = 1)

Obrázek 2.11: Graf znázorňuj́ıćı hodnotu řádu ORD v čase t = 2 (DT = 1)
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Obrázek 2.12: Zdrojový kód, integračńı krok DT = 2

Obrázek 2.13: Graf znázorňuj́ıćı hodnotu řádu ORD v čase t = 2 (DT = 2)
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Obrázek 2.14: Graf znázorňuj́ıćı hodnotu řádu ORD v čase t = 4 (DT = 2)

Obrázek 2.15: Graf znázorňuj́ıćı hodnotu řádu ORD v závislosti na čase t pro proměnnou
UCA
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Obrázek 2.16: Graf znázorňuj́ıćı hodnotu řádu ORD v závislosti na čase t pro proměnnou
UCB

Obrázek 2.17: Graf znázorňuj́ıćı hodnotu řádu ORD v závislosti na čase t pro proměnnou
UCC
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Obrázek 2.18: Graf znázorňuj́ıćı hodnotu řádu ORD v závislosti na čase t pro proměnnou
UCD

Obrázek 2.19: Graf znázorňuj́ıćı hodnotu řádu ORD v závislosti na čase t pro proměnnou
UCE
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Kapitola 3

Parciálńı diferenciálńı rovnice

Rovnice uvedené v definici 3.1, se nazývaj́ı parciálńı diferenciálńı rovnice (PDR). Podrobněji
se parciálńımi diferenciálńımi rovnicemi zabývaj́ı publikace [11, 1, 4].

Definice 3.1. Parciálńı diferenciálńı rovnice k-tého řádu je rovnice ve tvaru

F

(
x1, x2, . . . , xn, z,

∂z

∂x1
, . . . ,

∂z

∂xn
,
∂2z

∂x21
,

∂2z

∂x1∂x2
, . . . ,

∂2z

∂x1∂xn
,
∂2z

∂x22
, . . . ,

∂kz

∂xkn

)
= 0

kde z(x1, x2, . . . , xn) je neznámá funkce n proměnných. Řád parciálńı diferenciálńı rovnice
je určen řádem nejvyšš́ı derivace, která se v rovnici vyskytuje.

3.1 Typy parciálńıch diferenciálńıch rovnic

Nyńı se budeme zabývat parciálńımi diferenciálńımi rovnicemi druhého řádu, viz definice
3.2.

Definice 3.2. Rovnice ve tvaru

F

(
x, y, u,

∂u

∂x
,
∂u

∂y
,
∂2u

∂x2
,
∂2u

∂x∂y
,
∂2u

∂y2

)
= 0

se nazývá parciálńı diferenciálńı rovnićı druhého řádu pro neznámou funkci u dvou
proměnných, kde F (x, y, u, p, q, r, s, t) je funkce 8 proměnných.

Pomoćı parciálńıch direrenciálńıch rovnic lze řešit celou řadu technických i fyzikálńıch
problémů. Některé parciálńı diferenciálńı rovnice se proto nazývaj́ı rovnice matematické
fyziky a popisuj́ı některé fyzikálńı děje (v určitém rozsahu a s určitou přesnost́ı). Podle di-
menze prostoru, ve kterém zkoumaný jev prob́ıhá, je neznámou funkce u(x, t), u(x, y, t), u(x, y, z, t),
př́ıpadně pak u(x1, x2, . . . , xN , t) ve vyšš́ıch dimenźıch.

Mezi nejznáměǰśı typy PDR patř́ı:

• Parabolická PDR (difuzńı rovnice) ∂u
∂t = ∂2u

∂x2
,

• Hyperbolická PDR (vlnová rovnice) ∂2u
∂t2

= ∂2u
∂x2

,

• Eliptická PDR (Laplaceova rovnice) ∂2u
∂x2

+ ∂2u
∂y2

= 0.

25



3.1.1 Parabolická PDR

Tato rovnice slouž́ı pro popis přenosu tepla. Máme tepelně izolovanou tyč délky l, jej́ı
pr̊uřez zanedbáme. Tyč je umı́stěna na ose x a jej́ı levý konec lež́ı v počátku souřadnicového
systému. Předpokládáme, že proměnná u = u(x, t) popisuje teplotu tyče v mı́stě x a čase
t. Lze dokázat, že tato funkce splňuje parciálńı diferenciálńı rovnici 3.12.

∂u

∂t
= a2

∂2u

∂x2
+ f(x, t), (x, t) ∈ (0, l)× (0, T ) (3.1)

kde a2 = k
ρc je tepelná difuzivita, k je koeficient tepelné vodivosti, ρ je měrná hmotnost, c

je měrné teplo. Funkce f(x, t) charakterizuje intenzitu vnitřńıch zdroj̊u (např. pokud tyč́ı
procháźı elektrický proud, vyv́ıj́ı se v ńı teplo), T je doba trváńı zkoumaného děje.

Rovnice 3.12 má nekonečně mnoho řešeńı. Aby bylo možné určit teplotu tyče jedno-
značně v libovolném mı́stě a čase, je nutné k rovnici připojit počátečńı podmı́nky. Jednu
počátečńı podmı́nku popisuj́ıćı teplotu tyče na počátku děje a potom dvě okrajové podmı́nky,
které charakterizuj́ı situaci na obou konćıch tyče v pr̊uběhu celého děje. Tyto podmı́nky lze
popsat vzahy:

u(x, 0) = g(x), 0 < x < l, (3.2)

u(0, t) = h1(t), 0 < t < T, (3.3)

u(l, t) = h2(t), 0 < t < T. (3.4)

Podmı́nky 3.2, 3.3 a 3.4 popisuj́ı situaci, kdy levý konec tyče je udržován na teplotě h1,
druhý konec na teplotě h2. Funkce gx popisuje teplotu tyče na počátku děje.

3.1.2 Hyperbolická PDR

Hyperbolická parciálńı diferenciálńı rovnice se často použ́ıvá při popisu š́ı̌reńı vln. Mějme
dokonale pružnou strunu délky l, která je ukotvena na ose x a naṕınána konstantńı silou F.
Kmitáńı popisuje rovnice 3.5.

∂2u

∂t2
= a2

∂2u

∂x2
+ f(x, t), (x, t) ∈ (0, l)× (0, T ) (3.5)

kde a2 = R
ρ , ρ je délková měrná hmotnost struny, F je naṕınaćı śıla a u(x, t) je vertikálńı

výchylka od rovnovážné polohy struny v bodě x a čase t a f(x, t) znamená př́ıpadné daľśı
vněǰśı zat́ıžeńı (např́ıklad gravitace). K rovnici 3.5 doplńıme počátečńı podmı́nky (viz rov-
nice 3.6).

u(x, 0) = g1(x),
∂u

∂t
(x, 0) = g2(x), 0 < x < l (3.6)

Oproti rovnici vedeńı tepla je nutné uvažovat počátečńı výchylku struny a také počátečńı
rychlost struny. Okrajové podmı́nky charakterizuj́ıćı chováńı struny v mı́stech uchyceńı lze
opět popsat vztahy 3.3 a 3.4.

3.1.3 Eliptická PDR

Eliptická parciálńı diferenciálńı rovnice se využ́ıvá v časově stálých modelech. V závislosti
na dimenzi můžeme rovnice vedeńı tepla a vlnovou rovnici vyjádřit ve tvaru 3.7.

∂u

∂t
= a2∆u+ f,

∂2u

∂t2
= a2∆u+ f (3.7)

Symbol ∆ se nazývá Laplace̊uv operátor, který je dán definićı 3.3.
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Definice 3.3. Plat́ı, že obecně v prostoru proměnných x1, . . . , xN má Laplace̊uv operátor
tvar

∆ =
∂2

∂x21
+ · · ·+ ∂2

∂x2N

V př́ıpadě časově stálých model̊u maj́ı rovnice vedeńı tepla a vlnová rovnice formálně
stejný tvar

−∆u = f, (3.8)

kde ∆ je Laplace̊uv operátor a f je funkce proměnných x1, . . . , xn. Rovnice 3.8 se nazývá
Poissonova rovnice. Ve dvourozměrném prostoru, kdy N = 2, můžeme rovnici zapsat ve
tvaru 3.9.

−∂
2u

∂x2
− ∂2u

∂y2
= f(x, y) (3.9)

Zvláštńım př́ıpadem Poissonovy rovnice 3.8 je Laplaceova rovnice.

∆u = 0 (3.10)

Rovnici 3.10 můžeme zapsat ve dvourozměrném prostoru ve tvaru 3.11.

∂2u

∂x2
− ∂2u

∂y2
= 0 (3.11)

3.2 Převod PDR na ODR

Aby bylo možné řešit tyto rovnice systémem TKSL, je nutné soustavu rovnic upravit do
jiného tvaru. Pro řešeńı PDR se využ́ıvaj́ı diferenčńı metody, jejichž základem je aproximace
parciálńıch derivaćı konečnými diferenčńımi pod́ıly. Metoda śıt́ı je výsledkem nahrazeńı
všech parciálńıch derivaćı v rovnici, naproti tomu metoda př́ımek ponechává pouze jednu
spojitou proměnnou (čas) a derivace ostatńıch proměnných jsou nahrazeny diferenčńımi
pod́ıly.

3.2.1 Metoda př́ımek

Tuto metodu lze odvodit z rovnice vedeńı tepla v jednorozměrné ideálńı tyči. Časovou
proměnnou t necháme měnit spojitě a prostorovou proměnnou x diskretizujeme.

∂u

∂t
= a2

∂2u

∂x2
+ f(x, t), (x, t) ∈ (0, l)× (0, T ) (3.12)

Interval 〈0, l〉 muśıme rozdělit na n d́ılk̊u o délce h, viz vztah 3.13.

∆x = h =
L

n
(3.13)

Graficky můžeme tuto skutečnost znázornit obrázkem 3.1. Ve směru osy x budeme parciálńı
derivace nahrazovat v každém diskrétńım bodě (uzlu) pod́ılem konečných diferenćı. Prvńı
parciálńı derivace u = u(x, t) podle x má následuj́ıćı tvar.

∂u(x, t)

∂x
= lim

x→0

u(x+ ∆x, t)− u(x, t)

∆x
(3.14)
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Obrázek 3.1: Princip metody př́ımek

Máme-li interval rozdělený na stejně velké části, potom můžeme pro konečnou hodnotu
x = h stanovit prvńı aproximaci. V př́ıpadě symetrických diferenćı v libovolném bodě
intervalu můžeme psát ńıže uvedený vztah.

∂u(x, t)

∂x

∣∣∣∣
x

≈ u(x+ h/2, t)− u(x− h/2, t)
h

(3.15)

Pro bod x = xi plat́ı následuj́ıćı vztah.

∂u(x, t)

∂x

∣∣∣∣
xi

≈
u(xi+1/2, t)− u(xi−1/2, t)

∆x
≈
ui+1/2(t)− ui−1/2(t)

∆x
(3.16)

Vztah 3.16 lze přepsat do následuj́ıćıho tvaru.

∂u(x, t)

∂x

∣∣∣∣
xi

≈ ui+1(t)− ui−1(t)
2∆x

(3.17)

Pokud využ́ıváme nesymetrické vzorce, potom plat́ı následuj́ıćı vztah.

∂u(x, t)

∂x

∣∣∣∣
xi+1/2

≈ ui+1(t)− ui(t)
∆x

(3.18)

∂u(x, t)

∂x

∣∣∣∣
xi−1/2

≈ ui(t)− ui−1(t)
∆x

(3.19)

Nyńı uvedeme vztahy pro aproximaci vyšš́ıch derivaćı.
Pro 2. parciálńı derivaci plat́ı ńıže uvedený vztah.

∂2u(x, t)

∂x2

∣∣∣∣
xi

≈ ui+1(t)− 2ui(t) + ui−1(t)

(∆x)2
(3.20)

Obdobným zp̊usobem vyjádř́ıme i vztah pro 3. parciálńı derivaci.

∂3u(x, t)

∂x3

∣∣∣∣
xi

≈ ui+2(t)− 3ui+1(t) + 3ui−1(t)− ui−2(t)
2(∆x)3

(3.21)

Pro 4. parciálńı derivaci plat́ı vztah, který je uveden ńıže.

∂4u(x, t)

∂x4

∣∣∣∣
xi

≈ ui+2(t)− 4ui+1(t) + 6ui(t)− 4ui−1(t)− ui−2(t)
2(∆x)4

(3.22)

Pokud potřebujeme vyšš́ı přenost řešeńı, můžeme použ́ıt větš́ı počet př́ımek anebo použ́ıt
vyšš́ı řád diferenčńıho vzorce. U metody př́ımek je vždy nutné se rozhodnout, kterou
proměnnou ponecháme spojitou a kterou naopak budeme diskretizovat. V př́ıpadě rovnic
matematické fyziky je tomu tak, že čas zachováme jako spojitou proměnnou.
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Kapitola 4

Parciálńı diferenciálńı rovnice
v systému TKSL

V této kapitole si ukážeme, jak vytvářet zdrojové texty pro systém TKSL. Ukážeme po-
stupně konkrétńı př́ıklady pro všechny zmı́něné typy PDR, tedy pro parabolickou, hyper-
bolickou i eliptickou PDR. Informace k systému TKSL jsou uvedeny v [9].

4.1 n-bodové aproximace

Tyč bude rozdělena deseti řezy (máme tedy devět část́ı) a využijeme tř́ıbodovou aproxi-
maxi. Tř́ıbodová aproximace znamená, že při určováńı přibližných diferenćı bereme jeden
uzel z levé strany od aktuálńıho bodu a jeden uzel z pravé strany. V př́ıpadě pětibodové
aproximace bereme dva uzly z levé strany od aktuálńıho bodu a dva uzly z pravé strany,
atd. Je ale zapotřeb́ı si uvědomit, že je nutné ve druhém (u1) a předposledńım bodě (u8)
použ́ıt nesymetrické aproximace. Situaci vystihuje obrázek 4.1. Pokud budeme využ́ıvat
pětibodovou aproximaci a budeme poč́ıtat hodnotu v bodě u1, potom nelze využ́ıt syme-
trickou aproximaci, tedy dva body zleva a dva body zprava. Je proto nutné použ́ıt nesy-
metrickou aproximaci, kdy vezmeme pouze jeden bod z levé strany (u0) a pak tři body
ze strany pravé (u2, u3, u4). Obdobně je tomu u předposledńıho bodu (u8), viz 4.2, kdy
naopak vezmeme tři body z levé strany (u5, u6, u7) a jeden bod z pravé strany (u9). Pozna-
menáme, že pokud máme hyperbolickou rovnici a uvažujeme tř́ıbodovou aproximaci, potom
nesymetrické vzorce nevyužijeme. Uvažujme, že máme strunu rozdělenou deseti řezy, které
odpov́ıdaj́ı bod̊um u0 až u10. Potom body u0 u10 jsou body uchyceńı struny a zde je hodnota
nulová. Pomoćı tř́ıbodové aproximace vyjadřujeme body u1 až u9. Pro bod u1 máme tedy
k dispozici jeden bod zleva, což je u0 i bod zprava, což je u2. Pro bod u9 máme k dispozici
zleva bod u8 a zprava bod u10.

Obrázek 4.1: Pětibodová nesymetrická aproximace – bod u1
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Obrázek 4.2: Pětibodová nesymetrická aproximace – bod u8

4.2 Hyperbolická PDR

Hyperbolická parciálńı diferenciálńı rovnice popisuje kmitáńı struny, viz 3.1.2. Grafické
znázorněńı můžeme vidět na obrázku 4.3.

∂2u

∂t2
=
∂2u

∂x2
(4.1)

U tohoto typu PDR je nutné provádět substituci. Pravou stranu rovnice uprav́ıme pomoćı
tř́ıbodové aproximace. Ukážeme si, jak prob́ıhá úprava pro konkrétńı bod u2.

Obrázek 4.3: Kmitaj́ıćı struna – aproximace pro bod u2

Postup při náhradě druhé derivace prob́ıhá následuj́ıćım zp̊usobem.

∂2u

∂x2

∣∣∣∣
2

=
∂u
∂x

∣∣
2
− ∂u

∂x

∣∣
1

∆x
=
u3 − u2

∆x
− u2 − u1

∆x
=
u3 − 2u2 + u1

(∆x)2
(4.2)

Hyperbolickou rovnici můžeme nyńı vyjádřit pomoćı ńıže uvedeného vztahu.

a
∂2u

∂t2

∣∣∣∣
2

=
1

(∆x)2
(u3 − 2u2 + u1) k =

1

a(∆x)2
(4.3)

Náhrada prvńı derivace se provede za pomoćı vztahu uvedeného ńıže.

∂u

∂x

∣∣∣∣
2

≈ ∆u

∆x

∣∣∣∣
2

=
u2 − u1

∆x

∂u

∂x

∣∣∣∣
1

≈ u2 − u1
∆x

(4.4)

Pravou stranu rovnice nyńı převedeme pomoćı přibližných diferenćı.

∂2u

∂x2

∣∣∣∣
2

= k(u1 − 2u2 + u3) (4.5)

Celková podoba rovnice je uvedena ńıže.

∂2u

∂t2
= k(u1 − 2u2 + u3) (4.6)

Nyńı již máme derivaci pouze podle jedné proměnné, můžeme tedy rovnici upravit na
následuj́ıćı tvar.

d2u

dt2
= k(u1 − 2u2 + u3) (4.7)

u′′2 = k(u3 − 2u2 + u1) (4.8)

30



Systém TKSL ovšem dokáže řešit pouze diferenciálńı rovnice prvńıho řádu. Proto je nyńı
potřeba zavést substituci, d́ıky které źıskáme dvě rovnice prvńıho řádu.

u′2 = v2 (4.9)

v′2 = k(u3 − 2u2 + u1) (4.10)

Obdobně lze samozřejmě aproximovat i daľśı body. Kompletńı zdrojový kód je uveden
ńıže. Body u0 a u10 jsou nastaveny na nulu, protože se jedná o body, ve kterých je struna
ukotvena. V bodech u1 až u9 prob́ıhá výpočet tak, že bereme jeden bod z levé strany a jeden
bod ze strany pravé. Výpočet pro body u1, u2 a u3 je znázorněn na obrázćıch 4.4, 4.5 a 4.6.

var u0, u1, u2, u3, u4, u5, u6, u7, u8, u9, u10,

v1, v2, v3, v4, v5, v6, v7, v8, v9;

Const

PR= 10,

eps=1e-20,

A= PR*PR,

tmax=20,

dt=0.1,

PI= 3.1415926535897932385;

System

u0= 0;

u10= 0;

v1’= A* (u0-2*u1+u2) &Sin(PI*1/PR);

v2’= A* (u1-2*u2+u3) &Sin(PI*2/PR);

v3’= A* (u2-2*u3+u4) &Sin(PI*3/PR);

v4’= A* (u3-2*u4+u5) &Sin(PI*4/PR);

v5’= A* (u4-2*u5+u6) &Sin(PI*5/PR);

v6’= A* (u5-2*u6+u7) &Sin(PI*6/PR);

v7’= A* (u6-2*u7+u8) &Sin(PI*7/PR);

v8’= A* (u7-2*u8+u9) &Sin(PI*8/PR);

v9’= A* (u8-2*u9+u10) &Sin(PI*9/PR);

u1’= v1 &0;

u2’= v2 &0;

u3’= v3 &0;

u4’= v4 &0;

u5’= v5 &0;

u6’= v6 &0;

u7’= v7 &0;

u8’= v8 &0;

u9’= v9 &0;

SysEnd.
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Obrázek 4.4: Tř́ıbodová aproximace – bod u1

Obrázek 4.5: Tř́ıbodová aproximace – bod u2

Obrázek 4.6: Tř́ıbodová aproximace – bod u3

4.3 Parabolická PDR

Jak již bylo řečeno v podkapitole (3.1.1), parabolická PDR popisuje vedeńı tepla v tenké
izolované tyči.

∂u

∂t
=
∂2u

∂x2
(4.11)

Budeme použ́ıvat tř́ıbodovou aproximaci. U tohoto typu PDR nepotřebujeme zavádět žádné
substituce, př́ımo źıskáme diferenciálńı rovnici prvńıho řádu. Diferenčńı výraz na pravé
straně rovnice pouze nahrad́ıme přibližnými diferencemi, jak jsme již ukázali v předchoźı
podkapitole 4.2.

var u0, u1, u2, u3, u4, u5, u6, u7, u8, u9, u10;

System

u0=0;

u10=0;

u1’=(u0-2*u1+u2) &0;

u2’=(u1-2*u2+u3) &0;

u3’=(u2-2*u3+u4) &0

u4’=(u3-2*u4+u5) &0;

u5’=(u4-2*u5+u6) &0;

u6’=(u5-2*u6+u7) &0;
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u7’=(u6-2*u7+u8) &0;

u8’=(u7-2*u8+u9) &0;

u9’=(u8-2*u9+u10) &0;

Sysend.

4.4 Eliptická PDR

Eliptická parciálńı diferenciálńı rovnice má následuj́ıćı tvar (viz 3.1.3).

∂2u

∂x2
+
∂2u

∂y2
= 0 (4.12)

Zde plat́ı, že muśıme nahradit derivace ve směru osy x i y. Situaci si můžeme představit
jako dvourozměrnou śıt’, viz obrázek 4.7.

Obrázek 4.7: Náhrada derivaćı ve směru osy x i y

Muśıme tedy pomoćı přibližných diferenćı nahradit levou i pravou stranu rovnice. Ukážeme
konkrétńı situaci, kdy chceme aproximovat hodnotu v boděA22 a budeme využ́ıvat tř́ıbodovou
aproximaci. Začněme levou stranou. Zde budeme nahrazovat ve směru osy x, při sestavováńı
rovnic pro poměrové diference tedy bereme jeden prvek z levé strany (A21) a jeden prvek
z pravé strany (A23). Na pravé straně prob́ıhá nahrazováńı ve směru osy y, bereme tedy
jeden prvek shora (A12) a jeden zespodu (A32). Situaci znázorňuje obrázek 4.8.

Pro levou stranu rovnice provedeme náhradu pomoćı přibližných diferenćı následovně.

∂2u

∂x2

∣∣∣∣
22

≈ A21 − 2A22 +A23

(∆x)2
(4.13)

Pro pravou stranu rovnice postupujeme podobným zp̊usobem.

∂2u

∂y2

∣∣∣∣
22

≈ A12 − 2A22 +A32

(∆y)2
(4.14)

Celkově dostáváme ńıže uvedený vztah.

∂2u

∂x2
+
∂2u

∂y2
≈ k(A21 +A23 +A12 +A32 − 4A22) = 0 (4.15)
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Obrázek 4.8: Náhrada derivaćı pro bod A22

Nyńı můžeme źıskat rovnici pro prvek A22.

A22 =
A21 +A23 +A12 +A32

4
(4.16)

Tuto rovnici dáme přeṕı̌seme na tvar, který je uvedený ńıže.

u21 + u23 + u12 + u32 − 4u22 = 0 (4.17)

Analogicky bychom postupovali i pro daľśı uzly śıtě. Źıskali bychom tedy soustavu lineárńıch
algebraických rovnic (SLAR). Pro výpočty v systému TKSL je ovšem nutné tuto SLAR
transformovat na soustavu diferenciálńıch rovnic (SDR). Po převodu dostaneme následuj́ıćı
rovnici, která je již vhodná pro řešeńı pomoćı TKSL.

u21 + u23 + u12 + u32 − 4u22 = u′22 (4.18)
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Kapitola 5

Metody řešeńı PDR

V této kapitole si ukážeme, jakými metodami lze řešit parciálńı diferenciálńı rovnice, bude se
jednat o dopřednou metodu, zpětnou metodu a kombinovanou metodu. Setkáme se zde opět
s Taylorovou řadou (dále TŘ) a vysvětĺıme si, jak pomoćı ńı lze numericky řešit parciálńı
diferenciálńı rovnice. Bližš́ı informace k dané problematice lze naj́ıt v publikaćıch [2]. Pro
lepš́ı pochopeńı problematiky, týkaj́ıćı se Taylorovy řady a v́ıcebodových aproximaćı, si
ukážeme následuj́ıćı př́ıklad.

Př́ıklad 5.1. Vı́me, že bod u0 = 0 a chceme źıskat hodnoty (např́ıklad hodnoty napět́ı)
v bodech u1, u2, u3 a u4. Výpočet budeme provádět s daným krokem h. Úlohu budeme nejdř́ıve
řešit klasickou TŘ (viz obrázek 5.1) a poté TŘ pro pětibodovou aproximaci (viz obrázek 5.2).

Obrázek 5.1: Výpočet pomoćı klasické TŘ

Obrázek 5.2: Výpočet pomoćı TŘ pro pětibodovou aproximaci
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Pokud bychom tuto úlohu řešili klasickou Taylorovou řadou, potom bychom źıskali tyto
rovnice. Pro jednoduchost uvažujeme jen prvńıch pět člen̊u Taylorovy řady.

u1 = u0 + hu′0 +
h2

2!
u′′0 +

h3

3!
u′′′0 +

h4

4!
u′′′′0 (5.1)

u2 = u1 + hu′1 +
h2

2!
u′′1 +

h3

3!
u′′′1 +

h4

4!
u′′′′1 (5.2)

u3 = u2 + hu′2 +
h2

2!
u′′2 +

h3

3!
u′′′2 +

h4

4!
u′′′′2 (5.3)

u4 = u3 + hu′3 +
h2

2!
u′′3 +

h3

3!
u′′′3 +

h4

4!
u′′′′3 (5.4)

Nyńı si ukážeme, jak lze řešit zadanou úlohu pomoćı v́ıcebodové (v tomto př́ıpadě pětibodové)
aproximace. Opět využijeme Taylorovu řadu.

u1 = u0 + hu′0 +
h2

2!
u′′0 +

h3

3!
u′′′0 +

h4

4!
u′′′′0 (5.5)

u2 = u0 + 2hu′0 +
2h2

2!
u′′0 +

2h3

3!
u′′′0 +

2h4

4!
u′′′′0 (5.6)

u3 = u0 + 3hu′0 +
3h2

2!
u′′0 +

3h3

3!
u′′′0 +

3h4

4!
u′′′′0 (5.7)

u4 = u0 + 4hu′0 +
4h2

2!
u′′0 +

4h3

3!
u′′′0 +

4h4

4!
u′′′′0 (5.8)

�

Srovnáme nyńı klasickou TŘ s TŘ pro pětibodovou aproximaci. U klasické TŘ (rovnice
5.1 až 5.4) je jasně vidět, že při výpočtu daľśıch bod̊u uvažujeme vždy předcházej́ıćı bod.
Např́ıklad pokud poč́ıtáme hodnotu v bodě u1, vycháźıme z bodu u0, při výpočtu hod-
noty v bodě u2 vycháźıme z bodu u1, atd. Krok h tedy z̊ustává stále stejný, protože pro
výpočet v daném bodě uvažujeme vždy hodnotu bezprostředně předchoźı. Pomoćı klasické
TŘ źıskáváme postupně hodnoty prvńıch derivaćı pro zadané body u1, u2, u3, u4. U TŘ pro
pětibodovou aproximaci (rovnice 5.5 až 5.8) si můžeme všimnout hned několika odlǐsnost́ı.
Pomoćı této modifikace TŘ źıskáváme prvńı (rovnice 5.5), druhou (rovnice 5.6), třet́ı (rov-
nice 5.7) a čtvrtou (rovnice 5.8) derivaci v bodě u0. V rovnićıch neustále vycháźıme z bodu
u0. Z toho plyne daľśı odlǐsnost – krok h zde neńı konstantńı, ale postupně se zvětšuje.
Krok h tedy nabývá postupně hodnot h, 2h, 3h, 4h. Nejd̊uležitěǰśı je, že dostáváme soustavu
rovnic (n − 1) × (n − 1), kde n označuje, kolikabodovou aproximaci použ́ıváme. V našem
př́ıpadě źıskáme soustavu rovnic o rozměrech 4× 4.

Rovnice 5.5 až 5.8 můžeme přepsat následuj́ıćım zp̊usobem. Známou proměnnou u0
přesuneme na levou stranu rovnice a zároveň jednotlivé členy TŘ ve tvaru hi

i! u
(i), i ∈ 〈1; 4〉

označ́ıme postupně DY 1, DY 2, DY 3 a DY 4.

u1 − u0 = DY 1 +DY 2 +DY 3 +DY 4 (5.9)

u2 − u0 = 2DY 1 + 22DY 2 + 23DY 3 + 24DY 4 (5.10)

u3 − u0 = 3DY 1 + 32DY 2 + 33DY 3 + 34DY 4 (5.11)

u4 − u0 = 4DY 1 + 42DY 2 + 43DY 3 + 44DY 4 (5.12)
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Výše uvedené rovnice lze přepsat do maticového zápisu.
u1 − u0
u2 − u0
u3 − u0
u4 − u0

 =


1 12 13 14

2 22 23 24

3 32 33 34

4 42 43 44

 ·


DY 1
DY 2
DY 3
DY 4

 (5.13)

Nyńı chceme źıskat hodnoty neznámých DY 1, DY 2, DY 3 a DY 4. Pro jejich výpočet plat́ı
tato rovnice v maticovém zápisu.

DY 1
DY 2
DY 3
DY 4

 =


1 12 13 14

2 22 23 24

3 32 33 34

4 42 43 44


−1

·


u1 − u0
u2 − u0
u3 − u0
u4 − u0

 (5.14)

Pokud nyńı chceme źıskat hodnoty derivaćı u′0, u
′′
0, u
′′′
0 a u′′′′0 , muśıme je vyjádřit následovně.

u′0 =
DU1

h
(5.15)

u′′0 =
DU2
h2

2!

(5.16)

u′′′0 =
DU3
h3

3!

(5.17)

u′′′′0 =
DU4
h4

4!

(5.18)

5.1 Dopředná metoda

Pod́ıváme se bĺıže na prvńı metodu řešeńı parciálńıch diferenciálńıch rovnic. Princip metody
spoč́ıvá v tom, že pro výpočet derivace v daném bodě použ́ıváme výhradně body následuj́ıćı
od aktuálńıho bodu výpočtu. Metodu budeme ilustrovat na př́ıkladu 5.2. Ještě si zavedeme
některé konvence které budeme využ́ıvat i u daľśıch metod. Matice A bude reprezentovat
matici koeficient̊u. Jedná se koeficienty, které jsme źıskali ze zápisu pomoćı Taylorovy řady.
Dále zavád́ıme vektor ~b. Tento vektor reprezentuje hodnoty rozd́ıl̊u známých vzork̊u.

Definice 5.1. Mějme vzorky f−l, . . . , f−1, f0, f1, fk v časech −lh, . . . ,−h, 0, . . . , kh, n =
l + k + 1. Potom je možné použ́ıt Taylor̊uv polynom:

∀i ∈ −l,−l + 1, . . . ,−1, 0, 1, . . . , k − 1, k : fi = f0 +

n∑
m=1

imhm

m!
f (m)(0). (5.19)

Výše uvedený vztah lze zapsat v maticové podobě.

~b =



f−l − f0
f−l+1 − f0

. . .
f−1 − f0
f1 − f0
. . .

fk−1 − f0
fk − f0


(5.20)
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A =



(−l)1 (−l)2 . . . (−l)n
(−l + 1)1 (−l + 1)2 . . . (−l + 1)n

. . . . . . . . . . . .
(−1)1 (−1)2 . . . (−1)n

(1)1 (1)2 . . . (1)n

. . . . . . . . . . . .
(k − 1)1 (k − 1)2 . . . (k − 1)n

(k)1 (k)2 . . . (k)n


(5.21)

Př́ıklad 5.2. Uvažujme strunu, která bude rozdělena řezy u0 až u10. Našim úkolem je sesta-
vit Taylorovy řady pro prvńı tři body u0, u1, u2. Budeme uvažovat pětibodovou aproximaci.

Při výpočtech postupujeme od začátku struny (bod u0) směrem ke konci (bod u10).
Situaci na struně ilustruj́ı obrázky 5.3, 5.4 a 5.5. Červeně označený bod je bod, ve kterém
aktuálně poč́ıtáme hodnoty derivaćı. Zeleně jsou zvýrazněny body, které použ́ıváme při
výpočtu pomoćı dopředné metody. Body, které v aktuálńım kroku výpočtu neuvažujeme,
jsou označeny černě. Důležité je si uvědomit, že v každém bodě sestavujeme v́ıce rovnic,
tedy v́ıce Taylorových řad. Pro počet rovnic plat́ı, že pokud máme n-bodovou aproximaci,
potom počet sestavovaných Taylorových řad v každém budě bude roven n− 1. My jsme se
rozhodli využ́ıt pětibodovou aproximaci, pro každý bod na struně budeme tedy sestavovat
čtyři Taylorovy řady. Z toho plyne, že v každém bodě jsme tedy schopni zjistit prvńı,
druhou, třet́ı i čtvrtou derivaci aktuálně poč́ıtaného bodu.

Taylorovy řady pro bod u0 maj́ı následuj́ıćı tvar, situaci vystihuje obrázek 5.3. Aktuálńım
bodem výpočtu je tedy bod u0 označený červeně. V př́ıpadě dopředné metody a pětibodové
aproximace tedy bereme čtyři následuj́ıćı body na struně. Jedná se o zeleně vyznačené body
u1, u2, u3, u4.

u1 = u0 + hu′0 +
h2

2!
u′′0 +

h3

3!
u′′′0 +

h4

4!
u′′′′0 (5.22)

u2 = u0 + 2hu′0 +
2h2

2!
u′′0 +

2h3

3!
u′′′0 +

2h4

4!
u′′′′0 (5.23)

u3 = u0 + 3hu′0 +
3h2

2!
u′′0 +

3h3

3!
u′′′0 +

3h4

4!
u′′′′0 (5.24)

u4 = u0 + 4hu′0 +
4h2

2!
u′′0 +

4h3

3!
u′′′0 +

4h4

4!
u′′′′0 (5.25)

Dále uvedeme Taylorovy řady pro bod u1. K těmto rovnićım se váže obrázek 5.4. Analo-
gicky postupujeme dále. Aktuálńım bodem se nyńı stává bod u1, pro výpočet opět vezmeme
čtyři následuj́ıćı body u2, u3, u4, u5.

u2 = u1 + hu′1 +
h2

2!
u′′1 +

h3

3!
u′′′1 +

h4

4!
u′′′′1 (5.26)

u3 = u1 + 2hu′1 +
2h2

2!
u′′1 +

2h3

3!
u′′′1 +

2h4

4!
u′′′′1 (5.27)

u4 = u1 + 3hu′1 +
3h2

2!
u′′1 +

3h3

3!
u′′′1 +

3h4

4!
u′′′′1 (5.28)

u5 = u1 + 4hu′1 +
4h2

2!
u′′1 +

4h3

3!
u′′′1 +

4h4

4!
u′′′′1 (5.29)
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Obrázek 5.3: Dopředná metoda – bod u0

Obrázek 5.4: Dopředná metoda – bod u1

Obrázek 5.5: Dopředná metoda – bod u2
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Následuj́ı Taylorovy řady pro bod u2. Situace je zobrazena na obázku 5.5. V posledńım
kroku, který si zde ukážeme, je aktuálńı bod u2 a následuj́ıćı body jsou u3, u4, u5 a u6.

u3 = u2 + hu′2 +
h2

2!
u′′2 +

h3

3!
u′′′2 +

h4

4!
u′′′′2 (5.30)

u4 = u2 + 2hu′2 +
2h2

2!
u′′2 +

2h3

3!
u′′′2 +

2h4

4!
u′′′′2 (5.31)

u5 = u2 + 3hu′2 +
3h2

2!
u′′2 +

3h3

3!
u′′′2 +

3h4

4!
u′′′′2 (5.32)

u6 = u2 + 4hu′2 +
4h2

2!
u′′2 +

4h3

3!
u′′′2 +

4h4

4!
u′′′′2 (5.33)

Obdobným zp̊usobem lze samozřejmě postupovat dále. Pokud se dostaneme do situace,
kdy již nemáme na pravé straně dostatek bod̊u pro výpočet, lze zvolit jednu z následuj́ıćıch
možnost́ı. Bud’ výpočet ukonč́ıme, protože k dispozici nemáme daľśı body (viz obrázek 5.6)
anebo můžeme pro výpočet použ́ıt daľśı body za koncovým bodem u10 (viz obrázek 5.7).

Obrázek 5.6: Dopředná metoda – nedostatek bod̊u pro daľśı výpočet

Obrázek 5.7: Dopředná metoda – daľśı bod u11

�

5.2 Zpětná metoda

Představ́ıme si nyńı druhou metodu řešeńı parciálńıch diferenciálńıch rovnic. Tato metoda
je obdobou dopředné metody, kterou jsme si ukázali výše. Modifikace spoč́ıvá v tom, že při
výpočtu postupujeme opačným směrem. Pro výpočet derivaćı v daném bodě se využ́ıvaj́ı
předchoźı body od aktuálńıho bodu výpočtu. Pro snazš́ı pochopeńı začneme opět př́ıkladem
(viz př́ıklad 5.3). Všimněme si, že postupujeme od konce struny (bod u10) směrem k začátku
(bod u0).

Př́ıklad 5.3. Uvažujme strunu, která bude rozdělena opět řezy u0 až u10. Úkolem bude
sestavit Taylorovy řady pro posledńı tři body u10, u9, u8, použ́ıváme pětibodovou aproximaci.

Pro ilustraci uvád́ıme obrázky 5.8, 5.9 a 5.10. V každém bodě výpočtu sestavujeme v́ıce
Taylorových řad. Opět si ukážeme Taylorovy řady pro pětibodovou aproximaci. Významnou
odlǐsnost́ı je ovšem to, že se pohybujeme po struně se záporným krokem −h.
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Taylorovy řady pro bod u10 maj́ı následuj́ıćı tvar, situaci pro bod u10 vystihuje obrázek
5.8. Aktuálně poč́ıtaný bod u10 je znázorněn červeně. V př́ıpadě zpětné metody využ́ıváme
k aproximaci derivaćı předcházej́ıćı body u9, u8, u7, u6, které jsou znázorněny zeleně. Kv̊uli
tomu, že postupujeme se záporným krokem −h, znaménka před jednotlivými členy Taylo-
rových řad alternuj́ı.

u9 = u10 + (−h)u′10 +
(−h)2

2!
u′′10 +

(−h)3

3!
u′′′10 +

(−h)4

4!
u′′′′10 (5.34)

u8 = u10 + (−2h)u′10 +
(−2h)2

2!
u′′10 +

(−2h)3

3!
u′′′10 +

(−2h)4

4!
u′′′′10 (5.35)

u7 = u10 + (−3h)u′10 +
(−3h)2

2!
u′′10 +

(−3h)3

3!
u′′′10 +

(−3h)4

4!
u′′′′10 (5.36)

u6 = u10 + (−4h)u′10 +
(−4h)2

2!
u′′10 +

(−4h)3

3!
u′′′10 +

(−4h)4

4!
u′′′′10 (5.37)

Nyńı přistouṕıme k bodu u9. K aproximaci derivaćı využ́ıváme v tomto př́ıpadě body
u8, u7, u6 a u5. Pro lepš́ı představu uvád́ıme obrázek 5.9. Taylorovy řady sestav́ıme následovně.

u8 = u9 + (−h)u′9 +
(−h)2

2!
u′′9 +

(−h)3

3!
u′′′9 +

(−h)4

4!
u′′′′9 (5.38)

u7 = u9 + (−2h)u′9 +
(−2h)2

2!
u′′9 +

(−2h)3

3!
u′′′9 +

(−2h)4

4!
u′′′′9 (5.39)

u6 = u9 + (−3h)u′9 +
(−3h)2

2!
u′′9 +

(−3h)3

3!
u′′′9 +

(−3h)4

4!
u′′′′9 (5.40)

u5 = u9 + (−4h)u′9 +
(−4h)2

2!
u′′9 +

(−4h)3

3!
u′′′9 +

(−4h)4

4!
u′′′′9 (5.41)

Na závěr uvád́ıme Taylorovy řady pro bod u8, vše ukazuje obrázek 5.10. Obdobným zp̊usobem
můžeme postupovat dále. Podobně jako u dopředné metody zde plat́ı, že v př́ıpadě nedo-
statku bod̊u z levé strany můžeme bud’ výpočet ukončit nebo uvažovat pro výpočet i daľśı
body před bodem u0.

u7 = u8 + (−h)u′8 +
(−h)2

2!
u′′8 +

(−h)3

3!
u′′′8 +

(−h)4

4!
u′′′′8 (5.42)

u6 = u8 + (−2h)u′8 +
(−2h)2

2!
u′′8 +

(−2h)3

3!
u′′′8 +

(−2h)4

4!
u′′′′8 (5.43)

u5 = u8 + (−3h)u′8 +
(−3h)2

2!
u′′8 +

(−3h)3

3!
u′′′8 +

(−3h)4

4!
u′′′′8 (5.44)

u4 = u8 + (−4h)u′8 +
(−4h)2

2!
u′′8 +

(−4h)3

3!
u′′′8 +

(−4h)4

4!
u′′′′8 (5.45)

�
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Obrázek 5.8: Zpětná metoda – bod u10

Obrázek 5.9: Zpětná metoda – bod u9

Obrázek 5.10: Zpětná metoda – bod u8
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5.3 Kombinovaná metoda

Třet́ı metodou řešeńı PDR je kombinovaná metoda. Jak již název napov́ıdá, bude se jednat
o kombinaci předchoźıch dvou metod. Kombinovaná metoda využ́ıvá principu symetrických
i nesymetrických diferenćı. Pro symetrické diference to znamená, že pro výpočet využ́ıváme
stejný počet bod̊u z levé i pravé strany od aktuálńıho bodu výpočtu. Změna ovšem nastává
v okoĺı počátečńıho a koncového bodu struny, kde muśıme využ́ıt nesymetrické diference.
Představme si, že chceme provádět výpočet pomoćı pětibodové aproximace. Kombinovaná
metoda tedy znamená, že k výpočtu derivaćı v daném bodě budeme využ́ıvat dva body
z levé strany a dva body ze strany pravé. Pokud se ovšem nacháźıme na počátku struny
(bod u0), potom na levé straně od tohoto bodu nemáme daľśı body k dispozici. V tomto
př́ıpadě bude výpočet prob́ıhat pomoćı Dopředné metody a budeme použ́ıvat čtyři body
z pravé strany – body u1, u2, u3, u4 (viz obrázek 5.11). Důležité je si také uvědomit, že
pokud bereme body pro výpočet z pravé strany, je krok h kladný, pokud použ́ıváme body
ze strany levé, krok je −h, tedy záporný.

Pod́ıváme se, jak bude vypadat výpočet v bodě u1. Nyńı máme k dispozici z levé strany
bod u0 a z pravé strany je nutné vźıt body u2, u3, u4. Daľśım bodem je bod u2, ve kterém
můžeme konečně využ́ıvat symetrické diference. Pro výpočet použijeme dva body z levé
strany (body u0, u1) a dva body z pravé strany (body u3, u4). Obdobně tomu bude pro
bod u3. Z levé strany využijeme body u1, u2, z pravé strany potom body u4, u5. Změna
nastane v bodě u9, kde je nutné vźıt tři body z levé strany (body u6, u7, u8). Z pravé strany
pro výpočet použijeme pouze bod u10. Pro posledńı bod u10 použijeme Zpětnou metodu
(viz obrázek 5.8), budeme tedy použ́ıvat pouze body z levé strany od aktuálně poč́ıtaného
bodu (body u9, u8, u7, u6). Obrázek 5.12 ukazuje zp̊usob výpočtu v bodě u1, obrázek 5.13
znázorňuje výpočet v bodě u2 (symetrický vzorec), konečně obrázek 5.14 ilustruje situaci
v bodě u9.

Nyńı si ukážeme, jak se sestavuj́ı Taylorovy řady pro kombinovanou metodu. Začneme
Taylorovou řadou pro bod u0, což odpov́ıdá dopředné metodě.

u1 = u0 + hu′0 +
h2

2!
u′′0 +

h3

3!
u′′′0 +

h4

4!
u′′′′0 (5.46)

u2 = u0 + 2hu′0 +
2h2

2!
u′′0 +

2h3

3!
u′′′0 +

2h4

4!
u′′′′0 (5.47)

u3 = u0 + 3hu′0 +
3h2

2!
u′′0 +

3h3

3!
u′′′0 +

3h4

4!
u′′′′0 (5.48)

u4 = u0 + 4hu′0 +
4h2

2!
u′′0 +

4h3

3!
u′′′0 +

4h4

4!
u′′′′0 (5.49)

Pro bod u1 již muśıme využ́ıt nesymetrické diference. Všimněmě si, že u posledńı uvedené
Taylorovy řady (viz 5.53) použ́ıváme krok −h, protože bod u0 se od aktuálńıho bodu
výpočtu u1 nacháźı nalevo.

u2 = u1 + hu′1 +
h2

2!
u′′1 +

h3

3!
u′′′1 +

h4

4!
u′′′′1 (5.50)

u3 = u1 + 2hu′1 +
2h2

2!
u′′1 +

2h3

3!
u′′′1 +

2h4

4!
u′′′′1 (5.51)

u4 = u1 + 3hu′1 +
3h2

2!
u′′1 +

3h3

3!
u′′′1 +

3h4

4!
u′′′′1 (5.52)

u0 = u1 + (−h)u′1 +
(−h)2

2!
u′′1 +

(−h)3

3!
u′′′1 +

(−h)4

4!
u′′′′1 (5.53)
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Obrázek 5.11: Kombinovaná metoda – bod u0

Obrázek 5.12: Kombinovaná metoda – bod u1

Obrázek 5.13: Kombinovaná metoda – bod u2

Obrázek 5.14: Kombinovaná metoda – bod u9
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Přejdeme k bodu u2, ve kterém využijeme symetrické diference. Zde bude tvar Taylorových
řad takový, že dvě z nich budou postupovat s krokem h (viz 5.54 a 5.55) a daľśı dvě s krokem
−h (viz 5.56 a 5.57).

u3 = u2 + hu′2 +
h2

2!
u′′2 +

h3

3!
u′′′2 +

h4

4!
u′′′′2 (5.54)

u4 = u2 + 2hu′2 +
2h2

2!
u′′2 +

2h3

3!
u′′′2 +

2h4

4!
u′′′′2 (5.55)

u1 = u2 + (−h)u′2 +
(−h)2

2!
u′′2 +

(−h)3

3!
u′′′2 +

(−h)4

4!
u′′′′2 (5.56)

u0 = u2 + (−2h)u′2 +
(−2h)2

2!
u′′2 +

(−2h)3

3!
u′′′2 +

(−2h)4

4!
u′′′′2 (5.57)

Taylorovy řady pro body u3 až u8 by se sestavovaly stejným zp̊usobem, jako Taylorovy
řady pro výše uvedený bod u2. Přesuneme se nyńı do bodu u9, kde budeme, podobně jako
v bodě u1, využ́ıvat nesymetrické diference. Body u6, u7, u8 se nacháźı nalevo od aktuálńıho
bodu u9. Proto zde najdeme tři Taylorovy řady s krokem −h (viz 5.59, 5.60, 5.61), posledńı
bod u10 se nacháźı na pravé straně, takže postupujeme s krokem h (viz 5.58).

u10 = u9 + hu′9 +
h2

2!
u′′9 +

h3

3!
u′′′9 +

h4

4!
u′′′′9 (5.58)

u8 = u9 + (−h)u′9 +
(−h)2

2!
u′′9 +

(−h)3

3!
u′′′9 +

(−h)4

4!
u′′′′9 (5.59)

u7 = u9 + (−2h)hu′9 +
(−2h)h2

2!
u′′9 +

(−2h)3

3!
u′′′9 +

(−2h)4

4!
u′′′′9 (5.60)

u6 = u9 + (−3h)u′9 +
(−3h)2

2!
u′′9 +

(−3h)3

3!
u′′′9 +

(−3h)4

4!
u′′′′9 (5.61)

Na závěr si ukážeme Taylorovy řady pro bod u10. Jak jsme již zmı́nili dř́ıve, Taylorovy řady
budou mı́t stejný tvar jako jsme již uváděli u zpětné metody.

u9 = u10 + (−h)u′10 +
(−h)2

2!
u′′10 +

(−h)3

3!
u′′′10 +

(−h)4

4!
u′′′′10 (5.62)

u8 = u10 + (−2h)u′10 +
(−2h)2

2!
u′′10 +

(−2h)3

3!
u′′′10 +

(−2h)4

4!
u′′′′10 (5.63)

u7 = u10 + (−3h)u′10 +
(−3h)2

2!
u′′10 +

(−3h)3

3!
u′′′10 +

(−3h)4

4!
u′′′′10 (5.64)

u6 = u10 + (−4h)u′10 +
(−4h)2

2!
u′′10 +

(−4h)3

3!
u′′′10 +

(−4h)4

4!
u′′′′10 (5.65)
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5.4 Metody řešeńı PDR v systému Matlab

V této části si poṕı̌seme, jak se provád́ı výpočet derivaćı pomoćı systému Matlab. Protože
chceme provádět výpočty s vysokou přesnost́ı, je vhodné pro tento účel použ́ıt Symbolic
Math Toolbox. Pokud máme tuto knihovnu k dispozici, lze Matlab využ́ıvat pro symbolické
výpočty (tedy přesné, analytické výpočty). Pro přesné výpočty budeme využ́ıvat funkci
vpa() – což znamená Variable Precision Aritmetic. Syntaxe funkce je:

R = vpa(A)

R = vpa(A, d)

Funkce vpa() vypoč́ıtá každou položku A s přesnost́ı na d č́ıslic. Požadovanou přesnost lze
nastavit př́ıkazem digits(n). Každá položka výsledku je potom symbolickým výrazem.
Nı́že můžeme vidět rozd́ıl mezi t́ım, zda použijeme či nepoužijeme funkci vpa().

Př́ıklad 5.4. Vypoč́ıtáme hodnotu funkce sinus v bodě 0, 1 nejdř́ıve s použit́ım funkce vpa()

a poté bez ńı.

>> vpa(sin(0.1))

ans =

0.099833416646828154750181738563696853816509246826171875

>> sin(0.1)

ans =

0.0998

�

Budeme uvažovat hyperbolickou PDR, budeme tedy modelovat strunu. Pro tento účel byly
vytvořeny dva skripty. Prvńı z nich je diffNum.m. Tento skript obsahuje funkci function
y = diffNum(l, k, Imin, Imax, h, precision, fname, option). Význam parametr̊u
je následuj́ıćı:

• l – počet bod̊u z levé strany od aktuálně poč́ıtaného bodu,

• k – počet bod̊u z pravé strany od aktuálně poč́ıtaného bodu,

• Imin – spodńı hranice okna,

• Imax – horńı hranice okna,

• h – krok výpočtu,

• precision – přesnost (počet platných č́ıslic, lze nastavit pomoćı funkce digits(precision)),

• fname – jméno souboru pro uložeńı výsledk̊u (druhých derivaćı),

• option – volba metody,

– ’f’ – Dopředná metoda,
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– ’b’ – Zpětná metoda,

– ’c’ – Kombinovaná metoda.

Činnost skriptu můžeme shrnout do následuj́ıćıch krok̊u:

• vygeneruje hodnoty funkce sinus v intervalu 〈0;π〉 s velkou přesnost́ı (za pomoćı funkce
vpa(), precision = 100) a s daným krokem h,

• připrav́ı matici koeficient̊u A,

• připrav́ı vektor ~b, jedná se o vektor rozd́ıl̊u funkčńıch hodnot funkce sinus,

• vypočte inverzńı matici A−1,

• vypoč́ıtá jednotlivé členy Taylorovy řady, DY = A−1 ·~b,

• zaj́ımaj́ı nás druhé derivace, takže źıskáme druhou derivaci pro aktuálně poč́ıtaný bod
y = DY (2)

h2

2!

.

• vypoč́ıtanou hodnotu druhé derivace v daném bodě zaṕı̌seme do výstupńıho souboru

Druhý skript nese název diffRun.m. Tento skript volá výše uvedený skript diffNum.m

a zajǐst’uje posun po struně (funkce sinus). Uvnitř skriptu se nacháźı funkce function

diffRun(approx, h, precision, fname, option, draw, result), parametry skriptu jsou
následuj́ıćı.

• approx – volba n-bodové aproximace,

• h – krok výpočtu,

• precision – přesnost (počet platných č́ıslic, lze nastavit pomoćı funkce digits(precision)),

• fname – jméno souboru pro uložeńı výsledk̊u (druhých derivaćı),

• option – volba metody,

• draw – nastaveńı formy grafického výstupu,

– 0 – žádný grafický výstup,

– 1 – zobraźı se analytické a numerické řešeńı,

– 2 – zobraźı se pouze chyba výpočtu,

– 3 – zobraźı se analytické řešeńı, numerické řešeńı a také chyba výpočtu,

• result – nastaveńı výpis̊u výsledk̊u,

– 0 – žádný výpis výsledk̊u,

– 1 – zobraźı se hodnoty druhých derivaćı,

– 2 – zobraźı se hodnoty chyby výpočtu (odchylka numerického a analytického
řešeńı).
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Obrázek 5.15: Vysvětleńı pojmu okno

V tomto skriptu tedy prob́ıhá předevš́ım nastavováńı meźı okna pro výpočet – parame-
try Imin a Imax a také nastavováńı parametr̊u l a k, které udávaj́ı počet bod̊u z levé a pravé
strany. Pro jistotu uvád́ıme obrázek 5.15, který vysvětluje, co je pojmem okno myšleno.
Skripty jsou tedy společné pro všechny tři metody, volbu metody zajǐst’uje parametr option.
Důležité je si uvědomit, že vektor ~b se při každém posunut́ı okna měńı, protože poč́ıtáme
rozd́ıly funkčńıch hodnot funkce sinus v r̊uzných bodech. Naoproti tomu inverzńı matice se
vždy měnit nemuśı. Nyńı si bĺıže vysvětĺıme, jak prob́ıhá výpočet v systému Matlab pro
jednotlivé metody. Zaměř́ıme se na tvar matice A a inverzńı matice A−1.

V př́ıpadě dopředné metody spust́ıme výpočet voláńım skriptu diffRun(5, vpa(0.01),

100, ’out.txt’, ’f’, 0, 1), využ́ıváme pětibodovou aproximaci, krok h=0.01. V tomto
př́ıpadě budeme volat skript diffNum.m s parametry l=0 a k=4, protože uvažujeme pouze
body z pravé strany od aktuálńıho bodu (viz obrázky 5.3, 5.4 a 5.5). Inverzńı matice k matici
A1 bude mı́t následuj́ıćı podobu, označ́ıme ji A−11 .

A1 =


1 1 1 1
2 4 8 16
3 9 27 81
4 16 64 256

 (5.66)

A−11 =


4, 0 −3, 0 1, 333 −0, 25
−4, 333 4, 75 −2, 333 0, 458

1, 5 −2, 0 1, 166 −0, 25
−0, 166 0, 25 −0, 166 0, 042

 (5.67)

Pro zpětnou metodu provedeme výpočet pomoćı voláńı skriptu diffRun(5, vpa(0.01),

100, ’out.txt’, ’b’, 0, 1). Skript diffNum.m je volán s parametry l=4, k=0. Inverzńı
matice k matici A2 je následuj́ıćı (označ́ıme ji A−12 ).

A2 =


−4 16 −64 256
−3 9 −27 81
−2 4 −8 16
−1 1 −1 1

 (5.68)
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A−12 =


0, 25 −1, 333 3, 0 −4, 0
0, 458 −2, 333 4, 75 −4, 333
0, 25 −1, 166 2, 0 −1, 5
0, 042 −0, 166 0, 25 −0, 166

 (5.69)

V př́ıpadě kombinované metody využijeme všechny možné tvary inverzńı matice, které
lze pro pětibodovou aproximaci sestavit. Jedná se o kombinace parametr̊u l a k. Pro
přehlednost uvád́ıme následuj́ıćı tabulku 5.1.

Tabulka 5.1: Dostupné kombinace parametr̊u l a k pro tvorbu inverzńıch matic
parametr l parametr k poznámka

0 4 dopředná/kombinovaná metoda

1 3 kombinovaná metoda

2 2 kombinovaná metoda

3 1 kombinovaná metoda

4 0 zpětná/kombinovaná metoda

Pro úplnost uvád́ıme zbývaj́ıćı inverzńı matice. Inverzńı matice A−13 k matici A3 pro
hodnoty parametr̊u l=1, k=3, inverzńı matice A−14 k matici A4 pro l=2, k=2 a inverzńı
matice A−15 k matici A5 pro l=3, k=1.

A3 =


−1 1 −1 1
2 4 8 16
3 9 27 81
4 16 64 256

 (5.70)

A−13 =


−0, 25 1, 5 −0, 5 0, 083
0, 458 0, 25 0, 166 −0, 042
−0, 25 −1, 0 0, 5 −0, 083
0, 042 0, 25 −0, 166 0, 042

 (5.71)

A4 =


−2 4 −8 16
−1 1 −1 1
3 9 27 81
4 16 64 256

 (5.72)

A−14 =


0, 083 −0, 666 0.666 −0, 083
−0, 042 0, 666 0.666 −0, 042
0, 083 −0, 5 1, 0 0, 25
−0, 083 −0, 166 −0, 166 0, 042

 (5.73)

A5 =


−3 9 −27 81
−2 4 −8 16
−1 1 −1 1
4 16 64 256

 (5.74)
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A−15 =


0, 25 −1, 333 3, 0 −4, 0
0, 458 −2, 333 4, 75 −4, 333
0, 25 −1, 166 2, 0 −1, 5
0, 042 −0, 166 0, 25 −0, 166

 (5.75)

5.5 Metody řešeńı PDR v systému TKSL

V této podkapitole si ukážeme, jak lze řešit parciálńı diferenciálńı rovnice v systému TKSL.
Opět se zaměř́ıme na hyperbolickou parciálńı diferenciálńı rovnici. Z podkapitoly 3.1.2 v́ıme,
že v systému TKSL je zapotřeb́ı zavádět substituce, protože systém TKSL dokáže řešit
diferenciálńı rovnice pouze prvńıho řádu.

5.5.1 Dopředná metoda v systému TKSL

Dopředná metoda se vyznaačuje t́ım, že pro sv̊uj výpočet využ́ıvá pouze body, které se
nacházej́ı směrem doprava od aktuálńıho bodu. Pro lepš́ı pochopeńı problematiky uvedeme
př́ıklad 5.5.

Př́ıklad 5.5. Máme strunu, která je rozdělena dvanácti řezy, uvažujeme pětibodovou apro-
ximaci, integračńı krok metody dt = 0.01, přesnost eps = 1e − 20. Odpov́ıdaj́ıćı zdrojový
kód je uveden ńı̌ze.

Obrázek 5.16: Pětibodová aproximace – bod u1

Obrázek 5.17: Pětibodová aproximace – bod u2
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var

u0, u1, u2, u3, u4, u5, u6, u7, u8, u9, u10, u11, u12,

v1, v2, v3, v4, v5, v6, v7, v8, v9, v10, v11;

Const

PR = 12,

A~= PR*PR/12,

tmax = 10, dt = 0.01,

eps = 1e-20,

PI = 3.141592653589793238462643383279502884197

169399375105820974944592307816406286208998628034825342117068;

system

u0 = 0;

u12 = 0;

v1’ = A~* -4.333*(u2-u1) + 4.75*(u3-u1) - 2.333*(u4-u1) + 0.458*(u5-u1)

&sin(PI*1/PR);

v2’ = A~* -4.333*(u3-u2) + 4.75*(u4-u2) - 2.333*(u5-u2) + 0.458*(u6-u2)

&sin(PI*2/PR);

v3’ = A~* -4.333*(u4-u3) + 4.75*(u5-u3) - 2.333*(u6-u3) + 0.458*(u7-u3)

&sin(PI*3/PR);

v4’ = A~* -4.333*(u5-u4) + 4.75*(u6-u4) - 2.333*(u7-u4) + 0.458*(u8-u4)

&sin(PI*4/PR);

v5’ = A~* -4.333*(u6-u5) + 4.75*(u7-u5) - 2.333*(u8-u5) + 0.458*(u9-u5)

&sin(PI*5/PR);

v6’ = A~* -4.333*(u7-u6) + 4.75*(u8-u6) - 2.333*(u9-u6) + 0.458*(u10-u6)

&sin(PI*6/PR);

v7’ = A~* -4.333*(u8-u7) + 4.75*(u9-u7) - 2.333*(u10-u7) + 0.458*(u11-u7)

&sin(PI*7/PR);

v8’ = A~* -4.333*(u9-u8) + 4.75*(u10-u8) - 2.333*(u11-u8) + 0.458*(u12-u8)

&sin(PI*8/PR);

v9’ = A~* 0.458*(u9-u8) + 0.25*(u10-u9) + 0.166*(u11-u9) - 0.042*(u12-u9)

&sin(PI*9/PR);

v10’ = A~* -0.042*(u10-u9) - 0.666*(u10-u8) + 0.666*(u11-u10) - 0.042*(u12-u10)

&sin(PI*10/PR);

v11’ = A~* 0.458*(u11-u10) - 2.333*(u11-u9) + 4.75*(u11-u8) - 4.333*(u12-u11)

&sin(PI*11/PR);

u1’ = v1 &0;

u1’ = v1 &0;

u2’ = v2 &0;

u3’ = v3 &0;

u4’ = v4 &0;

u5’ = v5 &0;

u6’ = v6 &0;

u7’ = v7 &0;

u8’ = v8 &0;

u9’ = v9 &0;

u10’ = v10 &0;

u11’ = v11 &0;

sysend.

51



�

Body u0 a 12 jsou nastaveny na hodnotu 0, protože se jedná o koncové body, v nichž
je struna ukotvena. Body u1 až u11 poté poṕı̌seme pomoci diferenčńıch vztah̊u. Situaci
v bodě u1 vystihuje obrázek 5.16. Výpočet bude prob́ıhat na základě vzork̊u u2, u3, u4, u5,
š́ı̌rka okna je tedy pět, protože aproximaci uvažujeme pětibodovou. Nyńı bereme postupně
vzorky od aktuálně poč́ıtaného bodu u1. Zdrojový kód pro systém TKSL byl vygenerován
programem, který vznikl v rámci diplomové práce, podrobněji se mu budeme věnovat v ka-
pitole 7.

Koeficienty před závorkami zde uvád́ıme zaokrouhleny na tři desetinná mı́sta. Jedná se
o koeficienty inverzńı matice k matici A, tedy A−1. Jak jsme již uvedli výše, pomoćı skript̊u
jsme schopni poč́ıtat členy Taylorovy řady dle vztahu DY = A−1 ·~b. Vektor ~b představuje
rozd́ıly hodnot vzork̊u, které využ́ıváme k výpočtu. V rovnici pro v1’ má vektor ~b tvar
uvedený ńıže. Všimněme si, že koeficienty jsou u rovnic v1’ až v8’ stejné. Je tomu tak
z toho d̊uvodu, že při výpočtech neuvažujeme žádný bod z levé strany a naopak čtyři body
ze strany pravé. To znamená, že před závorky umı́st’ujeme stále stejné koeficienty inverzńı
matice A−11 , viz 5.67.

Změna nastává až v rovnićıch pro v9’, v10’ a v11’. Zde nemáme dostatek bod̊u na
pravé straně. Tento problém vyřeš́ıme tak, že rovnice pro tyto posledńı tři body řeš́ıme
kombinovanou metodou (viz 5.3). Vezměme nejdř́ıve situaci v rovnici v9’. V tomto př́ıpadě
muśıme uvažovat jeden bod z levé strany, č́ımž źıskáme výraz (u9-u8) a potom tři body ze
strany pravé, č́ımž źıskáváme závorky (u10-u9), (u11-u9), (u12-u9). Koeficienty źıskáme
z druhého řádku inverzńı matice 5.71. Nyńı přistouṕıme k rovnici pro v10’. Zde muśıme
brát dva body z levé strany, źıskáme závorky (u10-u9), (u10-u8) a dva body z pravé
strany, źıskáme rovnice (u11-u10), (u12-u10). V tomto př́ıpadě jsme koeficienty źıskali
z druhého řádku inverzńı matice 5.73. Konečně v posledńı rovnici pro v11’ uvažujeme tři
body z levé strany, źıskáváme (u11-u10), (u11-u9), (u11-u8) a jeden bod ze strany pravé,
pak źıskáváme (u12-u11). Koeficienty źıskáme z druhého řádku inverzńı matice 5.75.

Můžeme si tedy všimnout, že posledńı tři rovnice pro v9’, v10’ a v11’ maj́ı před
závorkami umı́stěny odlǐsné koeficienty než rovnice předchoźı, což je dáno t́ım, že využváme
jiný počet bod̊u z levé a pravé strany. Hodnoty inverzńıch matic jsou zaokrouhleny na
tři desetinná mı́sta. Pro výpočet vždy použ́ıváme druhé řádky inverzńıch matic, protože
chceme vypoč́ıtat druhé derivace v bodech daných krokem h. Pokud bychom v daných
bodech chtěli zjistit např́ıklad čtvrté derivace, potom bychom použ́ıvali čtvrté řádky těchto
inverzńıch matic.

b =


u1 − u0
u2 − u0
u3 − u0
u4 − u0

 (5.76)

5.5.2 Zpětná metoda v systému TKSL

Bereme v úvahu opět hyperbolickou parciálńı diferenciálńı rovnici. Podobně jako u dopředné
metody začneme př́ıkladem 5.6.

Př́ıklad 5.6. Zadáńı př́ıkladu je stejné jako u dopředné metody. Struna je rozdělena dvanácti
řezy, aproximaci uvažujeme pětibodovou. Integračńı krok metody je dt = 0.01 a přesnost
eps = 1e− 20. Odpov́ıdaj́ıćı zdrojový kód m̊užeme vidět ńı̌ze.
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Obrázek 5.18: Pětibodová aproximace – bod u11

Obrázek 5.19: Pětibodová aproximace – bod u10
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var

u0, u1, u2, u3, u4, u5, u6, u7, u8, u9, u10, u11, u12,

v1, v2, v3, v4, v5, v6, v7, v8, v9, v10, v11;

Const

PR = 12,

A~= PR*PR/12,

tmax = 10, dt = 0.01,

eps = 1e-20,

PI = 3.141592653589793238462643383279502884197

169399375105820974944592307816406286208998628034825342117068;

system

u0 = 0;

u12 = 0;

v11’ = A~* 0.458*(u11-u10) - 2.333*(u11-u9) + 4.75*(u11-u8) + 0.458*(u11-u7)

&sin(PI*11/PR);

v10’ = A~* 0.458*(u10-u9) - 2.333*(u10-u8) + 4.75*(u10-u7) + 0.458*(u10-u6)

&sin(PI*10/PR);

v9’ = A~* 0.458*(u9-u8) - 2.333*(u9-u7) + 4.75*(u9-u6) + 0.458*(u9-u5)

&sin(PI*9/PR);

v8’ = A~* 0.458*(u8-u7) - 2.333*(u8-u6) + 4.75*(u8-u5) + 0.458*(u8-u4)

&sin(PI*8/PR);

v7’ = A~* 0.458*(u7-u6) - 2.333*(u7-u5) + 4.75*(u7-u4) + 0.458*(u7-u3)

&sin(PI*7/PR);

v6’ = A~* 0.458*(u6-u5) - 2.333*(u6-u4) + 4.75*(u6-u3) + 0.458*(u6-u2)

&sin(PI*6/PR);

v5’ = A~* 0.458*(u5-u4) - 2.333*(u5-u3) + 4.75*(u5-u2) + 0.458*(u5-u1)

&sin(PI*5/PR);

v4’ = A~* 0.458*(u4-u3) - 2.333*(u4-u2) + 4.75*(u4-u1) + 0.458*(u4-u0)

&sin(PI*4/PR);

v3’ = A~* 0.458*(u3-u2) - 2.333*(u3-u1) + 4.75*(u3-u0) - 4.333*(u4-u3)

&sin(PI*3/PR);

v2’ = A~* -0.042*(u2-u1) + 0.666*(u2-u0) + 0.666*(u3-u2) - 0.042*(u4-u2)

&sin(PI*2/PR);

v1’ = A~* 0.458*(u1-u0) + 0.25*(u2-u1) + 0.166*(u3-u1) - 0.042*(u4-u1)

&sin(PI*1/PR);

u1’ = v1 &0;

u1’ = v1 &0;

u2’ = v2 &0;

u3’ = v3 &0;

u4’ = v4 &0;

u5’ = v5 &0;

u6’ = v6 &0;

u7’ = v7 &0;

u8’ = v8 &0;

u9’ = v9 &0;

u10’ = v10 &0;

u11’ = v11 &0;

sysend.
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Body u0 a 12 jsou opět nastaveny na hodnotu 0, protože se jedná o body ukotveńı struny.
Body u11 až u1 poṕı̌seme pomoci diferenčńıch vztah̊u. Situaci v bodě u11 vystihuje obrázek
5.18. Výpočet bude prob́ıhat na základě vzork̊u u10, u9, u8, u7, š́ı̌rka okna je tedy pět, protože
aproximaci uvažujeme pětibodovou. Situace v daľśım bodě u10, je znázorněna na obrázku
5.19. Koeficienty jsou zaokrouhleny na tři desetinná mı́sta a byly opět źıskány pomoćı pro-
gramu, který vznikl v rámci diplomové práce. Pro rovnice v11’ až v1’ plat́ı, že využ́ıváme
inverzńı matici A−12 , viz 5.69, protože pro výpočet využ́ıváme vždy čtyři body z levé strany
od aktuálńıho bodu výpočtu.

Pro rovnice v3’, v2’ a v1’ muśıme využ́ıt kombinovanou metodu. Postup je obdobný
jako u dopředné metody. Pro rovnici v3’ plat́ı, že z levé strany vezmeme pouze tři body,
źıskáváme výrazy (u3-u2), (u3-u1) a (u3-u0). Poté vezmeme jeden bod z pravé strany
a dostáváme výraz (u4-u3). Koeficienty jsou źıskány z druhého řádku inverzńı matice 5.75.
Pro rovnici v2’ je situace taková, že vezmeme dva body z levé strany a dva body z pravé
strany, využ́ıváme inverzńı matici 5.73. Nakonec již uvažujeme pouze jeden bod z levé strany
a tři body ze strany pravé, koeficienty źıskáme z druhého řádku inverzńı matice 5.71.

5.5.3 Kombinovaná metoda v systému TKSL

Nakonec uvád́ıme, jak se řeš́ı kombinovaná metoda v systému TKSL. Uvedeme ihned př́ıklad
5.7. V tomto př́ıpadě využijeme všechny možné tvary inverzńı matice (viz tabulka 5.1).

Př́ıklad 5.7. Struna je rozdělena dvanácti řezy, využ́ıváme pětibodovou aproximaci. Inte-
gračńı krok metody je nastaven na hodnotu dt = 0.01, přesnost eps = 1e−20. Zdorjový kód
pro systém TKSL je uveden ńı̌ze.

var

u0, u1, u2, u3, u4, u5, u6, u7, u8, u9, u10, u11, u12,

v1, v2, v3, v4, v5, v6, v7, v8, v9, v10, v11;

Const

PR = 12,

A~= PR*PR/12,

tmax = 10,

dt = 0.01,

eps = 1e-20,

PI = 3.141592653589793238462643383279502884197

169399375105820974944592307816406286208998628034825342117068;

system

u0 = 0;

u12 = 0;

v1’ = A~* 0.458*(u1-u0) + 0.25*(u2-u1) + 0.166*(u3-u1) - 0.042*(u4-u1)

&sin(PI*1/PR);

v2’ = A~* 0.458*(u2-u1) + 0.25*(u2-u0) + 0.166*(u3-u2) - 0.042*(u4-u2)

&sin(PI*2/PR);

v3’ = A~* -0.042*(u3-u2) + 0.666*(u3-u1) + 0.666*(u4-u3) - 0.042*(u5-u3)

&sin(PI*3/PR);

v4’ = A~* -0.042*(u4-u3) + 0.666*(u4-u2) + 0.666*(u5-u4) - 0.042*(u6-u4)

&sin(PI*4/PR);
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v5’ = A~* -0.042*(u5-u4) + 0.666*(u5-u3) + 0.666*(u6-u5) - 0.042*(u7-u5)

&sin(PI*5/PR);

v6’ = A~* -0.042*(u6-u5) + 0.666*(u6-u4) + 0.666*(u7-u6) - 0.042*(u8-u6)

&sin(PI*6/PR);

v7’ = A~* -0.042*(u7-u6) + 0.666*(u7-u5) + 0.666*(u8-u7) - 0.042*(u9-u7)

&sin(PI*7/PR);

v8’ = A~* -0.042*(u8-u7) + 0.666*(u8-u6) + 0.666*(u9-u8) - 0.042*(u10-u8)

&sin(PI*8/PR);

v9’ = A~* -0.042*(u9-u8) + 0.666*(u9-u7) + 0.666*(u10-u9) - 0.042*(u11-u9)

&sin(PI*9/PR);

v10’ = A~* -0.042*(u10-u9) + 0.166*(u10-u8) + 0.666*(u11-u10) - 0.042*(u12-u10)

&sin(PI*10/PR);

v11’ = A~* 0.458*(u11-u10) - 2.333*(u11-u9) + 4.75*(u11-u8) - 4.333*(u12-u11)

&sin(PI*11/PR);

u1’ = v1 &0;

u1’ = v1 &0;

u2’ = v2 &0;

u3’ = v3 &0;

u4’ = v4 &0;

u5’ = v5 &0;

u6’ = v6 &0;

u7’ = v7 &0;

u8’ = v8 &0;

u9’ = v9 &0;

u10’ = v10 &0;

u11’ = v11 &0;

sysend.
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Kombinovaná metoda se vyznačuje t́ım, že v sobě sdružuje jak dopřednou, tak i zpětnou
metodu. Opět uvažujeme celkem dvanáct řez̊u na struně a pětibodovou aproximaci. Výpočet
zač́ıná v bodě u1, čemuž odpov́ıdá rovnice v1’. Zde bereme jeden bod z levé strany,
dostáváme výraz (u1-u0), poté vezmeme tři body z pravé strany, źıskáváme (u2-u1),
(u3-u1) a (u4-u1). V bodě u2 je situace jiná, máme k dispozici již dva body z levé strany,
dostáváme výrazy (u2-u1), (u2-u0) a dva body ze strany levé, č́ımž dostáváme (u3-u2),
(u4-u2). Pro rovnice v3’ až v10’ je postup stejný, vždy vezmeme dva body z levé strany
a dva body z pravé strany. Změna nastává až v posledńı rovnici pro v11’, zde muśıme
uvažovat tři body z levé strany, źıskáváme (u11-u10), (u11-u9) a (u11-u8) a jeden bod
ze strany pravé, č́ımž źıskáme (u12-u11). Pro lepš́ı názornost jsou k dispozici obrázky 5.12,
5.13 a 5.14.
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5.6 Přesnost výpočtu

Nyńı se zaměř́ıme na přesnost výpočtu pomoćı dopředné metody. Budeme porovnávat hod-
noty druhých derivaćı vypočtené dopřednou metodou s řešeńım analytickým. Struna je
modelována funkćı f(x) = sin(x). Pro přehlednost uvád́ıme prvńı až čvrtou derivaci funkce
f(x).

f ′(x) = cos(x) (5.77)

f ′′(x) = −sin(x) (5.78)

f ′′′(x) = −cos(x) (5.79)

f ′′′′(x) = sin(x) (5.80)

Nyńı si pov́ıme, jaké parametry ovlivňuj́ı přesnost výpočtu. Prvńım parametrem je krok
výpočtu. Č́ım menš́ı bude krok výpočtu, t́ım přesněǰśı výsledky obdrž́ıme. Ilustraci této
skutečnosti znázorňuj́ı obrázky 5.20 až 5.26. Grafy jasně ukazuj́ı, že č́ım menš́ı krok zvoĺıme,
t́ım v́ıce se přibližné řešeńı źıskané dopřednou metodou (červená křivka) bĺıž́ı analytickému
řešeńı (modrá křivka) a klesá tedy chyba výpočtu (v grafu znázorněna zelenou křivkou).
Pro větš́ı přehlednost byly grafy funkce sinus vykresleny v intervalu 〈0; 4π〉. Skutečně jako
výstup dopředné metody dostáváme grafy, které aproximuj́ı druhou derivaci funkce sinus,
tedy f ′′(x) = −sin(x).

Daľśım parametrem ovlivňuj́ıćım přesnost výpočtu je volba n-bodové aproximace. Plat́ı,
že č́ım je n vyšš́ı – tedy č́ım v́ıce bod̊u k aproximaci použ́ıváme, t́ım je výpočet přesněǰśı.
Volba n-bodové aproximace souviśı s volbou kroku výpočtu. Pokud zvýš́ıme n, potom si
můžeme dovolit zvětšit krok výpočtu, aniž by se sńıžila přesnost řešeńı. Volba n-bodové
aproximace ovlivňuje řády derivaćı, které źıskáme. Pokud zvoĺıme nám již známou pětibodovou
aproximaci, potom jsme schopni v každém bodě vypoč́ıtat derivace až čtvrtého řádu. Pokud
bychom např́ıklad použili padesátibodovou aproximaci, lze źıskat v každém bodě až derivaci
čtyřicátého devátého řádu.

Nyńı se pod́ıváme, jak jsou přesné jednotlivé metody. Zamysĺıme se tedy, jakým zp̊usobem
provád́ıme výpočet u jednotlivých metod. V př́ıpadě dopředné a zpětné metody vždy be-
reme n−1 bod̊u z levé či pravé strany od aktuálně poč́ıtaného bodu (s vyj́ımkou počátečńıch
a koncových bod̊u, ve kterých muśıme využ́ıt jiné asymetrické vzorce). Plat́ı výše zmı́něné
principy – chybu lze zmenšit bud’ zmenšeńım kroku metody nebo zvýšeńım počtu vzork̊u
pro výpočet (zvýšeńı n pro n-bodovou aproximaci). Na obrázćıch 5.27 až 5.29 můžeme vidět
jak se měńı chyba výpočtu pomoćı pětibodové aproximace, pokud snižujeme krok metody.

Pokud zvoĺıme pětibodovou aproximaci a krok h = 0.1 vid́ıme, že chyba výpočtu se
pohybuje v řádech 10−3. Při volbě kroku h = 0.01 je řád chyby 10−7 a při volbě h = 0.001
již pouze 10−10. Zde ukazujeme grafy pro dopřednou metodu, pro zpětnou metodu jsou
totiž grafy totožné.

Obrázky 5.30 až 5.32 potom ukazuj́ı, že ke sńıžeńı chyby také docháźı, pokud pro
výpočet použ́ıváme v́ıcebodové aproximace. Zvoĺıme krok h = 0.01 a budeme měnit pouze
n-bodové aproximace. Pro tř́ıbodou aproximaci se chyba výpočtu pohybuje v řádech 10−3,
pro pětibodovou v řádech 10−7. Dále pro sedmibodovou aproximaci se chyba výpočtu po-
hybuje v řádech 10−11 a pro dev́ıtibodovou dokonce 10−13. Pro přehlednost uvád́ıme para-
metry použité pro výpočet dopředné a zpětné metody systémem Matlab (viz tabulky 5.2,
5.3). Pro připomenut́ı poznamenáme, že parametr l označuje počet bod̊u z levé strany od
aktuálńıho bodu výpočtu a parametr k znač́ı, kolik bod̊u pro výpočet použ́ıváme ze strany
pravé. Pro dopřednou metodu se odkážeme na př́ıklad 5.5, pro zpětnou na př́ıklad 5.6.
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Obrázek 5.20: Pětibodová aproximace, krok h = 0, 7

Obrázek 5.21: Pětibodová aproximace, krok h = 0, 6
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Obrázek 5.22: Pětibodová aproximace, krok h = 0, 5

Obrázek 5.23: Pětibodová aproximace, krok h = 0, 4
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Obrázek 5.24: Pětibodová aproximace, krok h = 0, 3

Obrázek 5.25: Pětibodová aproximace, krok h = 0, 2
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Obrázek 5.26: Pětibodová aproximace, krok h = 0, 1

Tabulka 5.2: Kombinace parametr̊u l a k pro dopřednou metodu
rovnice parametr l parametr k

v1’ 0 4

v2’ 0 4

v3’ 0 4

v4’ 0 4

v5’ 0 4

v6’ 0 4

v7’ 0 4

v8’ 0 4

v9’ 1 3

v10’ 2 2

v11’ 3 1

U kombinované metody také samozřejmě plat́ı výše uvedené principy. Rozd́ıl oproti
dopředné a zpětné metodě je ve zp̊usobu výpočtu. Jak jsme si řekli dř́ıve, kombinovaná
metoda využ́ıvá pro výpočet n−1

2 bod̊u z levé i pravé strany od aktuálně poč́ıtaného bodu
(kromě počátečńıch a koncových bod̊u, kde je nutné opět využ́ıt asymetrické aproximace),
n označuje n-bodovou aproximaci.

Dı́ky tomu, že k výpočtu využ́ıváme převážně symetrické vzorce, docháźı ke výraznému
zpřesněńı výpočtu. Situaci názorně ukazuj́ı obrázky 5.33 až 5.38. Tyto výstupy můžeme po-
rovat s výstupy dopředné a zpětné metody. Řády chyby výpočtu se nezměnily, ale narozd́ıl
od dopředné a zpětné metody má křivka znázorňuj́ıćı chybu kombinované metody vanovitý
tvar. Vezměme opět pětibodovou aproximaci, z tabulky 5.4 jasně vid́ıme, že skutečně po
většinu výpočtu využ́ıváme dva body z levé strany a dva body z pravé strany. Dı́ky syme-
trickým aproximaćım nedocháźı k tak výrazné akumulaci chyby v každém kroku výpočtu
a výpočet je mnohem přesněǰśı. Pro ilustraci kombinované metody využijeme př́ıklad 5.7.
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Obrázek 5.27: Chyba výpočtu Dopředné metody – n = 5, h = 0.1

Obrázek 5.28: Chyba výpočtu Dopředné metody – n = 5, h = 0.0162



Obrázek 5.29: Chyba výpočtu Dopředné metody – n = 5, h = 0.001

Obrázek 5.30: Chyba výpočtu Dopředné metody – n = 3, h = 0.0163



Obrázek 5.31: Chyba výpočtu Dopředné metody – n = 7, h = 0.01

Obrázek 5.32: Chyba výpočtu Dopředné metody – n = 9, h = 0.0164



Obrázek 5.33: Chyba výpočtu Kombinované metody – n = 5, h = 0.1

Obrázek 5.34: Chyba výpočtu Kombinované metody – n = 5, h = 0.0165



Obrázek 5.35: Chyba výpočtu Kombinované metody – n = 3, h = 0.1

Obrázek 5.36: Chyba výpočtu Kombinované metody – n = 3, h = 0.01

66



Obrázek 5.37: Chyba výpočtu Kombinované metody – n = 7, h = 0.01

Obrázek 5.38: Chyba výpočtu Kombinované metody – n = 9, h = 0.01
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Tabulka 5.3: Kombinace parametr̊u l a k pro zpětnou metodu
rovnice parametr l parametr k

v11’ 4 0

v10’ 4 0

v9’ 4 0

v8’ 4 0

v7’ 4 0

v6’ 4 0

v5’ 4 0

v4’ 4 0

v3’ 3 1

v2’ 2 2

v1’ 1 3

Tabulka 5.4: Kombinace parametr̊u l a k pro kombinovanou metodu
rovnice parametr l parametr k

v1’ 1 3

v2’ 2 2

v3’ 2 2

v4’ 2 2

v5’ 2 2

v6’ 2 2

v7’ 2 2

v8’ 2 2

v9’ 2 2

v10’ 2 2

v11’ 3 1

5.7 Časová náročnost výpočt̊u

V této podkapitole se pod́ıváme na srovnáńı časové náročnosti řešeńı PDR v systémech
TKSL/C a Matlab. Ověřeńı výpočt̊u PDR v systému Matlab prob́ıhalo za pomoćı aplikačńı
knihovny Partial Differential Equation Toolbox 1, která obsahuje nástroje pro řešeńı parciálńıch
diferenciálńıch rovnic ve dvou prostorových rozměrech a čase. Pro řešeńı hyperbolické
PDR lze využ́ıt funkci hyperbolic2. Tato funkce pro řešeńı využ́ıvá metodu konečných
prvk̊u (FEM – Finite Element Method), řešeńı vede na převod na rozsáhlou soustavu
lineárńıch rovnic, poté využit́ı LU dekompozic a velice rychlý výpočet matic v Matlabu.
Výpočty prováděné systémem Matlab jsou tedy vysoce optimalizované a rychlé. Naproti
tomu výpočty hyperbolických PDR pomoćı dopředné, zpětné a kombinované metody v systému
TKSL/C takových rychlost́ı nedosahuj́ı a bylo by zapotřeb́ı provést optimalizace těchto
výpočt̊u. Je nutné ovšem podotknout, že řešeńı PDR v systému TKSL/C se provádělo po-
moćı jejich převodu na ODR (obyčejné diferenciálńı rovnice) prvńıho řádu, jde tedy o na-
prosto odlǐsný zp̊usob výpočtu, než jaký je v systému Matlab. Metoda je ale vhodná pro
paralelizaci výpočt̊u (viz kapitola 6), dále lze také uvedenou metodu snadno modifikovat pro

1http://www.mathworks.com/products/pde/.
2http://www.mathworks.com/help/pde/ug/hyperbolic.html.
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výpočet parabolických a eliptických PDR. Daľśım d̊uležitým aspektem je také to, že pomoćı
této metody lze vypoč́ıtat i derivace vyšš́ıch řád̊u, než druhého. Pokud bychom potřebovali
vyč́ıslit derivaci n-tého řádu, využijeme pro tento účel n-tý řádek inverzńı matice. Pokud pro
výpočet využijeme n-bodovou aproximaci, potom lze źıskat až (n − 1) derivaci v každém
bodě výpočtu. Pokud bychom např́ıklad výpočet prováděli pomoćı desetibodové aproxi-
mace, potom bychom byli schopni v každém bodě źıskat derivaci až devátého řádu. Na
závěr dodáme, že námi zvolená metoda je vhodná pro testovaćı sadu úloh z předmětu VNV
(Vysoce náročné výpočty).
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Kapitola 6

Paralelńı řešeńı PDR

V této kapitole se seznámı́me se zp̊usobem paralelńıho řešeńı parciálńıch diferenciálńıch rov-
nic. Ukážeme si, jak vytvořit programové schéma pro hyperbolickou parciálńı diferenciálńı
rovnici v závislosti na počtu řez̊u na struně, n-bodové aproximaci a také použité metodě
výpočtu. Podrobněǰśı informace jsou uvedeny v [5]. Vše si vysvětĺıme na následuj́ıćıcm
př́ıkladu 6.1. Pro řešeńı parciálńıch diferenciálńıch rovnic budeme využ́ıvat śıt’ integrátor̊u.
Integrátory budou nezávisle na sobě provádět výpočty nad vstupńımi daty. Dı́ky tomuto
principu lze PDR řešit paralelně.

Př́ıklad 6.1. Mějme tř́ıbodovou aproximaci a celkem deset řez̊u na struně. Na základě
těchto informaćı máme sestavit rovnice pro kombinovanou metodu řešeńı PDR pro systém
TKSL.

var

u0, u1, u2, u3, u4, u5, u6, u7, u8, u9, u10,

v1, v2, v3, v4, v5, v6, v7, v8, v9;

Const

PR = 10,

A~= PR*PR/10,

tmax = 10,

dt = 0.01,

eps = 1e-20,

PI = 3.141592653589793238462643383279502884197

169399375105820974944592307816406286208998628034825342117068;

system

u0 = 0;

u10 = 0;

v1’ = A~* 0.5*(u1-u0) + 0.5*(u2-u1) &sin(PI*1/PR);

v2’ = A~* 0.5*(u2-u1) + 0.5*(u3-u2) &sin(PI*2/PR);

v3’ = A~* 0.5*(u3-u2) + 0.5*(u4-u3) &sin(PI*3/PR);

v4’ = A~* 0.5*(u4-u3) + 0.5*(u5-u4) &sin(PI*4/PR);

v5’ = A~* 0.5*(u5-u4) + 0.5*(u6-u5) &sin(PI*5/PR);

v6’ = A~* 0.5*(u6-u5) + 0.5*(u7-u6) &sin(PI*6/PR);

v7’ = A~* 0.5*(u7-u6) + 0.5*(u8-u7) &sin(PI*7/PR);

v8’ = A~* 0.5*(u8-u7) + 0.5*(u9-u8) &sin(PI*8/PR);

v9’ = A~* 0.5*(u9-u8) + 0.5*(u10-u9) &sin(PI*9/PR);

u1’ = v1 &0;
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u1’ = v1 &0;

u2’ = v2 &0;

u3’ = v3 &0;

u4’ = v4 &0;

u5’ = v5 &0;

u6’ = v6 &0;

u7’ = v7 &0;

u8’ = v8 &0;

u9’ = v9 &0;

sysend.

�

Na základě výše uvedeného zdrojového kódu pro systém TKSL můžeme zjistit, jaké kom-
ponenty budeme potřebovat pro sestaveńı programového schématu. Nejprve si ujasńıme,
jaké komponenty budou potřeba pro každou samostatnou rovnici. Nejdř́ıve uvád́ıme obrázky
jednotlivých prvk̊u, které budeme ve schématu využ́ıvat. Jedná se o prvky integrátor (obrázek
6.1), sumátor (obrázek 6.2), invertor (obrázek 6.3) a konstanta (obrázek 6.4). Na jednot-
livých obrázćıch zároveň vid́ıme, jaké operace daný prvek provád́ı.

Obrázek 6.1: Integrátor Obrázek 6.2: Sumátor

Obrázek 6.3: Invertor Obrázek 6.4: Konstanta

Protože řeš́ıme PDR druhého řádu, určitě budeme muset pro výpočet využ́ıt dva nu-
merické integrátory. Při sestavováńı programového schématu plat́ı, že levá strana rovnice
tvoř́ı výstup a pravá strana vstup. Vezměme rovnici pro v1’ z výše uvedeného př́ıkladu.

v1’ = A~* 0.5*(u1-u0) + 0.5*(u2-u1) &sin(PI*1/PR);

Na levé straně rovnice vid́ıme derivovanou proměnnou v1’. Protože řeš́ıme hyperbolické
PDR, vyskytuj́ı se zde substituce, tedy u1’=v1. Ve výsledku dostáváme, že v1’=u1’’.
Skutečně jsme tedy obdrželi diferenciálńı rovnici druhého řádu. Sériové zapojeńı dvou in-
tegrátor̊u je znázorněno na obrázku 6.5. Vstupem integrátoru I1 je tedy u1’’, výstupem je
potom integrovaná hodnota vstupu, tedy u1’, která zároveň tvoř́ı vstup druhého integrátoru
I2. Výstup druhého integrátoru je potom samotné u1. Nyńı se pod́ıváme na pravou stranu
rovnice, která bude tvořit vstup do série integrátor̊u. Můžeme zde vidět operace sč́ıtáńı,
odč́ıtáńı a násobeńı. Zapojeńı sestav́ıme takovým zp̊usobem, že jednotlivé výrazy uvedené
v závorkách přivedeme na vstup sumátor̊u.
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Obrázek 6.5: Sériové zapojeńı integrátor̊u

V našem př́ıpadě budou v programovém schématu celkem dva sumátory (S1, S2), každý
z nich bude opatřen dvěma vstupy, protože potřebuje odč́ıtat dvě hodnoty. Toho doćıĺıme
tak, že na vstup daného sumátoru přivedeme zápornou hodnotu, kterou źıskáme pomoćı
invertoru (označeného jako INV). Prvek invertor se ve schématu nacháźı za posledńım in-
tegrátorem a obraćı polaritu. To znamená, že pokud např́ıklad na jeho vstup přivedeme
hodnotu u1, na výstupu bude hodnota opačná, tedy -u1.

Dále vid́ıme, že každý výraz v závorce je násoben jistou konstantou (konstanty k1,
k2) a následně jsou tyto vynásobené výrazy přivedeny na vstup sumátoru S3. Na závěr
dodáme, že výraz &sin(PI*1/PR) označuje počátečńı podmı́nky výpočtu, které budou na-
staveny na integrátorech. Výsledné zapojeńı pro rovnici v1’ můžeme vidět na obrázku 6.6.
Pro jednoduchost byla uvedena zapojeńı pro rovnice v1’, v2’, v3’ a v9’. Nyńı v́ıme, jakým
zp̊usobem vypadá zapojeńı pro jednu rovnici. Pro ostatńı rovnice v2’ až v9’ postupujeme
obdobně. Výsledné schéma znázorňuje obrázek 6.7. Všimněmě si, že pro hodnoty u0 a u10

nesestavujeme zapojeńı integrátor̊u, protože se jedná o body ukotveńı struny, jejichž hod-
nota je nulová. Pod́ıváme se, jak bude zapojeńı vypadat, pokud budeme mı́t opět deset
řez̊u, ale pětibodovou aproximaci. Nav́ıc budeme uvažovat dopřednou metodu řešeńı PDR.
Pro ilustraci uvád́ıme př́ıklad 6.2.

Př́ıklad 6.2. Mějme pětibodovou aproximaci a celkem deset řez̊u na struně. Naš́ım úkolem
je sestavit rovnice pro dopřednou metodu a poté odpov́ıdaj́ıćı programové schéma.

var

u0, u1, u2, u3, u4, u5, u6, u7, u8, u9, u10,

v1, v2, v3, v4, v5, v6, v7, v8, v9;

Const

PR = 10,

A~= PR*PR/10,

tmax = 10,

dt = 0.01,

eps = 1e-20,

PI = 3.141592653589793238462643383279502884197

169399375105820974944592307816406286208998628034825342117068;

system

u0 = 0;

u10 = 0;

v1’ = A~* -4.333*(u2-u1) + 4.75*(u3-u1) - 2.333*(u4-u1) + 0.458*(u5-u1)

&sin(PI*1/PR);
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v2’ = A~* -4.333*(u3-u2) + 4.75*(u4-u2) - 2.333*(u5-u2) + 0.458*(u6-u2)

&sin(PI*2/PR);

v3’ = A~* -4.333*(u4-u3) + 4.75*(u5-u3) - 2.333*(u6-u3) + 0.458*(u7-u3)

&sin(PI*3/PR);

v4’ = A~* -4.333*(u5-u4) + 4.75*(u6-u4) - 2.333*(u7-u4) + 0.458*(u8-u4)

&sin(PI*4/PR);

v5’ = A~* -4.333*(u6-u5) + 4.75*(u7-u5) - 2.333*(u8-u5) + 0.458*(u9-u5)

&sin(PI*5/PR);

v6’ = A~* -4.333*(u7-u6) + 4.75*(u8-u6) - 2.333*(u9-u6) + 0.458*(u10-u6)

&sin(PI*6/PR);

v7’ = A~* 0.458*(u9-u8) + 0.25*(u10-u9) + 0.166*(u11-u9) - 0.042*(u12-u9)

&sin(PI*9/PR);

v8’ = A~* -0.042*(u10-u9) - 0.666*(u10-u8) + 0.666*(u11-u10) - 0.042*(u12-u10)

&sin(PI*10/PR);

v9’ = A~* 0.458*(u11-u10) - 2.333*(u11-u9) + 4.75*(u11-u8) - 4.333*(u12-u11)

&sin(PI*11/PR);

u1’ = v1 &0;

u1’ = v1 &0;

u2’ = v2 &0;

u3’ = v3 &0;

u4’ = v4 &0;

u5’ = v5 &0;

u6’ = v6 &0;

u7’ = v7 &0;

u8’ = v8 &0;

u9’ = v9 &0;

sysend.

�

Při vytvářeńı programového schématu postupujeme obdobným zp̊usobem jako v předchoźım
př́ıkladu. Opět nejdř́ıve uvedeme zapojeńı pro prvńı rovnici v1’ (viz obrázek 6.8). Levá
strana rovnice bude i v tomto př́ıpadě reprezentována dvěma integrátory zapojenými v sérii.
Rozd́ıl nastává při zapojováńı vstupu, který je dán pravou stranou rovnice. Oproti předchoźımu
př́ıkladu zde můžeme vidět celkem čtyři výrazy v závorkách. To pro nás znamená, že bu-
deme potřebovat čtyři sumátory S1, S2, S3, S4, které provedou sečteńı výraz̊u v závorkách.
Jednotlivé výrazy jsou násobeny konstantami k1, k2, k3 a k4. Takto vynásobené výrazy
jsou přivedeny do sumátoru S5, jehož výstup pak tvoř́ı vstup do série integrátor̊u. Výsledné
schéma je ukázáno na obrázku 6.9, můžeme zde vidět zapojeńı pro rovnice v1’, v2’ a v9’.
Nyńı můžeme odvodit, jak bude vypadat programové schéma pro n-bodovou aproximaci
a libovolný počet řez̊u na struně. Pro tř́ıbodovou aproximaci a deset řez̊u na struně jsme
pro jednu rovnici využili tento počet člen̊u:

• 2 integrátory,

• 1 invertor,

• 3 sumátory, z toho 2 pro součet prvk̊u v závorkách a 1 pro součet samotných výraz̊u
v závorkách,

• 2 konstanty pro vynásobeńı výraz̊u v závorkách.
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Pro pětibodovou aproximaci a deset řez̊u na struně je situace následuj́ıćı:

• 2 integrátory,

• 1 invertor,

• 5 sumátor̊u, z toho 4 pro součet prvk̊u v závorkách a 1 pro součet samotných výraz̊u
v závorkách,

• 4 konstanty pro vynásobeńı výraz̊u v závorkách.

Označme nyńı n-bodovou aproximaci ṕısmenem n a počet řez̊u na struně ṕısmenem r. Pro
počty prvk̊u v programovém schématu pak plat́ı vztahy uvedené v tabulce 6.1. Položka
tabulky Počet d́ılč́ıch sumátor̊u vyjadřuje počet sumátor̊u, které provád́ı součet prvk̊u
v jednotlivých závorkách, položka Počet sumátor̊u znač́ı počet souhrnných sumátor̊u, které
sč́ıtaj́ı již jednotlivé závorky. Jak již bylo naznačeno na začátku kapitoly, kĺıčovým para-
metrem pro paralelńı zpracováńı je právě počet integrátor̊u. Každou z rovnic jsme schopni
popsat pomoćı dvou integrátor̊u a určitého počtu daľśıch prvk̊u. Tento celek pak tvoř́ı sa-
mostatnou operačńı jednotku. Zrychleńı tedy bude dáno počtem integrátor̊u, které jsou ve
schématu využity. Pro zrychleńı výpočtu plat́ı tedy následuj́ıćı vztah.

zrychleni = 2 · (pocetRezu− 1) (6.1)

Pro přehlednost uvád́ıme tabulku 6.2, ve které můžeme vidět vypočtená zrychleńı pro r̊uzný
počet řez̊u na struně.
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Tabulka 6.1: Počet jednotlivých prvk̊u v programovém schématu v závislosti na n-bodové
aproximaci a počtu řez̊u na struně

Prvek Výsledný počet

Počet integrátor̊u 2 · (r − 1)

Počet d́ılč́ıch sumátor̊u (n− 1) · (r − 1)

Počet sumátor̊u r − 1

Počet invertor̊u r − 1

Počet konstant (n− 1) · (r − 1)

Tabulka 6.2: Počet jednotlivých prvk̊u v programovém schématu v závislosti na n-bodové
aproximaci a počtu řez̊u na struně

Počet řez̊u Výsledné zrychleńı

10 18

12 22

14 26

16 30

20 38

30 58

40 78

50 98

100 198

1000 1998

10000 19998

100000 199998
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Obrázek 6.6: Programové schéma pro př́ıklad 6.1 — rovnice v1’

Obrázek 6.7: Celkové programové schéma pro př́ıklad 6.1
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Obrázek 6.8: Programové schéma pro př́ıklad 6.2 — rovnice v1’

Obrázek 6.9: Celkové programové schéma pro př́ıklad 6.2
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Kapitola 7

Implementace

Tato kapitola se zabývá implementaćı aplikace PDE Generator, která slouž́ı pro generováńı
soustav ODR pro systém TKSL. Tyto soustavy ODR reprezentuj́ı hyperbolickou PDR.
Aplikace byla naprogramována v jazyce Java. Pro implementaci uživatelského rozhrańı
bylo využito architektury MVC (Model View Controller). Pro správnou funkčnost aplikace
je zapotřeb́ı mı́t nainstalované vývojové prostřed́ı Eclipse1 a také JDK (Java Development
Kit)2.

Model je v aplikaci reprezentován programy nthderivative, getSin a TKSLGen.py.
Programy nthderivative a getSin byly vytvořeny v jazyce C. Pro překlad těchto pro-
gramů je nutné mı́t ve vývojovém prostřed́ı Eclipse nainstalovaný nástroj CDT (C/C++
Development Tooling). Nástroj CDT může pro samostatný překlad využ́ıvat r̊uzné kom-
pilátory, v tomto př́ıpadě byl zvolen kompilátor MinGW. Je nutné, aby kompilátor zahr-
noval knihovny GMP i MPFR (viz ńıže). Nyńı se dostáváme k jednotlivým programům.
Program nthderivative slouž́ı k vygenerováńı koeficient̊u inverzńı matice. Dále program
getSin se využ́ıvá pro vygenerováńı počátečńıch podmı́nek, jejich výpočet prob́ıhá dle
vztahu PP (i) = sin(π · i

cuts), kde cuts znamená počet řez̊u na struně. Je d̊uležité uvést, že
oba programy využ́ıvaj́ı pro svoje výpočty funkce z knihoven GMP3 a MPFR4. Knihovna
GMP (GNU Multi Precision Arithmetic Library) umožňuje provádět výpočty s libovolnou
přenost́ı pro celá č́ısla, racionálńı č́ısla, reálná č́ısla s pohyblivou řádovou čárkou. Knihovna
je p̊uvodně napsána pro jazyk C, ale existuj́ı rozhrańı i pro daľśı jazyky (C/C++, C#, Perl,
PHP, Python, Java). Daľśı využ́ıvanou knihovnou je knihovna MPFR (GNU Multiple Pre-
cision Floating-Point Reliably), která je založena na již zmı́něné knihovně GMP. Na rozd́ıl
od knihovny GMP je v knihovně MPFR k dispozici mnohem v́ıce funkćı jako např́ıklad
transcendentńı funkce (exponenciálńı funkce, logaritmy, sinus, cosinus, tangens, cotangens,
atd.). Právě funkce sinus byla využita v programu getSin pro vygenerováńı počátečńıch
podmı́nek. Posledńı součást́ı modelu je program TKSLGen.py, který byl vytvořen v jazyce
Python a slouž́ı pro vygenerováńı závorkových výraz̊u pro jednotlivé metody řešeńı hyper-
bolické PDR. Abychom mohli volat z Java aplikace funkce z tohoto skriptu, bylo nezbytné
si opatřit knihovnu Jython5.

Vrstvu pohledu (view) zaštit’uje tř́ıda TKSLGenView.java, v této tř́ıdě jsou umı́stěny
jednotlivé prvky uživatelského rozhrańı. Vrstva kontroléru je reprezentována tř́ıdou

1http://www.eclipse.org.
2http://www.oracle.com/technetwork/java/javase/downloads/index.html.
3https://gmplib.org
4http://www.mpfr.org
5http://www.jython.org.
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TKSLGenController.java. Grafické uživatelské rozhrańı je ukázáno na obrázku 7.1.

Obrázek 7.1: Grafické uživatelské rozhrańı

Činnost aplikace znázorňuje sekvenčńı diagram 7.2. Při stisku tlač́ıtka Generovat se
nejdř́ıve zjist́ı parametry výpočtu:

• jaký je počet řez̊u na struně,

• kolikabodová aproximace bude využita,

• jaká metoda výpočtu byla zvolena (dopředná, zpětná, kombinovaná),

• pro jaký systém se budou rovnice generovat (TKSL/C, TKSL/386).

Tyto informace źıskáme z tř́ıdy TKSLGenView.java, která reprezentuje pohled. Poté prob́ıhá
komunikace s modelem. Źıskaj́ı se koeficienty inverzńı matice pomoćı voláńı programu
nthderivative, přičemž parametry jsou požadovaná přesnost koeficient̊u (precision),
počet vzork̊u z levé strany (left), počet vzork̊u z pravé strany (right) a řádek inverzńı
matice, který si přejeme źıskat (row), v našem př́ıpadě vždy źıskáváme druhý řádek inverzńı
matice, protože poč́ıtáme druhé derivace. Poté je volán program getSin pro źıskáńı hod-
not počátečńıch podmı́nek, parametrem je počet řez̊u na struně (cuts). Výsledky vrácené
programy nthderivative a getSin jsou ukládány do dočasných soubor̊u. Pro komunikaci
s programy napsanými v jazyce C byla využita tř́ıda ProcessBuilder.
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: TKSLGen:
TKSLGenVie

w

: getSin:
nthderivative

:
TKSLGenCo

ntroller

6: totalString = GenerateEquations(bracList, coefList, sinList, system)

2: (cuts, approx, method, system) = GetParams()

7: frame.setText(totalString)

5: bracList = GenerateBrackets(cuts, approx)

4: sinList =  GenerateAllSinValues(cuts)

3: coefsList = GenerateAllCoefs(precision, left, right, row)

1: actionPerformed

Obrázek 7.2: Sekvenčńı diagram činnosti aplikace

Nı́že můžeme vidět př́ıklad voláńı programu nthderivative. V následuj́ıćıch zdrojových
kódech jsou pro větš́ı přehlednost vynechány bloky try-catch.

temp = File.createTempFile("tempCoefs", ".txt", new File(pathTemp));

ProcessBuilder coefBuilder = new ProcessBuilder(path + File.separator +

"nthderivative.exe", precision, left, right, row);

coefBuilder.redirectOutput(ProcessBuilder.Redirect.to(temp));

Process coefProcess = coefBuilder.start();

V daľśı části programu prob́ıhá voláńı funkćı ze skriptu napsaném v jazyce Python. Tento
skript slouž́ı, jak již bylo řečeno, pro vygenerováńı př́ıslušných závorkových výraz̊u. Př́ıklad
voláńı funkce z tohoto skriptu můžeme vidět ńıže.

ScriptEngineManager factory = null;

ScriptEngine engine = null;

// zisk enginu pro vyhodnocovani skriptu

factory = new ScriptEngineManager();

engine = factory.getEngineByName("python");

// vyhodnoceni skriptu

engine.eval(new java.io.FileReader(path));

Invocable inv;

inv = (Invocable) engine;

// volani funkce z~Python skriptu

PyList bracketsBegin = new PyList();

bracketsBegin = (PyList) inv.invokeFunction("GenerateCombined",

cutsInt, approxInt);

Pomoćı funkćı pro generováńı rovnic je poté možné sestavit výsledné rovnice pro systémy
TKSL. Výsledný zdrojový kód je zobrazen př́ımo v grafickém uživatelském rozhrańı a je
také ukládán do souboru. Tento soubor nese jméno aproximace pocetRezu.txt. Tedy,
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pokud zadame např́ıklad dvanáctibodovou aproximaci a počet řez̊u pět, výsledný soubor se
bude jmenovat 12 5.txt.
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Kapitola 8

Závěr

Ćılem práce bylo analyzovat problematiku paralelńıho numerického řešeńı parciálńıch dife-
renciálńıch rovnic (PDR). Nejdř́ıve jsme se seznámili s obyčejnými diferenciálńımi rovnicemi
(ODR) a ukázali, jak je možné tyto rovnice řešit pomoćı Taylorovy řady. Tato problema-
tika byla předvedena na RC článku. Následně byly rovnice popisuj́ıćı obvod RC článku
převedeny do simulačńıho systému TKSL, který pro výpočet použ́ıvá proměnný řád me-
tody. Řád metody reprezentuje, kolik člen̊u Taylorovy řady bylo v jednotlivých časových
bodech využito. Bylo zjǐstěno, že sńıžeńı řádu metody lze dosáhnout sńıžeńım integračńıho
kroku výpočtu. Daľśı možnost́ı, jak sńıžit řád metody, je využ́ıt modifikovaného algoritmu
výpočtu. Modifikace algoritmu spoč́ıvá v tom, že jakmile je aktuálně vypoč́ıtaný člen Taylo-
rovy řady menš́ı než daná přesnost, neńı tento člen již uvažován v daľśıch výpočtech a jeho
hodnota je nastavena na nulu.

V daľśı části práce jsme se seznámili s parabolickou, hyperbolickou a eliptickou PDR,
vysvětlili jsme si jejich možné řešeńı pomoćı převodu na soustavu obyčejných diferenciálńıch
rovnic (ODR). Dále bylo předvedeno, jakým zp̊usobem lze tyto typy PDR převést na sou-
stavy ODR a následně je řešit v systému TKSL. Tento převod je nezbytný, protože systém
TKSL umožňuje řešit pouze ODR.

Dále se práce zabývala metodami řešeńı PDR. Konkrétně jsme se zaměřili na hyperbo-
lickou PDR, která popisuje kmitáńı struny. Pro řešeńı PDR lze využ́ıt dopřednou, zpětnou
nebo kombinovanou metodu. Tyto metody využ́ıvaj́ı pro sv̊uj výpočet n-bodové apro-
ximačńı vzorce. Při výpočtu pomoćı těchto metod vycháźıme z Taylorovy řady. Pro ověřeńı
správnosti řešeńı byly vytvořeny programy v systému Matlab, pomoćı kterých byla ověřena
přesnost aproximace funkce f(x) = −sin(x), tedy druhé derivace funkce f(x) = sin(x).
Bylo zjǐstěno, že dopředná i zpětná metoda vykazuj́ı stejnou chybu výpočtu, která je
zapř́ıčiněna použit́ım nesymetrických aproximačńıch vzorc̊u. Naopak kombinovaná metoda
dosahuje výrazně větš́ı přesnosti aproximace, protože pro sv̊uj výpočet využ́ıvá převážně
symetrické aproximačńı vzorce. Ty zp̊usob́ı, že akumulace chyby v pr̊uběhu výpočtu je nižš́ı,
než u dopředné a zpětné metody.

Práce se také zabývala paralelńım řešeńım PDR. Vysvětlili jsme si, jak sestavit pro-
gramové schéma pro libovolné parametry (tedy libovolný počet řez̊u na struně a libovol-
nou n-bodovou aproximaci). Dı́ky tomu, že jsme schopni PDR převést na soustavu ODR,
lze každou ODR reprezentovat jako samostatnou operačńı jednotku. Tento př́ıstup nám
zajǐst’uje významné zrychleńı výpočtu, které je dáno počtem integrátor̊u v programovém
schématu.

V rámci diplomové práce byl navržen program, který je schopen vygenerovat soustavu
ODR pro systém TKSL. Tyto rovnice pak reprezentuj́ı hyperbolickou PDR s libovolnými
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parametry.
Daľśımi rozš́ı̌reńımi by mohla být optimalizace programu pro rychleǰśı generováńı výstup̊u

a rozš́ı̌reńı jeho funkcionality o daľśı typy PDR, dále aplikace navrženého algoritmu pro
sńıžeńı řádu metody pro systém TKSL, analýza stability výpočtu dopředné, zpětné a kom-
binované metody a také podrobná analýza a možnosti daľśıch optimalizaćı paraleńıho
výpočtu.
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Př́ıloha A

Obsah přiloženého CD

Přiložené CD obsahuje následuj́ıćı položky:

• soubor DP Necasova.pdf – technická zpráva diplomové práce,

• složka DP Text – zdrojové kódy technické zprávy (soubory .tex),

• složka DP UI – zdrojové kódy grafického uživatelského rozhrańı PDE Generator,

– TKSLGenerator GUI – zdrojové kódy v jazyce Java,

– TKSLGenerator – zdrojové kódy v jazyce Python pro vygenerováńı závorkových
výraz̊u,

– CGenCoefs – zdrojové kódy v jazyce C zajǐst’uj́ıćı generováńı koeficient̊u in-
verzńıch matic,

– CGenSinValue – zdrojové kódy v jazyce C zajǐst’uj́ıćı generováńı počátečńıch
podmı́nek výpočtu,

• složka DP Matlab – zdrojové kódy pro systém Matlab,

• složka DP Taylor – zdrojové kódy v jazyce C++, které byly využity k experiment̊um
s proměnným řádem integračńı metody.
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