VYSOKE UCENI TECHNICKE V BRNE

BRNO UNIVERSITY OF TECHNOLOGY

FAKULTA STROJNIHO INZENYRSTVI

FACULTY OF MECHANICAL ENGINEERING

USTAV MATEMATIKY

INSTITUTE OF MATHEMATICS

DETEKCE POSUVU OBJEKTU UZITIM FAZOVE
KORELACE

OBJECT TRANSLATION DETECTION BY PHASE CORRELATION

BAKALARSKA PRACE
BACHELOR'S THESIS

AUTOR PRACE JIRi BURES

AUTHOR

VEDOUCI PRACE Mgr. JANA HODEROVA, Ph.D.
SUPERVISOR

BRNO 2019






VYSOKE UCENI FAKULTA

TECHNICKE STROJNIHO
V BRNE INZENYRSTVI

Zadani bakalarské prace

Ustav: Ustav matematiky

Student: Jifi Bure$

Studijni program: Aplikované védy v inzenyrstvi
Studijni obor: Matematické inzenyrstvi
Vedouci prace: Mgr. Jana Hoderova, Ph.D.
Akademicky rok: 2018/19

Reditel astavu Vam v souladu se zadkonem &.111/1998 o vysokych $kolach a se Studijnim
a zkuSebnim fadem VUT v Brné ur€uje nasledujici téma bakalaiské prace:

Detekce posuvu objektu uzitim fazové korelace

Stru¢na charakteristika problematiky ukolu:

Fazova korelace patfi mezi metody registrace obrazu zalozené na Fourierové transformaci. Cilem
metody je napfiklad uréeni posuvu mezi dvéma podobnymi obrazy. V softwaru Matlab je
implementovan Image Processing Toolbox a v rdmci néj je pozornost vénovana problematice
Geometric Transformation and Image Registration a Use Phase Correlation as Preprocessing Step in
Registration.

Cile bakalaiské prace:

Cilem prace je orientace v problematice registrace obrazl. Prace by méla obsahovat nezbytnou
matematickou teorii a popis postupu pfi registraci obrazl. VSe by mélo byt nazorné ukazano na
vhodnych jednoduchych prfikladech za pouziti nastroji softwaru Matlab.

Seznam doporucené literatury:

ZARA, Jiti, BENES, Bedfich, SOCHOR, Jifi a FELKEL, Petr. Moderni po&itadova grafika. Brno:
Computer Press, 2004. ISBN 80-251-0454-0.

DRUCKMULLEROVA, Hana. Registrace obraz(i pomoci fazové korelace [online]. Vysoké uéeni
technické v Brné. Fakulta strojniho inzenyrstvi, 2010 [cit. 2017-09-11]. Dostupné z:
http://hdl.handle.net/11012/16385. Diplomova prace. Vysoké uceni technické v Brné. Fakulta strojniho
inzenyrstvi. Ustav matematiky. Vedouci prace Jana Prochazkova.

JANDA, Ondfiej. Zpracovani obrazu mikroskopickych vzorkd [online]. Vysoké uceni technické v Brné.
Fakulta strojniho inzenyrstvi, 2009 [cit. 2017-09-11]. Dostupné z: http://hdl.handle.net/11012/8611.
Diplomova prace. Vysoké ugeni technické v Brné&. Fakulta strojniho inZenyrstvi. Ustav automatizace a
informatiky. Vedouci prace Radomil MatouSek.

Fakulta strojniho inZenyrstvi, Vysoké u€eni technické v Brné / Technicka 2896/2 / 616 69 / Brno


http://hdl.handle.net/11012/16385
http://hdl.handle.net/11012/8611

Termin odevzdani bakalaifské prace je stanoven ¢asovym planem akademického roku 2018/19

V Brné, dne

L.S.

prof. RNDr. Josef Slapal, CSc. doc. Ing. Jaroslav Katolicky, Ph.D.
feditel astavu dékan fakulty

Fakulta strojniho inZenyrstvi, Vysoké u€eni technické v Brné / Technicka 2896/2 / 616 69 / Brno



Abstrakt

Prace se zabyva problematikou registrace posuvu dvou podobnych obrazti pomoci fazové
korelace. Potfebny matematicky zéklad (tj. predevsim Fourierova transformace, window
funkce a fazova korelace) je nélezité definovan a demonstrovan na obrazcich. Rozebirany
algoritmus registrace je aplikovan na vzorovém obrazku.

Summary

This thesis discusses the detection of two similar shifted images by using phase corre-
lation. The required mathematical bases (Fourier transform, window function and phase
correlation) are properly defined and demonstrated in the relevant figures. A described
algorithm of registration is applied on the sample picture.
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Uvod

Problematika registrace obrazu (jinak feceno sesazovani obrazu; anglicky image regis-
tration) je hojné zkoumana a aplikovana v nejriznéjsich odvétvich védy a techniky (Casté
vyuziti nachazi napriklad v mediciné a astronomii). Jednoduse feceno, s registraci obrazu
se setkame vsude, kde pracujeme se snimky, upravujeme je ¢i skladame s cilem zjistit,
jaky je mezi nimi vztah...
Mezi zakladni ,vztahy“ (operace) patii vzdjemny posuv obrazi, rotace a zména méritka.
V tomto textu se zamérime pouze na posuv. Tedy na pripad, kdy se jeden obraz od dru-
hého lisi pouze posuvem o dany vektor (x,y). Navic budeme uvazovat pouze posuv o ce-
lo¢iselny pocet pixelti obrazku, tj. diskrétni pripad. Divodem tohoto omezeni je fakt, ze
chceme v rozsahu bakalarské prace cely postup registrace obrazu a jeji teoreticky zaklad
matematicky korektné definovat a zaroven nazorné ukazat prakticky vyznam této teo-
rie i jeji aplikaci na prikladech. K vypoctim a modelovani pouzijeme néastroju softwaru
MATLAB v némz jsou vSechny potrebné funkce obsazeny v balicku Image Processing
Toolbox (a v rdamci néj je pozornost vénovana problematice Geometric Transformation
and Image Registration a Use Phase Correlation as Preprocessing Step in Registration).
Pro prehled uvedeme také nékteré z pouzitych kodi. Vétsinou vsak vyuzijeme implemen-
tované funkce.
Zakladem pro nasi praci je Fourierova transformace, kterou popiseme a vysvétlime vice,
nez uvedenim vzorce a jejim prostym pouzitim.
Vétsina matematickych definic, vét nebo diikazl, pokud nebude uvedeno jinak, byla pre-
vzata z [1].
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1. ULOHA

1. Uloha

Co tedy bude nasi tilohou a nasim cilem? Mé&jme napiiklad ¢ernobily snimek zobrazeny
na obr. 1.1. V pripadé digitalniho obrazu, ktery nadefinujeme pozdéji (viz definice 2.1),
budeme za pocatek souradného systému povazovat levy horni roh. Kladna ¢ast osy x pak
sméfuje ve sméru vodorovném vpravo a kladna c¢ast osy y ve sméru svislém doli.
Z tohoto obrazku vyrizneme dva mensi, ¢tvercové obrazy tak, ze oba budou od sebe na-
vzéjem posunuty o dany pocet pixelt. V nasem pripadé bude vektor posunuti (—60,70).
Vytezy o velikosti 600 x 600 pixel, u kterych budeme urcovat jejich posuv jsou na ob-
razku 1.2.
Nasim tkolem je pomoci nadefinovanych matematickych prostredkt najit vektor posuvu
(z,y). Pro TeSeni této ulohy lze sestavit obecné nésledujici postup:

1. Nacteni obrazt, prevod do odstinu Sedi.

2. Aplikace window funkce.

3. Vypocet Fourierovych transformaci.

4. Vypocet tazové korelace.

5. Nalezeni souradnic maximalni hodnoty fazové korelace.

6. Urceni posuvu mezi obrazy.

Do postupu lze také zahrnout vystredéni obrazt ve c¢tverci o N x N pixelech, kde
N € N, abychom docilili rozméri vhodnych pro praci s maticemi, nebo aplikaci filtr
hodnot - tzv. funkei horni a dolni propust (anglicky low pass a high pass weight function),
které redukuji nechtény Sum v obraze. Témito se vSak v praci zabyvat nebudeme. Obrazy
budeme volit jiz o velikosti N x N pixeli a Sum v obraze zanedbame.
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(a) Vytez A

Obrézek 1.2: Zvolené vytezy

(b) Vytez B



2. DIGITALNI OBRAZ
2. Digitalni obraz

2.1. Ziskani obrazu

V dnesni dobé existuje mnoho riznych metod a technik pro zachyceni snimki redlného
svéta a jejich prevod do digitalni podoby. Nespadaji ovSsem do ramce této prace, proto
uvedeme pouze pro predstavu nékolik obecnych informaci.

Ke snimani se dnes v modernich elektronickych zarizenich vyuzivaji dva typy senzoru:
CCD (Charge Coupled Device) a CMOS (Complementary Metal Oxid Semiconductor).
Oba senzory se lisi ve zptisobu vyroby a ve zptisobu zpracovani signdlu. CMOS je vyrabén
stejnou metodou jako jiné polovodicové soucastky a je jednodussi na tpravu. I proto ho
lze dnes najit témér ve vSech béznych fotografickych zatizenich. CCD vyzaduje vlastni
specialni vyrobni techniku, coz ho ¢ini draz$im a méné uzivanym.

Princip ¢innosti je v obou pripadech podobny. Na kiemikovou fotodiodu pod elektrickym
napétim dopadaji fotony, které se po dopadu méni na volné elektrony. Ty se hromadi
na kladné elektrodé a vznika tak métitelny elektricky néboj, ktery se odvadi a zazname-
nava. Tim vznika spojity analogovy signal.

Po zaznamenani signédlu je potieba jej prevést na signal digitalni, tj. digitalizovat jej. Pri-
cemz je velmi dilezité spravné vzorkovani signalu, neboli volba rozliseni. Plati zde tzv.
Shanonova véta, kterd rika, ze nejmensi detail v digitalizovaném obraze musi byt mini-
malné dvojnasobkem vzorkovaciho intervalu. (Zdroje: [3, 2, 11].)

CCD i CMOS senzory samy o sobé nerozeznavaji barvu dopadajiciho svétla. Aby toho
byly schopné, je potfeba pred diody umistit barevné filtry uskupené do tzv. Bayerovy
masky. Bayerova maska se sklada z filtrti propoustéjicich modré, cervené a zelené casti
svételného spektra. Nejvice zastoupeno je zelené svétlo, protoze lidské oko je nejcitlivéjsi
na Cervenou (resp. zlutou) a zelenou barvu. (Zdroje: [1, 3, 10, 16].)

2.2. Digitalni obraz v odstinech sedi

Prace s cernobilymi obrazy je obecné jednodusi nez s barevnymi. Toho se pri registraci
obrazu hojné vyuziva a vyuzijeme toho také v nasem pripadé.

Definice 2.1 (Digitalni obraz v odstinech Sedi). Necht R = {0,1,.... M — 1} x
{0,1,.... N — 1}, kde M,N € N a necht W = {0,1,...,w — 1}, kde w € N. Funkce f :
R — W se nazyva digitdlni obraz v odstinech Sedi (dale jen obraz ¢i snimek). M oznacuje
sirku obrazu a N vysku obrazu.

Prvky mnoziny R nazyvame pizely, hodnota funkce f pixelu (z,y) se nazyva hodnota
pizelu. Hodnota w urcuje rozsah mezi nejniz$imi a nejvyssimi hodnotami pixel v obraze
a nazyvame ji bitovou hloubku obrazu. Rikdme, Ze bitovd hloubka je v n bitech na pizel
(tedy, Ze jde o n-bitovy obraz) pokud w = 2", kde n je pocet biti obsahujicich informaci
o barvé jednoho pixelu.

Pokud by bylo naptiklad n = 1 (tj. barva by byla vyjddfena jednim bitem), pak by
pixely nabyvaly pouze dvou hodnot - ¢erné a bilé. Cernobilé snimky byvaji zpravidla po-
psany 8 bity, tedy az 256 odstiny Sedi. Pro nase obrazy to znamena, ze hodnoty pixela
(hodnoty funkce f) budou z intervalu (0, 255), viz [18].
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2.3. PROSTOROVA A FREKVENCNI OBLAST

Podle definice povazujeme obraz za matici M x N hodnot. To je sice velmi trivialni, ale
dilezity fakt, ktery uplatnime pro vSechny niZze popsané matematické definice, odvozeni
a algoritmy. Bez Gjmy na obecnosti budeme dale predpoklddat a pouzivat ¢tvercové ob-
razy s rozmeéry N x N pixelt.
Pro 1ucely prevodu barevnych obrazii na cernobilé bude v této praci pouzito funkce
rgb2gray implementované v MATLABu. Tato funkce pievddi hodnoty RGB! do odstint
sedi vytvorenim vazeného souctu R, G a B slozek 0,2989 - R + 0,5870 - G + 0,1140 - B,
viz [12]. Matice pro barevny obraz se tfemi slozkami [N, N, 3] se takto méni na matici
obsahujici pouze dvé slozky [N, N|. To predstavuje z hlediska kodu i vypocetni naro¢nosti
ono zjednoduseni zminéné pred definici 2.1.

K nacteni obrazku pouzijeme funkce imread, k ofezu a vyftiznuti mensich obrazki
potom funkce imcrop.

2.3. Prostorova a frekvenc¢ni oblast

Pro vyjadreni a popis obrazu (resp. signidlu obecné) muzeme pouzit dvé ekvivalentni
varianty. Prvni z nich je prostorovd oblast (doména, podle anglicky domain). Takto je
oznacovan nejbéznéjsi zptisob, jakym se s obrazy setkavame. Funkce f zde vyjadiuje hod-
notu pixelil v zavislosti na pozici v obrazku tak, jak bylo fe¢eno uz v definici 2.1. Obraz
v prostorové oblasti je pro ¢lovéka dobre citelny a pochopitelny, na druhou stranu neni
vzdy vhodny pro strojové zpracovani a matematické vypocty.

Pro takovy pripad se vice hodi obraz vyjadieny ve frekvencni oblasti. Funkci, ktera pre-
vadi obraz z prostorové do frekvencni oblasti, je funkce ziskana Fourierovou transformaci
a nadefinujeme ji v nasledujici kapitole. Nyni nam postaci fakt, ze transformaci obdrzime
obraz slozeny ze sinusovych vln o rtiznych frekvencich, amplitudach a vzajemné fazove
posunutych. Souradnice obrazu se ndm transformuji ze souradnic pixelu (z,y) na frek-
vence (£,7n) a funkce f, popisujici hodnotu pixelu, se zméni na svuj Fourieruv obraz F'
popisujici amplitudu pri slozeni sinusovych vin danych frekvenci.

Uvedme nyni nékolik obrazkt ukazujici pravé prostorovou a frekvencéni oblast a spo-
jitost mezi nimi. Prvni sled obrazku (obr. 2.1) ukazuje prostorovou kosinovou funkci
gi(x,y) = 23—5 + 23—5 -cos(2m fy). Plati f = %, kde f je frekvence a T je perioda funkce g;.
Obrazek 2.1a ukazuje tuto funkci v prostorové oblasti jako cernobily obraz. Bilé body
znazornuji maximalni amplitudu a ¢erné minimalni. Trojrozmérna podoba funkce ¢; je
vykreslena v grafu 2.1d.

Na obrazcich 2.1b a 2.1c je funkce ¢; zobrazena ve frekvenc¢ni oblasti; opét v podobé
¢ernobilého obrazu pri pohledu ,,shora“ a v podobé trojrozmérného grafu. I zde je jasné
dan smér, jakym se funkce g; $ifi a to mensimi vrcholy vlevo a vpravo od stiedového, nej-
jasnéjsiho vrcholu. Cim dale budou vrcholy od st¥edu, tim vétsi bude frekvence f. Jejich

velikost pak znaci do jaké miry je dand frekvence zastoupena.

'RGB (red-green-blue) je zptisob michani barev v displayich modernich zafizeni. Princip michdn{
vychdzi z faktu, Ze za¥izeni svétlo (barvy) vyzafuje, ne odrdzi. Zdkladnimi barvami jsou Cervend, zelend
a modra. Napriklad ¢ernou barvu obdrzime smichanim vSech t¥i barev zakladnich.
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2. DIGITALNI OBRAZ
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Obrazek 2.1: Horizontalni kosinova vlna s frekvenci f = 0,03 Hz

Na obrazku 2.2 je dalsi prostorova kosinova funkce go(x,y) = % + % - cos(2mfx).
Tato funkce se sifi ve sméru osy y, proto i vrcholy na obrazcich 2.2b a 2.2¢ tvori linii
rovnobéznou s touto osou.
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50

Obrazky 2.3 zobrazuji funkci gz(z,y) = % + 23—5 - cos(2mf(x + y)). Funkce g3 se

v prostorové oblasti $ifi po diagonale a stejné tak na diagonale lezi také vrcholy v oblasti
frekvencni. Je patrné, Ze tato funkce ma mnohem mensi periodu 7T nez predchozi funkce ¢;
a go a tedy ma vétsi frekvenci f. Diky tomu jsou vrcholy vice vzdéaleny od stredu.
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2.3. PROSTOROVA A FREKVENCNI OBLAST
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Obrézek 2.3: Diagonalni kosinova vlna s frekvenci f = 0,1 Hz

Na poslednim sledu obrazki 2.4 je funkce g4 = g2 + g3. SloZeni téchto dvou funkci
znamend také slozeni jejich frekvenci. Proto na obrazku 2.4b vidime jak vrcholy nalezici
frekvencim funkce go, tak vrcholy nélezici frekvencim funkce gs. Timto principem lze slo-
zit libovolny obréazek, jak si na prikladu jednorozmérného signdlu ukazeme v nasledujici
kapitole.
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3. FOURIEROVA TRANSFORMACE
3. Fourierova transformace

3.1. Proé¢ Fourierova transformace

Uz v prvni poloviné 19. stoleti Joseph Fourier dokazal, ze jakakoliv funkce miize byt
rozloZzena na soucet harmonickych vin. To znamenad, ze jakykoliv signél v ¢ase lze poskladat
z ruznych sinovych (¢i kosinovych) vin.

Vezméme si napriklad akord zahrany na klavir. SlySime sice jednu vyslednou harmonii,
ale ta je slozena z nékolika tont. Fourierova transformace nam dava nastroj ke zpétnému
rozlozeni zahraného akordu na jednotlivé ¢isté tony. Inverzni Fourierova transformace ndm
pak opét umoznuje z téni znovu poskladat vysledny akord.

Pro¢ bychom toto ale méli aplikovat, kdyz mtzeme pracovat i s vyslednym signélem?
V technické praxi se vyskytuji situace, ve kterych je prace s ptivodnim signalem velmi
narocna, zdlouhava a klade vysoké naroky na vypocetni techniku.

Uvazujme vystupni signal EKG (obrazek 3.1). Pokud bychom jej chtéli vyhodnocovat tak,
ze budeme zkoumat kazdy jeho vrchol, trvalo by vysSetfeni pacienta nejen velmi dlouho,
ale technické zarizeni by muselo zvladat i pomérné narocné vypocetni operace. Pokud
vsak signdl rozlozime na jednotlivé frekvence, ze kterych je slozen, pak mizeme efektivné
vyhodnotit signal po celé jeho délce najednou a odhalit tak pripadné problémy rychleji.
Takovy rozklad nam také umoznuje signal jednoduse upravovat a dale s nim pracovat.
Uvedme napiiklad detekce hran a segmentace obrazu, ostfeni, rekonstrukce ¢i komprese
obrazu. Staci, kdyz jednoduse zménime dané frekvence a signél se upravi jako celek.

V nasem pripadé jsou signalem obrazy. I zde plati, Ze lze ziskat frekvence v obrazu a ty
efektivné upravovat. Napriklad obrazek doostfit ¢i odstranit nékteré vady, viz [6].

Obrazek 3.1: Zaznam signalu EKG. Prevzato z [6].

3.2. Komplexni cisla

Pro spravné pochopeni Fourierovy transformace a pro spravnou predstavu o jejim principu
je potrebné rozumeét zakladiim komplexnich ¢isel a jejich interpretaci. Spise pro vysvétleni
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3.2. KOMPLEXNI CISLA

a lepsi uvédomeéni si souvislosti nyni to nejnutnéjsi pripomenme. (Zdroj [17].)
Zékladni formu komplexniho ¢isla piSeme ve tvaru

z=a+bi, kdea,beRai=+v-1, (3.1)

kde a je redlna cast komplexniho ¢isla a b jeho imaginarni ¢ast.

Takovouto funkei, jak pozdéji uvidime, bude pravé Fouriertiv obraz F' realné funkce f.
Podstatny je pro nas také geometricky vyznam komplexnich ¢isel. Kazdé z nich lze totiz
zakreslit do komplexni roviny, kde osa x je redlné osa a osa y imaginarni osa (obrazek 3.2).
Takto zakreslujeme komplexni ¢islo pomoci obdélnikovych souradnic.

Mizeme jej vsak zakreslit také pomoci polarnich souradnic. Tedy pomoci vzdalenosti r
od pocatku souradnicového systému a thlu ¢, ktery svird pravodi¢ bodu z s osou x.
Nyni lze polohu bodu v komplexni roviné zapsat jako

z = r(cosp +isiny), (3.2)
pricemz plati
b
r=+va?+ b, p = arctg—.
a

Odtud Ize jednoduse vyjadiit cosp = 2,sinp = % Je tedy zjevné, ze jak (3.1) i (3.2)
reprezentuji skutecéné stejné komplexni ¢islo.

A

Im

Obrézek 3.2: Komplexni rovina a vyjadieni ¢isla z

Dalsim prostiedkem pro vyjadieni a predevsim zkraceni zapisu komplexniho ¢isla je
Eulerova formule. V zédkladnim tvaru ji piSeme jako

e = e%(cosb + isinb).

Uvazujme-li nase vyjadieni komplexniho ¢isla ve tvaru (3.2). Potom Eulerova formule pro
toto ¢islo bude mit tvar
re'¥ = r(cosp +isiny). (3.3)

Protoze budeme pracovat predevsim s komplexnimi funkcemi realnych proménnych,
je vhodné na zavér této sekce nadefinovat také tyto funkce.
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3. FOURIEROVA TRANSFORMACE

Definice 3.1 (Komplexni funkce). Funkci f nazveme komplezni funkci redlngch pro-
mennych, pokud je f: M — C, M C R, takova, ze

f(x) = u(z) + iv(z),

kde u,v : M — R jsou realné funkce, redlnych proménnych.

3.3. Prostory funkci

Pro dalsi text je korektni zadefinovat také prostory funkci, ve kterych budeme pracovat.

Definice 3.2 (Prostor funkci £(R)). Ozna¢me L(R) prostor funkci f : R — C

takovych, ze
[ 17 lds
R

Jde o prostor funkci se stejnymi vlastnostmi jako prostor funkci lebesgueovsky inte-
grovatelnych, viz [1].
Pro R? definujeme prostor £(R?) podobné.

existuje a je konecny.

Definice 3.3 (Prostor funkci £(R?)). Oznacme L(R?) prostor funkci f : R? — C
takovych, ze

/ |f(z,y)|dxdy
R2

existuje a je konecny.

3.4. Rozklad periodickych funkci

Jak uz jsme tekli diive, casto je uziteéné rozlozit komplikovanou funkci na diléi slozky,
se kterymi lze snaze pracovat. Mezi takové rozklady patii napriklad Tayloriuv rozvoj funkce
nebo rozklad pomoci Fourierovy fady. My se stru¢né zminime o Fourierové radé, pro-
toze z jejiho principu vychazi samotna Fourierova transformace. Fourierova fada rozklada
(presnéji feceno aproximuje) periodické spojité funkce na soucet jednoduchych harmonic-
kych funkei, tj na sinus a kosinus viz pfiklad na obrézku 3.3. Ty ndm umoéﬁuji jed-

vevs

na vypocetni techniku, viz [6].

Definice 3.4 (Fourierova fada). Necht f : R — R je redlna periodicka funkce s peri-
odou T a necht splnuje Dirichletovy podminky: f je absolutné integrovatelna nad kazdou
periodou; f ma nad kazdou periodou pouze konecny pocet maxim a minim; f ma nad
kazdou periodou konecény pocet nespojitosti. Fourierovou radou funkce f nazyvame radu
(viz [6, 7])

= EO + ; ay, cos(kwz) + by sin(kwz)] (3.4)
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3.4. ROZKLAD PERIODICKYCH FUNKCI

kde

T/2

ak:% / f(x) cos(kwrx)d, (3.5a)
~T/2
T/2

2 .
bk:? / f(x)sin(kwz)dx (3.5b)

~T/2
jsou tzv. Fourierovy koeficienty funkce f vzhledem k trigonomoterickému systému

1, cos(wz), sin(wx), cos(2wx), sin(2wx), . . .

a kde pro thlovou frekvenci plati

W= —=.

T

Poznamenejme, ze Fourierova rada se Castéji oznacuje jako trigonometrickd rada.
Fourierovu radu lze napsat také v komplexnim tvaru

fl@)y=Y_ ce*, (3.6)
k=—0o0

kde

—T/2

ck:% / f(z)e*=da. (3.7)

T/2

Obrézek 3.3: Rozklad signalu na soucet sinusovych vin
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3. FOURIEROVA TRANSFORMACE

Funkce na obrézku 3.3 jsou: fi = sin(x), fo = 3 sin(3z), f3 = +sin(5z),9 = fi+ fo+ fs.
Pokud bychom pokracovali v radé, dostali bychom s kazdym clenem o néco presnéjsi
aproximaci signalu.

3.5. Rozklad neperiodickych funkci

Uvedena forma Fourierovy fady (3.4) je dana pro periodické funkce s periodou 7. V re-
alné praxi je vSak vétSina signalti neperiodickd. To plati také pro obrazy, i kdyz ve 2D
prostoru. Proto by bylo vhodné najit takovy vzorec, ktery by dokazal spolehlivé rozlozit
také neperiodicky signal.

Na neperiodické funkce se lze divat jako na periodické s nekonecné velkou periodou. Tedy
s periodou T — oo. Uhlovou frekvenci poté dostavame ve tvaru (viz [6))

To také znamena, ze vzdalenost dvou sousednich frekvenci je dw — 0 a plati nw —
w, n € N.

3.6. Jednorozmeérna Fourierova transformace

Na tomto misté nadefinujme jiz samotnou Fourierovu transformaci a zpétnou (inverzni)
Fourierovu transformaci.

Definice 3.5 (Fourierova transformace funkce v L(R)). Necht f € L(R). Fourierova
transformace funkce f je funkce F{f} = F : R — C definovana jako

F(¢) = /f(x)e_imgdx. (3.8)

Furiertiv obraz F' funkce f budeme také nazyvat Fourierovo spektrum.

Definice 3.6 (Inverzni Fourierova transformace funkce v L(R)). Necht funkce
F € L(R). Inverzni Fourierova transformace funkce F je funkce F~'{F} = f: R — C
definovana jako

FUPY@) = 5 [ P, (39)

V praxi nema vzorec pro spojitou transformaci prilis velké vyuziti. Pfi programovani
je prace s integraly pomérné slozitd a narocna na vypocet. Proto se signaly vzorkuji
na N vzorki. Integral tak prechazi v sumu a dostavame diskrétni podobu Fourierovy
transformace.
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3.6. JEDNOROZMERNA FOURIEROVA TRANSFORMACE

Definice 3.7 (Diskrétni Fourierova transformace v L(R)). Necht f je diskrétni
funkce f: {0,1,...,N — 1} — C, N € N. Diskrétni Fourierova transformace funkce f je
funkce D{f} = F : {0,1,...,N — 1} — C a plati

=z

F(&) =Y f(z)e 09, (3.10)

T

Il
o

Definice 3.8 (Inverzni diskrétni Fourierova transformace v L(R)). Necht f je
funkce f : {0,1,..,.N — 1} — C,N € N a necht F je jeji diskrétni Fourierova trans-
formace. Inverzni diskrétni Fourierova transformace funkce F je funkce D' {F} = f :
{0,1,..., N — 1} — C definovana jako

=z

1

=~ F(€)e™ ) (3.11)

0

D {F}(x)

o~
Il

Na diskrétni formeé si ukazeme jeji souvislost s vyjadirenim v komplexni roviné. Pokud
sumu rozepiseme pro danou frekvenci ¢ dostavame

i2méxy i2w€xo i2méxyn

F(&) = flz)e v + flzg)e N7 4 -+ fza)e ¥

Pomoci Eulerovy formule tak, jak jsme si ji uvedli v kapitole 3.2, miZeme vzorec
prepsat jako

6 = ) e (57 ) s (572 ) o fon (357 ) o (352 )
bt fla) {cos (%Jffx") +isin (27;3%)} .

Nyni je jesté 1épe vidét, ze Fourierova transformace je sou¢tem hodnot komplexnich
¢isel danych pro kazdou zvolenou frekvenci &, tj. signal f je skutecné slozen ze sinovych
vln o raznych frekvencich a amplitudéch.

Fourierovu transformaci tedy nechapeme jako jakysi filtr aplikovany na funkci f, ale jako
jejl jinou reprezentaci.

Nakonec pro tplnost poznamenejme, ze Fourierovo spektrum F' lze vyjadrit také na-
priklad jako

(&) = R(§) +11(8),

kde R a I jsou realné funkce realnych proménnych (viz definice 3.1).

P1i programovani je diskrétni funkce F' zastoupena matici F(i)(j) o dvou sloupcich - hod-
notami pro redlnou a komplexni ¢ast komplexniho ¢isla. Prosttedi MATLAB nam praci
zjednodusuje, protoze nam umoznuje pracovat s komplexnimi cisly, které uklada jako
jediny prvek F(i). Pro ilustraci uvedme jednoduchy kéd pouzivajici matici F(i)(j), viz ob-
razek 3.4. Podotknéme, zZe jako frekvence se obvykle voli indexy vektoru hodnot, pro ktery
transformaci pocitame. Tj. pro frekvence 1 Hz, 2 Hz, 3 Hz, ..
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3. FOURIEROVA TRANSFORMACE

il|= close all; clear all; clc;

2

3|= x = 0:0.2:10;

4 — n = length(x); N = 1l:n;

5= fx = zeros(2,n); fx(1l,:) = sin(x); fx = fx.';

6 — F = zeros(2,n)."';

7

g - for u=l:1:n

E)|= for k=1:1:n

10 — p = 2*pi*u*(k/n);

11 % realna cast

12 — F(u,1) = F(u,1) + (fx(k,1)*cos(p) + fx(k,2)*sin(p)):
13 % koplexni cast

14 — F(u,2) = F(u,2) + (fx(k,2)*cos(p) - fx(k,1)*sin(p)):
15 — end

le — end

17

18 — Femplituda = sqgro(F(:,1)."2 + F(:,2)."2);

19 — FEmplituda = flipud(FEmplituda);

20

20— subplot(211), stem(N,FEAmplituda, 'ro'), title('EN{f(=x)N}")
22 — grid on

23 — subplot(212), stem(N,fx(:,1),'ro'), title('sin(x)"')

24 — grid on
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Obrazek 3.4: Fourierova transformace v MATLABu

3.7. Dvourozmérna Fourierova transformace

Protoze pracujeme s obrazy, které, jak jsme Tekli uz drive, jsou reprezentovany matici
N x M (resp. N x N), nebude ndm Fourierova transformace v prostoru L£(R) stacit
a musime pteji do prostoru £(R?). Spojity piipad jiZ vynechdme a uvedeme definice pouze
pro diskrétni funkce.

Definice 3.9 (Diskrétni Fourierova transformace v L£(R?)). Necht f je diskrétni
funkee f : {0,1,..., N —1} x {0,1,...., N —1} = {0,1,..., N = 1}?> — C, N € N. Diskrétni
Fourierova transformace funkce f je funkce D{f} = F :{0,1,...,N — 1}?> — C a plati

=z

-1
F(&,m) = fla,y)e T @rwm, (3.12)
Y

=z

8
Il
o
Il
o

Funkce F' se nazyva Fourierovym spektrem funkce f. ('Tj. stejné jako v jednorozmérném
pripadé).
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3.7. DVOUROZMERNA FOURIEROVA TRANSFORMACE

Definice 3.10 (Inverzni diskrétni Fourierova transformace v £(R?)). Necht f je
diskrétn{ funkce {0,1,...,N —1}*> — C,N € N a necht F je jeji diskrétn{ Fourierova
transformace. Inverzni diskrétni Fourierova transformace funkce F je funkce D™ F} =
f:{0,1,..., N —1}? — C definovana jako

=z
=z

1 —
D H{F}w,y) = 5= F(&,n)e™ @t (3.13)

s
Il

o
3
Il

o

Ve vétsiné literatury (napt. [17], resp. [6, 8], kde se vyuziva zapis pomoci posloupnosti)
se setkdme s levou stranou rovnice (3.13) polozenou rovno f. Takovy zépis je skute¢né
mozny diky nasledujicimu tvrzeni.

Véta 3.11 (O inverzni Fourierové transformaci). Necht f je diskrétni funkce f :
{0,1,...,N — 1}2 — C, N € N a necht I je jeji diskrétni Fourierova transformace. Pak
inverzni diskrétni Fourierova transformace funkce F' je funkce f, tj.

DHD{f(z,9)}} = f(z,y).

Dvourozmérnou Fourieorovu transformaci lze rozlozit dvéma zpiisoby:
bud podle proménné x nebo y tak, ze bude obsahovat soucin indextt xn nebo y&

M-1
Fm(g): f(x>y)e_l2ﬁTy§> 620717"'>M_17 ,I':O,l,...,N—l,
y=0
N-1 Y
F(€>/’7): Fm(g)e_Tn’ 77:0717"'>N_17 €:0>1>>M_1
=0
nebo
N-1 Y
Fy(n):Zf(x>y)e_Tn> 77:0717"'>N_17 y:071>"'>M_17
=0
N-1

Fen) =Y Fme #, £=01,....,M~1,p=0,1,...,N - 1.

y=0

Podobnym zptisobem lze rozepsat také inverzni transformaci. Dvourozmérnou trans-
formaci tak muzeme chapat jako slozeni dvou jednorozmeérnych, viz [8].

Pro demonstraci vazby mezi vstupnim obrazem a jeho Fourierovym spektrem zvolme

obraz tak, aby na ném byly pouze horizontalni, vertikalni a diagonalni linie a aby obsa-
hoval pouze vyrazné kontrastni prechody. Priklad takového obrazu je na obrazku 3.5.
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3. FOURIEROVA TRANSFORMACE

Obrézek 3.5: Vzorovy obraz

Na obréazcich 3.6a a 3.6b je vykresleno Fourierovo spektrum ihned po aplikaci Fourie-

rovy transformace na obraz. S takovouto podobou spektra mizeme déle pracovat a pro-
vadét s nim dalsi matematické operace, ale pro vizualizaci a nazornou predstavu neni
prilis vhodna. Proto mizeme spektrum vystfedit. Co vlastné toto vystfedéni znamena
znazornuje obrazek 3.7; pro nazornost bylo pouzito logaritmované spektrum vzorového
obrazu z obrazku 3.5. Dilezité frekvence se tak stanou vyraznéjsi a citelnéjsi a dostaneme
lepsi prehled o podobé spektra (obrazky 3.8a a 3.8b). V MATLABu ndm k tomu poslouzi
funkce fftshift.
V dalsim kroku prevedeme Fourierovo spektrum do logaritmickych soutadnic. Tim zvi-
ditelnime také vyssi, méné patrné, ale stale podstatné frekvence. Vysledek je na obraz-
cich 3.8c a 3.8d. Pro tuto operaci zvolime funkci log s argumentem F 4 1, kde F je matice
Fourierova spektra.

50 100 150
(a) Fourierovo spektrum - obraz (b) Fourierovo spektrum - 3D graf

Obrazek 3.6: Fourierovo spektrum vzorového obrazu z obrazku 3.5
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4 A

Obrazek 3.7: Znazornéni vystredéni Fourierova spektra

180

160 %« 10%

140 15
120
100

80

60

40

20

0 50

0 50 100 150 0 o
(a) Vystfedéné Fourierovo spektrum - obraz  (b) Vystfedéné Fourierovo spektrum - 3D graf

0 50 100 150

(c) Vystfedéné Fourierovo spektrum v loga-(d) Vystfedéné Fourierovo spektrum v logaritmickych
ritmickych souradnicich - obraz soutadnicich - 3D graf

Obrézek 3.8: Fourierovo spektrum vzorového obrazu z obrazku 3.5
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3. FOURIEROVA TRANSFORMACE
3.8. Vlastnosti Fourierovy transformace

Abychom mohli jednoduse zapsat nékteré z vybranych vlastnosti Fourierovy transformace
v tabulce 3.1, je uzitecné nadefinovat periodizaci funkce f a jejiho spektra F'. Tato pe-
riodizace ndm mimo jiné umoznuje provést vystiedéni spektra podle obrazku 3.7 a nebo
naopak nuti nas pouzit window funkci (viz kapitola 5).

Definice 3.12 (Periodizace funkce a jeji Fourierovo spektrum). Necht f je funkce
{0,1,...,N—-1}* - C,N € N a necht ' je jeji Fourierovo spektrum. Periodizace Fou-
rierova spektra F je funkce F : Z? — C definovana jako

2

—1N-1
Fen) = F(a,y)e FoErm.

x

Il
o

y=0

Periodizace funkce f je funkce f : Z2 — C definovand jako

=z

~1N—
1 2mi

flay) = — F(&m)e” ~ (etwm),
0 n

=z

o
Il
I
=)

Shriime nékteré dilezité vlastnosti Fourierovy transformace do néasledujici tabulky 3.1.

1| flz,y) F(&,n)

2 | D{fi(z,y) + folz,y)} | F1(€,m) + Fa(§,m)
3 | af(z,y) alF'(&,m)

4 | flaz, By) LF(E 1)

5 | f(w— 20,y — o) F(¢, 77) e~ {&zoFny0)
6 | fx,y)-e i Crotmo) | (& — &, m — ng)

7| (f*g)(x,y) F(g, ) G(&,n)

8 | flz,y) - g(z,y) w2 (F * G)(&,m)

9 | fl==,—y) F( )

10 | f*(=,y) (—6, )

Tabulka 3.1: Tabulka vybranych vlastnosti Fourierovy transformace

Prvni vlastnost je zfejma. Jde o prosté vyjadieni definicniho vztahu Fourierovy trans-
formace. Druhym vztahem je distributivita vzhledem ke s¢itani, ktera také plyne z definic-
niho vztahu. Pro nasobeni ale obecné distributivita neplati. Ve tfetim a ¢tvrtém vztahu je
vyjadrena linearita transformace, kde o, 8 € R jsou dané konstanty. Pata a Sesta vlastnost
popisuji translaci (¢esky posunutl) tedy jak se zméni Fourierovo spektrum F' funkce f
pokud dojde k jejimu posunu o vektor (zo,yo) (resp. (£o,7m0)). Pri¢emz prvni formule je
Shift theorem (viz véta 3.13) a druhd se oznacuje jako modulation theorem, viz [1]. Shift
theorem (Cesky véta o posuvu, ale Ceskd verze nazvu této véty se priliS nepouziva) je
pro nas dulezité tvrzeni. Umoziuje ndm totiz vyjadrit vysledek fazové korelace (viz de-
finice 6.5) jako funkci diskrétniho impulzu (viz véta 7.1 a definice 7.2), ¢ehoz vyuzijeme
pri samotném urcovani velikosti posuvu mezi obrazy. Proto je tato véta uvedena nize
i s dikazem a graficky je myslenka zndzornéna na obrazku 3.9. Sedmy a osmy vztah
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3.8. VLASTNOSTI FOURIEROVY TRANSFORMACE

je konvoluéni vlastnost Fourierovy transformace. Vice je o konvoluci feceno v sekci 6.1.
Sedmou vlastnosti je periodicita Fourierovy transformace. Devatou zminénou vlastnosti
je Fourierova transformace funkce f s obracenymi osami. Vztah plati také pro inverzni
transformaci. Posledni vlastnost popisuje Fourierovo spektrum funkce f*, coz je funkce
komplexné sdruzend k funkei f, viz [5].

Vé&ta 3.13 (Shift theorem). Necht f; je funkce {0,1,..., N —1}*> — C, N € N. Necht
Xo,Yo € Z,k,l € Ng, M € N jsou ¢isla takova, ze

k+x92>0,k+M+x9 <N -1,
E4+vyo>0,l+M+yy<N-—-1

a necht f; je nulovd mimo {k,k+1,...k+M — 1} x{l,I+1,...,0+ M — 1}. Necht f5 je
funkce {0,1,..., N — 1}*> — C takovd, Ze

fl(x — 2o, Y — yO) promaX{O,xO} S X S mln{N - 17 N -1 + l’o},
fo(z,y) = max{0,y} <y <min{N — 1, N — 1+ yo},
0 jinak.
Necht Fi, F5 jsou Fourierova spektra funkci f; a fy. Pak plati

Fy(€,m) = o K E0rmo) Fy (¢, ). (3.14)
Dikaz: Dikaz je prevzat z [1].

N—-1N-1

=>.2 Fala,y)e™ R 0w =

=0 y=0

k+M—1+ao l+M—1+yo

- Z Z fo(z,y)e — R (@gtym)

r=k+xq y=Il+yo
k4 M—1+a0 l+M—1+yo

2mi
- Z Z f2(l’ — T, Y — yo)e_ ~ (@é+yn)

r=k+x0 y=Il+yo

s=2x— g
t=vy—1o

k+M-11+M-1

Z Z fl S, t e 2161(5(5+-T0)+?7(t+y0)) _

k+M—-11+M-1

— e — 2% (Exo+nyo) Z Z fi(s,t)e — 2T (Estnt) _

s

= e—W(£r0+nyo Fi(&,n).
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3. FOURIEROVA TRANSFORMACE

Yo

Y

Y

Zo

M

Obréazek 3.9: Grafické zndzornéni Shift theoremu

31



4. Rychla Fourierova transformace

Rychlda Fourierova transformace (Fast Fourier transform) je vlastné algoritmus dis-
krétni Fourierovy transformace, kterou rozkladdme na mensi sumy a pri vypoctu vyuzi-
vame jiz diive vypoctenych hodnot. Algoritmus rychlé Fourierovy transformace muzeme
rozdélit na dvé rovnocené varianty a to na rozklad v casové oblasti a na rozklad ve frek-
vencni oblasti.

Nize uvedeme ve strucnosti algoritmus pro rozklad posloupnosti s N = 2™, m € N cleny
v ¢asové oblasti pro jednorozmérny pripad; pro dvourozmeérny by bylo vyjadieni odvozené
obdobné, pouze s vyuzitim diskrétni Furierovy transformace v prostoru R2.

V souvislosti s registraci obrazu si nasi jednorozmérnou posloupnost mizeme predstavit
praveé jako radu N pixeli.

Véta 4.1 (Danielsonovo-Lanczosovo lemma). Necht f je diskrétni funkece f : {0,1,...,
N — 1}2 — C, kde N € N je sudé a necht F' je jeji diskrétni Fourierova transformace.
Rozdélime ji na posloupnost lichych a na posloupnost sudych ¢lent, obé o N/2 ¢lenech.
Potom Fourierovo spektrum F' lze popsat nasledujicim vztahem (viz [9])

N—1 N/2-1 e N/2-1 i2re
—i2wéx —127gx —i27 —lamix
FE) = f@)e % = 3 f@a)e ™2 +e v 3 fRr+le ¥, (41)
x=0 x=0 x=0

kde x =0,1,..., N — 1. Fourierovo spektrum

N/2-1 e
P =Y fn)e s (1.2)
=0

€=0,1,...,N/2 —1 je vyjadreni diskrétni Fourierovy transformace sudych ¢lent a Fou-

rierovo spektrum

N/2-1 e
F'&) = > fRz+1)e ™7 (4.3)
=0

€=0,1,...,N/2 — 1 je diskrétni Fourierovy transformace lichych ¢lent. Obraz ptuvodni

posloupnosti pak muzeme napsat jednoduse ve tvaru

i2re

F(§) = F(§) +e ™ F'(¢). (4.4)

Zakladni algoritmus pracujici s N = 2™ body (slozkami) byva oznacovan jako Coo-
ley-Tukey Fast Fourier Transform algorithm (J. W. Cooley a J. W. Tukey) nebo téz DIT
algoritmem (decimation in time).

Tento algoritmus rozlozi diskrétni Fourierovu transformaci podle Danielsonova-Lanczo-
sova lemmatu na dvé posloupnosti (sudych a lichych ¢lent) o poloviénim poétu bodu
N /2 a vyslednou transformaci spocita podle vzorce (4.4). Diléi posloupnosti lze vsak opét
dale rozkladat podle Danielsonova-Lanczosova lemmatu. Tim ziskame ¢tyii posloupnosti
FO(¢), FO(¢), F1O(€), F11(€) s N /4 cleny.

Postup muzeme opakovat tak dlouho, dokud nedojdeme ke vstupni posloupnosti - neob-
drzime obrazy pro vsechna N - F0--0(¢&) Fo0-1(g)  Fll-1(g),

Pracnosti vypoctu diskrétni Furierovy transformace a rychlé Fourierovy transformace se
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4. RYCHLA FOURIEROVA TRANSFORMACE

zabyva se podrobnéji napf. [6, 9]. Zde pouze uvedme, Ze narocnost vypoctu se zaklada na
dvou faktorech - na nasobeni komplexniho ¢isla a se¢itani dvou ¢isel. Pro N pocitanych
bodii tak pii pouZiti prosté diskrétni Fourierovy transformace dostdvame O(N?) operaci
a pri pouziti rychlé Fourierovy transformace O(N log, N) operaci. Pro velkd N je tedy
uspora vyraznd. (Zdroje: [6, 9].)

Pro nase ucely vyuzijeme implementované funkce prostiedi MATLAB a to funkci fft
pro dopfednou transformaci a ifft pro inverzni transformaci.
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5. Window funkce

Window funkce méa tzkou spojitost s tzv. okrajovym efektem. Ten je popsan nespo-

jitostmi na okrajich obrazu, které vznikaji pri periodizaci snimku pouzitim Fourierovy
transformace. Ta sice rozklada obraz do spojitych sinovych funkeci, jenze signal samotny
(v nasem pripadé periodizovany obraz) spojity byt nemusi, viz [8].
Uvazujme nas pocateéni obrazek 1.1. Na jeho spodnim okraji vidime tmavé pixely po-
stavy, to znamena velmi nizké az nulové hodnoty pixelli, zatimco vrchni ¢ast je pokryta
svétlym nebem, takze naopak dostavame hodnoty velmi vysoké. Pri periodizaci obrazu
ve vertikalni roviné vznikaji hrany s vysokym kontrastem, které ovsem do samotného
obrazu nepatii a mohou tak vést ke zkresleni vysledk.

(a) Periodizace bez pouziti window funkce (b) Periodizace s pouzitim window funkce

Obrézek 5.1: Znazornéni periodizace obrazku, hran s vysokym kontrastem, aplikace win-
dow funkce

Vhodnym postupem tedy je odstranit tato nechténd kontrastni mista. Toho docilime
vynasobenim obrazu vhodné zvolenou funkci g, nazyvanou window funkce (Cesky termin
se prili§ neuziva; mohli bychom pouzit terminu funkce okna & okrajovd funkce). Win-
dow funkce je definovana tak, aby na velké ¢asti obrazu nabyvala hodnoty 1 a smérem
k okrajim jeji funkéni hodnota klesala k 0. P¥i nasobeni obrazové funkce f touto funkei g
zustava obraz okolo stfedu neménny a na okrajich postupné prechéazi do ¢erné (hodnota
pixelu f se blizi nebo se rovna 0), viz [1].

Pro volbu ¢ méame nékolik moznosti. Uvedme nejcastéji aplikované.

Definice 5.1 (Window funkce). Necht mame

A= <_a>a> X <_b>b>> aJ)ERS—’
B={(z,y);2*+y" <r’}, reRy.
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5. WINDOW FUNKCE

Necht o € R* je libovolné ¢islo a necht p(X, A) je vzdélenost bodu X = (z,y) od zada-
ného A, tj.

p(X,A)=inf{d e R,d = p(X,Y),Y € A}, (5.2)
kde p(X,Y’) je eukleidovska metrika.

1. Funkece

p2(X.4)

gor(w,y) =" o

se nazyva obdélnikovd Gaussova window funkce.

2. Funkce

p2(X.B)

gac(z,y) =€ o

se nazyva kruhovd Gaussova window funkce.

3. Funkce -
1 1 s ,

gur(T,y) =14 2 + 5 cos == pokud p(X,A) <o

0 pokud p(X,A) >0

se nazyva obdélnikovd Hanningova window funkce.

4. Funkce
(2,y) = T+1 cos@ pokud p(X,B) <o
JHCT, Y 0 pokud p(X,B) > o

se nazyva kruhovd Hanningova window funkce.

Na obrazku 5.2a je graf Gaussovy kruhové funkce ggco; druhy obrazek 5.2b zobrazuje
prurez stfedem prvniho grafu.

gec(@,y)

—

—a—3¢ a 0 o 4‘» 30
(a) 3D graf funkce ggco (b) Prifez funkel goe

Obrazek 5.2: Kruhovd Gaussova window funkce

Pro nase ucely pouzijeme kruhovou Gaussovu window funkci. V tomto pripadé je po-
tfeba volit o dostatecné malé, aby se hodnoty na okrajich obrazu skutecné blizily k nule.
Je také vhodné, aby vzdalenost mnoziny A nebo B od okraje obrazu byla alespon 3¢. To
nam opét spolehlivé zajisti nizké hodnoty na okrajich.

Obdélnikovych tvart window funkci bychom vyuzili v ptipadech, kdy potfebujeme zacho-
vat co nejvétsi plochu ptivodniho obrazu a nebo kdy se v rozich nachazi vyrazné struktury,
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které by kruhova funkce mohla zakryt.

Na nasledujicim sledu obrazkt 5.3 je prehledné ukazano, jak se lisi Fourierovo spektrum
obrazu pred a po aplikaci window funkce. Obrazky 5.3c a 5.3e maji jasné viditelnou linii
frekvenci, které byly vytvoreny ostrymi prechody. Tu se za pomoci window funkce poda-
filo efektivné odstranit, viz obrazky 5.3d a 5.3f.
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5. WINDOW FUNKCE

(a) Pavodni obraz (b) Obraz s window funkeci

20 20

1000 1000

200 200
0 0 0 o0

(¢) 3D Fourierovo spektrum ptuvodniho obrazu (d) 3D Fourierovo spektrum za pouZiti window
funkce

1000

o 0
0 100 200 300 400 500 600 700 800 900 1000 0 100 200 300 400 500 600 700 800 900 1000

(e) 2D Fourierovo spektrum ptuvodniho obrazu (f) 2D Fourierovo spektrum za pouziti window
funkce

Obrazek 5.3: Porovnani Fourierovych spekter obrazi bez a s pouzitim window funkce
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6. Fazova korelace

Slovo korelace obecné znamena uréity vztah. Pokud naptiklad existuje néjaky vztah
korelace mezi dvéma veli¢cinami, pak se jedna veli¢ina méni spolu s druhou podle miry
souvztaznosti. Matematika, resp. statistika vnima korelaci zpravidla pravé jako linearni
vztah mezi dvéma veli¢cinami nebo procesy; za tohoto predpokladu umi stanovit i miru
tohoto vzajemného vztahu. Obecné vsak pojem korelace kvalitu ani kvantitu vztahu ne-
vyjadiuje, viz [6].

6.1. Konvoluce

Nez se budeme vénovat samotné korelaci, je vhodné se nejprve zastavit u konvoluce. Tato
matematicka operace je, stejné jako korelace, jednou ze zakladnich operaci pii zpracova-
vani signalu (resp. obrazi). V nasem pripadé registrace posuvu ji sice primo neaplikujeme,
ale vyuzijeme véty 6.2 o konvoluci, kterd ndm umozni pracovat s korelaci ve frekvenc¢ni
oblasti, tj. s vyuzitim Fourierovych spekter funkci. Nejprve tedy nadefinujme konvoluci
samotnou.

Definice 6.1 (Diskrétni konvoluce). Necht fi, f jsou funkce definované f; : {0,1,...,
M—-1}> —C,MeNaf,:{0,1,...,N —1}> — C,N € N. Funkce f : {0,1,..., -1}
— C se nazyva diskrétni konvoluce funkci fi, fo, znaci se f(x,y) = fi(x,y) * fo(z,y) a

plati
M-1

2

f1 s,t) falx — s,y — t). (6.1)

s=0 t

Il
o

Funkce fy v definiénim vztahu (6.1) se oznacuje jako konvolucni jddro.

Jak konvoluce pracuje vystihuje nejlépe jeji geometricka interpretace. Z defini¢niho
vztahu vyplyvd, Ze je rovna hodnoté sumy (ve spojitém pripadé urcitého integralu) ze
soucinu dvou funkei, z nichz jedna zustava na misté a druhd (tj. konvolucni jadro) je pre-
vracena vzhledem ke svému argumentu a posunuta o hodnotu, ktera odpovida argumentu
funkci, pro ktery je vypocet provadén. Tim dochazi k modifikaci prvni funkce druhou
funkei. (Zdroj: [6].)

Ve 2D prostoru ma konvoluce casté uplatnéni pri ipravé obrazii obrazovymi filtry, kde
se vyuziva tzv. konvolucni maska. Timto zpusobem lze napr. obrazy ostrit, rozmazavat,
zvyraznovat hrany objekt atp. Vice informaci a prikladi lze snadno dohledat na inter-
netu ¢i v literature, viz napt. [15].

Nyni uz zminéna véta o konvoluci, kterda vysvétluje vztah mezi konvoluci dvou funkei
f1, f2 a jejich Fourierovymi spektry Fi, F5.

Véta 6.2 (Véta o konvoluci). Necht funkce fi, f» : {0,1,...,N —1}> — C,N € N
maji Furierova spektra F}, F,. Pak

D{fi(z,y) * fa(z,y)} = F1(&,n) - Fa(€,n). (6.2)
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6. FAZOVA KORELACE
6.2. Korelace

Ackoliv byla pti aplikaci vyuzita definice 6.5, pro jeji snadnou aplikaci v prostredi MATLAB
uvedme také pro tplnost definiéni vztah korelac¢ni funkce tak, jak se s ni mizeme setkat
ve vetsiné literatury (napriklad [5, 14]).

Definice 6.3 (Diskrétni kiizova korelace). Necht fi, fi jsou funkce definované f; :
{0,1,...,]\4—1}2 — C,M € Na fy: {0,1,...,]\7—1}2 — C,N € N. Funkce f :

{0,1,...,N — 1}2 — C se nazyva diskrétni kriZova korelace funkci fi a fo, znaci se
f(@,y) = fi(z,y) o fa(z,y) a plat
M-1N-1
fly) =YY fi(st)falw—s,y—1), (6.3)
s=0 t=0

kde f7 je funkce komplexné sdruzend k funkci fi. V pripadé registrace obrazi vsak pra-
cujeme pouze s redlnymi funkcemi, tedy fi(s,t) = fi(s,t).

Nyni jesté uvedeme definici kiizového vykonového spektra (cross-power spectrum)
a normalizovaného krizového vykonového spektra (normalized cross-power spectrum).
Tato spektra jsou zakladem pro definovani samotné kiizové a fazové korelace. Jak uvidime
v definici 6.5, tyto korelacni funkce ziskame jednoduchou aplikaci Fourierovy transformace
pravé na zminéna spektra.

Definice 6.4 (Krizové vykonové spektrum, normalizované kiiZzové vykonové
spektrum). Necht mame funkce fi, fo : {0,1,...,N —1}*> — C, N € N a jejich Fou-
rierova spektra Fy, Fy. KriZovym vykonovym spektrem funkci fi a fy je funkce Cy, 4, :
{0,1,...,N —1}> — C takovd, ze

Cf17f2 (6777) = F1(€>/’7) ' F;(€>/’7)7 (64)

kde F3 je komplexné sdruzena funkce k F.
Normalizované krizové vgkonové spektrum funkei fi, fo je funkce Zy, 5 @ {0,1, ...,
N —1}* — C takov, 7e

Zne (&M = TRt TR (6.5)

Definice 6.5 (Krizova korela¢ni funkce, fazova korela¢ni funkce, semi-fazova
korela¢ni funkce). Méjme funkce fi, f> : {0,1,...,N —1}> — C,N € N a jejich
Fourierova spektra £, Fy. Funkce Qy, 5, : {0,1,..., N — 1} — C definovan jako

Qnpa(z,y) =D {F(E,n) - F5 (&)} (6.6)

se nazyva krizovd korelacni funkce (cross-correlation function) funkei f; a fo. Funkce
P {0,1,...,N — 1}* — C definovana jako

(6.7)

&m@wwﬂrw4m@mnzpﬁ{ﬂ@m%@@m}

|F1(€>77) ' F2(€777)|

39



6.2. KORELACE

se nazyva fdazovd korelacni funkce (phase-correlation function) funkcei fi a fo. Struénéji
Feceno fazovd korelace funkei fi a fo. Nakonec funkce P/% : {0,1,..., N — 1}> — C
definovana

(6.8)

F - F5
P]If’;j]f2 (l’,y) — D—l {Z]Ic)l,tj’{f2 (6, /’7)} — D—l { 1(67 /’7) 2 (67 /’7) }

([F2 (&) +p) - ([F2(m)] + q)

se nazyva (polo)semi-fazovd korelacni funkce (semi-phase correlation function) funkci fi
a fo s parametry p,q € N.

V literatute (napr. [13]) se lze setkat ve jmenovateli také s vyrazem | Fy (&, 1) - F5(€,n)|.
Oboji zapis je mozny a to diky vlastnosti komplexnich cisel, kdy absolutni hodnota z kom-
plexniho ¢isla i z ¢isla komplexné sdruzeného je stejnd. To znamend |F»(&,n)| = |F5(&,n)].
Zastavme se také u defini¢niho vztahu (6.6). Pokud zde aplikujeme vétu 6.2 dostaneme
nasledujici vztah

Vidime, ze kiizova korelacni funkce je tedy zpétnou Fourierovou transformaci konvoluce
funkel f; a f5, kde, jak uz jsme diive Tekli, f; je komplexné sdruzenou funkci k fo.

Jak je patrné uz z definice 6.5, fazova korelace (6.7) je vlastné normovanou kiiZzovou
korelaci (6.6). Po pouziti kiizové korelace ma nejvétsi vahu funkce s nejvétsi amplitudou,
zatimco fazova korelace sesazuje obrazy tak, ze vsechny prostorové funkce maji vahu stej-
nou. Protoze se na nejvyssich frekvencich vyskytuje velmi ¢asto sum, je pred zpétnou
Fourierovou transformaci vhodné (a ¢asto nutné) pouzit filtr typu dolni propust, ktery
sum eliminuje. V nasem pripadé jej nepouzijeme a ani jej nebudeme definovat. Vice lze
nalézt napt. v [1].

Pouzitim fazové korelace se graf funkce redukuje na nulové hodnoty s vyjimkou jediného,
nenulového vrcholu. Hodnota korelace bude poté nalezet do intervalu od 0 do 1.

MiiZou nastat situace, kdy Fourierovo spektrum obrazu bude obsahovat také nulové frek-
vence. V takovém piipadé bychom dostali ve jmenovateli nulu a algoritmus by se pokousel
délit nulou, coz nelze. Proto muzeme vyuzit defini¢ni vztah (6.8). Pri¢tenim dostateéné
malych konstant p, q zajistime, Ze Zddna z hodnot ve jmenovateli nebude nulova a ze za-
roven nedojde k vyznamnému ovlivnéni vysledku. Hodnotu konstant lze volit napiiklad
p=q=1

Pokud bychom chtéli vyuzit pro vypocet normalizované korelace funkci implementovanou
v MATLABu, pak lze vyuzit normxcorr?2.

Grafické porovnani kiizové a fazové korelace je uvedeno v nasledujici kapitole (obr.
7.1).
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7. APLIKACE NA KONKRETNI OBRAZY

7. Aplikace na konkrétni obrazy

Nyni jiz mame témér vSechny potiebné prostfedky k registraci posuvu mezi dvéma
obrazy. Postup registrace posuvu bude tedy nasledujici: Mame dva Ctvercové digitalni
snimky, které se od sebe lisi posunutim o vektor (z,y) . Tyto snimky nahrajeme do pro-
gramu jako diskrétni funkce, reprezentované matici N x N. Obrazy déle pfevedeme do od-
stini Sedi a vyndsobime window funkci (definice 2.1 a 5.1). Poté na oba aplikujeme 2D
diskrétni Fourierovu transformaci (definice 3.9) (resp. rychlou diskrétni Fourierovu trans-
formaci (kapitola 4)) a ziskdme Fourierova spektra. (Pokud chceme spektra prezentovat
po grafické strance, je vhodné je vystredit a prevést do logaritmickych souradnic.) Spek-
trum druhého obrazu prevedeme na komplexné sdruzeny tvar. S pouzitim vzorce (6.7)
nebo (6.8) vypocitame fazovou korelaci.

Vysledkem fazové korelace posunutych funkei podle nasledujici véty je funkce diskrétniho
impulzu. To znamena, ze funkce fazové korelace je nenulova pouze v jediném bodé a jeji
graf zobrazuje jediny vrchol, viz obrazky 7.1a a 7.1b.

Véta 7.1 (Fazova korelacni funkce posunutych funkci). Necht funkce fi, fo spliuji
stejné podminky jako v Shift theorem (tj. ve vété 3.13). Pak fdzova korela¢ni funkce
funkei fi a f2 je funkce diskrétniho impulzu d posunutéd o vektor (—xg, —yo), tedy

P, (2, y) = d(x + 20,y + o)

Dikaz véty 7.1 s vyuzitim Shift theoremu (véta 3.13) lze nalézt v [1].
Pro tplnost zadefinujme jesté i zminénou funkci diskrétniho impulzu.

Definice 7.2 (Funkce diskrétniho impulzu). Necht funkce d : {0,1,..., N —1}* —
{0,1} definovana jako

_J 1 pokud (z,y) = (0,0)
d(z,y) = { 0 jinak,

pak se funkce d nazyva funkce diskrétniho impulzu.

Nyni nam staci najit souradnice [z, y] maximdlni hodnoty (tedy vrcholu v grafu) a ode-
¢ist je od soutradnic stfedu obrazu. Ziskany vektor (z,y) je hledany vektor posuvu mezi
vytezy.

Pomoci fazové korelace je mozné registrovat posuv obrazu i vétsi nez je polovina ob-
razu (tj. NV/2). V takovém pripadé je vrchol fazové korelace blizko ke stiedu, coz naopak
znac¢i maly posuv, proto je potieba k dané soutadnici vysledného vektoru pri¢ist jesté hod-
notu N /2. Tento fakt déla automatizaci procesu registrace posuvu naro¢nou a vyzaduje
uzivatelskou kontrolu.

Na obrazcich 7.1c a 7.1d je zobrazen graf korelace bez normovani, tedy rovnice (6.6).
Jak uz jsme tekli v predchozim textu, je zfejmé, ze maximum sice dokazeme najit, ale jiz
neni tak zjevné. Mohli by nastat i pripady, kdy ho program nebude schopen jednoznacné
identifikovat.
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Obréazek 7.1: Porovnani vysledku kiizové a fazové korelace
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I v
Zaver

Tato prace se zabyvala se zabyval registraci posuvu mezi dvéma obrazy pomoci fazové
korelace. Byla zamérena predevsim na popsani a vysvétleni jednotlivych krokt postupu
a potfebného matematického aparatu.
Ackoliv je v praci popsan pouze posuv, otazka registrace obrazu je obecné mnohem kom-
plexnéjsi. V samotné praxi hraje vyznamnou roli také vzajemné otoceni, ¢i zména méritka.
Zékladem pro registraci vSak stale zistava Fourierova transformace, window funkce ¢i fa-
zova korelace. Tato témata (jakoz i kompletni registrace obrazi) jsou sice jiz v literature
hojné zpracovana a popsana, ale ne vzdy je jednoduché jim pfi prvnim setkani porozumeét.
Proto bylo cilem prace pokusit se ¢tenari tuto problematiku a jeji matematické zaklady
priblizit s hojnym obrazovym materidlem a vynést do poptedi nékteré zakladni souvislosti
(napr. spojitost Fourierovy transformace a komplexnich éisel), které jsou jinde brany jako
samozrejmost. Zaroven bylo zachovano korektni matematické vyjadieni a postupy.
Na zavér musime zminit, Ze registrace obrazi v dnesni dobé jiz pokrocila dale a zabyva

se napriklad fazovou korelaci na subpixeldrni drovni, viz [4]. Jde o odvétvi, které stile
nachazi své uplatnéni a v mnoha ohledech se stalo zcela nezbytnym.
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