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Identifikace setrvačných parametr̊u
tiskového robotu

Abstrakt

Automatizace a zvyšováńı efektivity prostřednictv́ım robotických
systémů se stává kĺıčovým prvkem např́ıč r̊uznými pr̊umyslovými
odvětv́ımi, lékařstv́ım a stavebnictv́ım.

Prvńı část této práce se zaměřuje na tvorbu komplexńıho mod-
elu planárńıho robotu, který je využitelný ve 3D tisku. Ćılem je
představit metodologii tvorby přesných virtuálńıch model̊u robot̊u,
zahrnuj́ıćı analýzu kinematiky a dynamiky prostřednictv́ım ana-
lytických výpočt̊u. Následně je tento model ověřen pomoćı
Robotic System Toolboxu implementovaného v prostřed́ı MATLAB
Simulink.

Prostředńı část práce se zabývá identifikaćı dynamických parametr̊u
robotických systémů. Jsou poskytnuty základńı informace pro
uskutečněńı identifikačńıho experimentu a jsou představeny tři
identifikačńı metody, které jsou podrobně popsány. Identifikace
je provedena s využit́ım benchmarku BIRDy [24], který poskytuje
kvalitńı nástroje pro zjednodušeńı identifikačńı procedury.

Výsledkem práce jsou dva navržené ř́ıd́ıćı algoritmy založené na es-
timovaných koeficientech z identifikačńı procedury. Tyto metody
jsou porovnány a aplikovány na reálný systém, přičemž jsou
podpořeny experimenty.

Kĺıčová slova: Robotický manipulátor, Planárńı robot, Kine-
matika, Dynamika, Identifikace, Ř́ızeńı, BIRDy, Momentové ř́ızeńı,
Dopředné ř́ızeńı
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Identification of inertial parameters of the
printing robot

Abstract

Automation and enhancing efficiency through robotic systems is be-
coming a pivotal element across various industrial sectors, health-
care, and construction.

The first part of this thesis focuses on creating a comprehensive
model of a planar robot applicable in 3D printing. The objective
is to introduce a methodology for generating precise virtual robot
models, involving kinematic and dynamic analysis through analyt-
ical calculations. Subsequently, this model is validated using the
Robotic System Toolbox implemented in MATLAB Simulink envi-
ronment.

The middle section of the thesis deals with the identification of
dynamic parameters of robotic systems. Fundamental information
for conducting the identification experiment is provided, and four
identification methods are introduced in detail. Identification is
performed using the BIRDy benchmark [24], which provides quality
tools to simplify the identification procedure.

The result of the work is two proposed control algorithms based
on estimated coefficients from the identification procedure. These
methods are compared and applied to a real system, supported by
experiments.

Keywords: Robotic manipulator, Planar robot, Kinematics, Dy-
namics, Identification, Control, BIRDy, Computed torque control,
Feedforward control
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6.1 Momentové ř́ızeńı . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 43
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6.3.4 Momentové ř́ızeńı na reálném systému . . . . . . . . . . . . . 50
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4.4 Nastaveńı hodnot pro jednotlivá ramena . . . . . . . . . . . . . . . . 29
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6.3 Trajektorie vygenerovaná blokem Polynomial trajectory . . . . . . . . 46
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1 Úvod

Od svých počátk̊u v polovině 20. stolet́ı prošla robotika významným vývojem. Prvńı
robotický manipulátor Unimate (představen Georgem Devolem v roce 1961), byl
použ́ıván pro manipulaci s odlitky a svařováńı těchto d́ıl̊u na karoserii automobil̊u.
Tento typ robot̊u představoval prvńı krok k automatizaci výrobńıch proces̊u a byl
schopný vykonávat jednoduché úkoly s opakuj́ıćımi se pohyby. Ačkoliv se jednalo o
revolučńı vynález, v té době většina společnost́ı neviděla jejich potenciál, a proto se
vyskytovaly jen zř́ıdka.

Postupem času společně s modernizaćı přǐslo i snižováńı výrobńıch cen za robotické
systémy. To co na začátku stálo přes sto tiśıc amerických dolar̊u, je dnes za
několikanásobně nižš́ı cenu. Ostatně to lze hezky vidět na obrázku 1.1.

Obr. 1.1: Cena za robota v pr̊uběhu času [3]

S t́ımto trendem se začaly manipulátory objevovat daleko častěji. Usnadňovaly
každodenńı repetitivńı lidskou práci a umožňovaly postupně snižovat náklady na
výrobu a tud́ıž generovat mnohem vyšš́ı zisky. Toho se chytla většina společnost́ı a v
dnešńı době je použ́ıváńı robotických systémů neodmyslitelnou součást́ı pr̊umyslových
odvětv́ı po celém světě. Tento trend neńı omezen pouze na pr̊umyslové sektory, ale
nacháźı uplatněńı i v oblastech jako lékařstv́ı, stavebnictv́ı a služby.

12



Toto potvrzuje i následuj́ıćı graf, kde je zobrazen počet instalaćı nových robot̊u
v jednotlivých uplynulých letech.

Obr. 1.2: Každoročńı počet nových instalaćı robotických systémů [6]

Tento pr̊uzkum je sice už z roku 2022, ale krásně demonstruje, jak rychle se tato
oblast techniky vyv́ıj́ı. Ve článku z roku 2023 [5] je na základě výzkumu udělána
předpověď, že do roku 2026 bude toto č́ıslo nadále stoupat, a to každoročně o 7%.

Motivace

Vzhledem k rostoućı poptávce po robotických systémech se často setkáváme s časovým
zpožděńım při dodáńı objednaných systémů, které může dosahovat řád̊u měśıc̊u.
Nicméně, specifikace a využit́ı robot̊u jsou stanoveny ještě před jejich objednáńım.
Je tedy č́ım dál t́ım větš́ı zájem o to, aby byl daný systém zmapován do nějakého
simulačńıho prostřed́ı a mohli se na něm dělat experimenty. V podstatě se jedná
o velmi přesný model systému. Ten nám nab́ıźı nespočet možnost́ı pro navržeńı
konkrétńıho ovládaćıho nebo ř́ıd́ıćıho algoritmu bez toho, aniž bychom museli systém
fyzicky mı́t před sebou. Následně je po dodáńı během chv́ıle nahrán algoritmus do
fyzického zař́ızeńı. Všechny problémy, které by se mohli vyskytnou a zbytečně by
pak prodlužovali nasazeńı do výroby, jsou eliminovány předem.

S t́ımto inovativńım př́ıstupem však může být spojena řada technických výzev.
Některé systémy se obt́ıžně přenášej́ı do digitálńıho prostřed́ı a vyžaduj́ı speci-
fický výzkum a experimenty. V rámci této práce se zaměřujeme na źıskáńı kom-
plexńıho porozuměńı procesu tvorby přesných digitálńıch model̊u pro robotické ma-
nipulátory. Jakmile je model vytvořen, pozornost je věnována identifikaci dyna-
mických parametr̊u. V tomto procesu přecháźıme z nelineárńı dynamické rovnice
na rovnici lineárńı vzhledem k určitým parametr̊um. Tento krok je zásadńı, neboť
nám poskytne spolehlivé výsledky, které následně aplikujeme v metodách ř́ızeńı.

T́ımto čtenář źıská podrobný přehled o tvorbě model̊u a následném návrhu ř́ızeńı
založeném na těchto modelech a výsledćıch identifikace.
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2 3D tisk s využit́ım robotických
manipulátor̊u ve stavebnictv́ı

Využ́ıváńı robotických manipulátor̊u ve stavebnictv́ı nab́ıźı inovativńı řešeńı a efek-
tivńı př́ıstup k rychlé a cenově dostupné výstavbě budov, domů a daľśıch staveb.
Jako v každém jiném odvětv́ı nab́ıźı toto řešeńı mnoho výzev, ale také výhod, které
si v této kapitole podrobněji rozebereme.

2.1 Historie a momentálńı vývoj

Prvńı experimenty s použit́ım robotických manipulátor̊u pro 3D tisk ve stavebnictv́ı
se datuj́ı do počátku 21. stolet́ı. V této fázi byl ale výzkum zaměřen sṕı̌se na
nalezeńı vhodného materiálu a na procesy potřebné k samotnému tisku.

Větš́ı pokrok přǐsel až mezi lety 2010 a 2020, kdy se na trhu začali objevovat
prvńı společnosti, zaměřené na vývoj a výrobu robotických tiskař̊u pro stavebnictv́ı.
To vedlo k pr̊ulomu v komercializaci technologie 3D tisku domů.

V dnešńı době došlo k rapidńımu rozš́ı̌reńı použ́ıváńı robotických manipulátor̊u
pro 3D tisk. Technologie se stává v́ıce dostupnou a mnohem v́ıce společnost́ı zač́ıná
investovat do vývoje a výroby takových to systémů. Dı́ky novým možnostem ex-
periment̊u a pokroku v materiálovém výzkumu bylo dosaženo značného zlepšeńı v
rychlosti a přesnosti tisku, ale také v rozmanitosti tisknutých struktur. Stále se
ale objevuj́ı nové inovace, které potenciál těchto robot̊u stále zvyšuj́ı. Jedńım z
nejnověǰśım př́ınosem je využ́ıváńı tiskových robot̊u ve výškách nebo nehostinných
prostřed́ıch. [1]

2.1.1 Budoucnost perspektivy

Budoucnost použ́ıváńı robotických manipulátor̊u pro 3D tisk je plná naděj́ı a možnost́ı.
Očekává se, že pokračuj́ıćı inovace a vývoj technologie povede k ještě efektivněǰśım
a v́ıce škálovatelným proces̊um tisku. S t́ım, jak se technologie stává v́ıce běžnou
a dostupnou, může se 3D tisk stát standardńı metodou výstavby budov, což má
potenciál změnit zp̊usob, jakým budou budovy navrhovány, stavěny a udržovány v
budoucnosti.
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2.2 Výhody a výzvy

Oproti klasickým metodám umožňuj́ı robotické manipulátory automatizovaný pro-
ces, což vede ke zvýšeńı efektivity a produktivity výstavby. Dı́ky přesným ř́ıd́ıćım
systémům jsou schopny aplikovat stavebńı materiál s vysokou přesnost́ı a konzis-
tenćı, což minimalizuje chyby a zajǐsťuje kvalitńı výsledek práce. Jelikož se zde
nepouž́ıvaj́ı klasické cihly, maj́ı možnost tisknout mnohem v́ıce tvar̊u a velikost́ı bu-
dov, což vede k novým možnostem pro design a návrh nových budov. Tato flexibilita
umožňuje tvorbu unikátńıch staveb. Neńı snad ani potřeba zmiňovat, že využ́ıváńı
robotických manipulátor̊u ve velkém snižuje náklady spojené s pracovńı silou a ma-
teriálem.

Samozřejmě s t́ımto vš́ım přicháźı i spousta nových výzev, které je potřeba brát
v úvahu. Jedny z největš́ıch jsou technická omezeńı samotného robotického systému
a náročná údržba a servis. Je zapotřeb́ı brát v potaz maximálńı dosahy ramen,
nosnost, ale také rychlost pohybu. To nás přivád́ı na daľśı z omezeńı, a to potřebu
kvalitně vyškolenou obsluhu. Ta muśı disponovat technickými znalostmi a dovednos-
tmi v oblasti robotiky, aby byla schopna nejen programovat požadované trajektorii
pro tisk, ale také řešila problémy spojené s celým procesem. Zároveň muśı znát
všechny bezpečnostńı nástrahy, aby se nikomu nic nestalo. Protože bezpečnost lid́ı
je vždy na prvńım mı́stě. [2]

2.3 Tiskový materiál

Nejčastěji použ́ıvanými materiály pro tisk ve stavebnictv́ı je beton a cementové
směsi. Tyto materiály poskytuj́ı vynikaj́ıćı pevnost, trvanlivost a schopnost přizp̊uso-
bit se r̊uzným tvar̊um a velikostem. Zároveň poskytuj́ı uspokojivý čas tuhnut́ı, který
je u 3D tisku velmi d̊uležitým faktorem.

Při tvorbě těchto tiskových směśı je možnost použit́ı i ostatńıch betonových
produkt̊u a tedy velmi sńıžit množstv́ı odpadu. Do směsi lze použ́ıt stavebńı odpad,
zbytky cihel, malty, omı́tek a daľśıch podobných produkt̊u. Nevyužitý materiál lze
velmi snadno recyklovat, což vede ke snižováńı dopad̊u na životńı prostřed́ı. Je zde
i velký potenciál v použ́ıváńı ekologických materiál̊u, jako např́ıklad recyklovaný
beton.

Alternativou pro betonové směsi může být polymerńı beton. Ten vzniká na bázi
odpadńıch recyklovaných plast̊u. Ty doplňuje nejčastěji ṕısek nebo drcené odpadńı
sklo. Výsledný produkt je voděodolný. [8] [2]
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3 Kinematika a dynamika v robotických
systémech

Kinematika a dynamika jsou v robotice zásadńımi prvky, které nám pomohou porozu-
mět vlastnostem robota a jeho chováńı, ale jsou zároveň kĺıčovými prvky u ses-
tavováńı modelu robotického systému, který můžeme dále využ́ıvat pro potřeby
identifikace, testováńı a ř́ızeńı. Tato kapitola nab́ıźı přehled v těchto dvou aspek-
tech a poskytuje teoretický základ pro vytvořeńı matematického modelu.

3.1 Kinematika

Kinematika robot̊u je discipĺınou, která se zabývá studiem pohybu a geometríı
robotických systémů. Hlavńım úkolem kinematiky je analýza pohybu robota bez
ohledu na śıly a momenty, které tento pohyb zp̊usobuj́ı. Zahrnuje studium polohy,
rychlosti a zrychleńı jednotlivých část́ı robotického systému v prostoru. V kontextu
kinematiky robotických systémů jsou d̊uležité pojmy př́ımá a inverzńı kinematika.
My si pro účely této práce představ́ıme DH konvenci, protože se využ́ıvá pro tvorbu
všech model̊u v této práci.

3.1.1 Denavit-Hartenbergova konvence

Denavit-Hartenbergova (dále jen DH) konvence je speciálńım př́ıpadem př́ımé kine-
matiky, která slouž́ı pro popis vzájemného uspořádáńı všech článk̊u robotu. DH
konvence nám poskytuje zp̊usob popisu transformačńıch vztah̊u soused́ıćıch článk̊u
systému. Skládá se ze čtyř parametr̊u, které popisuj́ı vzájemnou polohu a natočeńı:

1. Alpha (α): úhel rotace kolem osy X

2. A (a): posun vzdálenosti na ose X

3. Theta (θ): úhel rotace kolem osy Z

4. D (d): posun vzdálenosti na ose Z
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Pro nalezeńı všech parametr̊u mezi klouby můžeme využ́ıt následuj́ıćı obrázek:

Obr. 3.1: Parametry DH konvence [12]

Vždy je potřeba vyjádřit tyto parametry mezi všemi články robotického systému.
Nutno podotknout, že do celkového počtu článk̊u robotického systému se řad́ı i
základna a koncový bod celého systému. Z této analýzy nám vznikne tzv. DH
tabulka. Z této tabulky dosad́ıme každý řádek do základńıho tvaru transformačńı
matice:

T =


cos(θi) − sin(θi) cos(αi) sin(θi) sin(αi) ai cos(θi)
sin(θi) cos(θi) cos(αi) − cos(θi) sin(αi) ai sin(θi)

0 sin(αi) cos(αi) di
0 0 0 1

 (3.1)

Tyto transformačńı matice následně ve správném pořad́ı vynásob́ıme mezi sebou, z
čehož dostaneme celkovou transformačńı matici systému.

DH konvence je univerzálńı př́ıstup k řešeńı kinematiky robotu a poskytuje
v́ıceméně jednoduchý a systematický popis, který usnadňuje analýzu a modelováńı
robotických systémů.
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3.2 Dynamika

Dynamika robot̊u je kĺıčovým aspektem v oblasti robotiky, který se zabývá studiem
pohybu a chováńı robotických systémů. Jedná se o kĺıčový aspekt pro ř́ızeńı a
optimalizaci robotických systémů. Na rozd́ıl od kinematiky zahrnuje vliv sil a mo-
ment̊u, jenž p̊usob́ı na jejich konstrukci během manipulačńıch operaćı. Tento pro-
ces zahrnuje identifikaci jednotlivých článk̊u, jejich geometrické vlastnosti (jako jsou
délky článk̊u a polohy kloub̊u) a fyzikálńı vlastnosti (hmotnost, moment setrvačnosti).
V této kapitole budeme zkoumat základńı principy dynamiky robotických manipuláto-
r̊u a představ́ıme si metody pro modelováńı jejich chováńı.

K odvozeńı pohybových rovnic je možné použ́ıt dva základńı př́ıstupy:

Newton-Eulerova metoda

Tato metoda využ́ıvá Newtonovy zákony pohybu a Eulerovy rovnice pohybu. Fun-
guje na principu rozděleńı systému na jednotlivé části, u kterých se urč́ı pohybové
rovnice. Výsledná rovnice je potom součet těchto jednotlivých část́ı. Tato metoda
je vhodná zejména pro roboty s méně složitou strukturou.

Euler-Lagrangeova metoda

Jedńım z efektivńıch př́ıstup̊u k odvozeńı diferenciálńıch rovnic, které popisuj́ı dy-
namiku robotu, je využit́ı Lagrangeových rovnic druhého druhu. [27] Tento postup
zahrnuje výpočet celkové kinetické a potenciálńı energie systému a následné odvozeńı
dynamických rovnic pomoćı Lagrangeových rovnic pro všechny stupně volnosti systé-
mu. Jedna z hlavńıch výhod této metody spoč́ıvá v tom, že umožňuje řešeńı dy-
namických rovnic v symbolické uzavřené formě, což usnadňuje porozuměńı chováńı
systému a umožňuje analytické postupy.

Přepsáńı dynamických rovnic do maticového tvaru pak umožňuje vytvořeńı uni-
verzálńıho nástroje pro tvorbu dynamického modelu, což je užitečné pro simulačńı
účely, návrh regulátor̊u a daľśı inženýrské aplikace. Maticový tvar dynamického
modelu poskytuje přehlednou a kompaktńı reprezentaci systému, což usnadňuje jeho
analýzu a implementaci r̊uzných ř́ıdićıch strategíı.

Přepis do maticového tvaru vypadá následovně:

M(q) · q̈ + C(q, q̇) · q̇ + G(q) = u (3.2)

kde:

• q je vektor zobecněných proměnných

• q̇ je vektor rychlost́ı zobecněných proměnných

• q̈ je vektor zrychleńı zobecněných proměnných

• M(q) je matice hmotnost́ı
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• C(q, q̇) je matice Coriolisových a odstředivých sil

• q(q) je vektor gravitačńıch sil

• u je vektor momentu

Za zobecněné proměnné v robotice obvykle nejčastěji voĺıme kloubové proměnné,
což jsou polohy, rychlosti a zrychleńı jednotlivých os robota. Tyto veličiny jsou
vzájemně propojeny pomoćı derivaćı jedna od druhé. V d̊usledku toho jsou dy-
namické rovnice popisuj́ıćı chováńı robotického systému obvykle nelineárńı. Euler-
Lagrangeova metoda umožňuje práci s těmito nelineárńımi dynamickými rovnicemi
a poskytuje mechanismy pro jejich řešeńı a analýzu. I když maticový zápis této
metody může být náročněǰśı, je univerzálněǰśı pro r̊uzné kinematické struktury.

Představme si nyńı jednotlivé části dynamické rovnice.

3.2.1 Matice hmotnost́ı

Matice hmotnost́ı (Homogenńı matice setrvačnosti, Inertia matrix) s označeńım M
(v některých, zejména anglických literaturách se můžeme setkat s označeńım H)
je pro modelováńı dynamiky kĺıčovým prvkem. Udává nám, jakým zp̊usobem je
v závislosti na obecných souřadnićıch (vektor q) jednotlivých ramen distribuována
hmotnost a rozložeńı moment̊u setrvačnosti. Matice hmotnost́ı je symetrická a je
pozitivně definitńı. To znamená, že prvky této matice jsou pouze reálná vlastńı
kladná č́ısla. Z definice symetričnosti je zřejmé, že se vždy bude jednat o matici
čtvercovou, která bude mı́t počet řádk̊u a sloup̊u podle toho, kolik stupň̊u volnosti
daný robotický systém obsahuje. Každá jednotlivá složka se následně poč́ıtá dle
vzorce:

Hj,l =
n∑

k=max(j,l)

tr(Uk
j · Jk · (Uk

l )T ) pro j, l = 1, . . . , n (3.3)

kde:

• U jsou parciálńı derivace transformačńıch matic podle úhlu

• J jsou matice setrvačnosti

Nejprve tedy bude zapotřeb́ı sestavit matice moment̊u setrvačnost́ı a spoč́ıtat
parciálńı derivace transformačńıch matic T.

Matice moment̊u setrvačnosti

Hlavńımi prvky této matice, lež́ıćımi na diagonále, jsou prvky, které popisuj́ı dis-
tribuci hmotnosti v jednotlivých článćıch robota a jak se rozložeńı hmotnosti proje-
vuje na rotaci těchto článk̊u kolem hlavńıch os. Označujeme je Jxx, Jyy a Jzz.

Daľśımi prvky, která matice obsahuje, jsou tzv. deviačńı momenty. Ty nám
popisuj́ı rotaci kolem ”vedleǰśıch” os. V podstatě se jedná o momenty mezi osami.
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Stane-li se, že tento prvek neńı nulový, znamená to, že hmotnost článku systému
neńı rovnoměrně rozložena vzhledem k daným osám.

Posledńımi prvky jsou hmotnostńı charakteristiky. Ty obsahuj́ı informace o
hmotnostech a polohách hmotných bod̊u v každém článku. Tyto informace jsou
zahrnuty v posledńım sloupci a posledńım řádku matice J.

Matice moment̊u setrvačnosti pak pro každý robotický článek vypadá následuj́ıćım
zp̊usobem:

Ji =


Jxxi Jxyi Jxzi mi · xti
Jxyi Jyyi Jyzi mi · yti
Jxzi Jyzi Jzzi mi · zti

mi · xti mi · yti mi · zti mi

 (3.4)

Parciálńı derivace transformačńıch matic

Tyto derivace nám popisuj́ı, jak se měńı prvky přechodové matice T v závislosti
na změně jednotlivých úhl̊u q. Důležité je určit, jakou matici T derivujeme jakým
q. Rozhodujeme se na základě toho, který úhel je př́ımo spojen s pohybem, který
chceme analyzovat.

3.2.2 Matice Coriolisových a odsťredivých sil

Coriolis̊uv efekt je fyzikálńı jev, který popisuje odchylku pohybu tělesa v rotačńım
referenčńım systému. V dynamice pohybu robot̊u může tento efekt zp̊usobit nežádoućı
odchylky a vibrace, které je pro správnou analýzu potřeba brát v úvahu. [13]

Matice Coriolisových sil, označována (C), obsahuje d̊uležité informace o vztaźıch
mezi vektorovými rychlostmi článk̊u systému, úhlovými rychlostmi (q̇) a vznikaj́ıćımi
Coriolisovými a středovými silami. Tyto śıly ovlivňuj́ı chováńı a stabilitu robota v
pr̊uběhu pohybu. Tato matice nám umožňuje přesněǰśı simulace a ř́ızeńı pohyb̊u
robotu.

Matice je dána vztahem:

C(q, q̇) =
1

2
Ṁ(q) + S(q, q̇) (3.5)

kde:

• Ṁ je derivace matice hmotnost́ı

• S je antisymetrická matice

Matici hmotnost́ı jsme si již rozebrali dř́ıve, nyńı jen spočteme jej́ı derivaci.
Věnujme se tedy matici S. Ta bude vždy čtvercová a jak již bylo zmı́něno, tato
matice je antisymetrická, což znamená, že jej́ı transponovaná hodnota se rovná
opačné hodnotě p̊uvodńı matice. Vztahem vyjádřeno: ST = −S.

Tato matice popisuje vliv rotace jednotlivých článk̊u a jejich rychlost́ı na vznikaj́ıćı
Coriolisovy śıly. Často se může stávat, že jej́ı prvky jsou nulové. To je zp̊usobeno
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t́ım, že neńı př́ıtomen Coriolis̊uv efekt a nebo je tak malý, že může být zanedbán.
Tato situace může nastat v situaćıch, kdy robot provád́ı pouze lineárńı pohyby a
nebo když se robot pohybuje velmi malou rychlost́ı. [13] [11]

Jednotlivé prvky matice S se tedy poč́ıtaj́ı podle následuj́ıćıho vzorce:

Si,j =
n∑
k=1

(
q̇k ·

∂Mik

∂qj
− q̇k ·

∂Mjk

∂qi

)
pro i, j = 1, . . . , n (3.6)

3.2.3 Vektor gravitačńıch sil

Gravitačńı śıly jsou daľśımi silami, které přisṕıvaj́ı k celkovým silám a moment̊um,
p̊usob́ıćım na robotický systém. Jednotlivé složky tohoto vektoru obsahuj́ı informaci
o velikosti śıly, p̊usob́ıćı na jednotlivé články robota v závislosti na konfiguraci q.
Pokud má tedy robotický systém n článk̊u, bude gravitačńı vektor obsahovat n
prvk̊u. Pro přesnou analýzu a následné ř́ızeńı je nutné tento vektor správně zahrnout
do matematického modelu.

Pro výpočet složek vektoru je nutné nejdř́ıve spoč́ıtat potenciálńı energii systému.
Ta se rovná součtu potenciálńıch energíı všech jednotlivých část́ı. Vyjádřeno vzorcem:

P = −
n∑
i=1

(mi ·GT · T i0 ·Ric) (3.7)

kde:

• m je hmotnost článku

• G je gravitačńı matice

• T je transformačńı matice

• R je matice polohy těžǐstě

Gravitačńı matice nám udává, v jakém směru, nebo sṕı̌se v jaké ose na náš
systém p̊usob́ı gravitačńı śıla. V jaké ose bude tato śıla p̊usobit zálež́ı na zvoleńı
souřadného systému. Podle osy p̊usobeńı je pak na určitém mı́stě matice gravitačńı
konstanta a na mı́stech ostatńıch jsou nuly.

Ve valné většině př́ıpad̊u bude gravitačńı śıla p̊usobit záporně v ose z, proto bude
mı́t následuj́ıćı tvar:

G =
[
0 0 −g 0

]
(3.8)

Matice polohy těžǐstě má sv̊uj daný tvar, do kterého se zaznamená jeho poloha
ve všech osách. Pro každou osu pak vypadá následovně:

Ric =


xti
yti
zti
1

 pro i = 1, . . . , n (3.9)
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Nyńı už je možnost vypoč́ıtat gravitačńı vektor. Ten dostaneme dosazeńım po-
tenciálńı energie do vzorce:

g(q) =

(
∂P

∂q

)T
(3.10)

Výsledný vektor bude mı́t tolik prvk̊u, kolik je v daném robotickém systému
článk̊u.
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4 Matematický model planárńıho robotu

V této kapitole využijeme poznatky z předchoźı kapitoly k tomu, abychom si ana-
lyticky sestavili matematický model planárńıho robotu se třemi stupni volnosti.
Následně využijeme možnosti Robotics System Toolboxu, který je dostupný v soft-
waru Matlab. Jakmile budeme mı́t obě varianty, přejdeme do simulačńıho prostřed́ı
Matlab Simulink, kde porovnáme shodu výsledku z obou těchto variant.

Naš́ım ćılem je tedy vytvořit matematický model pro planárńıho robota:

Obr. 4.1: Planárńı laboratorńı robot

Planárńı roboti jsou charakterizováni svou schopnost́ı pohybu v rovině, což zna-
mená, že maj́ı omezenou nebo zcela chyběj́ıćı schopnost rotace kolem 2 os. Tento
laboratorńı robot vznikl jako zmenšená a zjednodušená verze unikátńıho tiskového
robotu ”Printing Mantis”, který vznikl, v rámci projektu 3D STAR, na Technické
univerzitě v Liberci. [2]

Volbu souřadných systémů zvolených dle DH konvence dokumentuje následuj́ıćı
obrázek:

Obr. 4.2: Schéma robotického systému [14]
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Odvozeńı matematického modelu bude nejprve provedeno v symbolické podobě a
následně budou dosazeny numerické hodnoty jednotlivých parametr̊u. Ty následně
využijeme až pro simulačńı účely.

4.1 Kinematika planárńıho robotu

Jako prvńı věc, kterou je třeba udělat, je DH tabulka. Ze schématu je zřejmé, že v
našem systému bude docházet pouze k rotaci v ose z a posunech v ose x. Všechny
ostatńı parametry budou nulové. DH tabulka bude tedy vypadat následuj́ıćım
zp̊usobem:

θ d a α
0− 1 q1 0 l0 0
1− 2 q2 0 l1 0
2− 3 q3 0 l2 0

Table 4.1: Denavit-Hartenbergova matice

Nyńı vytvoř́ıme transformačńı matice pro každý řádek DH tabulky, tedy pro
přechod mezi všemi klouby systému:

T01 =


cos(q1) − sin(q1) 0 L0 cos(q1)
sin(q1) cos(q1) 0 L0 sin(q1)

0 0 1 0
0 0 0 1

 (4.1)

T12 =


cos(q2) − sin(q2) 0 L1 cos(q2)
sin(q2) cos(q2) 0 L1 sin(q2)

0 0 1 0
0 0 0 1

 (4.2)

T23 =


cos(q3) − sin(q3) 0 L2 cos(q3)
sin(q3) cos(q3) 0 L2 sin(q3)

0 0 1 0
0 0 0 1

 (4.3)

Výslednou transformačńı matici (značenou T03) tedy dostaneme vynásobeńım
výše uvedených matic. Ta je z d̊uvodu své velikosti k nahlédnut́ı pouze v kódu
programu, tedy př́ıloze 1. Nyńı pomoćı této matice můžeme kdykoliv dopoč́ıtat
polohu koncového bodu robotu, pokud by to pro něco bylo potřeba.

4.2 Dynamika planárńıho robotu

Nyńı se přesuneme na řešeńı dynamiky. Nejprve si sestav́ıme matice setrvačnost́ı.
Ty pro nás v tuto chv́ıli, jelikož stále bereme všechny proměnné symbolicky, budou
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mı́t základńı tvar, uvedený v kapitole 3.2.1. Nyńı provedeme parciálńı derivace
potřebné pro výpočet složek hmotnostńı matice:

U11 =
∂T1
∂q1

U12 =
∂T02
∂q1

U13 =
∂T03
∂q1

(4.4)

U22 =
∂T02
∂q2

U23 =
∂T03
∂q2

U33 =
∂T03
∂q3

(4.5)

K parciálńım derivaćım transformačńıch matic podle jednotlivých zobecněných
proměnných lze využ́ıt diferenciálńı operátor rotace (derivačńı matice) jak je defi-
nováno v [27]. Jak již bylo zmı́něno dř́ıve, neńı potřeba poč́ıtat derivace všech
převodových matic podle každé konfigurace, protože v́ıme, že matice H je symet-
rická.

Výpočet prvk̊u matice H bude tedy dle vzorce z kapitoly 3.2.1 vypadat:

H11 = trace(U11J1(U11)
T ) + trace(U12J2(U12)

T ) + trace(U13J3(U13)
T ) (4.6)

H12 = trace(U12J2(U22)
T ) + trace(U13J3(U23)

T ) (4.7)

H21 = H12 (4.8)

H13 = trace(U13J3(U33)
T ) (4.9)

H31 = H13 (4.10)

H22 = trace(U22J2(U22)
T ) + trace(U23J3(U23)

T ) (4.11)

H23 = trace(U23J3(U33)
T ) (4.12)

H32 = H23 (4.13)

H33 = trace(U33J3(U33)
T ) (4.14)

Výsledky z těchto operaćı jsou správné, ale obsahuj́ı spousty zanořených funkćı,
které zahrnuj́ı mnoho proměnných a trigonometrických funkćı. Tud́ıž se naskýtá
možnost je ještě nějak upravit, aby byly výrazy jednodušš́ı a lépe čitelné. K tomu
použijeme funkci simplify(), která je implementována v matlabu. Tato funkce
provád́ı r̊uzné algebraické operace, jako je např́ıklad redukce podobných člen̊u. [17]
Zjednodušeńı prvk̊u a vytvořeńı matice H pak vypadá následovně:

H11 = simplify(H11) (4.15)

H12 = simplify(H12) (4.16)

H21 = H12 (4.17)

H13 = simplify(H13) (4.18)

H31 = H13 (4.19)

H22 = simplify(H22) (4.20)

H23 = simplify(H23) (4.21)

H32 = H23 (4.22)

H33 = simplify(H33) (4.23)
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H =

H11 H12 H13

H21 H22 H23

H31 H32 H33

 (4.24)

Nyńı budeme s touto matićı dále pracovat a zhotov́ıme si antisymetrickou matici
S. Všimněme si, že na diagonále jsou nuly. Nuly na těchto mı́stech budou vždy,
protože na diagonále jsou derivace vzhledem k sobě samým. Z definice antisymetrič-
nosti vyplývá, že nám dle vzorce stač́ı dopoč́ıtat pouze 3 hodnoty.

s11 = 0

s22 = 0

s33 = 0

s12 =
1

2
(q1 d ·

∂H11

∂q2
− q1 d ·

∂H21

∂q1
+ q2 d ·

∂H12

∂q2
− q2 d ·

∂H22

∂q1
+ q3 d ·

∂H13

∂q2
− q3 d ·

∂H23

∂q1
)

s21 = −s12

s13 =
1

2
(q1 d ·

∂H11

∂q3
− q1 d ·

∂H31

∂q1
+ q2 d ·

∂H12

∂q3
− q2 d ·

∂H32

∂q1
+ q3 d ·

∂H13

∂q3
− q3 d ·

∂H33

∂q1
)

s31 = −s13

s23 =
1

2
(q1 d ·

∂H21

∂q3
− q1 d ·

∂H31

∂q2
+ q2 d ·

∂H22

∂q3
− q2 d ·

∂H32

∂q2
+ q3 d ·

∂H23

∂q3
− q3 d ·

∂H33

∂q2
)

s32 = −s23

Když máme všechny prvky, sestav́ıme z nich výslednou matici. Na výsledek ještě
aplikujeme funkci simplify().

S =

s11 s12 s13
s21 s22 s23
s31 s32 s33

 (4.25)

S = simplify(S) (4.26)

Ještě před zhotoveńım matice C je zapotřeb́ı malá programová úprava. Jelikož
stále pracujeme se symbolickými proměnnými, muśıme udělat substituci symbol-
ických proměnných za proměnné časové v hmotnostńı matici. Tyto změny nám
umožńı časovou derivaci této matice, kterou budeme potřebovat pro výpočet. Pokud
bychom od začátku pracovali s č́ısly, tato úprava by nebyla třeba.

K tomuto kroku použijeme funkci subs(). Následně takto upravenou matici H
zderivujeme.
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Ht = subs(H, q1, q2, q3, f1(t), f2(t), f3(t)) (4.27)

Htd = diff(Ht, t) (4.28)

Nyńı už vše dosad́ıme do vzorce a sestav́ıme matici Coriolisových sil:

C = (1/2. ∗Hpm) + S (4.29)

Posledńım článkem, který je nutné vypoč́ıtat a je potřebný pro sestaveńı rovnice
dynamiky, je gravitačńı vektor. Nejprve sestav́ıme matice polohy těžǐsť, ze kterých
vypoč́ıtáme celkovou potenciálńı energii našeho systému. Z té už pak pomoćı derivaćı
dostaneme jednotlivé složky gravitačńıho vektoru.

Gt =
[
0 0 −g 0

]
(4.30)

R1c =


xt1
yt1
zt1
1

 (4.31)

R2c =


xt2
yt2
zt2
1

 (4.32)

R3c =


xt3
yt3
zt3
1

 (4.33)

P1 = −m1 ·Gt · T1 ·R1c (4.34)

P2 = −m2 ·Gt · T02 ·R2c (4.35)

P3 = −m3 ·Gt · T03 ·R3c (4.36)

P = P1 + P2 + P3 (4.37)

fg1 = diff(P, q1) (4.38)

fg2 = diff(P, q2) (4.39)

fg3 = diff(P, q3) (4.40)

G =

fg1
fg2
fg3

T (4.41)

V našem př́ıpadě vyjdou všechny složky gravitačńıho vektoru nulové, jelikož náš
robotický systém je planárńı a jeho pohyb v̊uči vertikálńı ose je pouze rotačńı. To
znamená, že jeho pohyb nebude nijak ovlivněn gravitačńı silou.
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V tento moment již máme sestaveny všechny matice potřebné pro výpočet mo-
mentu dle rovnice 3.2:

u = Hpm ∗ qdd+ C ∗ qd+G ∗ q (4.42)

Nyńı jsme analyticky (v symbolickém tvaru) sestavili dynamickou rovnici našeho
systému. Výsledné matice jsou vzhledem k jejich velikosti v symbolickém tvaru k
nahlédnut́ı v př́ıloze 1.

4.3 Robotics system toolbox

Než přejdeme do simulačńıho prostřed́ı a ověř́ıme, zda je naše analytické řešeńı
správné, muśıme nejprve sestavit model v robotics system toolboxu. Tento toolbox
je implementován a k dispozici v Matlabu. Nab́ıźı nám možnost nástroj̊u a algoritmů
pro designováńı, simulace a testováńı. Máme v něm možnost modelováńı kinematiky
a dynamiky velké škály robotických systémů. [18] My ho pro účely této práce
použijeme jako kontrolńı faktor pro naše analytické řešeńı.

Pro práci v toolboxu už budeme potřebovat data robotického systému, jako
jsou délky ramen, hmotnosti článk̊u, polohy těžǐsť a momenty setrvačnosti každého
ramene. Tyto parametry pro prvotńı simulace byly použity setrvačné parametry
źıskané z 3D modelu zhotoveným v CADu. [14] K tomu přidáme ještě DH ta-
bulku, kterou už máme sestavenou z analytického řešeńı. Zde ji budeme zavádět
následuj́ıćım zp̊usobem:

dhparams =

l0 0 0 0
l1 0 0 0
l2 0 0 0

 (4.43)

Pro rotace v ose z použijeme nuly, protože zde zavád́ıme počátečńı stav systému.
Nyńı je zapotřeb́ı definovat základńı strukturu robotu. Ta je v toolboxu označová-

na jako rigidBodyTree. Nejd̊uležitěǰśı informace této funkce je, kolik článk̊u
systém obsahuje. Tyto části pak jednu po druhé definujeme. Následně specifiku-
jeme klouby, které spojuj́ı jednotlivé části. Zde je nutno uvést jestli se jedná o kloub
otočný, posuvný či fixovaný. V tuto chv́ıli už jen nastav́ıme natočeńı kloub̊u podle
DH tabulky a propoj́ıme jednotlivá ramena. Kód, který provád́ı tyto činnosti je
následuj́ıćı:
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Obr. 4.3: Struktura robotického systému v toolboxu

Po př́ıpravě této fáze přejdeme k nastaveńı hmotnosti, umı́stěńı těžǐstě a mo-
ment̊u setrvačnosti pro každé rameno. Nakonec je nutné znovu propojit všechny
části a určit gravitačńı vektor.

Obr. 4.4: Nastaveńı hodnot pro jednotlivá ramena

V tento moment máme připravený model robotu v toolboxu. Můžeme si ještě
zobrazit, jakým stylem vypadaj́ı články robota v home pozici. To provedeme pomoćı
př́ıkazu show().
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Obr. 4.5: Home pozice planárńıho robotu

4.4 Simulačńı porovnáńı

Vrhněme se tedy na ověřeńı správnosti analytického řešeńı. Jak jsem již zmı́nil
dř́ıve, budeme pracovat v prostřed́ı Matlab Simulink. Přenesme teď tedy obě řešeńı
do tohoto prostřed́ı a porovnejme je.

Pro analytické řešeńı použijeme blok Matlab function, kam nahrajeme naše
řešeńı. Jelikož máme všechny matice vyjádřené symbolicky, nemuśıme řešeńı vkládat
celé a stač́ı nám pouze matice pro výpočet výsledného momentu (tedy H,C a G).
Ovšem na začátek programu muśıme přidat všechny hodnoty, které jsou potřeba
k výpočtu. Vstupem do tohoto bloku budou jednotlivé konfigurace, rychlosti a
zrychleńı pro každý článek robotu. Výstupem pak vypočtený moment.

Pro simulaci řešeńı v Robotics system toolbox použijeme jeden z blok̊u, které
nab́ıźı simulink knihovna tohoto toolboxu. Tento blok se nazývá Inverse Dy-
namics. Jako vstupy do tohoto bloku jsou opět jednotlivé konfigurace, rychlosti
a zrychleńı. Do bloku se pak jako jediná věc zadává název vytvořeného modelu,
neboli model vytvořený funkćı rigidBodyTree. Výstupem tohoto bloku je poté
vypočtený moment.

Posledńı věc, nezbytná pro simulaci, je trajektorie, po které bude robot provádět
pohyb. Bez této trajektorie neńı možné odsimulovat chováńı systému. K tomuto
máme dvě možnosti, tou prvńı je použit́ı bloku z knihovny toolboxu. Tento blok
se nazývá Polynomial trajectory. Ten nám dle zadaných parametr̊u vygeneruje
požadovaně dlouhou trajektorii. Vı́ce o tomto bloku je možné se doč́ıst zde [4].
Druhou možnost́ı je programově zhotovit strukturu a použ́ıt blok From workspace.
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V této struktuře muśı jako prvńı hodnota být údaj o vzorkováńı (tedy časová
proměnná) a následně údaje o konfiguraćıch, rychlostech či zrychleńıch.

Já použiji vytvořené struktury, které jsem zhotovil z dat z měřeńı na robotu.
O měřeńı se budeme bavit později v této práci, proto to zde nebude rozebráno.
Zhotoveńı struktur je k nahlédnut́ı v př́ıloze 1. Simulačńı schéma, na kterém je
prováděno následuj́ıćı srovnáńı a je k dispozici jako př́ıloha 2.

Na obrázku 4.6 je vidět vstupńı trajektorie, která je použita pro zobrazeńı a
porovnáńı výsledk̊u.

Obr. 4.6: Vstupńı trajektorie pro ověřeńı výsledk̊u

Obrázek 4.7 nám ukazuje, jak vypadaj́ı výsledné momenty jak z analytického, tak
z toolbox řešeńı. Tyto dva grafy nám neřeknou nic o tom, zda jsou modely shodné
a tedy jestli lze ř́ıci, že je naše analytické řešeńı správné. Nyńı je nutné si ještě
zobrazit diferenci těchto dvou výsledk̊u. T́ım si zobraźıme, zda se výsledky shoduj́ı.
Teoreticky by tento rozd́ıl měl být nulový, ale toho prakticky nejde dosáhnout.
Pojďme tedy porovnat rozd́ıl na obrázku 4.8.

Při pohledu na tento graf pro nás neńı až tak d̊uležité, jak rozd́ıly vycházej́ı.
Pro nás nejd̊uležitěǰśı informaćı je, v jakých řádech se rozd́ıl pohybuje. V našem
porovnáńı se rozd́ıly pohybuj́ı v řádech 10−14 u prvńıho ramene a 10−15 u druhého
a třet́ıho ramene. Z těchto dat nyńı lze s jistotou prohlásit, že analytické řešeńı je
správné a lze s ńım pracovat dále.
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Obr. 4.7: Vypočtené momenty z analytického výpočtu a toolbox modelu

Obr. 4.8: Rozd́ıl výsledných moment̊u
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5 Identifikace

V této kapitole se budeme zabývat identifikaćı dynamických parametr̊u. Důležitost
identifikace dynamických parametr̊u spoč́ıvá v tom, že umožňuje lépe porozumět
chováńı manipulátoru v reálném prostřed́ı a vytvořit efektivněǰśı ř́ıd́ıćı algoritmy.
Přesné znalosti parametr̊u umožňuj́ı dosáhnout přesněǰśıch a robustněǰśıch ř́ıdićıch
strategíı, což vede k vyšš́ı přesnosti a výkonu manipulátoru v r̊uzných aplikaćıch.
Problematiku identifikace lze rozdělit do následuj́ıćıch krok̊u. [23]

5.1 Tvorba dynamického modelu

Nejprve je třeba určit přesný dynamický model daného systému. Ten je pro identi-
fikaci velmi d̊uležitý. Tuto problematiku již máme probranou z kapitoly 4.2.

5.2 Vektor koeficient̊u

Dynamické rovnice obvykle obsahuj́ı nelineárńı vztahy, které vycházej́ı z interakćı
mezi polohami, rychlostmi a zrychleńımi. Nicméně, u robotických manipulátor̊u
jsme schopni nalézt určitou linearitu mezi jednotlivými parametry, což umožňuje
přepisovat nelineárńı rovnice do lineárńı a t́ım výrazně zjednodušit proces identi-
fikace.

Nyńı lze přepsat rovnici dynamiky do lineárńı podoby následuj́ıćım zp̊usobem:

u = M(q)q̈ + C(q, q̇)q̇ +G(q)→ Y (q, q̇, q̈)β = u (5.1)

kde:

• Y je matice regresor̊u

• β je vektor dynamických koeficient̊u

Dynamické koeficienty jsou tvořeny kombinacemi dynamických parametr̊u (těch
je v obecnosti 10 pro každý člen robotu) a jejich stanoveńı neńı jednoznačně. Provádět
identifikaci př́ımo dynamických parametr̊u by také bylo možné. Ovšem muśıme vźıt
v úvahu, že tyto parametry jsou často lineárně závislé, a tud́ıž by se do identi-
fikace projevily v́ıcekrát a zhoršily by se tak výsledky. Snaha u volby koeficient̊u je
tedy kladena na lineárńı nezávislost mezi jednotlivými koeficienty. Je kĺıčové nalézt
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správnou kombinaci parametr̊u, protože špatně zvolené koeficienty mohou vést k
chybným výsledk̊um, bez ohledu na daľśı práci. Možnost́ı, jak je źıskat existuje
v́ıce, v této práci je použita dekompozice, která je implementována v BIRDy. [24]
[15] Problematiku nalezeńı koeficient̊u pomoćı jiných metod je možnost dohledat v
[10] [22]

5.3 Identifikačńı experiment a trajektorie

Identifikačńı trajektorie jsou kĺıčovým prvkem pro správné provedeńı identifikace.
Tyto trajektorie jsou pečlivě navrženy tak, aby vybudily všechna chováńı daného
systému. zároveň nám muśı poskytnout dostatečné množstv́ı použitelných dat, aby-
chom na nich mohli postavit daľśı procedury. Experiment by měl obsahovat všechny
možné scénáře pro všechny osy. To zahrnuje např́ıklad změny rychlosti pohybu,
variabilitu zrychleńı pohybu, periodické opakováńı nebo trajektorie, které simuluj́ı
pracovńı proces, který bude daný manipulátor vykonávat. Zároveň by měl brát v
úvahu možná omezeńı pohybu, jako jsou koncové body pracovńıho prostoru. Je i
vhodné pohybovat se r̊uznými rychlostmi kolem těchto bod̊u, protože chováńı kolem
nich by mohlo být v určitých př́ıpadech kritické.

U tohoto experimentu je velmi d̊uležité i samotné měřeńı výstupńıch dat. Je
nutné zvolit ideálńı vzorkovaćı frekvenci. Ta by měla být dostatečně rychlá, abychom
mohli zachytit veškeré změny. Zde se bav́ıme o frekvenćıch menš́ıch než řád 10−3.

Společně s identifikačńı trajektoríı je v́ıce než vhodné naměřit i trajektorii vali-
dačńı. Tu použijeme po samotné identifikaci, abychom ověřili správnost źıskaných
výsledk̊u. Je totiž jasné, že identifikované parametry budou vycházet mnohem
přesněji na trajektorii, na které byly identifikovány.

Lze tedy ř́ıci, že návrh takovéto trajektorie je kĺıčovým úspěchem samotné iden-
tifikace. Pojďme se pod́ıvat na to, jak se taková trajektorie navrhuje.

5.3.1 Návrh identifikačńı trajektorie

Pro tvorbu excitačńı trajektorie v identifikačńım experimentu se často využ́ıvá Fouri-
erova řada, která umožňuje aproximovat periodickou funkci pomoćı součtu sinusových
a kosinových funkćı. Tento matematický nástroj poskytuje flexibilitu v návrhu tra-
jektoríı a umožňuje generovat r̊uzné typy pohyb̊u, které jsou vhodné pro identi-
fikaci dynamických koeficient̊u robotu. Ostatně je to odborně popsáno ve vědeckých
praćıch [26] nebo [25].

Pro tvorbu excitačńı trajektorie se použ́ıvá konečná Fourierova řada, kde je počet
harmonickách funkćı omezen na určitý počet N. Tato aproximace má poté následuj́ıćı
tvar:

f(t) =
a0
2

+
N∑
n=1

(an · cos(nωt) + bn · sin(nωt)) (5.2)

kde:

• Kde f(t) je periodická funkce s periodou T

34



• ω je úhlová frekvence

• a0, an, bn jsou koeficienty Fourierovy řady

5.4 Identifikačńı metody

Identifikačńı metody nám slouž́ı k odhadu dynamických koeficient̊u na základě ex-
perimentálńıch dat. V dnešńı době již existuje spoustu metod, od základńıch až po
metody založených na neuronových śıt́ıch. Některé využ́ıvaj́ı otevřené smyčky, jiné
smyčky uzavřené. U určitých robotických systémů může nastat situace, kdy některá
z metod neńı vhodná a neńı možné ji efektivně použ́ıt. Toto omezeńı vyplývá z in-
dividuálńıch charakteristik jednotlivých metod, které je nutné pečlivě zvážit.

My se v této kapitole podrobněji pod́ıváme na tři metody, které budou použity
v této práci a u kterých budeme rozeb́ırat výsledky.

5.4.1 Metoda nejmenš́ıch čtverc̊u

Asi nejznáměǰśı a hojně použ́ıvanou metodou je metoda nejmenš́ıch čtverc̊u, v
mnoha literaturách označována LS (least squares). Tuto metodu řad́ıme mezi stati-
stické metody. Principem této metody je minimalizace součtu čtverc̊u rozd́ılu mezi
naměřenými a predikovanými hodnotami, což nám umožňuje optimálńı odhad koe-
ficient̊u modelu.

Tato metoda má nevýhodu v tom, že neńı robustńı v̊uči šumu a odchylkám v
datech.

Abychom se mohli pomoćı této metody dostat na požadovaný vektor β je nutné
mı́t k dispozici naměřené hodnoty momentu a sestavenou matici regresor̊u. Vzorec,
kterým se jednotlivé prvky vektoru β pak vypadá následovně:

β = (Y TY )−1Y Tu (5.3)

kde:

• β vektor identifikovaných koeficient̊u

• Y je matice regresor̊u

• u naměřený moment

Výsledný vektor koeficient̊u lze aplikovat na vzorec pro inverzńı dynamiku 5.1
a dopoč́ıtat momenty. Po identifikaci je vždy žádoućı kontrola výsledku. V tomto
př́ıpadě se porovnaj́ı naměřené momenty s těmi vypočtenými. [15]
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5.4.2 Metoda vážených nejmenš́ıch čtverc̊u

Metoda vážených nejmenš́ıch čtverc̊u (Weighted least squares, WLS) je metoda
obdobná metodě nejmenš́ıch čtverc̊u s t́ım rozd́ılem, že zde vstupuj́ı do výpočtu váhy,
které uváděj́ı spolehlivost dat. Toto je velmi nápomocné v př́ıpadech, kdy máme
data s r̊uznou mı́rou přesnosti a chceme, aby byla v́ıce vážená přesněǰśı měřeńı než
ta malá. Do vzorce je tedy přidána matice W, která přǐrazuje váhy jednotlivých
měřeńı. Tato matice je obvykle diagonálńı, při čemž se na ńı nacháźı jednotlivé
váhy. Většinou jsou váhy př́ımo úměrné inverzi rozptylu nebo variaci měřeńı, a tedy
měřeńı s menš́ım rozptylem obdrž́ı vyšš́ı váhu než měřeńı s rozptylem větš́ım. Toto
je většinou zajǐsťováno statistickými metodami. Je zde možnost nastavovat váhy i
ručně, ale tato varianta je nerealizovatelná pro měřeńı obsahuj́ıćı větš́ı množstv́ı dat.
V praxi je výběr váhové matice často kompromisem mezi přesnost́ı a robustnost́ı.
Vzorec pro výpočet vektoru koeficient̊u je pak následuj́ıćı:

β = (Y TWY )−1Y TWu (5.4)

kde:

• β vektor identifikovaných parametr̊u

• Y je matice regresor̊u

• W je diagonálńı váhová matice

• u naměřený moment

Ve valné většině př́ıpad̊u je jasné, že tato metoda bude vycházet přesněji než
klasická metoda nejmenš́ıch čtverc̊u. Nevýhodou může být, že při špatné volbě
váhové matice budou výsledky hodně nepřesné a je tedy výhodné ověřeńı shody
těchto dvou metod. Pokud WLS vycháźı h̊uře než LS, je na mı́stě přehodnotit
váhovou matici do přesněǰśı podoby a identifikaci udělat znovu. [15]

5.4.3 ML

Metoda ML (zkratka z Maximum Likelihood) je statistická metoda, jej́ıž princip
je maximalizace pravděpodobnostńıho rozděleńı mezi naměřenými daty a predikćı
modelu. Jednodušeji řečeno, ćılem této metody je nalézt hodnoty parametr̊u, které
nejlépe vystihuj́ı naměřená data.

Pravděpodobnostńı rozděleńı je reprezentováno normálńım rozděleńım, což vede
na minimalizaci kvadratického rozd́ılu mezi naměřenými daty a predikćı. Obecně to
lze popsat vztahem:

β̂ML = arg max
β

p(y | β) (5.5)

kde p(y | β) je pravděpodobnost, že byla naměřena právě daná data y za
předpokladu, že jsou správně predikována modelem s parametry β.
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Uvažujme tedy pravděpodobnostńı funkci jako:

p(y|β) =
N∏
i=1

1√
2πσ2

exp

(
−(τi(β)− yi)2

2σ2

)
Logaritmus této funkce je:

log p(y|β) = −N
2

log(2πσ2)− 1

2σ2

N∑
i=1

(τi(β)− yi)2

Maximalizace této pravděpodobnostńı funkce se tedy rovná minimalizaci výrazu:

N∑
i=1

(τi(β)− yi)2

Výpočet parametr̊u lze pak přepsat do následuj́ıćıho tvaru:

β̂ML = arg min
β

∑
i

εTi GiΣ
−1
i GT

i εi

kde

• β̂ML je odhadnutý vektor koeficient̊u

• εi = τi − yi jsou chyby mezi naměřenými daty yi a predikcemi τi

• Gi jsou matice regresor̊u

• Σi je kovariančńı matice chyb

Někoho může mást, že ačkoliv se jedná o maximalizaci funkce, je ve finálńım
vzorci minimalizace funkce. To je z d̊uvodu, že se hledá maximum odhadu při
zohledněńı negativńıho logaritmu funkce.

Tato metoda poskytuje odhady dynamických parametr̊u s r̊uznou přesnost́ı v
závislosti na dostupných datech a modelových předpokladech. Zálež́ı tedy velmi na
kvalitě přesnosti modelu. [20] [19]

5.5 Vyhodnoceńı identifikace

Vyhodnoceńı identifikace je kĺıčovým krokem při výběru nejideálněǰśı metody pro
konkrétńı aplikaci. Použit́ım vhodné metody lze źıskat nejpřesněǰśı a nejspolehlivěǰśı
data, podle kterých se dá následně navrhnout ř́ızeńı. Je proto d̊uležité mı́t určitou
metriku pro porovnáńı výsledk̊u. Touto metrikou pro nás může být např́ıklad
RMSE. RMSE je běžně použ́ıvaná metrika pro nalezeńı kvantitativńı mı́ru chyby
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predikce mezi naměřenými daty a daty, které dostaneme pomoćı identifikace. Obecně
se nechá tato metrika vyjádřit vzorcem:

RMSE =

√√√√ 1

N

N∑
i=1

(yi − ŷi)2 (5.6)

kde:

• N je počet pozorováńı

• yi je skutečná hodnota

• ŷi vypočtená (predikovaná) hodnota

Nižš́ı hodnota RMSE naznačuje lepš́ı shodu mezi predikcemi a skutečnými daty.
Obecně se tedy vyplat́ı aplikovat na identifikačńı data v́ıce metod, následně je vy-
hodnotit a vybrat z nich nejpřesněǰśı data.

Pro výpočet RMSE je použita implementována funkce rmse() v Matlabu, která
je schopna vrátit tuto hodnotu jak pro každou osu odděleně, nebo pouze jednu
celkovou hodnotu pro všechny osy dohromady.

5.6 Benchmark for Identification of Robot Dynamics

Benchmark for Identification of Robot Dynamics, zkráceně a dále použ́ıváno jako
BIRDy je identifikačńı nástroj určený pro zjednodušeńı procesu identifikace dy-
namických parametr̊u. Nab́ıźı matematické podklady k realizaci v́ıce než 20 iden-
tifikačńıch metod. S odborným př́ıstupem se jedná o silný nástroj, který je ap-
likovatelný na libovolné robotické struktury vytvořené uživatelem. Byl vytvořený
Quentinem Leboutetem, je volně dostupný a podléhá licenci, která umožňuje jeho
volné použit́ı [24]. Tento benchmark vznikl pro účely článku, který je dostupný zde
[15].

Sám benchmark má v sobě zabudované tři ukázkové př́ıklady robot̊u se šesti
stupni volnosti. Na těchto př́ıkladech je možnost vyzkoušet implementované iden-
tifikačńı metody a analyzovat jejich reakci v prostřed́ı Matlab. Ze začátku práce s
ńım je toto v́ıce než př́ınosné. Benchmark je komplexńı systém obsahuj́ıćı rozsáhlou
sadu podprogramů, které generuj́ı významné množstv́ı užitečných dat.

Pro využit́ı tohoto benchmarku na jiné robotické systémy je zapotřeb́ı vytvořit
určité struktury. Tyto struktury benchmarku definuj́ı, s jakým systémem pracuje
(stupně volnosti, délky ramen, setrvačné parametry, atd.), předávaj́ı mu data z
měřeńı a popisuj́ı trajektorii, po které robot provád́ı pohyb. K vytvořeńı těchto
struktur nejlépe poslouž́ı již vytvořené př́ıklady, protože sám autor nikde nepopisuje,
jak struktury vytvořit. Rozeberme si nyńı jednotlivé struktury detailněji.
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5.6.1 Robot description file

V tomto souboru v podstatě vytvář́ıme popis robotického systému, obdobně jako
v robotic toolboxu. Definujeme zde např́ıklad hodnoty z DH tabulky, informace o
kloubech, ramenech, hmotnostech a setrvačných parametrech. Důležitá hodnota je
hodnota vzorkovaćı frekvence, která se muśı shodovat s vzorkovaćı frekvenćı, kterou
máme z identifikačńıho měřeńı. Jen je třeba dávat pozor, že v tomto souboru se
nastavuje převrácená hodnota, tedy v mém př́ıpadě se vzorkovaćı frekvence přeṕı̌se
z 2 ∗ 10−4 na 5 ∗ 103. Dále zde jsou implementovány r̊uzné modely třeńı, přičemž
je většina z nich ve fázi rozpracováńı. Já pro veškeré identifikace použil hojně
použ́ıvaný model třeńı ViscousCoulomb, tedy viskózńı Columbovo třeńı. Velká
výhoda spoč́ıvá v tom, že je lineárńı v porovnáńı s jinými modely třeńı, jak je psáno
zde [7] nebo v [16].

Tento soubor přikládám k nahlédnut́ı jako př́ılohu 3.

5.6.2 Struktura reálného robotu

Tato struktura benchmarku ř́ıká, jak se chová reálný robot, na kterém provád́ıme
identifikaci. Tento soubor vytvoř́ıme z reálných dat naměřených během identi-
fikačńıho experimentu. Z něj máme všechna data uložena v databázovém souboru
CSV. Matlab nám umožňuje z CSV souboru udělat klasický struct a data si v něm
pak upravit, což je v tomto př́ıpadě potřeba. Výsledná struktura muśı obsahovat in-
formace o vzorkováńı, požadované trajektorii, naměřené polohy, rychlosti, zrychleńı
a moment. Tato data poskládáme do struktury dle předlohy z ukázkových př́ıklad̊u
a pojmenujeme ji data planar 3DOF real. Pokud máme takto vytvořenou struk-
turu, vlož́ıme ji do složek benchmarku a v hlavńım programu nastav́ıme proměnnou
experimentOnTrueRobot na True, což mu řekne, že má tuto strukturu po spuštěńı
v souborech naj́ıt a použ́ıt ji.

5.6.3 Data trajektorie

Tato struktura obsahuje pouze data o tom, jak vypadá excitačńı trajektorie, kterou
jsme použili pro měřeńı. Nacháźı se v ńı tedy čtyři řádky: údaje o vzorkováńı,
polohy, rychlosti a zrychleńı jednotlivých ramen. Po vytvořeńı je třeba vložit do
soubor̊u benchmarku, obdobně jako strukturu reálného robotu. Je d̊uležité dávat
pozor, že po každé změně trajektorie a tedy změně této datové struktury je třeba v
hlavńım programu změnit proměnnou regenerateTrajectory na true, aby se iden-
tifikace provedla na nových datech. Po prvńım spuštěńı je možnost tuto proměnnou
znovu vrátit do false, protože je zbytečné stejnou trajektorii generovat stále dokola.
Při rozsáhleǰśıch robotických strukturách by to identifikaci zbytečně zdržovalo.

5.6.4 Hlavńı program

Když máme všechny předchoźı struktury vytvořené, přejdeme do hlavńıho pro-
gramu benchmarku. Než přejdeme k samotné identifikaci. zkontrolujeme, zda jsme
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všechny description soubory udělali správně. Jednoduše nezadáme žádnou iden-
tifikačńı metodu a necháme benchmark, aby nám symbolicky vygeneroval vektor
koeficient̊u β. Do tohoto vektoru následně vlož́ıme proměnné, které jsme zadávali
při tvorbě analytického modelu (momenty setrvačnosti, hmotnosti, délky ramen a
polohy těžǐsť). Když potom dosazený vektor pronásob́ıme matićı regresor̊u, měli by
nám vycházet stejné hodnoty moment̊u, jako z analytického řešeńı. Lépe řečeno se
stejně malou chybou.

Obr. 5.1: Rozd́ıl moment̊u spoč́ıtaných pomoćı BIRDy a analytického řešeńı

Na obrázku výše lze vidět, že rozd́ıly mezi BIRDy a analytickým řešeńım jsou
menš́ı než 10−11, což nám potvrzuje, že jsme všechno do benchmarku zadali správně.

V benchmarku máme k dispozici si zobrazit námi vloženou trajektorii. Jelikož
ji vkládáme jako description soubor, je velmi d̊uležité zkontrolovat jeho správnost,
abychom předešli zbytečným chybám vzniklým špatnou interpretaćı výsledk̊u. Tra-
jektorie je zobrazena na obrázku 5.2.

V tento moment máme jistotu, že všechny námi vložené soubory, které jsou
potřebné pro identifikaci jsou správné a můžeme přej́ıt k samotné identifikaci. Nas-
tavme tedy v hlavńım programu zmı́něné identifikačńı metody, tedy OLS (klasické
nejmenš́ı čtverce), WLS (vážené nejmenš́ı čtverce) a ML (maximum likelihood).

V momentě, kdy benchmark identifikaci dokonč́ı, dostaneme 3 soubory s výsledky,
pro každou metodu zvlášť. V těchto souborech se nacháźı kromě vektoru koeficient̊u
i informace o nastaveńı benchmarku, aby uživatel věděl, za jakých podmı́nek iden-
tifikace proběhla.

5.7 Porovnáńı a vyhodnoceńı výsledk̊u identifikace

Následně provedeme porovnáńı a vyhodnoceńı jednotlivých metod identifikace. Pro
zajǐstěńı lepš́ı validity výsledk̊u je d̊uležité provést ověřeńı na validačńı trajektorii,
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Obr. 5.2: Trajektorie vložená do BIRDy

což minimalizuje riziko zkresleńı reality. Vykonáńı vyhodnoceńı na validačńı trajek-
torii je d̊uležité, neboť vyhodnoceńı na identifikačńı trajektorii by mohlo poskytnout
zdánlivě přesněǰśı výsledky než ve zkutečnosti jsou.

Vypoč́ıtáme si pomoćı koeficient̊u β a matice regresor̊u Y výsledné momenty
všech metod. Toto vyhodnoceńı zajǐsťuje program, který jsem přiložil k nahlédnut́ı
v př́ıloze 7. Vypoč́ıtané momenty v porovnáńı s naměřeným momentem jsou zo-
brazeny na obrázku 5.3.

Porovnáńı moment̊u bylo pak realizováno na validačńı trajektorii, viz obrázek
5.4. Z těchto hodnot je vypočtena hodnota RMSE, která je vidět na tabulce 5.1.

OLS WLS ML
Prvńı osa 0.0924 0.0924 0.0924
Druhá osa 0.0538 0.0538 0.0653
Třet́ı osa 0.0194 0.0190 0.0203

Table 5.1: Výsledky RMSE

Výsledky ukazuj́ı, že metoda WLS dosáhla nejlepš́ıch výsledk̊u s nejnižš́ı pr̊uměrnou
hodnotou RMSE pro všechny osy, následovaná metodou WLS, ML a OLS. Existuje
několik faktor̊u, které mohou přispět k lepš́ım výsledk̊um metod WLS ve srovnáńı s
metodami OLS a ML.

Jedńım je, že rozptyl chyb v datech neńı konstantńı. Metoda WLS je schopna
efektivně řešit tento problém prostřednictv́ım vážených odhad̊u, což může vést k
přesněǰśım odhad̊um parametr̊u modelu. [24]

Důležité je také vźıt v úvahu komplexnost modelu a dostupnost naměřených
dat. Metody, jako je ML, mohou být citlivěǰśı na nedostatky v naměřených datech
nebo na nevhodné specifikace modelu, což může vést k horš́ım výsledk̊um. Naopak,
metoda WLS je robustněǰśı v̊uči těmto problémům. [24]
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Obr. 5.3: Výsledky momenty spoč́ıtány s výsledk̊u identifikace v porovnáńı s
naměřeným momentem (identifikačńı trajektorie)

Obr. 5.4: Výsledky momenty spoč́ıtány s výsledk̊u identifikace v porovnáńı s
naměřeným momentem (validačńı trajektorie)
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6 Ř́ızeńı

Ř́ızeńı robotických manipulátor̊u je kĺıčovým prvkem v oblasti robotiky, který se
zabývá navrhováńım algoritmů a strategíı pro ř́ızeńı pohybu a chováńı robotických
manipulátor̊u. Základńım ćılem ř́ızeńı robotických manipulátor̊u je dosažeńı požado-
vaného pohybu či stavu manipulátoru vzhledem k danému úkolu nebo okolnostem.
To zahrnuje kontrolu polohy, rychlosti, zrychleńı a śıly p̊usob́ıćı na manipulátor.
Porozuměńı princip̊um a metodám ř́ızeńı manipulátor̊u je kĺıčové pro úspěšnou im-
plementaci robotických systémů a maximalizaci jejich výkonu a efektivity. V této
kapitole si představ́ıme dvě hojně použ́ıvané metody.

6.1 Momentové ř́ızeńı

Tato metoda se řad́ı mezi metody, které pro regulaci použ́ıvaj́ı inverzńı dynamiky.
Princip této metody spoč́ıvá v tom, že systém (v mnoha př́ıpadech nelineárńı) je
zapojen do kaskády s jeho inverzńı funkćı. nutno podotknout, že inverze neńı nikdy
dokonalá a proto tato metoda vyžaduje zpětnovazebńı smyčku, aby měla prostor na
řešeńı těchto chyb.

u = M(q){q̈ +Kv(q̇ − q̇∗) +Kp(q − q∗)}+ C(q, q̇)q̈ +G(q)

= D−1(q, q̇, (q̈ +Kv(q̇ − q̇∗) +Kp(q − q∗)))
(6.1)

Výpočet tohoto ř́ızeńı je dán vztahem 6.1, kde Kp a Kv jsou ześıleńı regulátoru
a D−1 označuje inverzńı dynamickou funkci, q̇,q jsou vstupńı (referenčńı) rychlosti
a polohy, a q̇∗,q∗ jsou spoč́ıtané rychlosti a polohy.

Dle rovnice 6.1 je pak sestaveno schéma, které se nacháźı na obrázku 6.1.
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Obr. 6.1: Schéma momentového ř́ızeńı

Výpočet inverze dynamiky zde prob́ıhá v každém kroku simulace, proto je d̊uležité
mı́t výpočet co nejv́ıce zjednodušený, aby zbytečně nezatěžoval výpočetńı algorit-
mus. Tato metoda je náchylná na odlǐsnosti a nepřesnosti v použ́ıvaných datech.
[21]

Model s ř́ızeńım je k dispozici v př́ıloze 9. Pro tvorbu trajektorie je využit blok
jtraj, který je vytvořen v [21].

6.2 Dop̌redné ř́ızeńı

Obr. 6.2: Schéma dopředného ř́ızeńı

Dopředné ř́ızeńı, neboli feedforward ř́ızeńı je založeno na předpokladu, že většina
nežádoućıch chyb je známa předem a může být eliminována. Tato metoda využ́ıvá
modely dynamiky manipulátoru k výpočtu ideálńıch akčńıch zásah̊u, a proto je
nutné, aby byl model co nejv́ıce přesný. Výpočty akčńıch zásah̊u se vypoč́ıtávaj́ı na
základě požadovaných trajektoríı a dynamických vlastnost́ı manipulátoru. Regulátor
pro feedforward ř́ızeńı je dán vztahem:

u = M(q) ∗ q̈ + C(q, q̇) ∗ q̇ +G(q) + (Kv ∗ (q̇ − q̇∗) +Kp ∗ (q − q∗))
= D−1(q, q̇, q̈) +Kv ∗ (q̇ − q̇∗) +Kp ∗ (q − q∗)

(6.2)
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kde Kp a Kv jsou ześıleńı regulátoru a D−1 označuje inverzńı dynamickou funkci,
q̇,q jsou vstupńı (referenčńı) rychlosti a polohy, a q̇∗,q∗ jsou spoč́ıtané rychlosti a
polohy. [21]

Dle rovnice 6.2 je sestaveno simulačńı schéma, které je zobrazeno na obrázku 6.2.
Lze tedy ř́ıct, že toto ř́ızeńı se skládá z dopředné složky a ze zpětnovazebńı

složky (viz obr. 6.2). Tato zapojeńı se kombinuj́ı pro dosažeńı vyšš́ı stability a
přesnosti. Zároveň zpětnovazebńı smyčka umožňuje korigovat chyby a odchylky od
požadovaných trajektoríı, které nemohou být předv́ıdány nebo zahrnuty do modelu
dynamiky. [21]

Simulačńı schéma je přiloženo v př́ıloze 10.

6.3 Experimentálńı porovnáńı metod ř́ızeńı

V této části práce se pokuśıme co nejobjektivněji porovnat výše uvedené dvě metody.
Za účelem objektivńıho porovnáńı navrhneme 2 trajektorie, přičemž jedna bude
d́ıky své dynamice reprezentovat relativně pomalý pohyb robotu. Druhá trajek-
torie je navržena, tak aby dostatečně vybudila dynamiku robotu a představovala
tak ”náročněǰśı” úkol pro navržené regulátory. Návrh a generováńı trajektorie byly
realizovány s využit́ım nástroje Polynomial trajectory. Jedná se o nástroj z kni-
hovny Robotic System Toolboxu, který umožňuje navrhovat trajektorii definováńım
waypoint̊u a následnou časovou parametrizaci. Jednotlivé waypointy jsou proloženy
polynomiálńı funkćı, aby tvořili trajektorii. Blok umožňuje nastaveńı počátečńı kon-
figurace a rychlosti jednotlivých os systému. Tato nastaveńı jsou v obou variantách
nastaveno do nuly.

Vygenerovaná trajektorie vypadá následuj́ıćım zp̊usobem:

Jelikož chceme využ́ıt výsledky identifikačńı metody pro účely simulace ř́ızeńı,
je potřeba upravit dynamickou rovnici

u = M(q)q̈ + C(q, q̇)q̇

na

u = M̂(q)q̈ + Ĉ(q, q̇)q̇

kde matice M̂ a Ĉ jsou sestaveny z estimovaných dynamických parametr̊u źıskaných
estimaćı váženou metodou nejmenš́ıch čtverc̊u. Tento přepis je použit pro výpočet
př́ımé i inverzńı dynamiky, respektive v Matlab funkćıch použitých v simulaćıch
ř́ızeńı. Nyńı lze vytvořit hmotnostńı matici a matici Coriolisových sil v závislosti
na výsledćıch identifikace. Pro všechny následuj́ıćı experimenty využiji výsledky
metody WLS.
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Obr. 6.3: Trajektorie vygenerovaná blokem Polynomial trajectory

Obr. 6.4: Maximálńı rychlosti u trajektoríı

6.3.1 Simulačńı porovnáńı bez regulátor̊u

Tento experiment zkoumá chybu, která vzniká v d̊usledku výpočtu inverzńı a následně
př́ımé dynamiky. Pro obě trajektorie jsou následně vypoč́ıtány maximálńı chyby sle-
dováńı trajektorie na jednotlivých osách.

Z graf̊u 6.5 a analýzy tabulky 6.7 vyplývá, že při absenci akčńıho zásahu vykazuje
momentové ř́ızeńı menš́ı chyby. Při pomalé trajektorii je pozorována výrazně menš́ı
odchylka než při rychleǰśı trajektorii, a to bez ohledu na použitou metodu. Nicméně,
metoda feedforward projevuje vyšš́ı náchylnost k chybám při rychlých změnách tra-
jektorie, což se projevuje ve zvýšených odchylkách.
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(a) Feedforward ř́ızeńı (b) Momentové ř́ızeńı

Obr. 6.5: Odchylky od požadované trajektorie při pomalém pohybu

(a) Feedforward ř́ızeńı (b) Momentové ř́ızeńı

Obr. 6.6: Odchylky od požadované trajektorie při rychlém pohybu

Obr. 6.7: Chyby na jednotlivých osách (bez regulátor̊u)
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6.3.2 Polohové ř́ızeńı na reálném systému

Jako prvńı experiment na reálném systému bude provedeno polohové ř́ızeńı. Pro
realizaci ř́ızeńı na reálný robotický systém je použito otevřené ř́ıd́ıćı prostřed́ı s
automatickým generováńım kódu, který převád́ı Matlab/Simulink simulačńı modely
na kód v jazyce C/C++ použ́ıvaný v systému PLC. Vı́ce o tomto prostřed́ı se lze
doč́ıst v [14].

Na systém aplikujeme pomalou trajektorii, zmı́něnou v 6.3, za pomoci automatic-
kého generováńı kódu, zmı́něného výše. Porovnáńı naměřených moment̊u z tohoto
experimentu a vypočtených moment̊u, které jsou spoč́ıtány z naměřené trajektorie
nám poskytnou validaci lineárńıho přepisu. Experimentálńı měřeńı je vzorkováno
frekvenćı 2 ms. Pro nastaveńı regulátor̊u v systému je využita kaskádńı regulace od
výrobce, kde jsou jednotlivé regulátory naladěny autotuningem. Jako prvńı nejprve
porovnáme pr̊uběhy regulačńıch odchylek.

Obr. 6.8: Pr̊uběh regulačńıch odchylek z polohového ř́ızeńı

Pr̊uběhy z obrázku 6.8 nám dávaj́ı přehled o kvalitě regulace. Z toho můžeme
usoudit, že tato metoda poskytuje přijatelné výsledky a můžeme porovnat pr̊uběhy
moment̊u.

Z porovnáńı moment̊u z obrázku 6.9 můžeme vyhodnotit, že lineárńı přepis vzhle-
dem k vektoru koeficient̊u je dostatečně přesný a aplikovatelný na experimenty na
reálném systému.
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Obr. 6.9: Porovnáńı naměřeného momentu a vypoč́ıtaného momentu po lineárńım
přepisu

6.3.3 Dop̌redné ř́ızeńı na reálném systému

Jako prvńı v těchto experimentech byla provedena sada měřeńı, na základě kterých
se zvolila nejlepš́ı kombinace ześıleńı pro regulátory. Regulátory byly voleny jako op-
timálńı kompromis mezi kmitáńım jednotlivých os, šumu v rychlostech a minimálńı
odchylky měřených poloh v̊uči polohám požadovaným. Ty jsou tedy zvoleny:

Kp =

15 0 0
0 15 0
0 0 15

 Kd =

0.3 0 0
0 0.2 0
0 0 0.3



Pro realizaci ř́ızeńı na reálném systému je znovu použito otevřené ř́ıd́ıćı prostřed́ı
a automatické generováńı kódu [14]. Vzorkujeme frekvenćı 400µs. Pr̊uběh regulačńı
odchylky na všech osách je zobrazen na obrázku 6.10.

Jelikož se na reálném systému projevuj́ı mechanické jevy, jako jsou např́ıklad
vlivy převodovek motor̊u, nelze nikdy dosáhnout tak přesné regulace, jako to může
být u simulaćı. Nicméně výsledná chyba je v přijatelných meźıch. Pokusme se
nyńı spoč́ıtat pr̊uměrnou chybu momentu (vypoč́ıtaný moment - naměřený mo-
ment), kterou následně využijeme do simulačńıho modelu. Postup pro jej́ı výpočet
je rozepsán zde [9].

Tuto chybu aplikujeme na všechny koeficienty a provedeme simulaci. Do simulace
zanáš́ıme i stejné nastaveńı regulátor̊u. Na obrázku 6.11 se nacháźı pr̊uběh regulačńı
odchylky po aplikaci chyby na koeficienty.
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Z vizuálńıho porovnáńı je možné vysledovat, že nyńı máme model dopředného
ř́ızeńı, který mnohem v́ıce odpov́ıdá reálnému systému.

Obr. 6.10: Pr̊uběh regulačńıch odchylek

Obr. 6.11: Pr̊uběhy regulačńıch odchylek s chybou na koeficientech, źıskány pomoćı
simulace

6.3.4 Momentové ř́ızeńı na reálném systému

Nyńı obdobně jako u dopředného ř́ızeńı realizujeme computed torque ř́ızeńı na reálný
systém robotu. Nalezeńı optimálńıch ześıleńı regulátor̊u bylo realizováno experi-
mentálně. Pro tuto metodu vypadaj́ı následovně:
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Kp =

250 0 0
0 250 0
0 0 300

 Kd =

2 0 0
0 2 0
0 0 3



Experiment byl vzorkován frekvenćı 2 ms. Pr̊uběh regulačńıch odchylek je zo-
brazen na obrázku 6.12. Oproti feedforward ř́ızeńı je u této metody daleko větš́ı
šum na naměřených rychlostech a nacháźı se tedy ve velké mı́̌re i na zrychleńıch. To
ve velké mı́̌re ub́ırá na kvalitě měřeńı a tedy hlavně výsledk̊u.

V návaznosti na zpřesněńı simulačńıho modelu jsem se pokusil vyjádřit pr̊uměrnou
chybu z naměřených dat dle postupu popsaného zde [9]. Tuto chybu jsem následně
zavedl na všechny koeficienty. Pr̊uběh regulačńı odchylky po zavedeńı těchto chyb
je zobrazen na obrázku 6.13.

Po zavedeńı této chyby je vidět, že se simulačńı model mnohem v́ıce přibĺıžil
reálnému systému. Nicméně je na několika mı́stech, že je regulačńı odchylka vyšš́ı,
než která byla změřena. Nejsṕı̌s by byla zapotřeb́ı daľśı analýza pro zpřesněńı mod-
elu, ale i tak teď lépe odpov́ıdá reálnému robotu, na kterém měřeńı prob́ıhala.

Obr. 6.12: Pr̊uběh regulačńıch odchylek
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Obr. 6.13: Pr̊uběh regulačńıch odchylek s chybou na koeficientech, źıskány pomoćı
simulace

6.3.5 Zhodnoceńı

Ř́ızeńı bylo ověřeno jak simulačně tak na reálném systému. Zároveň bylo prove-
deno zavedeńı nepřesnosti do modelu, které jak je z výsledku simulace patrné, lépe
charakterizuje chováńı reálného systému. Takto upravené modely lze využ́ıt pro
daľśı potřeby.

Metoda computed torque prokázala mnohem větš́ı náchylnost na šum v datech.
Ty by se dali eliminovat přidáńım robustńı funkce do již vytvořeného modelu, která
by kompenzovala šum, který vzniká u experimentu.

Oproti dopřednému ř́ızeńı je momentová metoda mnohem v́ıce náchylná na
nepřesnosti v modelu. To by také mohla vyřešit přidaná robustńı funkce, která
by pomohla regulátoru.
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7 Závěr

Jako prvńı v této práci jsme si představili technologii 3D tisku ve stavebnictv́ı pomoćı
robotických manipulátor̊u. Tato kapitola je velmi d̊uležitá pro pochopeńı motivaci
pro tvorbu a vývoj těchto robotických systémů.

Následně je detailně probrána kinematika, tedy analýza robotu za pomoci Denavit-
Hartenbergovy konvence, a dynamika. Zde je rozebrána problematika ohledně mati-
cového odvozeńı rovnic dynamiky. Za pomoci informaćı źıskaných v této kapitole
je zhotoven přesný analytický popis planárńıho robotu se třemi stupni volnosti.
Ten je následně porovnán s bloky Robotic System Toolboxu, které jsou dostupné v
prostřed́ı Matlab Simulink. Toto srovnáńı, jak jsem již zmı́nil dř́ıve, je velmi d̊uležitý
pro kontrolu správnosti vytvořeného modelu. Bez správného modelu se nelze po-
sunout dále k problematice identifikace a ř́ızeńı. Chyba zde vycháźı ve velmi malých
řádech, tud́ıž je model dostatečně přesný pro pokračováńı v práci.

Navazuj́ıćı část této práce se věnuje samotné identifikaci dynamických parametr̊u.
Na tuto proceduru je použ́ıván Benchmark (BIRDy). Zde bylo nejprve d̊uležité
pochopit jeho funkčnost, protože je velmi rozsáhlý a nab́ıźı spoustu možnost́ı. Po
seznámeńı s problematikou byl zhotoven model planárńıho robotu. Na vytvořené
trajektorii byly naměřeny všechna potřebná data, jako jsou např́ıklad jednotlivé
polohy, rychlosti a momenty na všech osách. Následná identifikace setrvačných
parametr̊u byla provedena s využit́ım nástroje BIRDy. Za pomoci něho bylo nav́ıc
źıskáno symbolické vyjádřeńı jednotlivých matic, ze kterých je tvořena dynamická
rovnice. Z těchto dat byly spoč́ıtány výsledné momenty na všech osách. Všechny
výsledky jsou porovnány s naměřenými momenty a je výpočtem RMSE vyjádřena
jejich přesnost. Zde je nutné podotknout, že benchmark při každé identifikaci může
poskytnout jinou variaci vektoru koeficient̊u a tedy i výsledných analytických matic.
Bylo tedy nutné před každým ověřeńım výsledk̊u zkontrolovat, zda je vše aktuálńı.

V posledńı sekci této práce jsou za pomoci maticového vyjádřeńı z BIRDy a vek-
toru koeficient̊u zhotoveny dvě metody ř́ızeńı, tedy momentové a dopředné ř́ızeńı.
Obě tyto metody jsou založeny na přesné znalosti dynamického modelu a dávaj́ı us-
pokojivé výsledky. Pro validaci využit́ı identifikovaných parametr̊u pro účely ř́ızeńı
jsou obě metody experimentálně měřeny na reálném systému, kde jsou nalezeny op-
timálńı ześıleńı pro regulátory. Na výsledćıch experiment̊u jsou následně zpřesněny
simulačńı modely tak, aby odpov́ıdaly reálnému systému a mohly být použity pro
daľśı experimenty.

Hlavńım ćılem této práce byla identifikace dynamických parametr̊u, který byl
splněn. Zároveň bylo provedeno otestováńı použit́ı estimovaných parametr̊u pro
účely ř́ızeńı založených na modelu. Testováńı daľśıch př́ıstup̊u ř́ızeńı a d̊ukladná
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analýza byla bohužel nad časový rámec této práce, ale výsledky mohou sloužit jako
základ pro navazuj́ıćı práci.
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řešeńı + porovnáńı rozd́ıl̊u těchto metod
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