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Abstrakt
Regresńı metodou použ́ıvanou pro vyhodnocováńı prostorových spojitých proces̊u je meto-
da kriging. Pokud je neznámá kovariančńı struktura procesu, je potřeba odhadnout ji
z dat. Prvńı, teoretická část, je věnována právě popisu metody kriging a odhadu vario-
gramu, který popisuje kovariančńı strukturu uvažovaného procesu. Druhá, praktická část,
obsahuje programovou implementaci v MATLABu metody kriging na simulovaných a
reálných datech.

Abstract
Kriging techniques are regression methods used for evaluation of continuous spatial pro-
cesses. If the covariance structure of process is unknown, then it’s necessary to estimate it
from the data. The first part of this Master’s thesis is devoted to description the kriging
method and to estimate of a variogram fuction, which describes the covariance structure
of considered process. The second part includes the implementation of kriging method in
MATLAB for simulated and real data.

Kĺıčová slova
Regresńı model, prostorová data, kriging odhady, univerzálńı kriging model, odhad vario-
gramu.
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Regression model, spatial data, kriging estimations, universal kriging model, estimation
of variogram function.
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3.2 Lineárńı regresńı model . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 16

4 Prostorová data 20
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5.2.1 Rovnice univerzálńıho krigingu . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 31
5.2.2 Kriging rozptyl a intervaly predikce . . . . . . . . . . . . . . . . . . 32
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1 Úvod

Diplomová práce zpracovává téma Regresńı metody pro statistickou analýzu prosto-
rových dat.

Regresńı analýza je často použ́ıvanou technikou hledáńı a zkoumáńı závislost́ı proměn-
ných, jejichž hodnoty źıskáme při realizaci experimentu.

Statistika se v minulosti hodně rozv́ıjela a určitý metodický rozvoj nejr̊uzněǰśıch odvětv́ı
statistiky přetrvává dodnes. Jednou z oblast́ı, která se v posledńıch letech významně
rozvinula, je oblast prostorové statistiky. Prostorová statistika byla zpočátku spojována
zejména s př́ırodńımi vědami (např. s geologíı), a proto francouzský matematik G. Mathe-
ron použil jako prvńı pro prostorovou statistiku termı́n geostatistika. Název geostatistika
se dodnes celosvětově už́ıvá jako označeńı discipĺıny zahrnuj́ıćı specifické metody zpra-
cováńı dat měřených v prostoru nebo v ploše.

V geostatistice je jednou z nejčastěji použ́ıvaných metod odhadu metoda kriging. Je
obĺıbena mezi inženýry (zejména v geologii, meteorologii, apod.) a je pojmenována po
D. E. Krigeovi, jihoafrickém inženýrovi, který v padesátých letech rozvinul empirické
statistické metody v d̊ulńım inženýrstv́ı.

Podstatou této metody je nalézt optimálńı predikci kovariančně stacionárńıho náhodného
procesu definovaného v dané oblasti vzhledem ke středńı kvadratické chybě. Problémem
je, že obvykle neńı známa kovariančńı struktura uvažovaného procesu a je potřeba odhad-
nout ji z dat.

Prvńı, teoretická část diplomové práce, obsahuje připomenut́ı základńıch pojmů a
označeńı z matematické statistiky, popis regresńıho modelu a vlastnost́ı prostorových
dat, zavedeńı kriging metody a možnost odhadu kovariančńı struktury, zejména odhadu
variogramu.

Druhá, praktická část diplomové práce, obsahuje popis programové implementace v
prostřed́ı MATLAB a demonstraci kriging metody na simulovaných a reálných datech.
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2 Základńı pojmy

Nejprve uvedeme základńı pojmy potřebné pro porozuměńı zpracovávanému tématu.
Jelikož jde o zavedeńı označeńı a připomenut́ı známých pojmů, nebudeme je striktně
definovat.

2.1 Pravděpodobnostńı prostor

Modely pravděpodobnostńı a statistické patř́ı mezi matematické modely, které se
použ́ıvaj́ı při studiu reálných děj̊u. Reálné děje se snaž́ıme nejen studovat a popisovat, ale
hlavně nalézt jejich charakteristické vlastnosti a využ́ıt je k predikci chováńı uvažovaných
děj̊u v prostoru nebo v čase.

Pokud realizujeme pokus, jednotlivé výsledky označ́ıme ω a nazýváme je elementárńımi
jevy. Množinu všech možných výsledk̊u pokusu (tj. množinu všech elementárńıch jev̊u)
nazýváme prostorem elementárńıch jev̊u a znač́ıme ji Ω.

Symbolem A znač́ıme σ-algebru podmnožin prostoru Ω. Prvky A ∈ A se nazývaj́ı
náhodné jevy. Vlastnosti σ-algebry jsou:

• Jestliže A ∈ A, potom Ā ∈ A.

• Jestliže Ai ∈ A, i = 1, 2, ..., potom
⋂∞

i=1 Ai ∈ A.

Dále definujeme pravděpodobnost P (A) náhodného jevu A ∈ A. Pravděpodobnost
P (A) je reálná funkce definovaná na σ-algebře A s vlastnostmi:

• P (A) ≥ 0 pro všechny náhodné jevy A ∈ A.

• P (Ω) = 1.

• Jestliže Ai ∈ A, i = 1, 2, ... jsou po dvou disjunktńı náhodné jevy, potom

P (
∞
⋃

i=1

Ai) =
∞

∑

i=1

P (Ai).

Trojice (Ω,A, P ) se nazývá pravděpodobnostńı prostor.

2.2 Náhodná veličina a jej́ı charakteristiky

Náhodnou veličinou (vzhledem k jevovémi poli A) rozumı́me zobrazeńı X : Ω → R,
pro které je množina {ω ∈ Ω : X(ω) ≤ x} jevem v A pro každé x ∈ R.

Pro náhodnou veličinu X definujeme distribučńı funkci F (x) = P (X ≤ x), která je
reálnou funkćı definovanou na (−∞, +∞) s vlastnostmi:

• 0 ≤ F (x) ≤ 1 pro ∀x ∈ (−∞, +∞).

• F (x) je neklesaj́ıćı, zprava spojitá a má nejvýše spočetně mnoho bod̊u nespojitosti
na (−∞, +∞).

• limx→−∞ F (x) = F (−∞) = 0 a limx→+∞ F (x) = F (+∞) = 1.
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• P (a < X ≤ b) = F (b) − F (a) pro libovolná reálná č́ısla a < b, speciálně:
P (a < X) = 1 − F (a), P (X ≤ b) = F (b)

• P (X = c) = F (c) − limx→c− F (x) pro libovolné reálné č́ıslo c.

2.2.1 Diskrétńı náhodná veličina

Máme náhodnou veličinu X definovanou na pravděpodobnostńım prostoru (Ω,A, P )
a množinu M , která obsahuje nejvýše spočetně mnoho reálných č́ısel takových, že
∑

x∈M P (X = x) = 1. O náhodné veličině X potom řekneme, že má diskrétńı rozděleńı
pravděpodobnosti. Množina M se nazývá obor hodnot X a funkce p(x) definovaná vztahy:







p(x) = P (X = x), x ∈ M,

p(x) = 0, jinak,

(2.1)

se nazývá pravděpodobnostńı funkce náhodné veličiny X. Označeńım X ∼ (M, p) rozumı́me,
že náhodná veličina X má diskrétńı rozdělěńı pravděpodobnosti s oborem hodnot M a
pravděpodobnostńı funkćı p.

Necht’ X ∼ (M, p), potom plat́ı:

• p(x) ≥ 0 a
∑

x∈M p(x) = 1,

• p(x) = F (x) − limy→x− F (y),

• P (X ∈ B) =
∑

x∈B∩M p(x), B je libovolná podmnožina R,

• F (x) =
∑

t∈M∩(−∞,x> p(t).

2.2.2 Spojitá náhodná veličina

Řı́káme, že náhodná veličina X je spojitá (má spojité rozděleńı pravděpodobnosti),
pokud existuje nezáporná funkce f(x), x ∈ R, taková, že

∫ ∞

−∞
f(x)dx = 1. Distribučńı

funkci F (x) náhodné veličiny X lze pomoćı f(x) napsat ve tvaru

F (x) =

∫ x

−∞

f(t)dt.

Funkce f se nazývá hustota (rozděleńı pravděpodobnosti) náhodné veličiny X.
Pokud máme náhodnou veličinu X spojitého typu s distribučńı funkćı F a hustotou

f , potom plat́ı:

• f(x) ≥ 0, x ∈ R,

•
∫ ∞

−∞
f(x)dx = 1,

•
∫ x

−∞
f(t)dt = F (x),

• f(x) = F ′(x) pokud derivace existuje,

• P (X ∈ B) =
∫

B
f(x)dx pro libovolnou borelovskou množinu B,

• pro libovolné h > 0: P (x < X < x + h) = f(x)h + o(h), když existuje derivace

funkce F v bodě x a o(h)
h

→ 0, když h → 0.
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2.2.3 Č́ıselné charakteristiky náhodné veličiny

Pro náhodné veličiny definujeme středńı hodnotu jako:

E(X) =























∑

x xp(x), pro diskrétńı náhodnou veličinu
(pokud řada konverguje absolutně),

∫ ∞

−∞
xf(x), pro spojitou náhodnou veličinu

(pokud integrál konverguje absolutně).

Středńı hodnota má vlastnosti (pokud všechny uvažované středńı hodnoty existuj́ı):

• E(aX + b) = aE(X) + b pro všechna a, b ∈ R.

• E(
∑n

i=1 Xi) =
∑n

i=1 E(Xi).

• E(
∏n

i=1 Xi) =
∏n

i=1 E(Xi), jsou-li náhodné veličiny X1, ..., Xn nezávislé.

Dále definujeme rozptyl náhodné veličiny X vztahem:

D(X) = E([X − E(X)]2),

pokud uvedená středńı hodnota existuje, a směrodatnou odchylku náhodné veličiny X:

σ(X) =
√

D(X).

Pro rozptyly náhodných veličin X,X1, X2, ..., Xn plat́ı:

• D(X) ≥ 0.

• D(aX + b) = a2D(X) pro všechna a, b ∈ R.

• D(X) = E(X2) − [E(X)]2, pokud potřebné středńı hodnoty existuj́ı.

• D(
∑n

i=1 Xi) =
∑n

i=1 D(Xi), jsou-li náhodné veličiny X1, X2, ..., Xn nezávislé.

Pokud máme náhodné veličiny X a Y definované na pravděpodobnostńım prostoru
(Ω,A, P ), jejich vzájemný vztah můžeme vyjádřit kovarianćı, kterou definujeme vztahem:

cov(X, Y ) = E([X − E(X)][Y − E(Y )]) = E(XY ) − E(X)E(Y ),

za předpokladu, že uvedené středńı hodnoty existuj́ı. Kovariance má vlastnosti:

• cov(X, Y ) = cov(Y, X),

• cov(X, X) = D(X),

• D(X + Y ) = D(X) + D(Y ) + 2cov(X,Y ),

• X, Y nezávislé ⇒ cov(X,Y ) = 0 a E(X,Y ) = E(X)E(Y ), pokud E(X) a E(Y )
existuj́ı,

• cov(aX + b, cY + d) = ac cov(X,Y ) pro libovolná reálná č́ısla a, b, c, d,

• |C(X,Y )| ≤
√

D(X)D(Y ) = σxσy.
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Je-li X = (X1, . . . , Xn)′ náhodný vektor a existuj́ı C(Xi, Xj); i, j = 1, . . . , n. Potom
matice var(X),

var(X) =







D(X1) C(X1, X2) . . . C(X1, Xn)
...

...
. . .

...
C(Xn, X1) C(Xn − X2) . . . D(Xn)






,

se nazývá variančńı, je symetrická a pozitivně definitńı.
Vzájemný vztah náhodných veličin X a Y můžeme vyjádřit také pomoćı korelačńıho
koeficientu:

ρ(X,Y ) = cov

(

X − E(X)

σ(X)
,
Y − E(Y )

σ(Y )

)

=
cov(X,Y )

σ(X)σ(Y )
=

cov(X, Y )
√

D(X)D(Y )
,

pokud E(X) a E(Y ) existuj́ı. Korelačńı koeficient má vlastnosti:

• ρ(X, Y ) = ρ(Y, X),

• ρ(X, X) = 1,

• −1 ≤ ρ(X, Y ) ≤ 1,

• ρ(aX + b, cY + d) = ac
|ac|

ρ(X,Y ) pro libovolná reálná č́ısla a, b, c, d; ac 6= 0,

• Y = aX + b ⇔ |ρ(X, Y )| = 1, kde a, b ∈ R; a 6= 0,

• X, Y - nezávislé ⇒ ρ(X, Y ) = 0.

Pokud ρ(X,Y ) = 0, ř́ıkáme, že náhodné veličiny jsou nekorelované. Nezávislé náhodné
veličiny jsou nekorelované, ale nekorelované náhodné veličiny nemuśı být nezávislé.
Koeficienty korelace můžeme podobně jako kovariance zapsat do matice a dostaneme tak
tzv. korelačńı matici náhodného vektoru X = (X1, . . . , Xn)′:

ρ(X) =











1 ρ(X1, X2) · · · ρ(X1, Xn)
ρ(X2, X1) 1 · · · ρ(X2, Xn)

...
...

. . .
...

ρ(Xn, X1) ρ(Xn, X2) · · · 1











,

která je symetrická a pozitivně semidefinitńı.

2.2.4 Podmı́něná středńı hodnota

• Diskrétńı př́ıpad:

Necht’ (X, Y ) ∼ (M, p), px, py jsou marginárńı pravděpodobnostńı funkce, p(x, y) =
P (X = x, Y = y), (x, y) ∈ M, px(x) 6= 0, Mx je definičńı obor x a My je definičńı
obor y. Potom funkce

p(y|x) =
p(x, y)

px(x)

se nazývá podmı́něná pravděpodobnostńı funkce náhodné veličiny Y za podmı́nky
X = x. Dále za daných podmı́nek definujeme vztahem

E(Y |X = x) =
∑

y∈My

yp(y|x)

podmı́něnou středńı hodnotu náhodné veličiny Y za podmı́nky X = x.
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• Spojitý př́ıpad:

Necht’ (X, Y ) má sdruženou hustotu f(x, y) a marginálńı hustota fx(x) 6= 0. Potom
funkci

f(y|x) =
f(x, y)

fx(x)

nazýváme podmı́něnou hustotou náhodné veličiny Y vzhledem k X. Dále definujeme
funkci

E(Y |X = x) =

∫ ∞

−∞

f(y|x)dy,

kde x ∈ Mx. Funkce E(Y |X = x) se nazývá podmı́něná středńı hodnota náhodné
veličiny Y za podmı́nky X = x.

Podmı́něná středńı hodnota E(Y |X) má analogické vlastnosti jako středńı hodnota
nepodmı́něná. Uvedené vztahy lze rozš́ı̌rit pro náhodný vektor X a dostaneme podmı́něnou
středńı hodnotu E(Y |X = x). Důležitou vlastnost, kterou využijeme v daľśı kapitole,
popisuje následuj́ıćı věta.

Věta 2.1. Necht’ Z je náhodná veličina, X je náhodný vektor, E(Z2) < ∞ a vektor
(Z,X′)′ je diskrétńıho nebo spojitého typu. Potom pro každou měřitelnou funkci g(x) plat́ı

E[Z − g(X)]2 ≥ E[Z − E(Z|X)]2.

Rovnost nastává právě tehdy, plat́ı-li g(X) = E(Z|X) s pravděpodobnost́ı 1.

Věta (2.1) ř́ıká, že ze všech funkćı vektoru X je veličině Z ”nejbĺıže” jej́ı podmı́něná
středńı hodnota, za podmı́nky, že vzdálenost posuzujeme pomoćı středńı kvadratické
chyby. Pokud chceme neznámou hodnotu Z předpovědět ze známých hodnot vektoru
X, nejlepš́ı předpověd́ı je právě podmı́něná středńı hodnota E(Z|X). Protože výpočet
podmı́něné středńı hodnoty může být složitým úkolem, často hledáme nejlepš́ı predikci
veličiny Z mezi lineárńımi funkcemi vektoru X. V př́ıpadě normálńıho rozděleńı má vektor
(Z,X′)′ sdružené normálńı rozděleńı a přesnost predikce se nezhorš́ı, protože podmı́něná
středńı hodnota je lineárńı funkćı podmı́nky.
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3 Regresńı model

Máme závislou proměnnou Z a nezávislé proměnné X1, X2, ..., Xk, které jsou reprezen-
továny náhodným vektorem X = (X1, X2, ..., Xk)

′. Z, X1, X2, ..., Xk jsou náhodné veličiny
na pravděpodobnostńım prostoru (Ω,A, P ). Ćılem regresńıho modelu je predikovat Z po-
moćı X1, X2, ..., Xk.

3.1 Regresńı funkce

Z věty (2.1) plyne, že závislost Z na X nejlépe vystihuje regresńı funkce:

z = g(x,β) = E(Z|X = x),

kde x = (x1, ..., xk) je vektor nezávisle proměnných (hodnoty složek náhodného vek-
toru X), z je závisle proměnná (hodnota náhodné veličiny Z), β = (β1, ..., βk)

′ je vektor
neznámých parametr̊u, které se nazývaj́ı regresńı koeficienty a E(Z|X = x) je podmı́něná
středńı hodnota.

K tomu, abychom mohli odhadnout regresńı koeficienty βj, zavedeme nejprve veličinu,
která se nazývá reziduálńı součet čtverc̊u a je tvaru:

S = Σn
i=1[zi − g(x, β)]2.

Tuto veličinu minimalizujeme a źıskáme tak odhady regresńıch koeficient̊u. Tato metoda
se nazývá metoda nejmenš́ıch čtverc̊u.

3.2 Lineárńı regresńı model

Máme náhodné veličiny Z, X1, ..., Xk. Pro náhodné veličiny X1, ..., Xk jsou dány jejich
pevné hodnoty X1 = x1, ..., Xk = xk. Předpokládáme, že závislost Z na X je lineárńı
(vzhledem k regresńım koeficient̊um). Uvažovaný model lze tedy zapsat ve tvaru:

Z = β1X1 + β2X2 + ... + βkXk + δ,

kde δ je náhodná chyba (náhodná veličina).

Je dáno n pozorováńı veličin Z,X1, ..., Xk:

Z1 = β1x11 + β2x12 + ... + βkx1k + δ1

Z2 = β1x21 + β2x22 + ... + βkx2k + δ2

...

Zi = β1xi1 + β2xi2 + ... + βkxik + δi

...

Zn = β1xn1 + β2xn2 + ... + βkxnk + δn,

kde Zi je i-té pozorováńı náhodné veličiny Z, xij je i-té pozorováńı j-té složky náhodného
vektoru X, δi je náhodná chyba i-tého pozorováńı.
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Zavedeme maticové označeńı a dostaneme Z = (Z1, Z2, . . . , Zn)′ (tzv. vektor odezvy),
vektor neznámých regresńıch koeficient̊u β = (β1, . . . , βk)

′, vektor náhodných chyb δ =
(δ1, . . . , δn) a matici typu n × k daných reálných č́ısel:

X =









x11 x12 . . . x1k

x21 x22 . . . x2k

. . .

xn1 xn2 . . . xnk









.

Pro náhodné chyby δ předpokládáme:

1. E(δ) = 0, tzn., že chyby δi jsou nesystematické,

2. var(δ) = σ2I,

• Dδ1 = Dδ2 = · · · = Dδn = σ2, tzn., že rozptyly chyb jsou homogenńı a σ2 je
rovněž neznámý parametr,

• cov(δi, δj) = 0, i 6= j, tzn., že chyby jsou nekorelované.

Dále požadujeme, aby X měla lineárně nezávislé sloupce a předpokládáme k < n.
Potom dostaneme h(X) = k (model pak nazýváme lineárńı regresńı model plné hodnosti)
a matici X′X máme regulárńı.

Lineárńı regresńı model v maticovém tvaru je:

Z = Xβ + δ.

Když si uvědomı́me, že vektor Xβ je nenáhodný, snadno vyvod́ıme d̊usledky:

• EZ = Xβ

• varZ = σ2I.

Regresńı parametry β1, . . . , βk se odhaduj́ı metodou nejmenš́ıch čtverc̊u, tzn. minima-
lizujeme již zmı́něný reziduálńı součet čtverc̊u jakožto funkci β. Tyto odhady označ́ıme
β̂ = (β̂1, . . . , β̂k). Řeš́ıme tedy problém:

S =
n

∑

i=1

δ2
i = δ′δ = (Z − Xβ)′(Z − Xβ) → min .

Úpravami dostaneme:

S = Z′Z − β′X′Z − Z′Xβ + β′X′Xβ = Z′Z − 2β′X′Z + β′X′Xβ,

protože β′X′Z je matice typu (1, 1), neboli skalár a jej́ı transpozice (β′X′Z)−1 = Z′Xβ

je stejný skalár.
Hledaný odhad muśı splňovat:

∂S

∂β
|β̂ = −2X′Z + 2X′Xβ = 0,

protože hledáme minimum funkce S, tedy S derivujeme a polož́ıme derivaci rovnu nule.
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Z posledńıho uvedeného vztahu dostaneme rovnice:

X′Xβ = X′Z,

které se nazývaj́ı normálńı rovnice metody nejmenš́ıch čtverc̊u a můžeme je vynásobit
výrazem (X′X)−1, protože (X′X) je regulárńı a tedy existuje inverze. Dostaneme:

β̂ = (X′X)−1X′Z.

Odhad i-tého pozorováńı náhodné veličiny Z je potom tvaru:

Ẑi =
k

∑

j=1

β̂jxij, i = 1, . . . , n.

Dostali jsme lineárńı regresńı model plné hodnosti, kde odhad tvaru β̂ = (X′X)−1X′Z

vyhovuje soustavě normálńıch rovnic X′Xβ = X′Z.

Z výpočtu středńı hodnoty Eβ̂:

Eβ̂ = E((X′X)−1X′Z) = (X′X)−1X′EZ = (X′X)−1X′Xβ = β

vid́ıme, že β̂ je nestranným odhadem β. Ještě vyjádř́ıme var(β̂):

var(β̂) = var((X′X)−1X′Z) = (X′X)−1X′var(Z)[(X′X)−1X′]′

= (X′X)−1X′(σ2I)X(X′X)−1 = σ2(X′X)−1X′X(X′X)−1 = σ2(X′X)−1.

Reziduálńı součet čtverc̊u můžeme zapsat ve tvaru S(β̂) = (Z − Xβ̂)′(Z − Xβ̂) =
∑n

i=1(Zi −
∑k

j=1 β̂jxij)
2 a S(β̂) označ́ıme Se. Pro Se plat́ı:

(i) Se = Z′(I − H)Z = Z′MZ, kde H = X′(X′X)−1X je matice projekce na M(X),
M = I − H je matice projekce na M(X)⊥; M(X) je lineárńı prostor generovaný
sloupci matice X.

(ii) H a M jsou idempotentńı, h(H) = k, h(M) = n − k.

(iii) Se = Z′Z − Ẑ′Ẑ =
∑n

i=1 Z2
i −

∑n

i=1 Ẑ2
i .

(iv) Se = Z′Z − β̂X′Z = Z′Z − β̂′a, kde a = X′Z je pravá strana normálńıch rovnic.

Uvedené vztahy můžeme dokázat následovně:

(ii) H = X(X′X)−1X′, pak
H2 = (X(X′X)−1X′)′(X(X′X)−1X′) = H, tedy H je idempotentńı,
M2 = (I − H)′(I − H) = I − H − H + H2 = I − H = M, tedy M je idempotentńı.

Protože H je idempotentńı, potom
h(H) = Tr(H) = Tr(X(X′X)−1X′) = Tr(X′X(X′X)−1) = Tr(Ik) = k a

h(M) = Tr(M) = n − k.
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(i) (Z−Xβ̂)′(Z−Xβ̂) = (Z−X(X′X)−1X′Z)′(Z−X(X′X)−1X′Z) = (Z−HZ)′(Z−
HZ) = Z′(I − H)′(I − H)Z = Z′M2Z = Z′MZ, protože M je idempotentńı.

(iii) Se = Z′(I−H)Z = Z′Z− Z′HZ = Z′Z− Z′HHZ = Z′Z− (HZ)′HZ = Z′Z− Ẑ′Ẑ,
protože HZ = X(X′X)−1X′Z = Xβ̂ = Ẑ

(iv) Se = Z′MZ = Z′Z − Z′HZ = Z′Z − Z′Xβ̂ = Z′Z − β̂X′Y, tedy a = X′Z. ¤

Nestranným odhadem σ2 je veličina s2 = 1
n−k

Se. Uvedenou vlastnost dokážeme výpočtem
středńı hodnoty:

E(Se) = E(Z′MZ) = E(Tr(Z′MZ)) = E[Tr(Z′ − EZ′)M(Z − EZ)],

protože

ME(Z) = (I − X(X′X)−1X′)(Xβ) = (X − X(X′X)−1X′X)β = 0β = 0.

Potom

E(Se) = E[Tr(Z − EZ)(Z − EZ)′M] = Tr[E(Z − EZ)(Z − EZ)′M],

protože
E(δδ′) = var(δ) = var(Z),

dostaneme

E(Se) = Tr(var(Z)M) = Tr[(σ2I)M] = σ2Tr(M) = σ2(n − k).

Z uvedeného vztahu vid́ıme, že

E(s2) = E(
1

n − k
Se) =

1

n − k
(n − k)σ2 = σ2.

Mı́ru kvality lineárńı predikce vyjadřujeme veličinou R2, která se nazývá koeficient
determinace a je dána vztahem:

R2 = 1 −
Se

St

,

kde Se je reziduálńı součet čtverc̊u a St =
∑n

i=1(Zi − Z̄)2 je tzv. celkový (totálńı) součet
čtverc̊u.
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4 Prostorová data

4.1 Náhodný proces a jeho charakteristiky

Teorie náhodných proces̊u popisuje reálné př́ırodńı, technické a jiné procesy, které
maj́ı náhodný charakter. Stochastický proces je zobecněńım pojmu náhodné veličiny a
při jeho definici vycháźıme z pravděpodobnostńıho prostoru (Ω,A, P ), kde Ω je daná.
Při studováńı náhodných proces̊u a náhodných poĺı uvažujeme nav́ıc neprázdnou množinu
parametr̊u D, jej́ı prvky budeme znač́ıt s, s ∈ D (resp. s indexy s1, s2, ... apod).

Je-li Z(s) pro každé s ∈ D náhodnou veličinou definovanou na pravděpodobnostńım
prostoru (Ω,A, P ), potom systém Z = {Z(s)|s ∈ D} nazýváme náhodným procesem.

Je-li D ⊂ R, často interpretujeme s jako čas a mluv́ıme o náhodném procesu. Je-li
D ⊂ Rd, mluv́ıme o prostorovém náhodném procesu nebo o náhodném poli a s může být
interpretováno jako čas nebo jako souřadnice bod̊u v d-rozměrném prostoru.

Máme tedy náhodný proces {Z(s)} pozorovaný v jisté oblasti D ⊆ Rd, která má
kladný d-rozměrný objem, proto je Z(s) pro každý bod s ∈ D náhodnou veličinou defino-
vanou na pravděpodobnostńım prostoru (Ω,A, P ). V této práci s chápeme jako prostorový
index, který se spojitě měńı v oblasti D.

Jestliže pro každé s ∈ D existuje středńı hodnota náhodné veličiny Z(s)

E[Z(s)] = µ(s),

potom funkci µ(s) nazveme středńı hodnotou náhodného procesu {Z(s)}. O procesu
řekneme, že je cetrovaný, je-li jeho středńı hodnota nulová (tj. když E[Z(s)] = 0 pro
každé s ∈ D).

Jestliže pro každé s ∈ D existuje rozptyl náhodné veličiny Z(s)

D[Z(s)] = E[Z(s) − µ(s)]2 = σ2(s),

potom funkci σ2(s) nazveme rozptylem náhodného procesu {Z(s)}. Rozptyl náhodného
procesu je stejně jako u náhodné veličiny nezáporná funkce a charakterizuje mı́ru rozptýleńı
jednotlivých realizaćı kolem středńı hodnoty. Z rozptylu dostaneme vztahem σ(s) =
√

σ2(s) směrodatnou odchylku náhodného procesu.

Uvedené charakteristiky nejsou pro popsáńı základńıch vlastnosńı náhodného procesu
dostačuj́ıćı. Zavedeme proto kovariančńı funkci náhodného procesu

C(s1, s2) = cov(Z(s1), Z(s2)) = E{[Z(s1) − µ(s1)][Z(s2) − µ(s2)]}.

4.2 Stacionarita, kovariogram a variogram

4.2.1 Stacionarita

Jestliže kovariančńı funkce záviśı pouze na rozd́ılu argument̊u, tedy když

C(s1, s2) = C(s1 − s2) pro všechna s1, s2 ∈ D, s1 − s2 = h, (4.1)
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potom o procesu ř́ıkáme, že je kovariančně stacionárńı. Kovariančńı funkce je funkćı
dvou proměnných, v našem př́ıpadě s1, s2 a kovariančńı funkce závisej́ıćı pouze na rozd́ılu
argument̊u je funkćı jedné proměnné, přesto se znač́ı stejným ṕısmenem C. Kovariančńı
funkce závisej́ıćı pouze na rozd́ılu argument̊u se často znač́ı C(h) a to vyplývá z toho, že

C(s1 + h, s1) = C(h), s1 ∈ D.

O procesu můžeme ř́ıci, že je izotropicky stacionárńı, pokud jeho kovariančńı funkce
C záviśı pouze na délce h, tedy pokud

C(h) = C(‖h‖),

kde ‖h‖ znač́ı Euklidovskou normu vektoru h.

Pokud je proces kovariančně stacionárńı a má konstantńı středńı hodnotu, tedy pokud

E(Z(s)) = µ pro všechna s ∈ D,

mluv́ıme o stacionaritě druhého řádu.

4.2.2 Variogram

Předpokládáme, že

var(Z(s1) − Z(s2)) = 2γ(s1 − s2) = 2γ(h) pro všechna s1, s2 ∈ D a h = s1 − s2.

(4.2)
Funkce 2γ(h) se nazývá variogram (funkce γ(h) semivariogram).

Pokud pro proces plat́ı, že má konstantńı středńı hodnotu

E(Z(s + h) − Z(s)) = 0

a existuje jeho variogram

var(Z(s + h) − Z(s)) = 2γ(h) pro každé s, s + h ∈ D,

potom je proces vnitřně stacionárńı. Ze stacionarity druhého řádu plyne vnitřńı sta-
cionarita, opak ale neplat́ı.

Pokud variogram 2γ(h) záviśı pouze na délce h, tedy pokud 2γ(s1 − s2) = 2γ(h) =
2γ(‖h‖), kde ‖h‖ je Euklidovská norma, potom se variogram nazývá izotropický.

Věta 4.1. Variogram 2γ je podmı́něně negativně definitńı funkce, tedy splňuje podmı́nku

m
∑

i=1

m
∑

j=1

aiaj2γ(si − sj) ≤ 0 (4.3)

pro každou konečnou množinu bod̊u {si : 1 = 1, . . . ,m} oblasti D a pro libovolná reálná
č́ısla {ai : i = 1, . . . , m}, taková, že

∑m

i=1 ai = 0.
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Předchoźı větu dokážeme následovně. Budeme předpokládat, že {Z(s)} je vnitřně
stacionárńı proces, si a ai vyhovuj́ı podmı́nkám věty. Potom dostaneme

{

m
∑

i=1

aiZ(si)

}2

= −
1

2

{

m
∑

i=1

m
∑

j=1

aiaj(Z(si) − Z(sj))
2

}

,

protože
∑m

i=1 ai = 0. Aplikujeme-li na předchoźı rovnost středńı hodnotu

m
∑

i=1

m
∑

j=1

aiaj2γ(si − sj) = −2var(
m

∑

i=1

aiZ(si)) ≤ 0

a uváž́ıme-li, že rozptyl náhodné veličiny je nezáporný, dostaneme požadované tvrzeńı. ¤

4.2.3 Kovariogram a korelogram

Je-li proces kovariančně stacionárńı, potom funkce daná vztahem (4.1) se nazývá ko-
variogram a znač́ı se C(s1− s2) nebo C(h) (kovariogram tedy znač́ıme stejným ṕısmenem
jako funkci kovariančńı). Funkce

ρ(h) ≡
C(h)

C(0)
, (4.4)

kde C(0) > 0, se nazývá korelogram (a je také známa jako autokorelačńı funkce). Tato
veličina bývá už́ıvána pro analýzu časových řad, pro diagnostikováńı nestacionarity a
určeńı typu stacionárńı závislosti, apod.

Kovariogram i korelogram jsou symetrické funkce, tedy C(h) = C(−h), ρ(h) = ρ(−h)
a ρ(0) = 1 (což je známá vlastnost korelačńıho koeficientu). Kovariogram muśı být pozi-
tivně definitńı, tedy muśı splňovat

m
∑

i=1

m
∑

j=1

aiajC(si − sj) ≥ 0 (4.5)

pro nějaké pozorováńı v bodech {si : 1 = 1, . . . , m} a reálná č́ısla {ai : i = 1, . . . , m}.
Stejně jako variogram, můžeme kovariogram nazvat izotropickým, pokud záviśı pouze

na délce h.

4.3 Lineárńı modely se statisticky závislou chybou

V kapitole 3 jsme představili model s homogenńımi rozptyly. Nyńı tento model opust́ıme,
protože u prostorových dat obvykle neńı var(Z) = σ2I. Budeme stále pracovat s daty
Z(s1), . . . , Z(sn), která jsou modelována jako soubor náhodných veličin a model je stále
tvaru:

Z(s) =
k

∑

l=1

βlxl(s) + δ(s), s ∈ D ⊂ Rd, (4.6)

kde {xl : l = 1, . . . , k} je soubor k nenáhodných proměnných, které mohou (ale nemuśı)
záviset na umı́stěńı v prostoru a δ je chybový proces, který má nulovou středńı hodnotu,
konečný rozptyl a může být (ale nemuśı) prostorově korelován.

Pozorovaná data označujeme jako Z ≡ (Z(s1), . . . , Z(sn))′ a model daný vztahem (4.6)
lze maticově zapsat:

Z = Xβ + δ, (4.7)
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kde X je matice typu (n, k), jej́ıž (i, j)-tý prvek je xj(si), β ≡ (β1, . . . , βk)
′ a δ ≡

(δ(s1), . . . , δ(sn))′.
Dále budeme předpokládat, že

E(Z) = Xβ (4.8)

a že existuje variančńı matice procesu Z a označ́ıme ji

var(Z) = Σ, (4.9)

variančńı matice nezáviśı na β a k < n.

Budeme hledat lineárńı odhad β. Řekneme, že β̂ je lineárńım odhadem vektoru β,
jestliže existuje taková matice Un×k, že β̂ = U′Z.

Věta 4.2. Lineárńı odhad je nestranný tehdy a jen tehdy, plat́ı-li

UX = I. (4.10)

D̊ukaz : Odhad β̂ je nestranný tehdy a jen tehdy, je-li β = Eβ̂ pro libovolný vektor β.
Avšak rovnost β = E(UZ) = UE(Z) = UXβ plat́ı pro libovolný vektor β právě tehdy,
plat́ı-li vztah (4.10). ¤

Z (4.10) neplyne U = X−1, protože X za předpokladu n < k neńı čtvercová. β̂ nazveme
nejlepš́ım nestranným lineárńım odhadem (NNLO) vektoru β, plat́ı-li:

• β̂ je lineárńı odhad parametru β;

• β̂ je nestranný odhad parametru β;

• je-li β̂∗ jiný nestranný lineárńı odhad β, pak plat́ı varβ̂∗ − varβ̂ ≥ 0 (tzn. rozd́ıl
uvedených dvou variančńıch matic muśı být matice pozitivně semidefinitńı).

4.3.1 Model s plnou hodnost́ı

Věta 4.3. (Gaussova-Markovova) Je dán model Z = Xβ + δ. Necht’ h(X) = k a necht’

Σ = var(Z) je regulárńı. Potom NNLO pro β je roven

β̂ = (X′Σ−1X)−1X′Σ−1Z (4.11)

a má variančńı matici
varβ̂ = (X′Σ−1X)−1. (4.12)

D̊ukaz: Z předpoklad̊u plyne, že Σ je pozitivně definitńı. Proto existuje matice Σ
1

2 typu
n×n hodnosti k tak, že Σ = Σ

1

2 (Σ
1

2 )′, kde Σ
1

2 je regulárńı. Proto existuje (Σ
1

2 )−1 a tuto

matici označ́ıme Σ− 1

2 . Potom je h(Σ− 1

2X) = k a plat́ı, že h(X′Σ−1X) = h(X′Σ− 1

2Σ− 1

2X) =
k, takže X′Σ−1X je regulárńı. Odhad (4.11) je lineárńı. Je také nestranný, protože

β̂ = (X′Σ−1X)−1X′Σ−1EZ = (X′Σ−1X)−1X′Σ−1Xβ = β.
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Pokud je β̂∗ nějaký jiný lineárńı nestranný odhad. Potom je

varβ̂ = (X′Σ−1X)−1, varβ̂∗ = UΣ−1U′, cov(β̂, β̂∗) = varβ̂.

Z toho plyne, že

0 ≤ var(β̂∗ − β̂) = varβ̂∗ − cov(β̂∗, β̂) − cov(β̂, β̂∗) + varβ̂ = varβ̂∗ − varβ̂. ¤

Odhad β̂ je odhad zobecněnou metodou nejmenš́ıch čtverc̊u (generalized-least-squares
estimator), proto se tento odhad označúje β̂GLS.
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4.4 Př́ıklady prostorových dat

Součást́ı této práce je programová implementace metody představené v kapitole 5, jej́ı
demonstrace bude předvedena na 3 př́ıkladech. Př́ıslušná data a jejich grafické znázorněńı
budou uvedena v následuj́ıćım odstavci.

4.4.1 Simulovaná data

Regresńı rovina

Prvńım př́ıkladem je regresńı funkce Z = x + 2y + δ, napoč́ıtaná pro x = y =
1 : 1 : 15 (hodnoty x a y jsou od 1 s krokem 1 do 15). Źıskané hodnoty Z jsou nav́ıc
zat́ıženy náhodnou chybou δ, což je normálně rozdělený chybový proces s nulovou středńı
hodnotou a se směrodatnou odchylkou 0.2. V Matlabu takovýto proces zaṕı̌seme jako
δ = normrnd(0, 0.2, nx, ny), kde nx je velikost vektoru x a ny je velikost vektoru y.

Tabulka hodnot Z pro př́ıpad roviny je na Obr.(1) a vykreslené hodnoty vid́ıme na
Obr.(3).

Obrázek 1: Data Z pro př́ıpad regresńı roviny

Obecná lineárńı regresńı plocha

Druhým řešeným př́ıkladem je regresńı funkce Z = 3 cos(x) + 10 sin(0.2y) + δ, kde je
opět x = y = 1 : 1 : 15 a data jsou opět zat́ıžená chybou δ = normrnd(0, 0.2, nx, ny).
Tabulka hodnot Z pro př́ıpad zvlněné plochy je na Obr.(2). Napoč́ıtané hodnoty jsem pro
lepš́ı viditelnost tvaru dat proložila plochou - viz. Obr. (4).

Obrázek 2: Data Z pro př́ıpad obecné lineárńı regresńı plochy
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Obrázek 3: Vykreslené hodnoty procesu Z pro př́ıpad regresńı roviny
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Obrázek 4: Vykreslené hodnoty procesu Z pro př́ıpad obecné lineárńı regresńı plochy

26



4.4.2 Reálná data

Uhelný popel v Pensylvánii (Coal-Ash Data)

Tento př́ıklad je převzatý z [1]. Jde o hodnoty uhelného popelu naměřené v Pen-
sylvánii. Vektor x = 1 : 1 : 16 a y = 1 : 1 : 23 s t́ım rozd́ılem, že tentokrát nemáme
hodnotu Z naměřenou ve všech bodech s = [x, y]. Body, ve kterých je známá hodnota
Z jsou znázorněny na Obr.(5). Hodnoty procesu Z jsou dány na Obr.(6)(tabulka vy-
jadřuje procentuálńı hodnoty uhelného popelu v bodech s = [x, y]) a prostorové vykresleńı
naměřených hodnot je na Obr.(7)

0 2 4 6 8 10 12 14 16
0

5

10

15

20

25

x

y

Obrázek 5: Body, ve kterých je známá hodnota Z pro data o uhelném popelu

Obrázek 6: Data Z pro př́ıklad o uhelném popelu (viz[1])
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Obrázek 7: Vykreslené hodnoty procesu Z pro data o uhelném popelu

Data uvedená v popsaných př́ıkladech budou analyzována v kapitolách 8, 9 a 10.
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5 Kriging metoda

5.1 Univerzálńı kriging model

Nejprve poṕı̌seme model, který se nazývá univerzálńı kriging. Budeme předpokládat,
že jsou dána pozorováńı uspořádaná do vektoru

Z ≡ (Z(s1), . . . , Z(sn))′, (5.1)

pozorovańı jsou provedeny ve známých bodech

{s1, . . . , sn}, s ∈ D ⊂ Rd (5.2)

a chceme z těchto dat predikovat hodnotu Z(s0). U tohoto modelu předpokládáme proces
Z(s) ve tvaru:

Z(s) = µ(s) + δ(s), s ∈ D, (5.3)

kde µ(s) je středńı hodnotou Z(s) a δ(s) je náhodný korelovaný chybový proces. Tedy
µ(s) je deterministická složka procesu Z, která popisuje tzv. large-scale variabilitu procesu
a δ(s) popisuje směs tzv. smooth-scale variability, mikro-scale variability a chyb měřeńı.
O náhodném procesu δ(s) budeme dále předpokládat, že má nulovou středńı hodnotu
(E(δ(s)) = 0), je vnitřně stacionárńı a má variogram 2γ.

O středńı hodnotě µ(s) procesu Z dále předpokládáme, že je lineárńı kombinaćı
známých funkćı f0(s), . . . , fp(s), s ∈ D. Ačkoliv každá fj(s) je psána jako funkce polohy
s, uvažujeme i konstantńı funkce.

Tedy model předpokládáme ve tvaru

Z(s) =

p+1
∑

j=1

fj−1(s)βj−1 + δ(s), s ∈ D, (5.4)

kde β ≡ (β0, . . . , βp)
′ ∈ Rp+1 je neznámý vektor parametr̊u, který chceme odhadnout a

δ je vnitřně stacionárńı náhodný proces s nulovou středńı hodnotou a variogramem 2γ.
Označ́ıme-li

X =







f0(s1) . . . fp(s1)
...

. . .
...

f0(sn) . . . fp(sn)






, β =







β0
...

βp






, δ =







δ(s1)
...

δ(sn)







můžeme rovnici (5.4) přepsat do maticového tvaru

Z = Xβ + δ, (5.5)

matice X je tedy typu (n, p + 1), jej́ıž (i, j)-tý prvek je fj−1(si).

Pomoćı metody universálńı kriging chceme nalézt nejlepš́ı lineárńı prediktor

Z∗(s0) =
n

∑

i=1

λiZ(si) (5.6)
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procesu Z(s) v bodě s = s0. Hledáme tedy reálná č́ısla λ1, . . . , λn taková, aby středńı
kvadratická chyba predikce Z∗ v bodě s0

MSE(s0) = E(Z∗(s0) − Z(s0))
2 = E

(

Z(s0) −
n

∑

i=1

λiZ(si)

)2

(5.7)

byla minimálńı. Nav́ıc požadujeme, aby tento odhad byl nestranný, tedy minimalizujeme
(5.7) za podmı́nky

EZ∗(s0) = EZ(s0). (5.8)

S ohledem na předchoźı uvedené vztahy lze podmı́nku (5.8) přepsat do tvaru:

µ(s0) =

p+1
∑

j=1

βj−1fj−1(s0) =
n

∑

i=1

λiµ(si) =
n

∑

i=1

λi

p+1
∑

j=1

βj−1fj−1(si). (5.9)

Označ́ıme-li

λ =







λ1
...

λn






,x =







f0(s0)
...

fp(s0)






,

můžeme (5.9) přepsat do tvaru

x′β = λ′Xβ (5.10)

Z podmı́nky nestrannosti (5.8) prediktoru Z∗(s) pak plyne, že (5.10) muśı platit pro
každé β ∈ Rp+1 a tedy ze (5.10) plyne x = X′λ. Když množina U = {λ ∈ Rn : x = X′λ}
je neprázdná, potom univerzálńı kriging estimátor Z∗ může být nalezen minimalizaćı
středńı čtvercové chyby (5.7) za podmı́nky, že λ ∈ U .

5.2 Kriging odhady

Chceme predikovat hodnotu procesu Z v bodě s0 a pomoćı zavedeného označeńı
dostaneme pro Z(s0) vztah

Z(s0) = µ(s0) + δ(s0) = x′β + δ(s0). (5.11)

Nejlepš́ı lineárńı nestranný prediktor, který jsme označili Z∗, minimalizuje (5.7) po-
moćı λ1, . . . , λn za podmı́nky λ′X = x′. Př́ıvlastek univerzálńı užil poprvé Matheron(1969),
aby zd̊uraznil nestrannost prediktoru, ačkoliv µ(s) je neznámou lineárńı kombinaćı známých
funkćı. Po zavedeńı Lagrangeových multiplikátor̊u je minimalizována funkce

E

(

Z(s0) −
n

∑

i=1

λiZ(si)

)2

− 2

p+1
∑

j=1

mj−1

{

n
∑

i=1

λifj−1(si) − fj−1(s0)

}

(5.12)

s ohledem na λ1, . . . , λn a m0, . . . , mp, kde m0, . . . , mp jsou Lagrangeovy multiplikátory,
které zaruč́ı splněńı podmı́nky λ′X = x′. Nyńı budeme předpokládat, že f0(s) ≡ 1, což
zaruč́ı, že

∑n

i=1 λi = 1 (jedna z podmı́nek nestrannosti).
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Z rovnic (5.5), (5.11), (5.6) a užit́ım vztahu
∑n

i=1 λi = 1 dostaneme

(

Z(s0) −
n

∑

i=1

λiZ(si)

)2

=

(

x′β + δ(s0) − λ′Xβ −

n
∑

i=1

λiδ(si)

)2

=

(

δ(s0) −
n

∑

i=1

λiδ(si)

)2

= −

n
∑

i=1

n
∑

j=1

λiλj

(δ(si) − δ(sj))
2

2
+ 2

n
∑

i=1

λi

(δ(s0) − δ(si))
2

2
.

(5.13)

Dále předpokládáme, že
2γ(h) = var(Z(s + h) − Z(s)). (5.14)

Funkci (5.12), kterou máme minimalizovat, dostaneme ve tvaru

−

n
∑

i=1

n
∑

j=1

λiλjγ(si − sj) + 2
n

∑

i=1

λiγ(s0 − si) − 2

p+1
∑

j=1

mj−1

{

n
∑

i=1

λifj−1(si) − fj−1(s0)

}

.

(5.15)
Při odvozeńı těchto rovnic jsme předpokládali, že f0(s) ≡ 1, v př́ıpadě, že žádná z
{fj−1(s) : j = 1, . . . , p+1} neńı identicky rovna 1, potom minimalizováńı (5.7) v závislosti
na λ′X = x′ nemuśı být dosaženo minimalizováńım (5.15).

5.2.1 Rovnice univerzálńıho krigingu

Vztah (5.15) derivujeme podle proměnných λ1, . . . , λn,m0, . . . , mp a výsledek polož́ıme
roven 0, potom optimálńı váhy źıskáme z rovnice

λU = Γ−1
U γU , (5.16)

kde
λU ≡ (λ1, . . . , λn,m0, . . . , mp)

′, (5.17)

γU ≡ (γ(s0 − s1), . . . , γ(s0 − sn), 1, f1(s0), . . . , fp(s0))
′ (5.18)

a ΓU je symetrická matice typu (n + p + 1) × (n + p + 1)

ΓU =







γ(si − sj), i = 1, . . . , n; j = 1, . . . , n,

fj−1−n(si), i = 1, . . . , n; j = n + 1, . . . , n + p + 1,
0, i = n + 1, . . . , n + p + 1; j = n + 1, . . . , n + p + 1,

(5.19)

kde f0 ≡ 1. A tedy koeficienty λ jsou dány vztahem

λ′ = {γ + X(X′Γ−1X)−1(x − X′Γ−1γ)}′Γ−1 (5.20)

a
m′ = −(x − X′Γ−1γ)′(X′Γ−1X)−1,

kde γ ≡ (γ(s0 − s1), . . . , γ(s0 − sn))′ a Γ je matice typu n × n, jej́ıž (i, j)-tý prvek je
γ(si − sj), tedy

Γ ≡







γ(0) γ(s1 − s2) . . . γ(s1 − sn)
...

...
. . .

...
γ(sn − s1) γ(sn − s2) . . . γ(0)







31



Dosud jsme předpokládali, že proces Z je vnitřně stacionárńı. Nyńı předpoklad vnitřńı
stacionarity ześıĺıme a odhady uprav́ıme pro proces, který je stacionárńı druhého řádu.
Pro takový proces je definován jeho kovariogram C(h) ≡ cov(Z(s + h), Z(s)). Rovnice
analogická rovnici (5.16) je rovnice

(λ1, . . . , λn,−m0, . . . ,−mp)
′ = Σ−1

U cU ,

kde cU ≡ (C(s1 − s0), . . . , C(sn − s0), f0(s0), f1(s0), fp(s0))
′ a ΣU je symetrická matice

typu (n + p + 1) × (n + p + 1)

ΣU =







C(si − sj), i = 1, . . . , n; j = 1, . . . , n,

fj−1−n(si), i = 1, . . . , n; j = n + 1, . . . , n + p + 1,
0, i = n + 1, . . . , n + p + 1; j = n + 1, . . . , n + p + 1,

a již nevyžadujeme, aby f0 ≡ 1.

Koeficienty λ minimalizuj́ıćı (5.15) jsou dány (viz [1]) vztahem

λ′ = {c + X(X′C−1X)−1(x − X′C−1c)}′C−1,

kde c = (C(s1 − s0), . . . , C(sn − s0))
′ a matice C je matice typu n × n, kde

C =







C(0) C(s1 − s2) . . . C(s1 − sn)
...

...
. . .

...
C(sn − s1) C(sn − s2) . . . C(0)






.

Nav́ıc
m′ = (x − X′C−1c)′(X′C−1X)−1.

5.2.2 Kriging rozptyl a intervaly predikce

Kriging rozptyl (predikčńı rozptyl, minimálńı středńı kvadratická chyba predikce) je

σ2
k(s0) = min

λ∈U
MSE(s0)

= λ′
UγU =

n
∑

i=1

λiγ(s0 − si) +

p+1
∑

j=1

mj−1fj−1(s0)

= γ ′Γ−1γ − (x − X′Γ−1γ)′(X′Γ−1X)−1(x − X′Γ−1γ).

(5.21)

Kromě toho,

σ2
k(s0) = 2

n
∑

i=1

λiγ(s0 − si) −
n

∑

i=1

n
∑

j=1

λiλjγ(si − sj) (5.22)

Pokud je proces Z stacionárńı druhého řádu a jeho kovariogram existuje, potom kriging
rozptyl můžeme vyjádřit jako

σ2
k(s0) = C(0) −

n
∑

i=1

λiC(s0 − si) +

p+1
∑

j=1

mj−1fj−1(s0)

= C(0) − c′C−1c + (x − X′C−1c)′(X′C−1X)−1(x − X′C−1c)
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a také

σ2
k(s0) = C(0) − 2

n
∑

i=1

λiC(s0 − si) +
n

∑

i=1

n
∑

j=1

λiλjC(si − sj)

Z rovnic (5.6), (5.16) a (5.21) sestroj́ıme asymptotický predikčńı interval

A ≡ (Z∗(s0) − u0.975σk(s0), Z
∗(s0) + u0.975σk(s0)),

který je 95% interval predikce pro Z(s0).

5.2.3 Odhad středńı hodnoty

Ještě nám zbývá odhadnout koeficienty β z rovnice (5.4). Z (5.5) vid́ıme, že data Z vy-
hovuj́ı obecnému lineárńımu modelu, kde E(Z) = Xβ a var(Z) = C. Odhad zobecněnou
metodou nejmenč́ıch čtverc̊u je tedy

β̂GLS = (X′C−1X)−1X′C−1Z (5.23)

a hodnota procesu Z v bodě s0 je dána vztahem

Z∗(s0) = Z′λ = c′C−1Z + (x − X′C−1c)′β̂GLS. (5.24)

5.3 Daľśı kriging modely

Kriging model̊u existuje celá řada. Tyto modely se většinou lǐśı předpokladem tvaru
středńı hodnoty procesu nebo v požadavćıch na stacionaritu. Mezi nejzákladněǰśı kriging
modely patř́ı již zmı́něný univerzálńı kriging model a dále potom např. simple kriging,
ordinary kriging, robustńı kriging apod.

5.3.1 Ordinárńı kriging

Při ordinárńım krigingu předpokládáme opět model ve tvaru

Z(s) = µ + δ(s), s ∈ D,

ale tentokrát máme µ ∈ R neznámou. Prediktor očekáváme ve tvaru

Z∗(s0) =
n

∑

i=1

λiZ(si),
n

∑

i=1

λi = 1.

Druhá podmı́nka zaručuje nestrannost prediktoru, tzn. E(Z∗(s0)) = µ = E(Z(s0)).

5.3.2 Simple kriging

V př́ıpadě, že středńı hodnota µ(s) = EZ(s) je známá, pak mluv́ıme o prosté metodě
kriging (simple kriging). U tohoto modelu se nevyžaduje, aby

∑n

i=1 λi = 1. V tomto
př́ıpadě je známý vektor β a vzorec pro predikci Z(s0) prostou metodou kriging lze zapsat
ve tvaru

Z∗(s0) = c′C−1Z + (x − X′C−1c)′β.
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6 Odhad variogramu

Pokud prakticky aplikujeme kriging metodu, setkáváme se s problémem, že neznáme
kovariogram C nebo variogram 2γ(h) procesu Z. Potom potřebujeme nalézt kvalitńı
odhad C nebo 2γ(h), což je obt́ıžný úkol, protože obvykle nelze chybový proces δ př́ımo
pozorovat. Potom se k odhadu kovariogramu nebo variogramu chybového procesu δ už́ıvá
nějakých specifických rys̊u uvažovaného modelu. Často se vycháźı z předpokladu izotropie
a skutečnosti, že funkce µ je v nějakém směru konstantńı apod.

Při popisu korelovanosti sledovaného procesu Z dáme přednost variogramu před ko-
variogramem, protože tř́ıda proces̊u druhého řádu stacionárńıch je zahrnuta mezi vnitřně
stacionárńımi procesy. Variogram budeme odhadovat za předpokladu, že sledovaný proces
je vnitřně stacionárńı.

6.1 Klasický odhad variogramu

Jednou z možnost́ı, jak odhadnout kovariančńı strukturu procesu, je využ́ıt klasický
odhad variogramu. Klasický odhad, který navrhl Matheron (1962), je dán vztahem

2γ̂(h) =
1

|N(h)|

∑

N(h)

(Z(si) − Z(sj))
2, (6.1)

kde N(h) = {(si, sj) : si − sj = h; i, j = 1, 2, . . . , n} a |N(h)| je počet prvk̊u v množině
N(h). Tento odhad je nestranný, ale je značně ovlivněný atypickými pozorováńımi, protože
ve sč́ıtanci (6.1) se vyskytuje výraz (·)2. Atypická pozorováńı mohou značně zkreslit
výsledný odhadovaný variogram.

6.2 Robustńı odhady variogramu

Právě z toho d̊uvodu, že klasický odhad je velmi citlivý na odlehlá pozorováńı, navrhli
Cressie a Hawkins (viz.[3]) dvě varianty robustńıho odhadu variogramu. Prvńı je tvaru

2γ(h) =
[ 1
|N(h)|

∑

N(h) |Z(si) − Z(sj)|
1

2 ]4

0.457 + 0.494
|N(h)|

.

Druhá varianta je založena na mediánu a př́ıslušný odhad má při asymptotické korekci
vychýleńı tvar

2γ(h) =
[med{|Z(si) − Z(sj)|

1

2 : (si − sj) ∈ N(h)}]4

0.457
.

Robustńı varianty dávaj́ı mnohem kvalitněǰśı odhady než klasický odhad, což lze ověřit
v praxi nebo pomoćı simulaćı. Robustńı varianty odhadu a klasický odhad se souhrnně
označuj́ı jako empirické.

6.3 Základńı typy modelových variogramů

Varioram 2γ(h) je podmı́něně negativně definitńı funkce (viz. (4.3)). Proto i na odhad
variogramu klademe požadavek, aby byl podmı́něně negativně definitńı. Potom za předpo-
kladu, že sledovaný proces je izotropický, můžeme popsat základńı typy modelových vario-
gramů a jim odpov́ıdaj́ıćıch semivariogramů γ(h), které tomuto požadavku vyhovuj́ı a
zároveň maj́ı při praktických aplikaćıch nejčastěǰśı uplatněńı.
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• Lineárńı model pro d ≥ 1:

γ(h) =

{

0, h = 0,
c0 + b‖h‖, h 6= 0,

kde c0 ≥ 0 a b ≥ 0 jsou parametry. Na Obr. 8 jsou vykresleny lineárńı modely
pro r̊uzné hodnoty parametr̊u c0 a b, aby bylo viditelné, jak volba parametr̊u může
ovlivnit model.

• Sférický model pro 1 ≤ d ≤ 3:

γ(h) =







0, h = 0,

c0 + cs{
3
2
‖h‖
as

− 1
2
(‖h‖

as

)3} 0 < ‖h‖ ≤ as,

c0 + cs, ‖h‖ ≥ as,

kde c0 ≥ 0, cs ≥ 0 a as ≥ 0 jsou parametry. Na Obr. 9 opět můžeme pozorovat vliv
volby parametr̊u na tvar sférického modelu.

• Exponenciálńı model pro d ≥ 1:

γ(h) =

{

0, h = 0,

c0 + ce[1 − exp{−‖h‖
ae

}], h 6= 0,

kde c0 ≥ 0, ce ≥ 0 a ae ≥ 0 jsou parametry. Na Obr. 10 jsou nakresleny exponenciálńı
modely pro r̊uzné hodnoty parametr̊u c0, ce a ae.

• Racionálńı kvadratický model pro d ≥ 1:

γ(h) =

{

0, h = 0,

c0 + cr‖h‖2

1+
‖h‖2

ar

, h 6= 0,

kde c0 ≥ 0, cr ≥ 0 a ar ≥ 0 jsou parametry. Na Obr. 11 jsou znázorněny racionálńı
kvadratické modely pro r̊uzné hodnoty c0, cr a ar.

• Mocninný model pro d ≥ 1:

γ(h) =

{

0, h = 0,
c0 + bm‖h‖

λ, h 6= 0,

kde c0 ≥ 0, bm ≥ 0 a 0 ≤ λ < 2 jsou parametry. Vliv volby parametr̊u c0, bm a λ na
mocninný model je zviditelněn na Obr.12.

• Vlnový model pro d ≥ 1:

γ(h) =

{

0, h = 0,

c0 + cw{1 − aw

sin(
‖h‖
aw

)

‖h‖
}, h 6= 0,

kde c0 ≥ 0, cw ≥ 0 a aw ≥ 0 jsou parametry. Na Obr. 13 jsou vlnové modely
pro r̊uzné hodnoty parametr̊u c0, cw a aw.

Př́ıslušný odhad semivariogramu dostaneme tak, že prolož́ıme některý z vybraných
model̊u empirickým variogramem vhodnou statistickou procedurou. Často se pro odhad
parametr̊u uvedených teoretických model̊u použ́ıvá nelineárńı metoda nejmenš́ıch čtverc̊u.
Daľśı možnost́ı je postupně volit parametry základńıch typ̊u model̊u a takto vzniklé mode-
ly vizuálně porovnávat s empirickým odhadem.

Pokud tedy k př́ıkladu sestroj́ıme některý z empirických odhad̊u, potom z něho můžeme
odhadnout parametry nějakého ze základńıch model̊u. V mé implementaci použ́ıvám kla-
sický odhad variogramu a všechny typy uvedených základńıch modelových variogramů.
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Obrázek 10: Exponenciálńı model pro r̊uzné hodnoty parametr̊u c0, ce a ae
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6.4 Jiný př́ıstup k modelováńı variogramu

Jiný př́ıstup k modelováńı variogramu je popsán v článku [2].

Definice 6.1. Řekneme, že reálná funkce g(h),h ∈ Rd je př́ıpustný variogram, jestliže

• g(h) je spojitá v Rd s př́ıpadnou výjimkou počátku,

• g(h) je nezáporná, tedy g(h) ≥ 0 pro všechna h ∈ Rd,

• g(h) je symetrická, tedy g(h) = g(−h) pro všechna h ∈ Rd,

• g(h) je podmı́něně negativně definitńı funkce.

Př́ıpustný variogram g(h) můžeme źıskat pomoćı funkce f(h), pokud f(h) je vhodná
pozitivně semidefinitńı funkce, vztahem

g(h) = −f(h) + c,

kde c je vhodná konstanta. Volbou f s uvedenými vlastnostmi dostaneme speciálńı typy
variogramů.

Např́ıklad pro d = 2 dostaneme př́ıpustný model semivariogramu 2γ(h), kde h =
(h1, h2) ∈ R2, pomoćı funkce

f(h1, h2) =

m1
∑

j1=−m1

m2
∑

j2=−m2

aj1j2cos(h1tj1 + h2tj2),

kde m1 a m2 jsou daná přirozená č́ısla, tj1 , tj2 , aj1j2 jsou pro j1 = −m1, . . . , m1; j2 =
−m2, . . . , m2 vhodné reálné konstanty vyhovuj́ıćı podmı́nce

c −

m1
∑

j1=−m1

m2
∑

j2=−m2

aj1j2 ≥ 0.

Jejich doporučená volba vycháźı ze simulaćı (viz [2]). Výhodou těchto model̊u je, že
umožňuj́ı modifikovat odhad variogramu na reálná data a že zahrnuj́ı také tř́ıdu model̊u,
které nevycházej́ı z předpoklad̊u izotropie.
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7 Popis programu

V této kapitole poṕı̌su program, který jsem vytvořila v programovém prostřed́ı
MATLAB. Program poč́ıtá odhady metodou kriging pro př́ıklady uvedené v kapitole 4,
tedy pro regresńı rovinu, obecnou lineárńı regresńı plochu a Coal-Ash Data. Výsledky pro
jednotlivé př́ıklady budou uvedeny v následuj́ıćıch kapitolách. Program se skládá z řady
funkćı, se kterými se nyńı seznámı́me. Nejprve poṕı̌seme funkce pro simulovaná data.

7.1 Zadáńı vstupńıch dat

Prvńı funkćı je funkce ”ZadaniVstupnichDat”. V tomto M-filu zadáváme:

• vektory x a y, které určuj́ı souřadnice bod̊u, ke kterým u simulovaných dat dopoč́ıtáme
pomoćı zadaného vztahu hodnoty sledovaného procesu;

• souřadnice x0 a y0, ve kterých se má odhadnout (př́ıpadně predikovat) hodnota
procesu (tyto hodnoty lze ve funkci ”CelkovyOdhad” změnit nebo rozš́ı̌rit na vektory
souřadnic bod̊u predikce).

Pomoćı zadaných x, y, x0, y0 funkce vypoč́ıtá:

• s0 = [x0, y0], což je matice souřadnic predikovaných bod̊u;

• pp = size(x), čili pp je rozměr vektoru x (resp. y, protože vektory x a y maj́ı podle
zadáńı v př́ıpadě simulovaných dat stejný rozměr ), pp = (počet řádk̊u, počet sloupc̊u);

• nn je počet r̊uzných x-ových (y-ových) souřadnic;

• Z vypoč́ıtá hodnoty procesu, které by mohly být teoreticky naměřeny (zadokumen-
továńım řádku voĺıme mezi regresńı rovinou a obecnou lineárńı regresńı plochou,
která je lineárńı kombinaćı funkćı sin a cos), zp̊usob zadáńı v MATLABu je na
Obr.14;

Obrázek 14: Zp̊usob zadáńı výpočtu hodnot Z

• δ = normrnd(0, 0.2, nn, nn) je normálně rozdělený náhodný chybový vektor s nulovou
středńı hodnotou, se směrodatnou odchylkou 0.2 o rozměrech nn × nn;

• ZS = Z + δ, kde ZS jsou hodnoty źıskané tak, že teoreticky vypoč́ıtané hodnoty Z

zat́ıž́ıme náhodnou chybou δ;

• matici data = [xS, yS,ZSS], kde sloupce xS a yS vyjadřuj́ı všechny možné kombi-
nace prvk̊u vektor̊u x a y a ZSS jsou k nim př́ıslušné hodnoty ZS ;
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• p = size(xS), čili p = (počet řádk̊u, počet sloupc̊u) vektoru xS (a i yS, protože
vektory xS a yS maj́ı stejný rozměr);

• n = počet r̊uzných bod̊u vzniklých kombinaćı prvk̊u vektoru x a vektoru y (n = n2
n);

• h je matice vzdálenost́ı jednotlivých bod̊u pozorováńı, h je napoč́ıtáno Euklidovskou
metrikou (tedy jestliže máme body s1 = [xS1, yS1] a s2 = [xS2, yS2], potom h(s1, s2) =
√

(xS1 − xS2)2 + (yS1 − yS2)2). Př́ıklad zápisu tohoto výpočtu je na Obr.(15).

Obrázek 15: Zápis výpočtu matice h v MATLABu

7.2 Funkce Mezikruž́ı

Funkce ”Mezikruzi” přeb́ırá od funkce ”ZadaniVstupnichDat” hodnoty xS, yS, x0, y0,
p, n, data, ZSS a h. Pro výpočet odhadu variogramu v bodě s0 = [x0, y0] použ́ıvaný
klasický odhad variogramu, který je daný vztahem (6.1), kde poč́ıtáme s množinou N(h).
Oblast pozorováńı tedy potřebujeme rozdělit podle vzdálenost́ı bod̊u s = [xS, yS] od bodu
s0. Ve vztahu (6.1) je N(h) = {(si, sj) : si − sj = h; i, j = 1, 2, . . . , n}, v této funkci ale
oblast rozděĺıme pomoćı kružnic tak, že

Nk(h) = {(si, sj) : ‖hk−1‖ ≤ ‖si − sj‖ ≤ ‖hk‖; i, j = 1, 2, . . . , n},

kde Nk(h) je k-té mezikruž́ı rozděluj́ıćı oblast.

V této funkci se zadává:

• PocKruznic, což je konstanta udávaj́ıćı počet kružnic, kterými chceme danou oblast
rozdělit;

• MaxPolomer = maximálńı vzdálenost od bodu s0 taková, že pokud body lež́ı v
kružnici k(s0, MaxPolomer), tak je ještě zahrneme do výpočtu.

Pomoćı funkce źıskáme:

• hS0, vektor vzdálenost́ı jednotlivých bod̊u s = [xS, yS] od bodu s0;

• Krok = MaxPolomer/PocKruznic udává krok, se kterým rozděĺıme uvažovanou
oblast;

• r = 0:Krok :MaxPolomer jsou poloměry kružnic, kterými danou oblast rozděĺıme na
požadovaná mezikruž́ı;

• matici M , jej́ıž prvńı tři sloupce jsou shodné s matićı data a nav́ıc jsou přidány
sloupce vyjadřuj́ıćı jednotlivá mezikruž́ı, hodnoty v těchto sloupćıch jsou bud’ 1
nebo 0 podle toho, zda daný bod lež́ı v mezikruž́ı, či nikoliv;

• q = počet sloupc̊u matice M , tedy q − 3 vyjadřuje počet mezikruž́ı dané oblasti.
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Obrázek 16: Ukázka, jak může vypadat matice M

Na Obr.(16) je část matice M a tedy vid́ıme, že např́ıklad bod s = [7, 1] lež́ı ve
třet́ım mezikruž́ı, bod s = [7, 4] lež́ı ve druhém mezikruž́ı, bod s = [7, 14] lež́ı ve čtvrtém
mezikruž́ı apod.

7.3 Klasický odhad variogramu

Funkce ”KlasickyOdhadVariogramu” vypoč́ıtává samozřejmě hodnoty klasického odhadu
variogramu v závislosti na r. Z předchoźıch funkćı si přeb́ırá hodnoty n, q, M,ZSS a
výstupem této funkce je:

• KvadratHodnotProcesu, který ve vztahu (6.1) vypoč́ıtá (Z(si) − Z(sj))
2, kde N(h) =

{(si, sj) : si − sj ≤ h; i, j = 1, 2, . . . , n};

• Suma, která je součtem źıskaných hodnot KvadratHodnotProcesu a dostaneme tak
∑

N(h) (Z(si) − Z(sj))
2 ze vztahu (6.1);

• PocetPrvkuNH udává, kolik bod̊u lež́ı v uvažovaných mezikruž́ıch;

• KOV, což jsou právě hodnoty klasického odhadu variogramu v závislosti na r.

7.4 Základńı typy modelových variogramů

V kapitole 6 jsem uvedla 6 základńıch typ̊u modelových variogramů. Každý je imple-
mentován jako samostatná funkce a k volbě modelu přistupujeme až ve funkci ”KrigingOd-
had”. Pomoćı základńıch typ̊u modelových variogramů źıskáme c a C, které jsou potřebné
pro výpočet (5.23) a (5.24). Všechny funkce využ́ıvaj́ı hodnoty n, h,MaxPolomer, hS0 z
předchoźıch funkćı.

• Lineárńı model se využ́ıvá ve funkci ”LinearniOdhadVariogramu”. Výstupy této
funkce jsem označila GammaLM, GammaLMS0, kde GammaLMS0 se v následuj́ıćı
funkci dosad́ı za c a GammaLM za C. V této funkci je také potřeba zadat hodnoty
parametr̊u c0 a b, které źıskáme pomoćı klasického odhadu variogramu.
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• Funkce ”SferickyOdhadVariogramu” opět vypoč́ıtá hodnoty GammaSMS0 a Gam-
maSM, které lze postupně dosadit za c a C, pomoćı sférického modelu. Pomoćı
klasického odhadu je zapotřeb́ı odhadnout parametry c0, cs a as a zadat je do této
funkce.

• Výstupem funkce ”ExponencialniOdhadVariogramu” jsou proměnné GammaEMS0
a GammaEM, které využijeme ve funkci ”KrigingOdhad” za c a C a opět je nutné
dosadit parametry exponenciálńıho modelu c0, ce a ae.

• Pro racionálńı kvadratický model máme funkci ”RacionalniKvadratickyOdhadVari-
ogramu”, d́ıky které dostaneme hodnoty GammaRKM a GammaRKMS0. Parame-
try tohoto modelu jsou c0, cr a ar a je potřeba je zadat v této funkci.

• GammaMM a GammaMMS0 jsou výstupy funkce ”MocninnyOdhadVariogramu”.
Parametry mocninného modelu jsou c0, bm a λ.

• Vlnový model využ́ıvá funkce ”VlnovyOdhadVariogramu”, jej́ıž výstupy jsou Gam-
maVMS0 a GammaVM a zadávaj́ı se zde parametry c0, cw a aw.

7.5 Kriging odhad

Výstupem funkce ”KrigingOdhad” je požadovaná predikce Z∗(s0) daná vztahem (5.24).
Funkce z předešlých funkćı využ́ıvá x0, y0, n, xS, yS, ZSS, Gamma, GammaS0, kde za
Gamma a GammaS0 se dosad́ı př́ıslušné veličiny podle volby typu modelu. Ve funkci je
také ještě nutno zadat X a x, kde

X =







f0(s1) . . . fp(s1)
...

. . .
...

f0(sn) . . . fp(sn)






,x =







f0(s0)
...

fp(s0)






.

podle kapitoly 5. Protože v programu již x máme, jsou tyto proměnné označeny F a f .

7.6 Celkový odhad

Pokud bychom chtěli predikovat pouze v bodě s0, vystačili bychom si s dosud uve-
denými funkcemi. Funkce ”CelkovyOdhad” rozšǐruje x0 a y0 na vektory a použ́ıvá dosud
uvedené funkce v cyklu, dokud je nepoužije pro všechny zadané body s0. Nakonec je ze
všech Z∗(s0) sestavena matice a je označena ZhvS.

U reálného př́ıkladu je vypuštěna simulačńı část. U reálných dat se funkce, přes kterou
se zadávaj́ı vstupńı data nazývá ”CoalAshData” a rozd́ıl oproti funkci ”ZadaniVstupnich-
Dat” je v tom, že nemuśıme zadávat žádný vztah pro Z a ani náhodnou chybu δ. Matice
data je zadána př́ımo a je opět pro daľśı výpočty rozdělena na xS, yS a ZSS. Ostatńı
funkce uvedené pro simulovaná data se použ́ıvaj́ı stejně i u dat Coal-Ash.

Moje programová implementace má dvě varianty, pro simulovaná a reálná data, které
jsou uloženy samostatně. CD přiložené k této práci obsahuje právě tyto programy.
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8 Kriging metoda pro regresńı rovinu

Prvńım př́ıkladem, který jsem řešila mým programem je př́ıklad regresńı roviny předsta-
vený v kapitole 4. Po využit́ı funkćı ”ZadaniVstupnichDat” a ”Mezikruzi”, jejichž po-
moćı vytvoř́ıme hodnoty potřebné pro daľśı výpočty a uvažovanou oblast rozděĺıme na
mezikruž́ı, použijeme funkci ”KlasickyOdhadVariogramu”. Dostaneme hodnoty, ze kterých
odhadneme parametry základńıch typ̊u modelových variogramů. V tomto př́ıpadě nám
stač́ı źıskat klasický odhad variogramu pro jeden bod s0, odhadnout parametry základńıch
model̊u a tyto parametry potom využ́ıt pro všechny body predikce.

Na základě grafického pr̊uběhu empirického odhadu variogramu byly vybrány následuj́ıćı
parametry jednotlivých základńıch typ̊u modelovách variogramů:

• Lineárńı model: c0 = 1, b = 2;

• Sférický model: c0 = 10, cs = 15 a as = 4;

• Exponenciálńı model: c0 = 3, ce = 7 a ae = 5;

• Racionálńı kvadratický model: c0 = 8, cr = 5 a ar = 3;

• Mocninný model: c0 = 3, bm = 2 a λ = 1.8;

• Vlnový model: c0 = 1, cw = 8 a aw = 2.

Pro regresńı rovinu a pro jednotlivé základńı typy model̊u provedeme odhad v 36-
ti bodech, které lež́ı uvnitř pozorované oblasti, jak je znázorněno na Obr.17. Ve funkci
”CelkovyOdhad” tedy rozš́ı̌ŕıme x0 a y0 na vektory.
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Obrázek 17: Znázorněńı bod̊u, ve kterých známe hodnoty procesu Z a bod̊u, ve kterých budeme
odhadovat Z∗
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Jak je viditelné na Obr.17, body, ve kterých budeme odhadovat Z∗ se kryj́ı s body, ke
kterým hodnotu Z známe. Je to z toho d̊uvodu, abychom mohli pro každý typ základńıho
modelu variogramu vypoč́ıtat rezidua vztahem r(si) = Z(si)−Z∗(si), kde si = [x(i), y(i)].
Odhady Z∗ provád́ıme pro x = y = 5 : 1 : 10. Na Obr.18 jsou připomenuty hodnoty ZS

pro regresńı rovinu a je zvýrazněna oblast bod̊u, ke kterým odhadujeme Z∗.

Obrázek 18: Znázorněńı hodnot Z, které budeme srovnávat s odhadnutými hodnotami

8.1 Odhady regresńı roviny

8.1.1 Lineárńı variogram

Pomoćı lineárńıho modelu źıskáme Z∗, které jsem v MATLABu označila jako ZhvSLM
(viz. Obr.19).

Obrázek 19: Hodnoty Z∗ źıskané pomoćı lineárńıho modelu variogramu

Vykreslené hodnoty Z∗ pro uvažované hodnoty a hodnoty pozorované jsou společně
vykresleny na Obr.20. Odhadnuté hodnoty jsou pro lepš́ı vizualizaci proloženy plochou.

Již zmı́něná rezidua jsou pro lineárńı model v MATLABu označena reziduaLM a
jejich hodnoty jsou na Obr.21.

Stejné výpočty a vizualizace provedeme i provedeme i pro ostatńı základńı typy vari-
ogramů, proto uvedu pro následuj́ıci odhady pouze obrázky s popisky.
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Obrázek 20: Vykresleńı hodnot Z∗ pro lineárńı model variogramu

Obrázek 21: Rezidua odpov́ıdaj́ıćıch si bod̊u pro lineárńı model

8.1.2 Sférický variogram

Obrázek 22: Hodnoty Z∗ źıskané pomoćı sférického modelu variogramu
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Obrázek 23: Rezidua odpov́ıdaj́ıćıch si bod̊u pro sférický model
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Obrázek 24: Vykresleńı hodnot Z∗ pro sférický model variogramu
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8.1.3 Racionálńı kvadratický variogram

Obrázek 25: Hodnoty Z∗ źıskané pomoćı racionálńıho kvadratického modelu variogramu

Obrázek 26: Rezidua odpov́ıdaj́ıćıch si bod̊u pro racionálńı kvadratický model
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Obrázek 27: Vykresleńı hodnot Z∗ pro racionálńı kvadratický model variogramu
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8.1.4 Exponenciálńı variogram

Obrázek 28: Hodnoty Z∗ źıskané pomoćı exponenciálńıho modelu variogramu

Obrázek 29: Rezidua odpov́ıdaj́ıćıch si bod̊u pro exponenciálńı model
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Obrázek 30: Vykresleńı hodnot Z∗ pro exponenciálńı model variogramu
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8.1.5 Mocninný variogram

Obrázek 31: Hodnoty Z∗ źıskané pomoćı mocninného modelu variogramu

Obrázek 32: Rezidua odpov́ıdaj́ıćıch si bod̊u pro mocninný model
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Obrázek 33: Vykresleńı hodnot Z∗ pro mocninný model variogramu
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8.1.6 Vlnový variogram

Obrázek 34: Hodnoty Z∗ źıskané pomoćı vlnového modelu variogramu

Obrázek 35: Rezidua odpov́ıdaj́ıćıch si bod̊u pro vlnový model
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Obrázek 36: Vykresleńı hodnot Z∗ pro vlnový model variogramu
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8.2 Srovnáńı výsledk̊u

Vliv volby základńıho typu variogramu jsem chtěla zhodnotit pomoćı rezidúı, kritériem,
které dostaneme vztahem

∑

i

r2
i .

Výsledky tohoto výpočtu jsou na Obr.37. Jelikož tyto hodnoty jsou skoro stejné pro
všechny typy model̊u, nemohu ř́ıci, který model by byl nejvhodněǰśı pro př́ıpad regresńı
roviny. Dále jsem chtěla znázornit jednotlivá ri odpov́ıdaj́ıćıch si bod̊u pro všechny základńı
typy modelových variogramů (viz. Obr.38), ale hodnoty rezidúı jsou si tak bĺızké, že se
vykreslené body překrývaj́ı i při velmi malém měř́ıtku. Body jsou vykresleny barvou ’m’,
protože to byla posledńı zadávaná barva.

Obrázek 37: Vyhodnoceńı pomoćı rezidúı
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Obrázek 38: Rezidua odpov́ıdaj́ıćıch si bod̊u pro všechny základńı modely
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8.3 Zjemněńı x-ové a y-ové škály měř́ıtka souřadnic odhadu

Vektory, ve kterých se má odhadovat hodnota Z, lze zjemnit (x0 = y0 = 5 : 0.25 : 10)
a źıskat tak hodnoty Z∗ v bodech, ve kterých nemáme Z pozorované. Vzniklé plochy jsou
znázorněny na Obr.39 - Obr.44.
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Obrázek 39: Hodnoty Z∗ źıskané pomoćı lineárńıho modelu variogramu pro zjemněné vektory x0 a y0
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Obrázek 40: Hodnoty Z∗ źıskané pomoćı sférického modelu variogramu pro zjemněné vektory x0 a y0
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Obrázek 41: Hodnoty Z∗ źıskané pomoćı racionálńıho kvadratického modelu variogramu pro zjemněné
vektory x0 a y0
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Obrázek 42: Hodnoty Z∗ źıskané pomoćı exponenciálńıho modelu variogramu pro zjemněné vektory x0

a y0
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Obrázek 43: Hodnoty Z∗ źıskané pomoćı mocninného modelu variogramu pro zjemněné vektory x0 a
y0
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Obrázek 44: Hodnoty Z∗ źıskané pomoćı vlnového modelu variogramu pro zjemněné vektory x0 a y0

Pomoćı obrázk̊u pro jemněǰśı měř́ıtko souřadnic odhad̊u můžeme také zhodnotit vliv
výběru modelového variogramu. Na Obr.41 je viditelné, že racionálńı kvadratický model
vykazuje největš́ı vychýleńı od očekávaných hodnot tohoto př́ıkladu, zat́ımco jako nejlepši
se jev́ı vlnový a lineárńı model (Obr.44 a Obr.39).
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9 Kriging metoda pro obecnou lineárńı regresńı plochu

Druhým př́ıkladem je př́ıklad obecné lineárńı regresńı plochy. Opět zavoláme funkce
”ZadaniVstupnichDat” a ”Mezikruzi” a pomoćı funkce ”KlasickyOdhadVariogramu” dosta-
neme klasický odhad variogramu v jednom bodě a pomoćı tohoto odhadu urč́ıme parame-
try základńıch typ̊u modelových variogramů.

Odhadnuté parametry maj́ı v tomto př́ıkladě hodnoty:

• Lineárńı model: c0 = 0.01, b = 0.025;

• Sférický model: c0 = 0.1, cs = 0.07 a as = 4;

• Exponenciálńı model: c0 = 0.05, ce = 0.17 a ae = 2;

• Racionálńı kvadratický model: c0 = 0.015, cr = 0.05 a ar = 4;

• Mocninný model: c0 = 0.012, bm = 0.12 a λ = 0.1;

• Vlnový model: c0 = 0.01, cw = 0.2 a aw = 2.

Pro obecnou lineárńı regresńı plochu a pro jednotlivé základńı typy model̊u provedeme
odhad v 25-ti bodech, které lež́ı uvnitř pozorované oblasti, jak je znázorněno na Obr.45.
Ve funkci ”CelkovyOdhad” tedy rozš́ı̌ŕıme x0 a y0 na vektory.
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Obrázek 45: Znázorněńı bod̊u, ve kterých známe hodnoty procesu Z a bod̊u, ve kterých budeme
odhadovat Z∗
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Body, ve kterých budeme odhadovat Z∗ jsou úmyslně zvoleny tak, aby k nim exis-
tovala i hodnota pozorovaná. Potom opět pomoćı vztahu r(si) = Z(si) − Z∗(si), kde
si = [x(i), y(i)], vypoč́ıtáme rezidua jednotlivých bod̊u pro r̊uzné základńı typy mode-
lových variogramů a pokuśıme se porovnat jednotlivé modely právě pomoćı těchto rezidúı.
Odhady Z∗ provád́ıme pro x = y = 5 : 1 : 9. Na Obr.46 jsou připomenuty hodnoty ZS

pro zvlněnou plochu a je zvýrazněna oblast bod̊u, ke kterým odhadujeme Z∗.

Obrázek 46: Znázorněńı hodnot Z, které budeme srovnávat s odhadnutými hodnotami

9.1 Kriging odhady

Nyńı uprav́ıme podkapitoly oproti předchoźı kapitole, abychom mohli lépe porovnat
jednotlivé modely.

9.1.1 Odhady Z∗ regresńı funkce

Uvedeme tabulky hodnot Z∗ všech 6-ti typ̊u modelových variogramů. Hodnoty Z∗ jsou
si pro odpov́ıdaj́ıćı body opět hodně bĺızké.

Obrázek 47: Hodnoty Z∗ źıskané pomoćı lineárńıho modelu variogramu
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Obrázek 48: Hodnoty Z∗ źıskané pomoćı sférického modelu variogramu

Obrázek 49: Hodnoty Z∗ źıskané pomoćı racionálńıho kvadratického modelu variogramu

Obrázek 50: Hodnoty Z∗ źıskané pomoćı exponenciálńıho modelu variogramu

Obrázek 51: Hodnoty Z∗ źıskané pomoćı mocninného modelu variogramu
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Obrázek 52: Hodnoty Z∗ źıskané pomoćı vlnového modelu variogramu

9.1.2 Grafické znázorněńı výsledk̊u

Vypoč́ıtané hodnoty jsem opět pro lepš́ı znázorněńı proložila plochou a nav́ıc bylo
nutné zvolit vhodný úhel náhledu.
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Obrázek 53: Vykresleńı hodnot Z∗ pro lineárńı model variogramu
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Obrázek 54: Vykresleńı hodnot Z∗ pro sférický model variogramu
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Obrázek 55: Vykresleńı hodnot Z∗ pro racionálńı kvadratický model variogramu
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Obrázek 56: Vykresleńı hodnot Z∗ pro exponenciálńı model variogramu
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Obrázek 57: Vykresleńı hodnot Z∗ pro mocninný model variogramu
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Obrázek 58: Vykresleńı hodnot Z∗ pro vlnový model variogramu

9.1.3 Reziduálńı analýza

Jak je vidět na Obr.59 - Obr.64, hodnoty rezidúı jsou si opět velmi bĺızké a opět se
nevydařilo vykresleńı jednotlivých rezidúı pro všechny základńı typy modelových vari-
ogramů, protože se body překrývaj́ı. U obecné lineárńı regresńı funkce nelze stejně jako
u př́ıkladu regresńı roviny ř́ıci, který základńı typ modelového variogramu je pro tento
př́ıklad nejvhodněǰśı.

Obrázek 59: Rezidua odpov́ıdaj́ıćıch si bod̊u pro lineárńı model
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Obrázek 60: Rezidua odpov́ıdaj́ıćıch si bod̊u pro sférický model

Obrázek 61: Rezidua odpov́ıdaj́ıćıch si bod̊u pro racionálńı kvadratický model

Obrázek 62: Rezidua odpov́ıdaj́ıćıch si bod̊u pro exponenciálńı model

Obrázek 63: Rezidua odpov́ıdaj́ıćıch si bod̊u pro mocninný model
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Obrázek 64: Rezidua odpov́ıdaj́ıćıch si bod̊u pro vlnový model

9.2 Zjemněńı měř́ıtek vektor̊u x0 a y0

Vektory x0 a y0 zjemńıme na x0 = y0 = 5 : 0.5 : 9 a pokuśıme se posoudit vliv volby
modelu variogramu posoudit pro př́ıpad zjemněných vektor̊u.

4

6

8

10

5
6

7
8

9

−20

−10

0

10

20

Obrázek 65: Vykreslená plocha odhad̊u źıskaných pomoćı lineárńıho modelu pro zjemněné vektory x0
a y0
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Obrázek 66: Vykreslená plocha odhad̊u źıskaných pomoćı sférického modelu pro zjemněné vektory x0
a y0
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Obrázek 67: Vykreslená plocha odhad̊u źıskaných pomoćı racionálńıho kvadratického modelu pro
zjemněné vektory x0 a y0
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Obrázek 68: Vykreslená plocha odhad̊u źıskaných pomoćı exponenciálńıho modelu pro zjemněné vektory
x0 a y0
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Obrázek 69: Vykreslená plocha odhad̊u źıskaných pomoćı mocninného modelu pro zjemněné vektory
x0 a y0
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Obrázek 70: Vykreslená plocha odhad̊u źıskaných pomoćı vlnového modelu pro zjemněné vektory x0 a
y0

Jak vid́ıme (Obr.65 - Obr.70), pro obecnou lineárńı regresńı plochu nejsou odhady
v nepozorovaných bodech dobré a vykazuj́ı velké rozptyly. Nejlepš́ımi se zdaj́ı být sférický
a exponenciálńı model.
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10 Reálný př́ıklad pro Coal-Ash Data

Posledńım př́ıkladem je př́ıklad dat pro uhelný popel v Pensylvánii. Zavoláme funkce
”CoalAshData” a ”Mezikruzi” a pomoćı funkce ”KlasickyOdhadVariogramu” dostaneme
klasický odhad variogramu v jednom bodě, pomoćı něhož odhadneme parametry základńıch
typ̊u modelových variogramů.

Odhadnuté parametry maj́ı v tomto př́ıkladě hodnoty:

• Lineárńı model: c0 = 0.05, b = 0.002;

• Sférický model: c0 = 0.01, cs = 0.04 a as = 5;

• Racionálńı kvadratický model: c0 = 0.015, cr = 0.5 a ar = 0.1;

• Mocninný model: c0 = 0.003, bm = 0.002 a λ = 1.3;

• Exponenciálńı model: c0 = 0.05, ce = 0.02 a ae = 5;

• Vlnový model: c0 = 0.04, cw = 0.6 a aw = 2.

Pro tyto data a pro jednotlivé základńı typy model̊u provedeme odhad v 49-ti bodech,
které lež́ı uvnitř pozorované oblasti, jak je znázorněno na Obr.(71). Ve funkci ”Celkovy-
Odhad” tedy rozš́ı̌ŕıme x0 a y0 na vektory.
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Obrázek 71: Znázorněńı bod̊u, ve kterých známe hodnoty procesu Z a bod̊u, ve kterých budeme
odhadovat Z∗
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K bod̊um, ve kterých budeme odhadovat Z∗, opět existuje i hodnota pozorovaná.
Opět budeme vyšetřovat stav r(si) = Z(si) − Z∗(si), kde si = [x(i), y(i)], tedy rezidua
jednotlivých bod̊u pro r̊uzné základńı typy modelových variogramů a pokuśıme se porov-
nat jednotlivé modely právě pomoćı těchto rezidúı. Odhady Z∗ provád́ıme pro x = 4 : 1 :
10, y = 7 : 1 : 13. Na Obr.(72) jsou připomety hodnoty ZS pro body, ve kterých budeme
predikovat Z∗.

Obrázek 72: Znázorněńı hodnot Z, které budeme srovnávat s odhadnutými hodnotami

10.1 Kriging odhady

10.1.1 Odhady regresńı funkce

Uvedeme tabulky hodnot Z∗ všech 6-ti typ̊u modelových variogramů. Hodnoty Z∗ jsou
si pro odpov́ıdaj́ıćı body opět hodně bĺızké.

Obrázek 73: Hodnoty Z∗ źıskané pomoćı lineárńıho modelu variogramu
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Obrázek 74: Hodnoty Z∗ źıskané pomoćı sférického modelu variogramu

Obrázek 75: Hodnoty Z∗ źıskané pomoćı racionálńıho kvadratického modelu variogramu

Obrázek 76: Hodnoty Z∗ źıskané pomoćı exponenciálńıho modelu variogramu

Obrázek 77: Hodnoty Z∗ źıskané pomoćı mocninného modelu variogramu
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Obrázek 78: Hodnoty Z∗ źıskané pomoćı vlnového modelu variogramu

10.1.2 Grafické znázorněńı výsledk̊u

Pro lepš́ı pr̊uhlednost jsem vykreslila pouze hodnoty Z, ke kterým jsem poč́ıtala Z∗.
Hodnoty Z∗ jsem nav́ıc proložila plochou a zvolila vhodněǰśı úhel pohledu.
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Obrázek 79: Vykresleńı hodnot Z∗ pro lineárńı model variogramu
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Obrázek 80: Vykresleńı hodnot Z∗ pro sférický model variogramu
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Obrázek 81: Vykresleńı hodnot Z∗ pro racionálńı kvadratický model variogramu
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Obrázek 82: Vykresleńı hodnot Z∗ pro exponenciálńı model variogramu
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Obrázek 83: Vykresleńı hodnot Z∗ pro mocninný model variogramu
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Obrázek 84: Vykresleńı hodnot Z∗ pro vlnový model variogramu

10.1.3 Reziduálńı analýza

Jak je vidět na Obr.85 - Obr.90, hodnoty rezidúı jsou si opět velmi bĺızké a opět se
nevydařilo vykresleńı jednotlivých rezidúı pro všechny základńı typy modelových vari-
ogramů.

Obrázek 85: Rezidua odpov́ıdaj́ıćıch si bod̊u pro lineárńı model
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Obrázek 86: Rezidua odpov́ıdaj́ıćıch si bod̊u pro sférický model

Obrázek 87: Rezidua odpov́ıdaj́ıćıch si bod̊u pro racionálńı kvadratický model

Obrázek 88: Rezidua odpov́ıdaj́ıćıch si bod̊u pro exponenciálńı model
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Obrázek 89: Rezidua odpov́ıdaj́ıćıch si bod̊u pro mocninný model

Obrázek 90: Rezidua odpov́ıdaj́ıćıch si bod̊u pro vlnový model

10.2 Srovnáńı výsledk̊u

Podle hodnot rezidúı můžeme řićı, že se nepotvrdil vliv volby variogramu na predikci.
U reálného př́ıkladu ale docháźı k tomu, že u některých odhad̊u vycházej́ı rezidua pouze
kladná (Obr.85), záporná (Obr. 88) nebo se znaménka rezidúı stř́ıdaj́ı (Obr. 87, Obr. 90).
U model̊u, pro které rezidua stř́ıdaj́ı znaménka, neńı odhad systematicky nadhodnocen
nebo podhodnocen a tud́ıž by př́ıslušnému modelu měla býti dána přednost. U tohoto
př́ıkladu by tedy bylo vhodné zvolit racionálńı kvadratický nebo vlnový model.
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10.3 Zjemněńı škály měř́ıtka souřadnic bod̊u predikce

Pro úplnost uvedeme ještě obrázky pro zjemněné vektory x0 a y0 a zhodnotit vliv
volby variogramu pomoćı těchto obrázk̊u. Vektory x0 a y0 zjemńıme na x0 = 4 : 0.25 : 10
a y0 = 7 : 0.25 : 14 dostaneme následuj́ıćı obrázky.
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Obrázek 91: Vykreslená plocha odhad̊u źıskaných pomoćı lineárńıho modelu pro zjemněné vektory x0
a y0
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Obrázek 92: Vykreslená plocha odhad̊u źıskaných pomoćı sférického modelu pro zjemněné vektory x0
a y0
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Obrázek 93: Vykreslená plocha odhad̊u źıskaných pomoćı racionálńıho kvadratického modelu pro
zjemněné vektory x0 a y0
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Obrázek 94: Vykreslená plocha odhad̊u źıskaných pomoćı exponenciálńıho modelu pro zjemněné vektory
x0 a y0
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Obrázek 95: Vykreslená plocha odhad̊u źıskaných pomoćı mocninného modelu pro zjemněné vektory
x0 a y0
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Obrázek 96: Vykreslená plocha odhad̊u źıskaných pomoćı vlnového modelu pro zjemněné vektory x0 a
y0
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Odhady jsou velmi podobné i pro zjemněné vektory, všechny modely jsou pro odhady
variogramů vhodné a žádný z model̊u nemá výrazně odlǐsný vliv na odhad od ostatńıch.
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11 Závěr

V předložené diplomové práce byly popsány vybrané regresńı metody pro predikci
kovariančně stacionárńıho procesu, podle literatury byly vybrány metody pro odhad vario-
gramu a byl studován vliv tohoto odhadu na predikci. Různé modely pro odhad vario-
gramu byly porovnány a jejich vliv na predikci procesu byl posouzen pomoćı programové
implementace.

Program byl použit na 3 datových strukturách. Simulovaná data byla zastoupena re-
gresńı rovinou a obecnou lineárńı regresńı plochou. Do simulaćı byla přidávána nekorelo-
vaná náhodná chyba. Implementace reálných dat byla provedena na př́ıkladě o uhelném
popelu (Coal-Ash Data). Ukázalo se, že volba modelu nemá v těchto př́ıkladech vliv na
predikci. Autorem vyvinuté programy jsou nahrány na přiloženém CD.
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Brno, 2003.
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