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Abstrakt

Regresni metodou pouzivanou pro vyhodnocovani prostorovych spojitych procesu je meto-
da kriging. Pokud je neznamé& kovarianc¢ni struktura procesu, je potfeba odhadnout ji
z dat. Prvni, teoreticka cast, je vénovana pravé popisu metody kriging a odhadu vario-
gramu, ktery popisuje kovarianéni strukturu uvazovaného procesu. Druha, prakticka cést,
obsahuje programovou implementaci v MATLABu metody kriging na simulovanych a
realnych datech.

Abstract

Kriging techniques are regression methods used for evaluation of continuous spatial pro-
cesses. If the covariance structure of process is unknown, then it’s necessary to estimate it
from the data. The first part of this Master’s thesis is devoted to description the kriging
method and to estimate of a variogram fuction, which describes the covariance structure

of considered process. The second part includes the implementation of kriging method in
MATLARB for simulated and real data.

Klicova slova
Regresni model, prostorova data, kriging odhady, univerzalni kriging model, odhad vario-
gramu.

Keywords
Regression model, spatial data, kriging estimations, universal kriging model, estimation
of variogram function.
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1 Uvod

Diplomova prace zpracovava téma Regresni metody pro statistickou analyzu prosto-
rovych dat.

Regresni analyza je ¢asto pouzivanou technikou hledani a zkoumani zavislosti promén-
nych, jejichz hodnoty ziskame pfi realizaci experimentu.

Statistika se v minulosti hodné rozvijela a urcity metodicky rozvoj nejruznéjsich odveétvi
statistiky pretrvava dodnes. Jednou z oblasti, kterda se v poslednich letech vyznamné
rozvinula, je oblast prostorové statistiky. Prostorova statistika byla zpocatku spojovana
zejména s prirodnimi védami (napf. s geologii), a proto francouzsky matematik G. Mathe-
ron pouzil jako prvni pro prostorovou statistiku termin geostatistika. Nazev geostatistika
se dodnes celosvétové uziva jako oznaceni discipliny zahrnujici specifické metody zpra-
covani dat méfenych v prostoru nebo v plose.

V geostatistice je jednou z nejcastéji pouzivanych metod odhadu metoda kriging. Je
oblibena mezi inzenyry (zejména v geologii, meteorologii, apod.) a je pojmenovéna po
D. E. Krigeovi, jihoafrickém inzenyrovi, ktery v padesatych letech rozvinul empirické
statistické metody v dulnim inzenyrstvi.

Podstatou této metody je nalézt optiméalni predikci kovariancné stacionarnitho nahodného
procesu definovaného v dané oblasti vzhledem ke stfedni kvadratické chybé. Problémem
je, ze obvykle neni znama kovarianc¢ni struktura uvazovaného procesu a je potieba odhad-
nout ji z dat.

Prvni, teoreticka cast diplomové préace, obsahuje pripomenuti zakladnich pojmu a
oznacCeni z matematické statistiky, popis regresniho modelu a vlastnosti prostorovych
dat, zavedeni kriging metody a moznost odhadu kovariancni struktury, zejména odhadu
variogramu.

Druh4, prakticka ¢ast diplomové préace, obsahuje popis programové implementace v
prostiedi MATLAB a demonstraci kriging metody na simulovanych a realnych datech.

10



2 Zakladni pojmy

Nejprve uvedeme zakladni pojmy potiebné pro porozumeéni zpracovavanému tématu.
Jelikoz jde o zavedeni oznaleni a pripomenuti znamych pojmu, nebudeme je striktné
definovat.

2.1 Pravdépodobnostni prostor

Modely pravdépodobnostni a statistické patii mezi matematické modely, které se
pouzivaji pri studiu realnych déju. Redlné déje se snazime nejen studovat a popisovat, ale
hlavné nalézt jejich charakteristické vlastnosti a vyuzit je k predikci chovani uvazovanych
déju v prostoru nebo v case.

Pokud realizujeme pokus, jednotlivé vysledky oznacime w a nazyvame je elementdrnim
jevy. Mnozinu vsech moznych vysledku pokusu (tj. mnozinu v8ech elementarnich jevi)
nazyvame prostorem elementdrnich jevi a znacime ji ).

Symbolem A znac¢ime o-algebru podmnozin prostoru 2. Prvky A € A se nazyvaji
ndhodné jevy. Vlastnosti o-algebry jsou:

o Jestlize A € A, potom A € A.

o Jestlize A; € A, i=1,2,..., potom ()2, A; € A.

Déle definujeme pravdépodobnost P(A) ndhodného jevu A € A. Pravdépodobnost
P(A) je redlné funkce definovand na o-algebie A s vlastnostmi:

e P(A) > 0 pro vSechny ndhodné jevy A € A.
o P()=1.

o Jestlize A; € A, 1 =1,2,... jsou po dvou disjunktni ndhodné jevy, potom
P(lJA) =) P4
i=1 i=1

Trojice (€2, A, P) se nazyva pravdépodobnostni prostor.

2.2 Nahodna velicina a jeji charakteristiky

Ndhodnou veli¢inou (vzhledem k jevovémi poli A) rozumime zobrazeni X : Q@ — R,
pro které je mnozina {w € Q: X(w) <z} jevem v A pro kazdé = € R.

Pro ndhodnou veli¢inu X definujeme distribuéni funkci F(x) = P(X < x), kterd je
redlnou funkei definovanou na (—oo, +00) s vlastnostmi:

e 0 < F(x) <1 proVz € (—o0,+00).

e ['(x) je neklesajici, zprava spojitd a ma nejvyse spocetné mnoho bodu nespojitosti
na (—oo, +00).

o lim, , o F(x)=F(—00) =0 alim, ;o F(x) = F(4+00) = 1.
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e Pla< X <b)=F(b)— F(a) pro libovolné realné ¢isla a < b, specidlné:
Pla<X)=1-F(a), P(X <b) = F(b)

e P(X =c¢)=F(c)—lim, . F(x) pro libovolné realné ¢islo c.

2.2.1 Diskrétni nahodn4a veli¢ina

Méme nahodnou veli¢inu X definovanou na pravdépodobnostnim prostoru (€2, .4, P)
a mnozinu M, ktera obsahuje nejvyse spocetné mnoho realnych ¢isel takovych, ze
Y wen P(X = x) = 1. O ndhodné veliciné X potom fekneme, ze ma diskrétni rozdelentd
pravdépodobnosti. Mnozina M se nazyva obor hodnot X a funkce p(x) definovana vztahy:

plz)=P(X =z), z€M,
(2.1)
p(z) =0, jinak,

se nazyva pravdépodobnostni funkce nahodné veli¢iny X . Oznacenim X ~ (M, p) rozumime,
ze nahodné velicina X ma diskrétni rozdéléni pravdépodobnosti s oborem hodnot M a
pravdépodobnostni funkci p.

Necht X ~ (M, p), potom plati:

p(l’) 2 0 a ZmGMp(x) = 17
b p(l’) = F((L’) - hmy—m‘ F(y)>
o P(X€B)=> ,cpnmP), B je libovolnd podmnozina R,

e F(z) = ZteMm(—oo,m> p(?).

2.2.2 Spojitd ndhodna velicina

Rikdme, Ze ndhodnd velicina X je spojitd (mé spojité rozdéleni pravdépodobnosti),
pokud existuje nezdporna funkce f(z),x € R, takovéa, ze ffooo f(x)dx = 1. Distribuéni
funkeci F(z) ndhodné veli¢iny X lze pomoci f(z) napsat ve tvaru

- /_;f(t)dt

Funkce f se nazyva hustota (rozdéleni pravdépodobnosti) ndhodné veli¢iny X .
Pokud méame nahodnou velicinu X spojitého typu s distribucni funkei F' a hustotou
f, potom plati:

e f(x) >0,z € R,

o [7 f(@)de =

o |7 f(H)dt = F(x),

e f(x) = F'(x) pokud derivace existuje,

e P(X € B) = [, f(z)dx pro libovolnou borelovskou mnozinu B,

e pro libovolné h > 0: P(z < X < z+ h) = f(x)h + o(h), kdyz existuje derivace
funkce F' v bodé x a ()—>0 kdyz h — 0.

12



2.2.3 Ciselné charakteristiky nahodné veli¢iny

Pro ndhodné veliciny definujeme stredni hodnotu jako:

> . xp(x), pro diskrétni nahodnou velicinu
(pokud tada konverguje absolutné),

E(X) =
ffooo xf(x), pro spojitou ndhodnou veli¢inu
(pokud integrél konverguje absolutné).

Stredni hodnota mé vlastnosti (pokud vSechny uvazované stiedni hodnoty existuji):
e F(aX +b)=aFE(X) + b pro viechna a,b € R.
o B3, Xi) =21, E(X)).
o E([[-, Xi) =11, E(X)), jsou-li ndhodné veli¢iny Xy, ..., X,, nezdvislé.
Déle definujeme rozptyl nahodné veliciny X vztahem:
D(X) = E([X — E(X)P),

pokud uvedend stfedni hodnota existuje, a smérodatnou odchylku nahodné veliciny X:

Pro rozptyly ndhodnych velicin X, X7, X, ..., X, plati:
e D(X)>0.
D(aX +b) = a®*D(X) pro vSechna a,b € R.
D(X) = E(X?) — [E(X)]?, pokud potiebné stfedn{ hodnoty existuji.
D" X;) =" D(X;), jsou-li ndhodné veliciny Xi, Xo, ..., X, nezdvislé.

Pokud mame ndhodné veliciny X a Y definované na pravdépodobnostnim prostoru
(Q, A, P), jejich vzajemny vztah muzeme vyjadiit kovarianci, kterou definujeme vztahem:

cou(X,Y) = E([X — EQX)|[Y — E(Y)]) = E(XY) - E(X)E(Y),

za predpokladu, ze uvedené stfedni hodnoty existuji. Kovariance mé vlastnosti:

cov(X,Y) = cou(Y, X),

cov(X, X) = D(X),

DX +Y)=D(X)+ DY)+ 2cov(X,Y),

X,Y nezavislé = cov(X,Y) =0 a E(X,Y) = E(X)E(Y), pokud E(X) a E(Y)
existuji,

cov(aX + b, cY +d) = ac cov(X,Y) pro libovolné redlnd éisla a, b, ¢, d,
C(X, V)| < /DD = 0,0,

13



Je-li X = (Xy,...,X,)" ndhodny vektor a existuji C'(X;, X;);¢,j = 1,...,n. Potom

matice var(X),
D(X,) C(Xy1,X2) ... C(Xy,Xn)
var(X) = s s : ,
C(X,, X1) CX,—Xy) ... D(X,)

se nazyva variancni, je symetricka a pozitivné definitni.
Vzajemny vztah ndhodnych velicin X a Y muzeme vyjadrit také pomoci korelacniho
koeficientu:

p(X,Y) = cov (

X — B(X) Y—E(Y)) Ccov(X,Y)  cou(X,Y)
o(X) 7 oY) o(X)o(Y) D(X)D(Y)’

pokud F(X) a E(Y) existuji. Korela¢ni koeficient ma vlastnosti:

p(X,Y) = p(Y, X),

p(X, X) =1,

-1 S p(X> Y) S 17

p(aX +b,cY +d) = Ia |,0(X Y') pro libovolna redlna cisla a, b, ¢, d; ac # 0,
o Y =aX+b& |p(X,Y)| =1, kde a,b € R;a # 0,
e X, Y- nezavislé = p(X,Y) = 0.

Pokud p(X,Y) = 0, fikdme, ze ndhodné veli¢iny jsou nekorelované. Nezavislé nahodné
veli¢iny jsou nekorelované, ale nekorelované nahodné veliciny nemusi byt nezavislé.
Koeficienty korelace muzeme podobné jako kovariance zapsat do matice a dostaneme tak

tzv. korelacni matici ndhodného vektoru X = (Xy,...,X,)"
1 p(X1,Xa) - p(Xy, Xy)
2(X) = P(Xzz, X1) 1 P(X2:> Xn) ’
IO(Xle) p(XmXQ) 1

ktera je symetrickd a pozitivné semidefinitni.

2.2.4 Podminéna stifedni hodnota

e Diskrétni pripad:

Necht (X,Y) ~ (M, p), ps,py jsou marginarni pravdépodobnostni funkce, p(z,y) =
P(X =Y =vy),(z,y) € M,p,(x) # 0, M, je definiéni obor x a M, je defini¢ni
obor y. Potom funkce @.9)
P\, Yy
p(y|) o)
se nazyva podminénd pravdépodobnostni funkce nahodné veliciny Y za podminky
X = z. Déle za danych podminek definujeme vztahem

E(Y|X =2)= ) yp(ylr)

yEMy

podminénou stredni hodnotu ndhodné veli¢iny Y za podminky X = x.

14



e Spojity pripad:

Necht (X,Y) mé sdruzenou hustotu f(x,y) a marginaln{ hustota f,(z) # 0. Potom

funkci )
T,y
flylz) =
(ylz) F.02)
nazyvame podminénou hustotou ndhodné veliciny Y vzhledem k X. Déle definujeme
funkci

MYM&waz/ff@m@,

kde x € M,. Funkce E(Y|X = x) se nazyva podminénd stredni hodnota nédhodné
veliciny Y za podminky X = x.

Podminénd stfedni hodnota F(Y|X) ma analogické vlastnosti jako stfedni hodnota
nepodminéna. Uvedené vztahy lze rozsitit pro ndhodny vektor X a dostaneme podminénou
stfedni hodnotu E(Y|X = x). Dulezitou vlastnost, kterou vyuzijeme v dalsi kapitole,
popisuje nasledujici véta.

Véta 2.1. Necht 7 je ndhodnd velicina, X je ndhodny vektor, E(Z?) < oo a wvektor
(Z,X") je diskrétniho nebo spojitého typu. Potom pro kazdou métitelnou funkci g(x) plati

ElZ - g(X)P > EZ - B(ZIX)P
Rowvnost nastdavd prdavé tehdy, plati-li g(X) = E(Z|X) s pravdépodobnosti 1.

Veéta (2.1) tika, ze ze vSech funkei vektoru X je veli¢iné Z "nejblize” jeji podminénd
sttedni hodnota, za podminky, ze vzdalenost posuzujeme pomoci stfedni kvadratické
chyby. Pokud chceme nezndmou hodnotu Z ptredpovédét ze znamych hodnot vektoru
X, nejlepsi predpovédi je pravé podminénd stiedni hodnota F(Z|X). Protoze vypocet
podminéné stiedni hodnoty muze byt slozitym tkolem, ¢asto hledame nejlepsi predikci
veli¢iny Z mezi linedrnimi funkcemi vektoru X. V ptipadé normalniho rozdéleni ma vektor
(Z,X") sdruzené normalni rozdéleni a piesnost predikce se nezhorsi, protoze podminéna
stfedni hodnota je linedrni funkei podminky:.
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3 Regresni model

Maéame zavislou proménnou Z a nezavislé proménné X1, Xo, ..., Xi, které jsou reprezen-
tovany ndhodnym vektorem X = (X7, Xo, ..., Xi)'. Z, Xj, Xs, ..., X} jsou ndhodné veliciny
na pravdépodobnostnim prostoru (£2,.4, P). Cilem regresniho modelu je predikovat Z po-
moci Xy, Xs, ..., Xj.

3.1 Regresni funkce
Z véty (2.1) plyne, ze zavislost Z na X nejlépe vystihuje regresni funkce:

< :g(X,B) = E(Z|X:X)>

kde x = (z1,...,x) je vektor nezdvisle proménnych (hodnoty slozek ndhodného vek-
toru X), z je zavisle proménnd (hodnota ndhodné veliciny 7), 3 = (04, ..., Bx)’ je vektor
neznamych parametru, které se nazyvaji regresni koeficienty a F(Z|X = x) je podminénd
stfedni hodnota.

K tomu, abychom mohli odhadnout regresni koeficienty (3;, zavedeme nejprve veli¢inu,
ktera se nazyva rezidudlni soucet ctvercu a je tvaru:

S = 2?:1[21' - g(X>/8)]2'

Tuto veli¢inu minimalizujeme a ziskdme tak odhady regresnich koeficientu. Tato metoda
se nazyva metoda nejmensich c¢tverci.

3.2 Linearni regresni model

Mame ndhodné veliciny Z, X1, ..., X;. Pro ndhodné veliciny X, ..., X}, jsou dany jejich
pevné hodnoty X; = x1,..., Xy = x. Predpokladame, ze zavislost Z na X je linearni
(vzhledem k regresnim koeficientum). Uvazovany model lze tedy zapsat ve tvaru:

Z = hhXq+ B2 X+ ...+ B Xy + 0,
kde ¢ je ndhodnd chyba (ndhodnd velicina).
Je dano n pozorovani velicin Z, X, ..., Xj:
Zy = biwyy + Bozia + .o+ Grix + 01

Zy = P1To1 + Poog + ... + Brxok + 0o

Zi = Pz + Poxio + ... + Berik + 0;

Zn = ﬁlxnl + ﬁanQ + ...+ ﬁkxnk + 5n>

kde Z; je i-té pozorovani nahodné veli¢iny Z, x;; je i-té pozorovani j-té slozky nahodného
vektoru X, 9; je nahodné chyba i-tého pozorovani.
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Zavedeme maticové oznaceni a dostaneme Z = (Zy, Z, ..., Z,)" (tzv. vektor odezvy),
vektor neznamych regresnich koeficientu 8 = (4, ..., k), vektor ndhodnych chyb § =
(01,...,0,) a matici typu n X k danych realnych ¢isel:

11 T12 ... Tk

To1 T22 ... X2k
X =

Int Tp2 .. Tpk

Pro ndhodné chyby  predpokladame:
1. E(d) =0, tzn., ze chyby J; jsou nesystematické,
2. var(8) = o1,

e D§, = Dby = --- = D6, = o2, tzn., Ze rozptyly chyb jsou homogenni a o? je
rovnéz neznamy parametr,

e cov(d;,6;) = 0,i # j, tzn., ze chyby jsou nekorelované.

Déle pozadujeme, aby X méla linedrné nezéavislé sloupce a predpokladdme k£ < n.
Potom dostaneme h(X) = k (model pak nazyvame linedrni regresni model plné hodnosti)
a matici X’X méme regularni.

Linearni regresni model v maticovém tvaru je:
Z=Xp3+9.
Kdyz si uvédomime, ze vektor X3 je nendhodny, snadno vyvodime dusledky:
o EZ =Xj
e varZ = o’

Regresni parametry (1, ..., 0k se odhaduji metodou nejmensich ¢tvercu, tzn. minima-
lizujeme jiz zminény rezidudlni soucet ¢tvercu jakozto funkci 3. Tyto odhady oznac¢ime
B = (ﬁl, e ,ﬁk) Resfme tedy problém:

S = 252 66 = (Z—-XB)(Z—XB) — min.

Upravami dostaneme:
S=7'7—BX'7Z—7ZXB+BXXB =277 28X'Z + BX'XS,
protoze 3'X'Z je matice typu (1,1), neboli skaldr a jeji transpozice (3'X'Z)~! = Z'X3

je stejny skalar.
Hledany odhad musi splnovat:

= —9X'Z +2X'XB8 = 0,

op '8

protoze hleddme minimum funkce S, tedy S derivujeme a polozime derivaci rovnu nule.
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Z posledniho uvedeného vztahu dostaneme rovnice:
X'X3 =X'Z,

které se nazyvaji normdlni rovnice metody nejmensich ¢tvercu a muzeme je vynasobit
vyrazem (X'X)™!, protoze (X'X) je reguldrni a tedy existuje inverze. Dostaneme:

B =(X'X)"'X'Z.

Odhad i-tého pozorovani nahodné veliciny Z je potom tvaru:
k
Zi = Zﬁjl’ij, 1= 1,...,77,.
j=1

Dostali jsme linedrn{ regresni model plné hodnosti, kde odhad tvaru 8 = (X'X)"1X'Z
vyhovuje soustavé normélnich rovnic X'X8 = X'Z.

Z vypoctu stfedni hodnoty EB:
EB = FE((X'X)"'X'Z) = (X'X)"'X'EZ = (X'X)"'X'X3 =7
vidime, ze 3 je nestrannym odhadem B. Jesté vyjadifme UM’(B):
var(B) = var(X'X)'X'Z) = (X'X) "' X'var(Z)[(X'X) "X

= (X'X) ' X' (¢’ DX (X'X) ! = 2 (X'X) ' X'X(X'X) ! = *(X'X) L.

Rezidudln{ soucet Ctvercti mizeme zapsat ve tvaru S (B) = (Z — XB)(Z — XB) =
S (Zi — 2521 Bjzii)* a S(B) oznacime S.. Pro S, plati:

(i) Se = Z/(I—-H)Z = ZZMZ, kde H = X/(X’X)~'X je matice projekce na M (X),
M = I — H je matice projekce na M(X)+; M(X) je linedrn{ prostor generovany
sloupci matice X.

(ii) H a M jsou idempotentni, h(H) = k, h(M) =n — k.

(i) S, =2Z'Z—-ZZ=3" 723" 72

(iv) S, =2Z'Z — BX'Z =7Z'Z — 3a, kde a = X'Z je pravé strana normdlnich rovnic.
Uvedené vztahy muzeme dokédzat nasledovné:

(i) H = X(X'X)" X', pak
H? = (X(X'X)"IX")(X(X'X)™'X’) = H, tedy H je idempotentni,
M?=(I-H/OI-H)=I-H-H+H?=1-H=DM, tedy M je idempotentni.

Protoze H je idempotentni, potom
h(H) =Tr(H) = Tr(X(X'X)'X) = Tr(X'X(X'X)™ ) =Tr(I;) =k a

h(M) = Tr(M) = n — k.
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(i) (Z—XB)(Z-XB) = (Z - X(X'X)"'X'Z)(Z - X(X'X)'X'Z) = (Z—-HZ) (Z -
HZ)=7Z'(1-H)(I1-H)Z = ZM?Z = ZZMZ, protoze M je idempotentni.

(i) S.=2Z'(1-H)Z=22-2ZHZ=7'7—-2ZHHZ =77 - (HZ)HZ = Z'Z - 7'Z,
protoze HZ = X(X'X)'X'Z = X3 = Z

(iv) S, =ZMZ =2Z'72—-7HZ =772 -7XB=77—-BX'Y, tedlya=X7Z. O

Nestrannym odhadem o? je veli¢ina s = n—ikSe. Uvedenou vlastnost dokézeme vypoctem
stfedni hodnoty:

E(S.) = E(ZMZ) = E(Tr(Z'MZ)) = E[Tr(Z — EZ')M(Z — EZ),
protoze
ME(Z) = (I - X(X'X)"'X)(X3) = (X - X(X'X)"'X'X)8 = 08 = 0.
Potom
E(S.) = E[Tr(Z — EZ)(Z — EZYM)| = Tr[E(Z — EZ)(Z — EZ)'M|,

protoze

E(86") = var(d) = var(Z),

dostaneme
E(S,) = Tr(var(Z)M) = Tr[(c*I)M] = o*Tr(M) = o*(n — k).

Z uvedeného vztahu vidime, ze

n—kse):n—k

Miru kvality linedrni predikce vyjadiujeme velicinou R?, kterd se nazyva koeficient
determinace a je dana vztahem:

kde S, je rezidudln{ soucet ¢tverct a Sy = Y .» (Z; — Z)? je tzv. celkovy (totdlni) soucet

Ctverci.
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4 Prostorova data

4.1 NAahodny proces a jeho charakteristiky

Teorie ndhodnych procesu popisuje realné prirodni, technické a jiné procesy, které
maji ndhodny charakter. Stochasticky proces je zobecnénim pojmu ndhodné velic¢iny a
pii jeho definici vychdzime z pravdépodobnostniho prostoru (2,4, P), kde Q je dana.
Pfi studovani ndhodnych procesu a ndhodnych poli uvazujeme navic neprazdnou mnozinu
parametru D, jeji prvky budeme znaéit s, s € D (resp. s indexy sy, So, ... apod).

Je-li Z(s) pro kazdé s € D nahodnou veli¢inou definovanou na pravdépodobnostnim
prostoru (2,4, P), potom systém Z = {Z(s)|s € D} nazyvame ndhodnym procesem.

Je-li D C R, casto interpretujeme s jako ¢as a mluvime o ndhodném procesu. Je-li
D c R?, mluvime o prostorovém nahodném procesu nebo o ndhodném poli a s mize byt
interpretovano jako ¢as nebo jako souradnice bodu v d-rozmérném prostoru.

Méme tedy ndhodny proces {Z(s)} pozorovany v jisté oblasti D C R? kterd md
kladny d-rozmérny objem, proto je Z(s) pro kazdy bod s € D ndhodnou veli¢inou defino-
vanou na pravdépodobnostnim prostoru (€2, 4, P). V této praci s chapeme jako prostorovy
index, ktery se spojité méni v oblasti D.

Jestlize pro kazdé s € D existuje stfedni hodnota ndhodné veliciny Z(s)

potom funkei p(s) nazveme stredni hodnotou nédhodného procesu {Z(s)}. O procesu
fekneme, ze je cetrovany, je-li jeho stfedni hodnota nulovéa (tj. kdyz E[Z(s)] = 0 pro
kazdé s € D).

Jestlize pro kazdé s € D existuje rozptyl ndhodné veli¢iny Z(s)

potom funkci o?(s) nazveme rozptylem ndhodného procesu {Z(s)}. Rozptyl ndhodného

procesu je stejné jako u nahodné veliciny nezaporna funkce a charakterizuje miru rozptyleni

jednotlivych realizaci kolem sttedni hodnoty. Z rozptylu dostaneme vztahem o(s) =
o2(s) smeérodatnou odchylku ndhodného procesu.

Uvedené charakteristiky nejsou pro popsani zakladnich vlastnosni ndhodného procesu
dostacujici. Zavedeme proto kovariancéni funkci nahodného procesu

C(s1,82) = cov(Z(s1), Z(s2)) = E{[Z(s1) — pu(s1)][Z (s2) — pu(s2)]}-

4.2 Stacionarita, kovariogram a variogram
4.2.1 Stacionarita

Jestlize kovariancni funkce zavisi pouze na rozdilu argumentu, tedy kdyz

C(s1,82) = C(s; —s3) pro vSechna sj,s5 € D,s; —sy; = h, (4.1)
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potom o procesu fikame, ze je kovariancné staciondrni. Kovariancni funkce je funkci

dvou proménnych, v nasem piipadeé si, sy a kovariancni funkce zavisejici pouze na rozdilu

argumentu je funkci jedné proménné, presto se znaé¢i stejnym pismenem C'. Kovarianéni

funkce zavisejici pouze na rozdilu argumentu se ¢asto znaci C'(h) a to vyplyva z toho, ze
C(Sl+h,81) :C(h), s € D.

O procesu muzeme Tici, ze je izotropicky staciondrni, pokud jeho kovarianéni funkce
C' zavisi pouze na délce h, tedy pokud

C(h) = C(nl),
kde ||h|| zna¢i Euklidovskou normu vektoru h.
Pokud je proces kovariancné stacionarni a ma konstantni stfedni hodnotu, tedy pokud
E(Z(s)) = p pro vsechna s €D,
mluvime o stacionarité druhého rddu.
4.2.2 Variogram
Predpokladame, ze
var(Z(s1) — Z(s2)) = 2y(s1 —s2) = 2y(h) pro vSechna s;,s0 € D a h=s; —s,.
(4.2)
Funkce 27v(h) se nazyva variogram (funkce v(h) semivariogram).
Pokud pro proces plati, ze mé konstantni stfedni hodnotu
E(Z(s+h)—Z(s))=0
a existuje jeho variogram
var(Z(s+h) — Z(s)) = 2y(h) pro kazdé s,s+heD,

potom je proces wnitrné staciondrni. Ze stacionarity druhého tadu plyne vnitini sta-
cionarita, opak ale neplati.

Pokud variogram 2v(h) zavisi pouze na délce h, tedy pokud 2v(s; — s3) = 27(h) =
2v(||h|]), kde ||h|| je Euklidovskd norma, potom se variogram nazyva izotropicky.

Veéta4.1. Variogram 2 je podminéné negativné definitni funkce, tedy splnuje podminku

Z Z a;a;2v(s; —s;) <0 (4.3)

i=1 j=1
pro kaZdou konec¢nou mnoZinu bodu {s; : 1 = 1,...,m} oblasti D a pro libovolnd redlnd
¢isla {a; - i=1,...,m}, takovd, Ze > ", a; = 0.
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Predchozi vétu dokdzeme nésledovné. Budeme predpokladat, ze {Z(s)} je vnitiné
stacionarni proces, s; a a; vyhovuji podminkam veéty. Potom dostaneme

{Z aiZ(si)} = —% { Zaiaj(Z(Si) — Z(sj))z} ,

i=1 i=1 j=1

protoze Y ", a; = 0. Aplikujeme-li na predchozi rovnost stfedni hodnotu

D aia2y(si —sg) = —2W(Z a; Z(si)) <0

i=1 j=1

a uvazime-li, ze rozptyl nahodné velic¢iny je nezaporny, dostaneme pozadované tvrzeni. [

4.2.3 Kovariogram a korelogram

Je-li proces kovarian¢éné stacionarni, potom funkce dand vztahem (4.1) se nazyva ko-
variogram a znaci se C(s; —ss) nebo C(h) (kovariogram tedy zna¢ime stejnym pismenem
jako funkei kovarianéni). Funkce

_ Ch)

kde C'(0) > 0, se nazyva korelogram (a je také zndma jako autokorelacni funkce). Tato
velicina byva uzivana pro analyzu casovych fad, pro diagnostikovani nestacionarity a
urceni typu stacionarni zavislosti, apod.

Kovariogram i korelogram jsou symetrické funkce, tedy C'(h) = C(—=h), p(h) = p(=h)
a p(0) =1 (coz je zndma vlastnost korelaéniho koeficientu). Kovariogram musi byt pozi-
tivné definitni, tedy musi spliovat

(4.4)

Z aiaJC(si — Sj) 2 0 (45)
i=1 j=1
pro néjaké pozorovani v bodech {s; : 1 =1,...,m} areédlna ¢isla {a; : i =1,...,m}.

Stejné jako variogram, muzeme kovariogram nazvat izotropickym, pokud zavisi pouze
na délce h.

4.3 Linearni modely se statisticky zavislou chybou

V kapitole 3 jsme predstavili model s homogennimi rozptyly. Nyni tento model opustime,
protoze u prostorovych dat obvykle neni var(Z) = ¢*I. Budeme stéle pracovat s daty

Z(s1),...,Z(syp), kterd jsou modelovana jako soubor ndhodnych veli¢in a model je stéle
tvaru:
k
Z(s) =Y Bxi(s)+6(s), se€DCR (4.6)
=1
kde {z; : l =1,...,k} je soubor k nendhodnych proménnych, které mohou (ale nemusi)

zaviset na umisténi v prostoru a é je chybovy proces, ktery ma nulovou stiedni hodnotu,
koneény rozptyl a muze byt (ale nemusi) prostorové korelovan.

Pozorovana data oznacujeme jako Z = (Z(s1), ..., Z(s,)) a model dany vztahem (4.6)
lze maticové zapsat:

Z=XB+34, (4.7)
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kde X je matice typu (n,k), jejiz (i,7)-ty prvek je z;(s;), B = (61,...,.0:) a 0 =
(5(51), . 3(50)

Déle budeme predpokladat, ze
E(Z)=Xpg (4.8)
a ze existuje varianéni matice procesu Z a oznacime ji
var(Z) = X, (4.9)
variancéni matice nezavisi na 3 a k < n.

Budeme hledat linearni odhad S3. Re}meme, 7e B je linedrnim odhadem vektoru 3,
jestlize existuje takova matice U, ., ze 3 = U'Z.

Véta 4.2. Linedrni odhad je nestranny tehdy a jen tehdy, plati-li

UX =1L (4.10)

Diikaz: Odhad B je nestranny tehdy a jen tehdy, je-li 8 = EB pro libovolny vektor 3.
Avsak rovnost 3 = E(UZ) = UE(Z) = UXg plati pro libovolny vektor 3 pravé tehdy,
plati-li vztah (4.10). O

7 (4.10) neplyne U = X!, protoze X za predpokladu n < k nenf ¢tvercova. B nazveme
nejlepsim nestrannym linedrnim odhadem (NNLO) vektoru 3, plati-li:

e (3 je linedrn{ odhad parametru 3;
e (3 je nestranny odhad parametru 3;
e je-li 3 jiny nestranny linedrni odhad 3, pak plati var3* — var@ > 0 (tzn. rozdil
uvedenych dvou varianénich matic musi byt matice pozitivné semidefinitni).
4.3.1 Model s plnou hodnosti

Véta 4.3. (Gaussova-Markovova) Je ddn model Z = X3 + &. Necht h(X) = k a necht
Y = wvar(Z) je reqguldrni. Potom NNLO pro (3 je roven

B =X X)'X'2"!Z (4.11)

a ma variancéni matici X
var@ = (X'Z71X) 7 (4.12)

Dukaz: Z predpokladu plyne, ze X je pozitivné definitni. Proto existuje matice >3 typu
n X n hodnosti k tak, ze X = E%(E%)’, kde X3 je regularni. Proto existuje (E%)_l a tuto
matici oznacime 2. Potom je h(3-2X) = k a plati, ze h(X'S'X) = h(X'T 287 2X) =
k, takze X'E7'X je regularni. Odhad (4.11) je linedrni. Je také nestranny, protoze

B=XT'X)'X'SEZ = (X'SIX)TIX'SIX3 = 3.
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Pokud je B8* néjaky jiny linedrni nestranny odhad. Potom je
varB = (X'L7'X)7', war@* = UL'U, cov(B, B*) = varf.
7 toho plyne, ze
0 < var(8* — ,3) = varB* — cov(,@’*,,@) — cov(,@, B*) + varB = varB3* —var@. O

Odhad 3 je odhad zobecnénou metodou nejmensich ¢tverct (generalized-least-squares
estimator), proto se tento odhad oznacije Bars.
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4.4 Priklady prostorovych dat

Soucasti této prace je programova implementace metody predstavené v kapitole 5, jeji
demonstrace bude predvedena na 3 prikladech. Piislusna data a jejich grafické znazornéni
budou uvedena v nasledujicim odstavci.

4.4.1 Simulovana data

Regresni rovina

Prvnim prikladem je regresni funkce Z = x + 2y + §, napoc¢itand pro x = y =
1:1:15 (hodnoty = a y jsou od 1 s krokem 1 do 15). Ziskané hodnoty Z jsou navic
zatizeny nahodnou chybou 8, coz je normalné rozdéleny chybovy proces s nulovou stredni
hodnotou a se smérodatnou odchylkou 0.2. V Matlabu takovyto proces zapiSeme jako
0 = normrnd(0,0.2,n,,n,), kde n, je velikost vektoru x a n, je velikost vektoru y.

Tabulka hodnot Z pro pripad roviny je na Obr.(1) a vykreslené hodnoty vidime na
Obr.(3).
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Obrézek 1: Data Z pro piipad regresni roviny

Obecnad linedrni regresni plocha

Druhym tesenym piikladem je regresni funkce Z = 3 cos(x) + 10sin(0.2y) + 9, kde je
opét x =y = 1:1:15 a data jsou opét zatizena chybou & = normrnd(0,0.2,n,,n,).
Tabulka hodnot Z pro pfipad zvinéné plochy je na Obr.(2). Napoc¢itané hodnoty jsem pro
lepsi viditelnost tvaru dat prolozila plochou - viz. Obr. (4).

- o S g N S—
1 | 12 | 13 | 15

2 3 1 ] ] | i |
1 S75R: 742 A7 a7ea N7l 1f 674 ggaiy A ?9?3: 7 0208 22299
1| 29/ Aa¥ smE 7B B30 91464 rass  ses12 3eE| 00291
3l 1113 24963 5318 6273 70173 46751 37215 1867 14383
a 1804 3865 52413 BEFES|  T.2713  7.309 59313 &0348] 33394 03823
5 15976 GBS 61494 9393 0pa% 107194 8843 74331 61373 24483
8 BE7I1  BEWI 01961 11477 120631 126541 10524 75742 4 1406
7| B2 eSS BT W0BsZ 142 121872 2487 115508 017 i 3763 &
1 33807 53636 GEfBA  7EME 9512 9. 9.1017| 46062
8 U578 2EAGE| 47035 Gded| T B0 2549
e/ 11612 28455 4558 58997 7 3458 7 dase 2743|
1 3 sS4 7092 pe0A | amm 96253 5 0765
12 BE0BS  BAO3  SE/03 1004 122471 123585 228 0 10712 e
13) 6305 B2933 01975 (1388 120073 124764 126637 8123
1] oS0 BO0234 7374 BEAZI|  9.48d7 | 108277 5253
15 18738 33608 45408 AL BB 7 B505| 32168

Obrézek 2: Data Z pro piipad obecné linearni regresni plochy
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Obrazek 3: Vykreslené hodnoty procesu Z pro pifpad regresni roviny

Obrézek 4: Vykreslené hodnoty procesu Z pro pifpad obecné linedrni regresni plochy
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4.4.2 Redlna data

Uhelny popel v Pensylvdnii (Coal-Ash Data)

Tento piiklad je prevzaty z [1]. Jde o hodnoty uhelného popelu namérené v Pen-
sylvanii. Vektor x = 1:1: 16 ay =1 :1: 23 s tim rozdilem, Ze tentokrat nemame
hodnotu Z naméfenou ve vsech bodech s = [z,y]. Body, ve kterych je znamd hodnota
Z jsou znazornény na Obr.(5). Hodnoty procesu Z jsou dany na Obr.(6)(tabulka vy-
jadiuje procentudlni hodnoty uhelného popelu v bodech s = [z, y]) a prostorové vykreslent

nameéfenych hodnot je na Obr.(7)
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Obréazek 6: Data Z pro pitklad o uhelném popelu (viz[1])
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Obrézek 7: Vykreslené hodnoty procesu Z pro data o uhelném popelu

Data uvedena v popsanych prikladech budou analyzovana v kapitolach 8,9 a 10.
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5 Kriging metoda

5.1 Univerzalni kriging model

Nejprve popiseme model, ktery se nazyva univerzdlni kriging. Budeme predpokladat,
ze jsou dana pozorovani usporadana do vektoru

Z= (Z(Sl)>"'>Z(Sn)),> (51)
pozorovani jsou provedeny ve znamych bodech
{s1,...,s,},s €D CR? (5.2)

a chceme z téchto dat predikovat hodnotu Z(sp). U tohoto modelu predpoklddame proces
Z(s) ve tvaru:

Z(s) = p(s) + 6(s),s € D, (5.3)

kde p(s) je stfedni hodnotou Z(s) a d(s) je nahodny korelovany chybovy proces. Tedy
u(s) je deterministickd slozka procesu Z, kterd popisuje tzv. large-scale variabilitu procesu
a &(s) popisuje smés tzv. smooth-scale variability, mikro-scale variability a chyb méreni.
O nahodném procesu d(s) budeme déale predpokladat, Zze ma nulovou stfedni hodnotu
(E(d(s)) = 0), je vnitiné staciondrni a m4 variogram 2-.

O stfedni hodnoté p(s) procesu Z dale predpoklddame, ze je linedrni kombinaci
znamych funkei fo(s),..., fp(s),s € D. Ackoliv kazdd f;(s) je psdna jako funkce polohy

s, uvazujeme i konstantni funkce.

Tedy model predpokladdme ve tvaru

p+1
Z(s) =Y fi-1(8)Bj-1 + 8(s), s€D, (5.4)
j=1
kde B = (Bo,...,3,) € RPT! je nezndmy vektor parametri, ktery chceme odhadnout a

4 je vnitiné stacionarni ndhodny proces s nulovou stfedni hodnotou a variogramem 2+.
Oznac¢ime-li

fo(s1) ... fp(sl) Bo d(s1)

folsa) - folsa) 8, 5(s,)

muzeme rovnici (5.4) prepsat do maticového tvaru
Z=XB+0, (5.5)
matice X je tedy typu (n,p+ 1), jejiz (¢, 7)-ty prvek je fi_i(s;).

Pomoci metody universalni kriging chceme nalézt nejlepsi linearni prediktor
Z*(s0) = > NiZ(s:) (5.6)
i=1
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procesu Z(s) v bodé s = sg. Hleddme tedy redlnd ¢isla Ay, ..., A, takova, aby stfedni
kvadraticka chyba predikce Z* v bodé sq

MSE(so) = E(Z*(s0) — Z(s0))? = E <Z(s0) - Z AZ-Z(sZ-)> (5.7)

byla minimalni. Navic pozadujeme, aby tento odhad byl nestranny, tedy minimalizujeme
(5.7) za podminky
EZ*(sp) = EZ(sp). (5.8)

S ohledem na predchozi uvedené vztahy lze podminku (5.8) prepsat do tvaru:
p+1 n p+1

1(so) = Zﬁj—lfj—l(so) = Z Aip(si) = Z Ai Zﬁj—lfj—l(sz’)- (5.9)

Oznacime-li

A1 fo(so)
A= |.,x= : )
)\n fp(SO)
muzeme (5.9) prepsat do tvaru
X8 = VX8 (5.10)

Z podminky nestrannosti (5.8) prediktoru Z*(s) pak plyne, ze (5.10) musi platit pro
kazdé B € R a tedy ze (5.10) plyne x = X'A. Kdyz mnozinald = {\ € R" : x = X'A}
je neprazdnd, potom univerzalni kriging estimator Z* muze byt nalezen minimalizaci
stfedni ¢tvercové chyby (5.7) za podminky, ze A € U.

5.2 Kriging odhady

Chceme predikovat hodnotu procesu Z v bodé sy a pomoci zavedeného oznaceni
dostaneme pro Z(sg) vztah

Z(s0) = p(so) +d(so) = x'B + d(so). (5.11)

Nejlepsi linedrni nestranny prediktor, ktery jsme oznacili Z*, minimalizuje (5.7) po-
moci Ay, ..., A, za podminky A’'X = x’. Privlastek univerzalni uzil poprvé Matheron(1969),
aby zduraznil nestrannost prediktoru, ackoliv u(s) je neznamou linedrni kombinaci zndmych
funkci. Po zavedeni Lagrangeovych multiplikdtoru je minimalizovdna funkce

p+1

E <Z(So) — Z )\ZZ(SZ)> -2 Z mj_l { )\ifj_l(si) — fj—l(SO)} (512)

s ohledem na Ay, ..., A, a my,...,m,, kde my,...,m, jsou Lagrangeovy multiplikdtory,

které zaruci splnéni podminky A’'X = x’. Nyni budeme predpoklddat, ze fy(s) = 1, coz
zaruci, ze Y. A =1 (jedna z podminek nestrannosti).
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Z rovnic (5.5), (5.11), (5.6) a uzitim vztahu )" ; A; = 1 dostaneme

<Z(So) — Z )\ZZ(SZ)> = <X,,8 + (S(So) — A,XB — Z )\Z(S(SZ)>

= <5(s0) — Z )\ié(si)>

:—anzn:)\i)\j(é(s 7 SJ —l—QZ)\ ))2

(5.13)
Déle predpokladame, ze
27(h) = var(Z(s+h) — Z(s)). (5.14)
Funkei (5.12), kterou mame minimalizovat, dostaneme ve tvaru
n n p+1
—ZZ)\MJ’Y(&' +QZ>\N So — 8 —Qng 1{Z>\ fia( fj—l(SO)}'
i=1 j=1
(5.15)
Pii odvozeni téchto rovnic jsme predpokladali, ze fy(s) = 1, v piipadé, ze zadnd z
{fi=1(s) : 5 =1,...,p+1} neni identicky rovna 1, potom minimalizovani (5.7) v zavislosti
na X'X = x’ nemusi byt dosazeno minimalizovanim (5.15).
5.2.1 Rovnice univerzalniho krigingu
Vztah (5.15) derivujeme podle promeénnych Ay, ..., Ay, mo, ..., m, a vysledek polozime
roven 0, potom optimalni vahy ziskdme z rovnice
Av =I5y, (5.16)
kde
AU = (Al,...,)\n,mo,...,mp)', (517)
Yu = (’Y(SO - 51)7 s 77(50 - Sn)> 17.f1(SO)7 s >fp(SO)), (518)

a Iy je symetrickd matice typu (n+p+1) x (n+p+1)

v(si—sj), i=1,....n;5=1...,n,
IF'v=< fimin(si), i=1,...;n5j=n+1,....n+p+1, (5.19)
0, 2=n+1,....n+p+1;75=n+1,...,.n+p+1,

kde fy = 1. A tedy koeficienty A jsou déany vztahem
N={v+XXT'X) x—- XT 'y} (5.20)

m' = —(x—XT" 'y) (XT_1X)_1
kde v = (7v(sg — s1),-..,7(so —sn)) a I' je matice typu n x n, jejiz (i,7)-ty prvek je
(si —s;), tedy
Sl - 52) SR 7(51 - Sn)

ﬂ
Il

—s1) Y(sn - S9) . 'y(.O)

31



Dosud jsme predpokladali, ze proces Z je vnitiné stacionarni. Nyni predpoklad vnitini
stacionarity zesilime a odhady upravime pro proces, ktery je stacionarni druhého radu.
Pro takovy proces je definovan jeho kovariogram C(h) = cov(Z(s + h), Z(s)). Rovnice
analogickd rovnici (5.16) je rovnice

()\1, c. >>\n> —MmMo, ..., —mp)' = E(}lCU,
kde ¢y = (C(s1 — 80),---,C(sn — 50), fo(S0), f1(80), fp(s0))" @ Xy je symetrickd matice
typu (n+p+1)x (n+p+1)

C(si—sj), i=1,....n5=1,...,n,
Su=4 ficizn(si), i=1,...,n;j=n+1,....n+p+1,
0, 2=n+1,....n+p+1;5=n+1,...,;n+p+1,

a jiz nevyzadujeme, aby fo = 1.
Koeficienty A minimalizujici (5.15) jsou dany (viz [1]) vztahem
N={c+XXC'X)'(x-XCle)})C,
kde ¢ = (C(s; —sp),-..,C(s, —sp))" a matice C je matice typu n x n, kde

C(0) C(sg—s2) ... C(s1—sp)
C= : : :
C(sp,—s1) C(s,—s2) ... C(0)

Navic
m' = (x - X'Cle))(X'C'X)™

5.2.2 Kriging rozptyl a intervaly predikce
Kriging rozptyl (predikéni rozptyl, minimalni stfedni kvadraticka chyba predikce) je

o3(so) = min MSE(sp)

p+1

=Xy = Zm so— i)+ > my_1fj1(s0) (5.21)

Jj=1
=~'T" ’)’—(X—XF IY(X'T'X)Hx — X' T 1y).

Kromé toho,
n

o7 (s0) =2 Aiy(so — s1) Z Z Ay (si — s;) (5.22)

=1 =1 j=1

Pokud je proces Z stacionarni druhého fadu a jeho kovariogram existuje, potom kriging
rozptyl muzeme vyjadrit jako

p+1

O'k(S() Z)\CSO_SZ —|—ij 1fj 150
:C()—CC c+(x—XC c)(X'C'X) Hx - X'Cte)
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a také
n n

o2(sg) = C(0) — 2 Z AC(so— i)+ Y AN C(si —s))

i=1 j=1

Z rovnic (5.6), (5.16) a (5.21) sestrojime asymptoticky predikéni interval
A= (Z"(s0) — u0.9750%(S0), Z"(S0) + 10.9750%(S0)),

ktery je 95% interval predikce pro Z(sp).

5.2.3 Odhad stiedni hodnoty

Jesté ndm zbyva odhadnout koeficienty 8 z rovnice (5.4). Z (5.5) vidime, ze data Z vy-
hovuji obecnému linedrnimu modelu, kde E(Z) = X3 a var(Z) = C. Odhad zobecnénou
metodou nejmencich ¢tvercu je tedy

Bers = (X'C'X)7'X'C'Z (5.23)
a hodnota procesu Z v bodé sy je dana vztahem

Z¥(so) = Z'\ = c/C'Z + (x — X'C'e) Bars. (5.24)

5.3 Dalsi kriging modely

Kriging modelu existuje celd rada. Tyto modely se vétsinou lisi predpokladem tvaru
stfedni hodnoty procesu nebo v pozadavcich na stacionaritu. Mezi nejzédkladnéjsi kriging

yyyyy

ordinary kriging, robustni kriging apod.

5.3.1 Ordinarni kriging

Pii ordinarnim krigingu predpoklddame opét model ve tvaru
Z(s)=pu+46(s), seD,

ale tentokrat mame p € R neznamou. Prediktor ocekdvame ve tvaru

n

Z*(s0) = > NiZ(sy), Z A = 1.

i=1

Druhd podminka zarucuje nestrannost prediktoru, tzn. E(Z*(sg)) = p = E(Z(so)).

5.3.2 Simple kriging

V pripadé, ze sttedni hodnota u(s) = EZ(s) je znaméd, pak mluvime o prosté metodé
kriging (simple kriging). U tohoto modelu se nevyzaduje, aby > ;A = 1. V tomto
pripadé je zndmy vektor 3 a vzorec pro predikei Z(sg) prostou metodou kriging lze zapsat

ve tvaru
Z*(sg) = c'C'Z + (x — X'Cle)B.
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6 Odhad variogramu

Pokud prakticky aplikujeme kriging metodu, setkdvame se s problémem, Ze nezname
kovariogram C nebo variogram 2+(h) procesu Z. Potom potifebujeme nalézt kvalitni
odhad C nebo 24(h), coz je obtizny kol protoze obvykle nelze chybovy proces § piimo
pozorovat. Potom se k odhadu kovariogramu nebo variogramu chybového procesu é uziva
néjakych specifickych rysi uvazovaného modelu. Casto se vychézi z predpokladu izotropie
a skutecnosti, ze funkce p je v néjakém sméru konstantni apod.

P1i popisu korelovanosti sledovaného procesu Z dame ptrednost variogramu pied ko-
variogramem, protoze tiida procesu druhého radu staciondrnich je zahrnuta mezi vnitiné
stacionarnimi procesy. Variogram budeme odhadovat za predpokladu, ze sledovany proces
je vnitiné stacionarni.

6.1 Klasicky odhad variogramu

Jednou z moznosti, jak odhadnout kovarianéni strukturu procesu, je vyuzit klasicky
odhad variogramu. Klasicky odhad, ktery navrhl Matheron (1962), je ddn vztahem

N(h)

2j(h) =

kde N(h) = {(s;,sj) :si —s; =h; i,j =1,2,...,n} a |[N(h)| je pocet prvku v mnoziné
N (h). Tento odhad je nestranny, ale je znacné ovlivnény atypickymi pozorovanimi, protoze
ve scitanci (6.1) se vyskytuje vyraz (-)%. Atypickd pozorovdni mohou znacéné zkreslit
vysledny odhadovany variogram.

6.2 Robustni odhady variogramu

Praveé z toho duvodu, ze klasicky odhad je velmi citlivy na odlehla pozorovani, navrhli
Cressie a Hawkins (viz.[3]) dvé varianty robustniho odhadu variogramu. Prvnf je tvaru

[T Zowemy 1 Z(s1) — Z(s5)]2]*

0.457 + (¥,

27(h) =

Druhéa varianta je zalozena na medidanu a prislusny odhad mé pii asymptotické korekci
vychyleni tvar

1
(med{|Z(s;) — Z(s;)|2 : (si — ;) € N(h)}]*
0.457 '
Robustni varianty davaji mnohem kvalitnéjsi odhady nez klasicky odhad, coz lze ovérit

v praxi nebo pomoci simulaci. Robustni varianty odhadu a klasicky odhad se souhrnné
oznacuji jako empirickeé.

27(h) =

6.3 Zakladni typy modelovych variogramu

Varioram 2y(h) je podminéné negativné definitni funkce (viz. (4.3)). Proto i na odhad
variogramu klademe pozadavek, aby byl podminéné negativné definitni. Potom za predpo-
kladu, ze sledovany proces je izotropicky, muzeme popsat zdkladni typy modelovych vario-
gramu a jim odpovidajicich semivariogramu 7 (h), které tomuto pozadavku vyhovuji a
zaroven maji pti praktickych aplikacich nejcastéjsi uplatnéni.
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Linearni model pro d > 1:

0, h=0
h — 7 7
0= 0l o
kde ¢g > 0 a b > 0 jsou parametry. Na Obr. 8 jsou vykresleny linearni modely

pro ruzné hodnoty parametru cq a b, aby bylo viditelné, jak volba parametru muze
ovlivnit model.

Sféricky model pro 1 < d < 3:
0, h=0,
v(h) =4 co+c {3”h” LB 0 < b < a.,
co+co, || 2 as,

kde cg > 0,¢cs > 0 a as > 0 jsou parametry. Na Obr. 9 opét muzeme pozorovat vliv
volby parametru na tvar sférického modelu.

Exponencidlni model pro d > 1:

0, h=0,
Wm:{@+qkwm%%m,h%a

kde ¢g > 0,c. > 0 aa. > 0 jsou parametry. Na Obr. 10 jsou nakresleny exponencialni
modely pro ruzné hodnoty parametru cg, c. a ae.

Raciondlni kvadraticky model pro d > 1:

0, h=0,
ORE T

IIhII2 ’

kde ¢y > 0,¢. > 0 a a, > 0 jsou parametry. Na Obr. 11 jsou znazornény racionalni
kvadratické modely pro ruzné hodnoty ¢y, ¢, a a,.

Mocninny model pro d > 1:

0, h=0
h — 7 7
=105 w0
kde ¢y > 0,b,, > 0 a 0 < X\ < 2 jsou parametry. VIiv volby parametru ¢, b,, a A na
mocninny model je zviditelnén na Obr.12.

Vlnovy model pro d > 1:
() 0, h=0,
Y = sin( 1l
co+cufl —a, 5y h#0,

kde ¢g > 0, ¢, > 0 a a, > 0 jsou parametry. Na Obr. 13 jsou vlnové modely
pro ruzné hodnoty parametru cg, ¢, a y.

Prislusny odhad semivariogramu dostaneme tak, ze prolozime néktery z vybranych

modelu empirickym variogramem vhodnou statistickou procedurou. Casto se pro odhad
parametru uvedenych teoretickych modelu pouziva nelinearni metoda nejmensich étvercu.
Dalsi moznosti je postupné volit parametry zakladnich typu modelu a takto vzniklé mode-
ly vizualné porovnavat s empirickym odhadem.

Pokud tedy k prikladu sestrojime néktery z empirickych odhadu, potom z ného muzeme

odhadnout parametry néjakého ze zédkladnich modeli. V mé implementaci pouzivam kla-
sicky odhad variogramu a vSechny typy uvedenych zdkladnich modelovych variogramu.
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Obrézek 8: Linearni model pro rtizné hodnoty parametrii cg a b

cp=t.c,=1a,=1
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Obrazek 9: Sféricky model pro riizné hodnoty parametrii cg, ¢s a ag
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Obrazek 10: Exponencidlni model pro riizné hodnoty parametrii cg, c. a a.
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0 r r
10
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Obrazek 11: Raciondlni kvadraticky model pro riizné hodnoty parametrii cg, ¢, a a,
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Obrézek 12: Mocninny model pro riizné hodnoty parametri cg, b, a A

10 I T T
c,=1.c,=1a,=1
9 ¢,=3.c¢c,=1a, =1 1
w w
8 cO=1,c =4,aW=1 1
cO=1,cW=1,aW=3
7 cO=2,c =6,a =4 n
w w
6 4
v
°I \/\/\
4r - @ @ O O
3 -
2/ 4
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Obrézek 13: Vinovy model pro riizné hodnoty parametrii ¢, ¢y a Gy
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6.4 Jiny pristup k modelovani variogramu
Jiny piistup k modelovéni variogramu je popsén v ¢lanku [2].

Definice 6.1. Rekneme, ze redlnd funkce g(h),h € R? je pripustnij variogram, jestlize
e g(h) je spojita v R? s pifpadnou vyjimkou pocatku,

(h)
e g(h) je nezéapornd, tedy g(h) > 0 pro viechna h € R¢,
e g(h) je symetricks, tedy g(h) = g(—h) pro véechna h € R¢,
(h)

e g(h) je podminéné negativné definitni funkce.

Ptipustny variogram g(h) muzeme ziskat pomoci funkce f(h), pokud f(h) je vhodna
pozitivné semidefinitni funkce, vztahem

kde ¢ je vhodna konstanta. Volbou f s uvedenymi vlastnostmi dostaneme specialni typy
variogramu.

Napiiklad pro d = 2 dostaneme piipustny model semivariogramu 27v(h), kde h =
(h1, hs) € R%, pomoci funkce

f(hy,he) = Z Z aj,i,cos(hit;, + hot;,),

Ji=—m1 jo=—mg

kde m; a mg jsou dand piirozend cisla, t;,,1;,,a;,5, jsou pro ji = —mi,...,mi;jo =
—Ma, ..., My vhodné redlné konstanty vyhovujici podmince

mi mo
E : E : Qg1 52 >0
Ji=—m1 je=—mg

Jejich doporucena volba vychézi ze simulaci (viz [2]). Vyhodou téchto modelu je, ze
umoznuji modifikovat odhad variogramu na redlna data a ze zahrnuji také tiidu model,
které nevychézeji z predpokladu izotropie.
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7

Popis programu

V této kapitole popisu program, ktery jsem vytvorila v programovém prostiedi
MATLAB. Program poéita odhady metodou kriging pro ptiklady uvedené v kapitole 4,
tedy pro regresni rovinu, obecnou linearni regresni plochu a Coal-Ash Data. Vysledky pro
jednotlivé priklady budou uvedeny v nasledujicich kapitoldch. Program se sklada z rady
funkci, se kterymi se nyni sezndmime. Nejprve popiseme funkce pro simulovana data.

7.1

Zadani vstupnich dat

Prvni funkei je funkce ”ZadaniVstupnichDat”. V tomto M-filu zadavame:

vektory z a y, které urcuji souradnice bodu, ke kterym u simulovanych dat dopoé¢itame
pomoci zadaného vztahu hodnoty sledovaného procesu;

soutadnice 0 a y0, ve kterych se mé odhadnout (piipadné predikovat) hodnota
procesu (tyto hodnoty lze ve funkci ” CelkovyOdhad” zménit nebo rozsitit na vektory
souradnic bodu predikee).

Pomoci zadanych x,y, 20, y0 funkce vypocita:

s0 = [z0,y0], coz je matice souradnic predikovanych bodi;

pp = size(z), cili p, je rozmer vektoru x (resp. y, protoze vektory x a y maji podle
zadani v pfipadé simulovanych dat stejny rozmeér ), p, = (pocet fadki, pocet sloupci);

n, je pocet ruznych x-ovych (y-ovych) souradnic;

Z vypocita hodnoty procesu, které by mohly byt teoreticky naméreny (zadokumen-
tovanim tadku volime mezi regresni rovinou a obecnou linearni regresni plochou,
kterd je linedrni kombinaci funkei sin a cos), zpusob zadani v MATLABu je na
Obr.14;

for i = L:nn
for j = l:nn
Z{i,3) =x(i)+2*y(J)s $%ROVINA

¥2 (1,7 (i)
end
end

Obrazek 14: Zpisob zadéni vypoctu hodnot Z

9 = normrnd(0,0.2, n,, n,) je normalné rozdéleny nahodny chybovy vektor s nulovou
stfedni hodnotou, se smérodatnou odchylkou 0.2 o rozmérech nn x nn;

Z8 = 7 + 9, kde ZS jsou hodnoty ziskané tak, ze teoreticky vypocitané hodnoty 72
zatizime ndhodnou chybou 6;

matici data = [xS,yS, ZSS|, kde sloupce xS a yS vyjadiuji vsechny mozné kombi-
nace prvku vektoru z a y a ZSS jsou k nim prislusné hodnoty ZS;
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o p = size(xS), ¢ili p = (pocet radku, pocet sloupcu) vektoru xS (a i yS, protoze
vektory xS a yS maji stejny rozmér);

e n = pocet ruznych bodu vzniklych kombinaci prvki vektoru z a vektoru y (n = n?);

e h je matice vzdélenosti jednotlivych bodu pozorovani, h je napoc¢itano Euklidovskou
metrikou (tedy jestlize mame body s; = [£51, yS1] a sg = [£Ss, ySs], potom h(sq, s9) =
V(2S1 — 252)% + (yS1 — yS»)?). Pifklad zépisu tohoto vypoctu je na Obr.(15).

for i = 1:n
for § = L:in
hii,3) = sqet((x5(i)-=5(3))*2 +{yS(i)-y5(71))1*2)+¢
end
end

Obrazek 15: Zépis vypoctu matice h v MATLABu

7.2 Funkce Mezikruzi

Funkce "Mezikruzi” prebira od funkce ”ZadaniVstupnichDat” hodnoty z.5,y.S, 20, y0,
p,m, data, ZSS a h. Pro vypocet odhadu variogramu v bodé s0 = [20,y0] pouzivany
klasicky odhad variogramu, ktery je dany vztahem (6.1), kde po¢itdme s mnozinou N (h).
Oblast pozorovani tedy potrebujeme rozdélit podle vzdalenosti bodu s = [xS, yS] od bodu
s0. Ve vztahu (6.1) je N(h) = {(si,;s;) : s —s; = h;4,j = 1,2,...,n}, v této funkci ale
oblast rozdélime pomoci kruznic tak, ze

Ni(h) = {(si,85) : [hpa|l < Isi —s5]| < [[hl;i,5 =1,2,...,n},

kde Ni(h) je k-té mezikruzi rozdélujici oblast.

V této funkci se zadava:

e PocKruznic, coz je konstanta udavajici pocet kruznic, kterymi chceme danou oblast
rozdeélit;

e MaxPolomer = maximalni vzdalenost od bodu s0 takova, ze pokud body lez v
kruznici k(s0, MaxPolomer), tak je jesté zahrneme do vypoctu.

Pomoci funkce ziskame:
e 1SS0, vektor vzdalenosti jednotlivych bodu s = [x.S,yS] od bodu s0;

e Krok = MaxPolomer/PocKruznic uddva krok, se kterym rozdélime uvazovanou
oblast;

o r = 0:Krok:MaxPolomer jsou poloméry kruznic, kterymi danou oblast rozdélime na
pozadovana mezikruzi;

e matici M, jejiz prvni tii sloupce jsou shodné s matici data a navic jsou pridany
sloupce vyjadiujici jednotlivd mezikruzi, hodnoty v téchto sloupcich jsou bud 1
nebo 0 podle toho, zda dany bod lezi v mezikruzi, ¢i nikoliv;

e ¢ = pocet sloupcu matice M, tedy g — 3 vyjadiuje pocet mezikruzi dané oblasti.

41



E 7 1 Besg 0 o i ] ol i
82 7 2 194 0, 0 1 0 0 0
1 7 3 132675 0 0 1 0 0 0
54 7 4] 149168 0 f] 0 0 0 0
5| 7 5 170034 0| 1] 0 o o 0
[_95 i 7| =) 15,3363 ol 1 i ol i 0
Ed 7| 7l 207991| 0 1 0 0 o 0
£l 7| 8 23185 0 1 0 0 0 0
==l 7 9 251002 0 1 0 i} 1] o
100 7 0 272108 0] 1 0] 0 0 0
101 7 11 288858 0 0 ! 0 0 0
102 7 12 307699 0/ ] 1 0] 0 0
103 g 13 329634 0| 0 1 0 0 0
104 7| 14 350082 0 0 i 1 i 0
os| il 15 36.9456 0 0 0 ! 0 0
106 8| 1 100257 0 o 1 o 0 0
07| 8l 2 121016 al 0 1] o) u) 0

Obrézek 16: Ukdzka, jak muze vypadat matice M

Na Obr.(16) je ¢ast matice M a tedy vidime, ze napiiklad bod s = [7,1] lezi ve
tfetim mezikruzi, bod s = [7,4] lez{ ve druhém mezikruzi, bod s = [7, 14] lezi ve ¢tvrtém
mezikruzi apod.

7.3 Klasicky odhad variogramu

Funkce ” KlasickyOdhadVariogramu” vypocéitava samoziejmé hodnoty klasického odhadu
variogramu v zavislosti na r. Z predchozich funkci si prebird hodnoty n,q, M, ZSS a
vystupem této funkce je:

e KvadratHodnotProcesu, ktery ve vztahu (6.1) vypocitd (Z(s;) — Z(s;))?, kde N (h) =
{(Si>sj) °S; — Sj S haZ>J = 1727' R >n}7

e Suma, ktera je souctem ziskanych hodnot KwvadratHodnotProcesu a dostaneme tak
> v (Z(si) — Z(s;))? ze vatahu (6.1);

e PocetPrvkulNH udéava, kolik bodu lezi v uvazovanych mezikruzich;

e KOV, coz jsou pravé hodnoty klasického odhadu variogramu v zavislosti na 7.

7.4 Zakladni typy modelovych variogramii

V kapitole 6 jsem uvedla 6 zédkladnich typu modelovych variogramu. Kazdy je imple-
mentovan jako samostatna funkce a k volbé modelu pristupujeme az ve funkci ” KrigingOd-
had”. Pomoci zakladnich typu modelovych variogramu ziskdme c a C, které jsou potiebné
pro vypocet (5.23) a (5.24). Vsechny funkce vyuzivaji hodnoty n,h, MazPolomer, hS0 z
predchozich funkci.

e Linearni model se vyuziva ve funkci ”LinearniOdhadVariogramu”. Vystupy této
funkce jsem oznacila GammaLM, GammaLMS0, kde GammaLMS0 se v nasledujici
funkci dosadi za ¢ a GammaLM za C. V této funkci je také potieba zadat hodnoty
parametru ¢y a b, které ziskame pomoci klasického odhadu variogramu.
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e Funkce ”SferickyOdhadVariogramu” opét vypocita hodnoty GammaSMS0 a Gam-
maSM, které lze postupné dosadit za ¢ a C', pomoci sférického modelu. Pomoci
klasického odhadu je zapotiebi odhadnout parametry ¢y, ¢s a as a zadat je do této
funkce.

e Vystupem funkce ” ExponencialniOdhadVariogramu” jsou proménné GammaEMS0
a GammaEM, které vyuzijeme ve funkci ”KrigingOdhad” za ¢ a C' a opét je nutné
dosadit parametry exponencidlniho modelu ¢q, ¢, a a,.

e Pro racionalni kvadraticky model mame funkci ” RacionalniKvadratickyOdhadVari-
ogramu”, diky které dostaneme hodnoty GammaRKM a GammaRKMS0. Parame-
try tohoto modelu jsou cg, ¢, a a, a je potieba je zadat v této funkci.

o GammaMM a GammaMDMS0 jsou vystupy funkce ”MocninnyOdhadVariogramu”.
Parametry mocninného modelu jsou cq, b, a A.

e VInovy model vyuziva funkce ” VlnovyOdhadVariogramu”, jejiz vystupy jsou Gam-
maVMS0 a GammaVM a zadavaji se zde parametry cp, ¢y a Q.

7.5 Kriging odhad

Vystupem funkce ”KrigingOdhad” je pozadovana predikce Z*(sg) dand vztahem (5.24).
Funkce z predeslych funkci vyuziva z0,y0,n, xS,yS, 2SS, Gamma, GammaS0, kde za
Gamma a GammaS0 se dosadi ptislusné veliciny podle volby typu modelu. Ve funkci je
také jesté nutno zadat X a x, kde

Jo(s1) oo fy(s1) Jo(so)
X=1 & =~ x=|

folsa) oo fol(sa) £,(s0)

podle kapitoly 5. Protoze v programu jiz x mame, jsou tyto proménné oznaceny F' a f.

7.6 Celkovy odhad

Pokud bychom chtéli predikovat pouze v bodé s0, vystacili bychom si s dosud uve-
denymi funkcemi. Funkce ” CelkovyOdhad” rozsiruje 0 a y0 na vektory a pouziva dosud
uvedené funkce v cyklu, dokud je nepouzije pro vSechny zadané body s0. Nakonec je ze
vSech Z*(sg) sestavena matice a je oznacena ZhvS.

U reédlného ptikladu je vypusténa simulacéni ¢ast. U redlnych dat se funkce, pres kterou
se zadavaji vstupni data nazyva ” CoalAshData” a rozdil oproti funkci ”ZadaniVstupnich-
Dat” je v tom, ze nemusime zadavat zadny vztah pro Z a ani nahodnou chybu §. Matice
data je zadana primo a je opét pro dalsi vypocty rozdélena na xS,yS a ZSS. Ostatni
funkce uvedené pro simulovand data se pouzivaji stejné i u dat Coal-Ash.

Moje programova implementace ma dvé varianty, pro simulovana a realna data, které
jsou ulozeny samostatné. CD prilozené k této praci obsahuje pravé tyto programy.
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8 Kriging metoda pro regresni rovinu

Prvnim ptikladem, ktery jsem fesila mym programem je piiklad regresni roviny predsta-
veny v kapitole 4. Po vyuziti funkei ”ZadaniVstupnichDat” a ”Mezikruzi”, jejichz po-
moci vytvorime hodnoty potiebné pro dalsi vypocty a uvazovanou oblast rozdélime na
mezikruzi, pouzijeme funkci ” KlasickyOdhad Variogramu”. Dostaneme hodnoty, ze kterych
odhadneme parametry zakladnich typu modelovych variogramu. V tomto pripadé nam
staci ziskat klasicky odhad variogramu pro jeden bod s0, odhadnout parametry zakladnich
modelu a tyto parametry potom vyuzit pro vSechny body predikce.

Na zakladé grafického prubéhu empirického odhadu variogramu byly vybrany nasledujici
parametry jednotlivych zakladnich typu modelovach variogramu:

e Linedrni model: ¢ = 1, b = 2;

Stéricky model: ¢g = 10, ¢, = 15 a as = 4;

e Exponencidlni model: ¢ =3,¢c. =7 a a. = 5;

Racionélni kvadraticky model: ¢ = 8,¢, =5 a a, = 3;
e Mocninny model: ¢y = 3,b,,, =2 a A = 1.§;
e Vlnovy model: ¢ = 1,¢, = 8 a a,, = 2.

Pro regresni rovinu a pro jednotlivé zakladni typy modeli provedeme odhad v 36-
ti bodech, které lezi uvnitt pozorované oblasti, jak je zndzornéno na Obr.17. Ve funkci
”CelkovyOdhad” tedy rozsitime xy a yo na vektory.

—® Body pozorovani
—* Body odhadu

.
®
..
.
o
°
0
.
.
.
°
1I0

10

Y, Y,

O 000 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 @

15

X, X,

Obréazek 17: Znazornéni bodil, ve kterjch zndme hodnoty procesu Z a bodi, ve kterych budeme
odhadovat Z*
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Jak je viditelné na Obr.17, body, ve kterych budeme odhadovat Z* se kryji s body, ke
kterym hodnotu Z zname. Je to z toho duvodu, abychom mohli pro kazdy typ zakladniho
modelu variogramu vypocitat rezidua vztahem r(s;) = Z(s;) — Z*(s;), kde s; = [x(7), y(7)].
Odhady Z* provadime pro x = y = 5 : 1 : 10. Na Obr.18 jsou pfipomenuty hodnoty ZS
pro regresni rovinu a je zvyraznéna oblast bodu, ke kterym odhadujeme Z*.

15,8608
19.8843
21.0734
22,0866
23.3565
23919

Obrazek 18: Znazornéni hodnot Z, které budeme srovnéavat s odhadnutymi hodnotami

8.1 Odhady regresni roviny
8.1.1 Linearni variogram

Pomoci linedrniho modelu ziskame Z*, které jsem v MATLABu oznacila jako ZhvSLM
(viz. Obr.19).

M ZmsM
File Edit “iew Graphics Debug Desktop Window Help

!;ﬁ ; EEE: 5 E"E' TI Stack:iEaz_—-. 4

| i 3 1 3 4 5 i &
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Obrazek 19: Hodnoty Z* ziskané pomoci linedrniho modelu variogramu

Vykreslené hodnoty Z* pro uvazované hodnoty a hodnoty pozorované jsou spolecné
vykresleny na Obr.20. Odhadnuté hodnoty jsou pro lepsi vizualizaci prolozeny plochou.

Jiz zminénda rezidua jsou pro linearni model v MATLABu oznacena reziduaL M a
jejich hodnoty jsou na Obr.21.

Stejné vypocty a vizualizace provedeme i provedeme i pro ostatni zakladni typy vari-
ogramu, proto uvedu pro nasledujici odhady pouze obrazky s popisky.
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Obrazek 20: Vykresleni hodnot Z* pro linedrni model variogramu
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Obrazek 21: Rezidua odpovidajicich si bodii pro linedrni model

8.1.2 Sféricky variogram
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Obrazek 22: Hodnoty Z* ziskané pomoci sférického modelu variogramu
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Obrazek 23: Rezidua odpovidajicich si bodt pro sféricky model
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Obrazek 24: Vykresleni hodnot Z* pro sféricky model variogramu
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8.1.3 Racionalni kvadraticky variogram
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Obrazek 25: Hodnoty Z* ziskané pomoci raciondlniho kvadratického modelu variogramu
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1 081197435187551 0. DA‘IE?TEHEQSHTEB' D 023995925842473 U 3917558?8945951' 00247?5588500358 0. 5721_4_55_07407557;
2| 0. 058851590814 0. 390664583758816) 0. 113300808767301| U 124498515201944 0. 25151?531339779' —D 0107661537 49261 |
_§__ D 025519077832929 | 0.1 119333123485359 DEIBEJ 5‘58915?583 B 18793?’9‘358?0522' 0. 47585509598‘119_2 0. 0521819258’29141I
4 , 0.491658485840808| 0. 096639425687 297 | 0.291314950996088, 0.086245540957179 0.211 123293804587 1025891 1768645934 |

5| 0.069667977228364 | -0.047221314549919) 0.036947906234995 "D"1'3ﬁ§g_3§$é18?9414‘ 0. 100452489656133] 0 516003904252194

5| 0.440329529362691 | 01337 08766E96EE4| -0.307897 037509076 0.201187447982605 0. 124137684737359) 3 2329694477 05456 e- 013:.

Obréazek 26: Rezidua odpovidajicich si bodu pro raciondlni kvadraticky model
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Obrazek 27: Vykresleni hodnot Z* pro racionalni kvadraticky model variogramu
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8.1.4 Exponenciilni variogram

[ ZhsEM
File Edit Viewr Graphics Debug Desktop Window Help
g 32 28 & - tm sicbas J

| 2 | 3 | 4 15 5 | B

:1 _'_ 15 0521 51 579?75885 1? 008830213038415 19 15521 852379555 20. 952054783072?94 23 14353951395T525 24 91 7539541 255354
3| 15 ?49832501545257 18 1438601 15244153 19.91626347724071  22.31 847394641817 | 23, 93454778389?05 26, 120955599937905
o ) 0277304421 5954| 18, 1532531 518?97 21 1523555338325 23237171 103292425' 251661 85542?83845 25 88559152992535
4 17 7:]08_34370292:19 20. 2257315@5379355: 22 31757851 1923487 24 37833091075223 . Ul3_7§?3545423338_22 8_57592305459844
| 19 2694512711 89' 21 39210 845379511
B

: 23 07325439782?96 24 91?’_9@5346274453 27 3201702426867 25.901291035454317
| 20.129915724364903  22.00035151031004) 23.66178386714377 25 884594452354257 27, 972918658260415  29.56347012600913

Obrazek 28: Hodnoty Z* ziskané pomoci exponencidlniho modelu variogramu

[ reziduatM
File Edit Wiew Graphics Debug Desktop “Window Help

R 2R & - s Stack:i-.n~ ]

1 BT e it | 3 I 4 | 5 B
1 D 0611974361 8??’63 0. 04677815251 2054 U 028995925842402 0. 391?}35878945652 o. 0247?558850034 0. 6721 4550?4[1?94
2| 0. 056861:':1908143982 i} 390664583788?84 D 1139008087 66232 | 0. 12&}936152021?8 0. 25161?531338532 i 018766183?49354
3| 0026619077832022 0.1 193331234864?? 0 098155891 6?5852' 0. 18?03?9968?8955 0. 4?6865096983944t 0. 062161 925830533

4+ D491658485840631 0.09GB39425867414 (0.291314950999163 0.086245540956902 0211 1123293803258 -0.258911768645735
5 -0.069657977228918 -0.047221314548099) 0.036947906235106  -0.130032691877734, 0.10045248085437|  0.516009904250733

8 0. 440329529382417' 0. 133?0875659‘5?53 0. 30789?’037907811 il 2D11E?447982BD4 D 12413?684735899 =1 385558334?321959 EI13

Obrazek 29: Rezidua odpovidajicich si boda pro exponencidlni model
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Obrazek 30: Vykresleni hodnot Z* pro exponencidlni model variogramu
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8.1.5 Mocninny variogram

ﬂ ZhwSMM

File Edit View Graphics Debug Desktop Window Help

g 1B 8B & !:_ = | 1@ | Siack| Bazs J

1 e - | 3 | 4 | e ' 3

1 | 15 052181 5?9775838 17 008830213038205 19. 18521852379552 20 952054783071588' 23 143539513961828 24 91753954126513

2| 15 749832501545175 18.1438601 1524443 19, 9152534??24035? 2. 3184?394541829. 23 93454??83897252 26, 120955599938172:

Bk 1?' 02773044215955' 19. 32531518791 53 21 152355588832‘5& 23.2371?1 153'29351 25 1_55185542?830211I 26. 5863 52992‘57[12:
9983 22 3175?861192 BOG 2437633

5 19, 25@55’1_2_?1__10591 21 39210004537675| 23.073254307628045 24 917985346275074. 27 320170242686796 28.001291035454552]

E| ED 1299157243647?’5 22 DDDSE151D3‘ID193 -23 EB1783867 143213 25 88459445.2355223 27 97291865026032 29 563470126008122)

Obrazek 31: Hodnoty Z* ziskané pomoci mocninného modelu variogramu

m reziduaMM
File Edit “iew Graphics Debug Desktop Window Help

g & E%m =] T_'_" T8 | Stack:] Bass

I 2 B | 4 |2 E =
1 D EIEH 19?43618??65 D 045??8152511?45 0. 028995925842413 o 391?658?8946?82 D 024??55885001 52. 0. 6?214550?407588
2] D 05686159081 4369 0. 390554583?88528 0. 113900808?5588 o 124498515201933 0. 25161753133577 | -D 0107661837 49606

3| D 0256190??832852 0. 11933312348?17 4 098155891 5759?2 0. 18?03?996859854 0. 4?5855095983912'_ a. 06215192583025
4 0.49165848584272 EI 096633425866726) 0. 291314}5_5059?9? 08524554095?222' 211123293804516 0.25091176E64604

5 -0.0B9BE7977 228966 0. 047221314548068 0.035947906235069 -0.130932591679123 0.100452409054945  -0.51B00990425097 1

6| 0.440329529352421| 0 133708?56896579| 0.307897037907207 0.201167447981923 -0, 12413?684?3585 -1.527666681884215e-013

Obrazek 32: Rezidua odpovidajicich si bod pro mocninny model
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Obrazek 33: Vykresleni hodnot Z* pro mocninny model variogramu
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8.1.6 VlInovy variogram

i
File Edit Wiew Graphics Debug Desktop Window Help

g & BB & I~ '8 | Staok] bass

1 | 2 | 3 | . | El

4
_1_ 15 0521518797?5885 1?' 00883021303?896 191652]8523795335 20 95206478307 2524 23 1435396139615

B
24. 91 7539641265606

| 15.749632501544963 16, 143850115244834 19.916263477243554| 22 318473946418134 23.934647763898806. 26 12095569993853

1? U_2_?_?3Q¢42159225 18. 153253181883956 21, 152355588832?5 23 23?_1?'11_0_3_292383 25 186185642?83834
1?' 710534970292 _20 225?316553??3_33 22 31?57851 19231?4 24,37633091076203 26 03?5?954542

Obrazek 34: Hodnoty Z* ziskané pomoci vlnového modelu variogramu

5: 19, 2504512710858 21 392100045385256| 23 073254307626205 24. 91?9653452?4265 27.32017024268739
6 20 129915?2436291 2. 0003515103105?6- 23 581?8386?14?924 25 88459‘445235425 2?’ G72918658262774)

28 B8662152992632)
27 85?59230545991 5
28. 901291035455465

29 5534?01 25[10938

] reziduavm
File Edit View Graphics Debug Deskkbop Window Help

ig 4 BBE & 5___' “ | tm | Sisck]Baze v |

1 2 | 3 | 4 | |

D 081 19?43818?919 -D 04877815251 1985 D 028995925842501 D 3917858?8945981 D 024775588500439“

2 | 0. 055851590813235 0. 390554583?88102 0. THBDDEHDE?‘EBD? o 124498515202132 0. 25151?531340145:
_§_:_D 026819077833256 D1193331 23482313 0. 098155891875983 0. 18?03?9968?102 -D 4?8888096984882;
0.491656455640521 D_ 0958_3942588?487 D 29131495099946 D 088245540957094 021 123293803155

4
5| -0.06965797722863| 0.047221314564179  0.03684790623476 -0.1309325916877542| -0.100452489856279
B

G |
-0. 6721 4550740?681-_
D 01 0755183?49951_'
D DB2161926520575
D 25891 1?58845?88:
0. 5’| 6509904251?35'

| o A40329529384262| 0.133708766696284 | 0. 30?89?037912159 0.201187447982811 -0.12413768473639 -4 3343106881366116-013

Obrazek 35: Rezidua odpovidajicich si bodi pro vinovy model
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Obrazek 36: Vykresleni hodnot Z* pro vlnovy model variogramu
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8.2 Srovnani vysledkt

Vliv volby zékladniho typu variogramu jsem chtéla zhodnotit pomoci rezidui, kritériem,
které dostaneme vztahem
> ot
(3

Vysledky tohoto vypoctu jsou na Obr.37. Jelikoz tyto hodnoty jsou skoro stejné pro
vsechny typy modeli, nemohu fici, ktery model by byl nejvhodnéjsi pro piipad regresni
roviny. Déle jsem chtéla znazornit jednotliva r; odpovidajicich si bodu pro vSechny zakladni
typy modelovych variogramu (viz. Obr.38), ale hodnoty rezidui jsou si tak blizké, ze se
vykreslené body prekryvaji i pii velmi malém métritku. Body jsou vykresleny barvou 'm’,
protoze to byla posledni zaddvand barva.

Model T
Linearni model 3.273388853173621
Sféricky model 2,273388853188223
Racionalni kvadraticky model 1.273388853179874
Mocninny model 2.273388853177787
Exponencialni model 2.27338885317607
Vinovy model 2,273388853183021

Obrazek 37: Vyhodnoceni pomoci reziduf
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Obrazek 38: Rezidua odpovidajicich si bodii pro véechny zakladni modely
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8.3 Zjemnéni r-ové a y-ové Skaly méritka souradnic odhadu

Vektory, ve kterych se mé odhadovat hodnota Z, lze zjemnit (2o = yo = 5: 0.25 : 10)
a ziskat tak hodnoty Z* v bodech, ve kterych nemame Z pozorované. Vzniklé plochy jsou
znazornény na Obr.39 - Obr.44.
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Obrazek 39: Hodnoty Z* ziskané pomoci linedrniho modelu variogramu pro zjemnéné vektory zo a 4o
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Obrézek 40: Hodnoty Z* ziskané pomoci sférického modelu variogramu pro zjemnéné vektory xo a yo
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Obrazek 41: Hodnoty Z* ziskané pomoci racionlniho kvadratického modelu variogramu pro zjemnéné
vektory g a yg

o4



50 |

| ‘ e'v /XD \X
%
‘I I < 't;::’f:“\i;o::‘ I‘
‘ NN
. ‘ I " 3 "’ 1!£»v"¢ 4‘v ‘
| |I | i W | ||
I Ii| Hl\i“i nlllH
10

ik Ili |‘
'% kl . |

N
o
Vi

7=__

gl

Obrézek 42: Hodnoty Z* ziskané pomoci exponencialniho modelu variogramu pro zjemnéné vektory
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Obrazek 43: Hodnoty Z* ziskané pomoci mocninného modelu variogramu pro zjemnéné vektory zg a
Yo
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Obrazek 44: Hodnoty Z* ziskané pomoci vlnového modelu variogramu pro zjemnéné vektory zg a 1o

Pomoci obrazku pro jemnéjsi méritko souradnic odhadu muzeme také zhodnotit vliv
vybéru modelového variogramu. Na Obr.41 je viditelné, ze raciondlni kvadraticky model
vykazuje nejvetsi vychyleni od o¢ekavanych hodnot tohoto ptikladu, zatimco jako nejlepsi
se jevi vlnovy a linedrni model (Obr.44 a Obr.39).
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9 Kriging metoda pro obecnou linearni regresni plochu

Druhym ptikladem je piiklad obecné linearni regresni plochy. Opét zavolame funkce
"ZadaniVstupnichDat” a” Mezikruzi” a pomoci funkce ” KlasickyOdhad Variogramu” dosta-
neme klasicky odhad variogramu v jednom bodé a pomoci tohoto odhadu uréime parame-
try zakladnich typu modelovych variogramu.

Odhadnuté parametry maji v tomto piikladé hodnoty:

e Linearni model: ¢y = 0.01, b = 0.025;

Sféricky model: ¢g = 0.1,¢, = 0.07 a a, = 4;

e Exponencidlni model: ¢ = 0.05,¢c. = 0.17 a a. = 2;

Racionélni kvadraticky model: ¢y = 0.015, ¢, = 0.05 a a, = 4;
e Mocninny model: ¢y = 0.012,5,, = 0.12 a A = 0.1;
e VInovy model: ¢ = 0.01,¢, = 0.2 a a,, = 2.

Pro obecnou linedrni regresni plochu a pro jednotlivé zdkladni typy modelu provedeme
odhad v 25-ti bodech, které lezi uvniti pozorované oblasti, jak je zndzornéno na Obr.45.
Ve funkci ” CelkovyOdhad” tedy rozsitime xg a yo na vektory.

© © 6 06 06 06 0 06 0 0 0 0 0 o
© © 06 06 06 06 06 06 0 0 0 0 o o
© ¢ 06 06 06 0 0 0 0 0 0 o o o
®© © ¢ 6 ¢ o6 o 0 o o 0o 0o o o
0 0 0 0 6 © - 0 -0 0 ¢ - © -0 0 O
© ©6 0 0 06 06 0 0 0 06 0 0 0 o
Y. Y, e o o o o e o o o o e o o o
®© 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 o0 o
®© © ¢ ¢ ¢ ¢ 6 6 © o o ¢ o o
5l 0 0 0. 0 © 0 0 0 -0 -0 0 © 0 -0
© © 06 06 06 06 0 0 0 06 0 0 0 o
© ¢ 06 06 06 06 06 06 06 06 0 0 o0 o
© © 06 06 0 0 0 0 0 0 0 0 o o
®© © ¢ ¢ ¢ o6 ¢ 0 © 0o 0o o o o
0 I I
0 5 10 15
X, X,

Obréazek 45: Znézornéni bodil, ve kterjch zndme hodnoty procesu Z a bodi, ve kterych budeme
odhadovat Z*
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Body, ve kterych budeme odhadovat Z* jsou tmyslné zvoleny tak, aby k nim exis-
tovala i hodnota pozorovana. Potom opét pomoci vztahu r(s;) = Z(s;) — Z*(s;), kde
si = [x(i),y(i)], vypocitame rezidua jednotlivych bodu pro ruzné zakladni typy mode-
lovych variogramu a pokusime se porovnat jednotlivé modely pravé pomoci téchto rezidui.
Odhady Z* provadime pro x =y =5:1:9. Na Obr.46 jsou pfipomenuty hodnoty ZS
pro zvlnénou plochu a je zvyraznéna oblast bodu, ke kterym odhadujeme Z*.

93877 9.9904 110.5887

14304 32006] .. 125828 38Rl
10.3674] 116283 42 12,3587
“TBOBT  BaE 94208 95006
58819 66509 ; 1 7.2579

Obrazek 46: Znazornéni hodnot Z, které budeme srovnéavat s odhadnutymi hodnotami

9.1 Kriging odhady
Nyni upravime podkapitoly oproti predchozi kapitole, abychom mohli lépe porovnat

jednotlivé modely.

9.1.1 Odhady Z* regresni funkce

Uvedeme tabulky hodnot Z* vsech 6-ti typt modelovych variogramu. Hodnoty Z* jsou
si pro odpovidajici body opét hodné blizké.

(EEDE
File Edit View Graphics Debug Desktop Winﬁew Help

iﬁ ;! Eaﬂ @ E" Tﬂ Stack{Baa—*

1 2 3 | 5

. 944389&5419‘83101 10 135853231525101 10.572345565435917 ) 11. 1654?1][]93105988 TDEE]MEEDZ?UEETEHB;

2J “ITEI-MS{EB?EHBEBEI 12 01?355459845134, 12.67501042665558. 12, B50147018979323 125202320?8851?[18

3| 1048431171771136 11 396819027186366 11 938946966535113] 12 403659474950866] 11.870499504147901)

ﬂ 5.03505704307649) 9.026152198657357, 9.220573953264404. 9.705705498790904,  9.180796717505478

5| 5.775250061129921 6.179201364825716| 7.237520749033342] 7.513767284700178] 6.903190030627 249

Obrazek 47: Hodnoty Z* ziskané pomoci linedrntho modelu variogramu
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Zh S5

File Edit “iew Graphics Debug Desktop Window Help
BE & ) N - 'ER | Stack:) E _l
1 | ¥ | 3 : 4 | 5

1 9.445834541903606] 10 136865231626297 | 10.572548066435004)  11.165470093113682 1060418027081 5107

2| 1161451631618387 12.017355469843235  1.2.675010426655537) 1.2 EEDM?MBB?BWB: 12.52023207886172|
3| 10.48431171771133) 11.396619027186388 1. 93894595553!1923 12.403669474350029) 11.870499504147 707

4, 8 DSEDB?’DBDBEEABE 9 D25152198555385__ g 2205?395325355_ 9. ?DE?DE&QB?BMZ: 9. 180?95?1?5D4?52|

§| B.775250061129975 . 179201364525702 7. 23_?52D?4_5D§31!:_35: % 513?8?284599535; B. 9D31BDDBD52?1 18

Obrazek 48: Hodnoty Z* ziskané pomoci sférického modelu variogramu

™ zhvsriov

File Edit \iew Graphics Debug Desktop Window Help

"E & Bz 8 =] =1 'H Stau:k:l-—J

T e T R W ry _ ; 5
! 1] 8 448894541983D53 10. 1358532315251?5 10. 5?23485554350?: 1. 1554?DD931D955i 10. EDMBDE?DB‘IESDd'
' 2| 11.614516916189732 12 D1?3554EBB43255 12, E?ED1D4255554?B 12, BA0147018978526 12, 52D232D?BBE1552
3 1_|_"_I_4E_|_11_311?1??11591: 11. 398819D2?18532 11. 938945955535105 12 403659474954493 11 B?D4995D414?9'
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Obréazek 49: Hodnoty Z* ziskané pomoci racionalnfho kvadratického modelu variogramu

™ ZhvSEM

File Edit Aiew Graphics Debug Desktop “Window Help

Eﬁ & B S -1 i Stack:l - |
== L 2 , 3 4 5 |
i1 9.4458_945_41982858 10. 135853231515543 10. 5?234855543599 1. 1554?DD931D9??5 10.604180270815197
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Obrazek 50: Hodnoty Z* ziskané pomoci exponencidlniho modelu variogramu
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File Edit “iew Graphics Debug Desktop Window Help

Eﬁ & B & N - 'E | Stack) J

1 2 _ E; | . 5 _
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Obrazek 51: Hodnoty Z* ziskané pomoci mocninného modelu variogramu
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File Edit “iew Graphics Debug Desktop Window Help

BB S - tw | seek|oee -

W P e B e e s T e B e
1' _9.4488945_4195351] 10.136863231626425| 10 57 2348565436343 11.165470093108588, 10 .604180270815125)

2| 11614516916169142 120173654508447| 12.676010420655446 12650147018576132] 12.620032017606167 1
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Obrazek 52: Hodnoty Z* ziskané pomoci vlnového modelu variogramu

9.1.2 Grafické znazornéni vysledku

Vypocitané hodnoty jsem opét pro lepsi znazornéni prolozila plochou a navic bylo
nutné zvolit vhodny tihel ndhledu.

Obrazek 53: Vykresleni hodnot Z* pro linedrni model variogramu
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Obrazek 54: Vykresleni hodnot Z* pro sféricky model variogramu
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Obrazek 55: Vykresleni hodnot Z* pro racionalni kvadraticky model variogramu
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Obréazek 57: Vykresleni hodnot Z* pro mocninny model variogramu
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Obrazek 58: Vykresleni hodnot Z* pro vlnovy model variogramu

9.1.3 Rezidudlni analyza

Jak je vidét na Obr.59 - Obr.64, hodnoty rezidui jsou si opét velmi blizké a opét se
nevydafilo vykresleni jednotlivych rezidui pro vSechny zakladni typy modelovych vari-
ogramu, protoze se body prekryvaji. U obecné linearni regresni funkce nelze stejné jako
u ptikladu regresni roviny fici, ktery zakladni typ modelového variogramu je pro tento
piiklad nejvhodnéjsi.
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Obrazek 59: Rezidua odpovidajicich si bodt pro linedrni model
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Obrazek 60: Rezidua odpovidajicich si bodt pro sféricky model
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Obréazek 61: Rezidua odpovidajicich si bodu pro raciondlni kvadraticky model

Obrazek 63: Rezidua odpovidajicich si bod# pro mocninny model
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Obrazek 62: Rezidua odpovidajicich si bodt pro exponencidlni model
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Obrazek 64: Rezidua odpovidajicich si bodt pro vinovy model

9.2 Zjemnéni méritek vektoru zy a yy

5 ]
0.32499501249867
0.17135603617 1888
0.26950107916522
0.276723142715731]

Vektory xg a 1o zjemnime na x0 = y0 = 5 : 0.5 : 9 a pokusime se posoudit vliv volby
modelu variogramu posoudit pro pripad zjemnénych vektoru.

Obrazek 65: Vykreslené plocha odhadii ziskanjch pomoci linedrniho modelu pro zjemnéné vektory x0

a y0
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Obrézek 66: Vykreslena plocha odhadii ziskanych pomoci sférického modelu pro zjemnéné vektory 0
a 40
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Obréazek 67: Vykreslend plocha odhadii ziskanych pomoci raciondlniho kvadratického modelu pro
zjemnéné vektory z0 a y0
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Obrézek 68: Vykreslens plocha odhadii ziskanych pomoci exponencidlniho modelu pro zjemnéné vektory
z0 a y0

Obrazek 69: Vykreslena plocha odhadt ziskanych pomoci mocninného modelu pro zjemnéné vektory
z0 a y0
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Obrazek 70: Vykreslens plocha odhadt ziskanych pomoci vlnového modelu pro zjemnéné vektory z0 a
40

Jak vidime (Obr.65 - Obr.70), pro obecnou linedrni regresni plochu nejsou odhady
v nepozorovanych bodech dobré a vykazuji velké rozptyly. Nejlepsimi se zdaji byt sféricky
a exponencialni model.
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10 Realny priklad pro Coal-Ash Data

Poslednim prikladem je ptiklad dat pro uhelny popel v Pensylvanii. Zavolame funkce
”CoalAshData” a ”Mezikruzi” a pomoci funkce ”KlasickyOdhadVariogramu” dostaneme
klasicky odhad variogramu v jednom bodé, pomoci néhoz odhadneme parametry zakladnich
typu modelovych variogramu.

Odhadnuté parametry maji v tomto piikladé hodnoty:

e Linedrni model: ¢y = 0.05, b = 0.002;

Sféricky model: ¢g = 0.01,¢, = 0.04 a a, = 5;

Racionélni kvadraticky model: ¢y = 0.015,¢, = 0.5 a a, = 0.1;

Mocninny model: ¢y = 0.003, b,, = 0.002 a A = 1.3;
e Exponencidlni model: ¢g = 0.05, ¢, = 0.02 a a, = 5;
e VInovy model: ¢y = 0.04,¢, = 0.6 a a,, = 2.

Pro tyto data a pro jednotlivé zédkladni typy modelu provedeme odhad v 49-ti bodech,
které lezi uvniti pozorované oblasti, jak je zndzornéno na Obr.(71). Ve funkei ” Celkovy-
Odhad” tedy rozsitime z( a yo na vektory.
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Obréazek 71: Znéazornéni bodil, ve kterjch zndme hodnoty procesu Z a bodi, ve kterych budeme
odhadovat Z*
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K bodum, ve kterych budeme odhadovat Z*, opét existuje i hodnota pozorovan4.
Opét budeme vysetfovat stav r(s;) = Z(s;) — Z*(s;), kde s; = [2(7), y(i)], tedy rezidua
jednotlivych bodu pro ruzné zakladni typy modelovych variogramu a pokusime se porov-
nat jednotlivé modely pravé pomoci téchto rezidui. Odhady Z* provadime prox =4:1:
10,y = 7:1:13. Na Obr.(72) jsou pripomety hodnoty ZS pro body, ve kterych budeme
predikovat Z*.
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Obrazek 72: Znazornéni hodnot Z, které budeme srovnavat s odhadnutymi hodnotami

10.1 Kriging odhady
10.1.1 Odhady regresni funkce

Uvedeme tabulky hodnot Z* vsech 6-ti typt modelovych variogramu. Hodnoty Z* jsou
si pro odpovidajici body opét hodné blizké.
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Obrazek 73: Hodnoty Z* ziskané pomoci linedrniho modelu variogramu
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Obrazek 74: Hodnoty Z* ziskané pomoci sférického modelu variogramu
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Obréazek 75: Hodnoty Z* ziskané pomoci raciondlniho kvadratického modelu variogramu

9.369999999999985 10.110000000000003
11.210000000000013 11.459995999999958
10.40999999999393 |
8.450000000000008
§.899993999999953

7.9

7
9.63000000000001|
10.520000000000004!
10.119999999399996!
9.399999939999995
9.480000000000011|
10.989999939999997
9.920000000000021|

™ ZhvSEM

File
B b ERE

Edit View Graphics Debug Desktop Window Help

é - Stack:l ]|

-

-~ m e w M-

Ei 11DDDDDDDDDDD14 11. 040000000000026
110, QEDDDDDDDDDDD12 10, 2BDDDDDDDDDDDDB

1 2 3 | 4 5

11.76000000000003 10.170000000000025,  9.370000000000022
5 ?BDDDDDDDDDDDZ 10.550000000000011] 11, 21DDDDDDDDDDD4
10. BBDDDDDDDDDDDM 13. D?DDDDDDDDDDDZE 11.000000000000021] 11. 61DDDDDDDDDDDS & QBDDDDDDDDDDDQE
10, DQDDDDDDDDDDDZ1 10, 4?DDDDDDDDDDD1B 8 ?BDDDDDDDDDDDDd g, 1BDDDDDDDDDDD18 10 ?DDDDDDDDDDDMB:
8. EBDDDDDDDDDDDDS 1. EBDDDDDDDDDDDDQ 10. 190000000000024 10. DJlDDDDDDDDDDDﬂ 9.2¢70000000000017 |
1. 1?DDDDDDDDDDD16. 9.4.6DDDDDIZIDDDDD1? 9.1EDDDDDDDDDDD.3 11, 1.SDDDDDDDDDDD19_. 9.28000000000002
5.390000000000017 | B.EdDDDDDDDDDDDDB: 8.1SDDDDDDDDDDDB:1? B.100000000000016|  10.13000000000001|

B |
10.110000000000024
11.460000000000017
10.410000000000018|

8.450000000000017|
8.900000000000006
5.070000000000022
7.960000000000025|

Obrézek 76: Hodnoty Z* ziskané pomoci exponencidlniho modelu variogramu
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Obrazek 77: Hodnoty Z* ziskané pomoci mocninného modelu variogramu
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10.1.2 Grafické znazornéni vysledka
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Obrazek 78: Hodnoty Z* ziskané pomoci vlnového modelu variogramu

Pro lepsi pruhlednost jsem vykreslila pouze hodnoty Z, ke kterym jsem pocitala Z*.
Hodnoty Z* jsem navic prolozila plochou a zvolila vhodnéjsi ithel pohledu.
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Obrazek 79: Vykresleni hodnot Z* pro linedrni model variogramu
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Obrazek 80: Vykresleni hodnot Z* pro sféricky model variogramu

Obrézek 81: Vykresleni hodnot Z* pro racionalni kvadraticky model variogramu
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Obrazek 82: Vykresleni hodnot Z* pro exponencidlni model variogramu

Obrazek 83: Vykresleni hodnot Z* pro mocninny model variogramu
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Obrazek 84: Vykresleni hodnot Z* pro vlnovy model variogramu

10.1.3 Rezidudlni analyza

Jak je vidét na Obr.85 - Obr.90, hodnoty rezidui jsou si opét velmi blizké a opét se

nevydarilo vykresleni jednotlivych rezidui pro vSechny zakladni typy modelovych vari-

ogramu.
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Obrazek 90: Rezidua odpovidajicich si bodii pro vinovy model

10.2 Srovnani vysledkii

Podle hodnot rezidui muzeme fici, ze se nepotvrdil vliv volby variogramu na predikci.
U realného prikladu ale dochazi k tomu, ze u nékterych odhadu vychézeji rezidua pouze
kladna (Obr.85), zdpornd (Obr. 88) nebo se znaménka rezidui stidaji (Obr. 87, Obr. 90).
U modelu, pro které rezidua stridaji znaménka, neni odhad systematicky nadhodnocen
nebo podhodnocen a tudiz by piisluSnému modelu méla byti dana prednost. U tohoto
prikladu by tedy bylo vhodné zvolit raciondlni kvadraticky nebo vlnovy model.
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10.3 Zjemnéni skaly méritka souradnic bodua predikce

Pro tdplnost uvedeme jesté obrazky pro zjemnéné vektory zg a yo a zhodnotit vliv
volby variogramu pomoci téchto obrazku. Vektory zg a 3o zjemnime na 0 =4 : 0.25 : 10
ay0="7:0.25: 14 dostaneme nasledujici obrazky.

Obrazek 91: Vykreslend plocha odhadi ziskanych pomoci linedrnfho modelu pro zjemnéné vektory 0
a 40

Obrazek 92: Vykreslena plocha odhadii ziskanych pomoci sférického modelu pro zjemnéné vektory 0
a 40
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Odhady jsou velmi podobné i pro zjemnéné vektory, vsechny modely jsou pro odhady
variogramu vhodné a zadny z modeli nemé vyrazné odlisny vliv na odhad od ostatnich.

81



11 Zaveér

V predlozené diplomové prace byly popsany vybrané regresni metody pro predikci
kovarian¢neé stacionarniho procesu, podle literatury byly vybrany metody pro odhad vario-
gramu a byl studovan vliv tohoto odhadu na predikci. Ruzné modely pro odhad vario-
gramu byly porovnany a jejich vliv na predikei procesu byl posouzen pomoci programové
implementace.

Program byl pouzit na 3 datovych strukturach. Simulovana data byla zastoupena re-
gresni rovinou a obecnou linedarni regresni plochou. Do simulaci byla pridavana nekorelo-
vand nadhodna chyba. Implementace redlnych dat byla provedena na piikladé o uhelném
popelu (Coal-Ash Data). Ukazalo se, ze volba modelu nema v téchto piikladech vliv na
predikci. Autorem vyvinuté programy jsou nahrany na prilozeném CD.
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