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1 Uvod

Vseobecné experimentem nazyvame organizovany soubor ¢innosti, ktery umoz-
nuje ziskat informaci o zkoumaném objektu prostifednictvim méfeni. Podle po-
vahy zkoumaného objektu a podle pouzitych metod méfeni rozliSujeme experi-
menty fyzikalni, chemické, biologické, ale i experimenty v technické a vyrobni
praxi. I pres rozmanitou povahu experimentti ve vétsiné z nich existuji spolecné
zakonitosti, které mizeme matematicky formulovat.

Matematické metody se zde uplatiiuji nejen pii tvorbé teoretického (matema-
tického) modelu experimentu, ale i pfi tvorbé metod zpracovani vysledki expe-
rimentu a pii optimalizaci organizace experimentu. [15]

Uvodni charakteristika zcela vystihuje obsah préace, kterou nyni mate pted se-
bou. Cela jeji podstata vznikla jako spontanni vyusténi pratelské debaty s mym
kolegou a dobrym pfitelem panem Mgr. Jifim Tuckem, Ph.D.; ktery se zabyva
vyzkumem a analyzou magnetického chovani ,nanoobjekt“. V nasem rozhovoru
jsme narazili na problematiku nanomaterialt!, konkrétné na studium magne-
tického chovani riznych vzorkd nanocastic z divodu jejich budouciho vyuziti
v praxi. Odbornici z oblasti materidlového vyzkumu jiz publikovali fadu studii
fesicich tuto otazku [4], [5] a [8]. Protoze dosazené vysledky predchoziho vy-
zkumu nejsou postacujici, rozhodli jsme se v této praci nastinit moznosti vyuziti
statistickych metod, konkrétné teorie optimalniho navrhu experimentu a teorii
nelinearnich regresnich modeld, a prispét tak alespon malym kouskem k poznani
doposud ne zcela probadaného ,nanosvéta“.

Magnetické materialy diky velkému aplikacnimu potencialu vzbuzuji znacény
zajem odborné verejnosti. Podrobnéji se touto problematikou zabyva [9], [14] a
[16]. Ukazuje se totiz, ze bude-li se zmensovat velikost magnetického materialu,
zacne pod svou urcitou, pro dany material charakteristickou velikosti vykazo-

vat zcela odlisné magnetické vlastnosti nez jeho makroskopicky protéjsek. Proc

!Nanometr (znatka nm) je jednotka délky a plati 1nm = 10~m.



dochézi k tomu, ze v ,nanosvété“ davaji magnetické materily zcela odlisné (vét-
Sinou anomélni) magnetické odezvy, které nejsou pozorovany u jejich makrosko-
pickych protéjski? Divodem je skutec¢nost, ze magnetické chovani v ,nanosvété®
je jiz tizeno jinymi fyzikalnimi zédkony, nez v ,makrosvété“. Ukazuje se, ze mag-
netické vlastnosti nanomaterialii jsou ovlivnény dvéma faktory: tzv. povrchovymi
jevy a jevy spojenymi s kone¢nym rozmérem castic.

Povrchové jevy maji ptivod ve skutecnosti, ze zmensuje-li se velikost mate-
rialu, vice a vice atomu se bude nachazet na jeho povrchu. Povrchové atomy se
v dusledku chybéjicich sousedii chovaji zcela odlisné od atomu sidlicich uvnitt
castice, jenz jsou pevné svazany se svymi okolnimi atomy. Je zfejmé, ze ¢im vétsi
bude zastoupeni atomtd na povrchu, tim vice bude jejich anoméalni magnetické
chovani dominovat nad fadnym chovanim atomt v jadru castice.

Jevy spojené s koneénym rozmérem castic vznikaji v dusledku kvantovych
jevil, kdy se Castice zacne chovat jako ,superatom®, tj. Gtvar sestavajici se z né-
kolika stovek atomtl, ktery navenek vykazuje zprimérované chovani vsech atomi
¢astice. V drtivé vétsine pripadi je pak mozné pozorovat takové magnetické cho-
vani, které je velmi priznivé a pritazlivé pro jeho naslednou aplikaci v praxi.

Z aplikac¢niho hlediska jsou jednim z nejvyznamnéjsich druhtit magnetickych
materialil slouceniny na bazi zeleza a oxidi zeleza. Jsou-li tyto slouceniny navic
pripraveny v nanometrovém rozmeru lze je pouzit napriklad jako kontrastni latky
v nukledarni magnetické rezonanci, jako pigmenty v zéznamovych médiich (napf.
harddisky) a pfedevsim v medicinskych aplikacich (oprava DNA kédu, cilend
lécba rakoviny a nadorovych onemocnéni, oznacovani nemocnych bunék a tkani
atd.).

Rozlisuji se dva pristupy jak je mozné tyto nanocastice syntetizovat. Fyzikalni,
kdy se makroskopicky material déli na stale mensi a mensi dily, a chemicky, jenz
riznymi chemickymi reakcemi a za pomoci vnéjsich podminek jednotlivé atomy
spojuje. Vysledkem obou téchto pristupt jsou rizné systémy magnetickych na-

nocastic, lisici se predevsim svym rozmérem. Jakmile je tento systém nanocastic



pripraven, je nutné zjistit jeho magnetické vlastnosti, na zakladé kterych se poté
rozhoduje, zda-li tento nasyntetizovany systém spliuje pozadavky kladené danou
aplikaci.

Zakladni charakteristikou kazdého magnetického materidlu ¢i nanomaterialu
je magnetizace. Je to fyzikalni veli¢ina, kterd jednoznacné popisuje magneticky
stav zkoumaného vzorku. Magnetizace materidlu nebo nanomaterialu se vétsi-
nou méii bud pii rizné teploté, ale pfi konstantnim vnéjsim magnetickém poli,
nebo pfi konstantni teploté, ale s ménicim se vnéjsim magnetickym polem. Vy-
stupem druhého zminéného postupu méfeni je tzv. polni zavislost magnetizace,
kterd byva obvykle oznacovana jako hysterezni smycka. Z hysterezni smycky je
mozné stanovit nékolik parametri, které jednoznac¢né charakterizuji dany mate-
rial. Na zakladé hodnot téchto parametri lze poté jednoznacné rozhodnout, zda-li
je material vyhovujici pro pozadavky dané aplikace ¢i nikoliv.

Jak jiz bylo Teceno, pro ziskani hysterezni smycky je nutné zachovat pfi je-
jim méfeni konstantni teplotu a ménit silu vnéjsiho magnetického pole. Z mate-
matického hlediska to znamend, Ze sila vnéjsiho magnetického pole je nezavisle

proménnou x, zatimco mérend magnetizace je zavisle proménnou y.

M=y

!

/Hc \Hzx

Kfrivka prvotni magnetizace

Mr

Obrazek 1: Hysterezni smycka a jeji vyznamné body charakterizujici zkoumany

magneticky material.



Na obrazku 1 je nazorné zobrazen priibéh hysterezni smycky. Bod M, je tzv.
bod saturacni magnetizace, bod M, je bodem remanentni magnetizace a bod H.,
predstavuje tzv. koercitivni silu. Pro tyto body jsou znamé tabulkové hodnoty.

Nanometrové magnetické materidly vykazuji jeden ze zvlastnich fenomént,
ktery je pravé stézejni pro jejich praktické vyuziti. Tento fyzikalni jev se obecné
nazjva superparamagnetismus?® a jeho hysterezni smycka prochazi poc¢atkem (ob-
razek 2).

Nachazi-li se nanomaterial v superparamagnetickém stavu, lze pro jeho zavis-
lost magnetizace na vnéjsim magnetickém poli odvodit vztah ve tvaru

O,
1
@2.3:7 ( )

y =01 -coth(0y-z) —

kde parametry ©; a O, jsou fyzikdlni konstanty charakterizujici jednoznacné
zkoumany nanomaterial. Funkce (1) byva oznacovana jako Langevinova funkce.

Mnohem zajimavéjsi je ovSsem skutecnost, ze zmensi-li se rozmér nanocastic
jesté nize (priblizné pod 5-10 nm), nemuze byt jiz z fyzikalni hlediska pouzita
pro popis hysterezni smycky superparamagnetického nanometrového materialu

funkce (1). V tomto ptipadé je nutné prejit k funkci tvaru
y =01 -coth(Oy - ) — O3 - coth(6, - z), (2)

kde parametry O, Oy, O3 a O4 jsou opét fyzikdlni konstanty. Funkce (2) byva
oznacovana jako Brillouinova funkce.

Nyni se jiz dostavame k otézce, co bude tkolem nasi prace? Pro ilustraci
uvazujme situaci, kdy mame soubor nanocastic s primérnou velikosti nanocas-

tic 10 nm. Jaké funkce je vhodna pro prolozeni superparamagnetické hysterezni

2Superparamagnetismus je teplotné aktivovany proces piekldpéni sméru magnetizace nano-
Castice mezi energeticky prihodnymi sméry preferovanymi tzv. magnetickou anizotropii nano-
castice. Jedna se o relaxacni jev charakterizovany tzv. relaxa¢nim c¢asem 7, ktery udava dobu, po
kterou magnetizace nanocastice setrva v jisté orientaci, po jejimz uplynuti dojde k preklopeni

do dalsiho energeticky zvyhodnéného sméru.
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Obrazek 2: Hysterezni smycka superparamagnetického nanomaterialu.

smycky? Semiklasickd rovnice (1) nebo kvantové-mechanickd rovnice (2)? Exis-
tuje napriklad urcita velikost nanocastic, pod kterou je jiz nutné pouzivat pouze
kvantovou rovnici? Jsou nékteré experimentalni body vice statisticky vyznamné
nez jiné? Na tyto otazky se v nasi praci pokusime najit jednoznacnou odpovéd.

Nagim cilem bude najit odhady neznamych parametr obou funkci pro data
z fyzikalniho experimentu. Odhad neznamych parametri bychom mohli najit po-
moci nékterych numerickych algoritmi pro nelinearni regresi, timto pristupem se
vsak v této praci zabyvat nebudeme. K aproximaci dat danymi funkcemi pou-
zijeme regresni modely, kdy nejprve nelinearni funkce pomoci Taylorova rozvoje
prevedeme na linearni aproximace a poté odhadneme neznamé parametry. Dale
se budeme zabyvat navrhem optiméalniho planu méfeni tak, aby presnost odhadu
neznamych parametri obou funkci byla co nejvétsi a samotné méreni bylo co
nejefektivnéjsi.

Tato diplomovéa prace vznikla na zakladé spoluprace s Centrem pro vyzkum a

vyvoj nanomaterialti (Nanocentrem) UP v Olomouci. NaSe snaha o dosaZeni co



mozné nejkvalitnéjsich vysledki je o to vétsi, nebot presné urcéeni nezndmych pa-

rametri predurcuje dany vzorek nanomaterialu k jeho budoucimu pouziti v praxi.



Seznam pouzitych symboli

OO O @ < <

X2(0,1 — )

Y ~ N, (,0*V)

A<, B

observacni vektor

vektor ”korekci” observac¢niho vektoru

vektor pfimo méritelnych parametri

vektor cilovych parametri

odhad vektorového parametru v modelu bez podminky
odhad vektorového parametru v modelu se systémem
podminek typu II

matice planu

jednotkova disperze

kovarian¢ni matice observac¢niho vektoru

matice vah méfeni

kovarian¢ni matice parametru ©

navrh (plan) experimentu

suport navrhu experimentu

informacni matice experimentu

k1-dimenzionalni eukleidovsky prostor

pocet neznamych parametri

nadhodné veli¢ina s centralnim chi-kvadrat rozdélenim
a s poCtem stupnt volnosti n

(1 — ) kvantil ndhodné veli¢iny s centralnim chi-kvadrat
rozdélenim a s poctem stupni volnosti &

n-rozmérny observacni vektor Y, ktery ma normalni
rozdéleni pravdépodobnosti se stiedni hodnotou u

a s kovarian¢éni matici 02V

Loevnerovska nerovnost matic A a B

10



2 Pomocna tvrzeni

Cilem této kapitoly neni jen seznamit se s uzivanymi pojmy a tvrzenimi, ale
zaroven nastinit teorii statistického navrhu experimentu a teorii linearizovanych

regresnich model.

2.1 Navrh experimentu

Teorie optimalniho navrhovani experimentti je podrobné sepsédna v publikaci [6],
ktera tak predstavuje zakladni zdroj informaci pro ostatni prace. Za nejvyzna-
mozné povazovat [15]. Moderni pFistup k této teorii a zarover jeji ucelenou po-
dobu pak nalezneme v [10].

Dfive nez se pustime do samotného experimentu, je dilezité, abychom si ujasnili,
co vlastné chceme ziskat. Pfedev§im musime stanovit tzv. cilové parametry ne-
boli takové veli¢iny, jejichz hodnoty chceme pomoci uskutecnéného experimentu
ziskat. V pripadé, kdy zname primo hodnoty méreni téchto velicin, je nase tiloha
relativné snadné. V praxi vSak vétsinou nastava situace, kdy hodnoty tohoto pti-
mého méfeni nemame, a potom musime mit k dispozici alespon dostatecné velké
mnozstvi jinych pfimo méritelnych parametr, jenz jsou s cilovymi parametry
svazany funkcénim vztahem, ktery je ndm znamy.

Vektor cilovych parametri budeme znacit symbolem ©, pricemz jej uvazujeme
jako k-rozmérny. Naopak vektor hodnot primo méritelnych parametrti znacime
symbolem (3 a ten uvazujeme jako r-rozmeérny.

7 uvedenych predpokladii plyne, 7e f(-) : R" — RF kde f(-) = (fi(-),..., f-())".

Tuto situaci v jeji linearizované podobé mtizeme popsat nasledovné

fi
B=p"+FO©-0"=p8"+] : | (©-9, (3)

11



kde F je znama matice planu, ktera vyjadiuje linearni nebo linearizovany vztah
mezi pfimo méfitelnymi parametry 3 a cilovymi parametry ©. Tuto matici zis-
kdme uzitim parcidlnich derivaci prvniho fadu, kdy derivujeme znamou funkci
v pocatednim bodé ©° podle nezndmjch parametr, tj.

{F};. = 50 = g0, T ol Ja=1,...,r

(4)

Situaci, v niz kazdy pfimo méfitelny parametr méfime pravé jedenkrat, popisuje

nasledujici stochasticky model:
Y ~, (FO,s?A™Y), (5)

kde Y je r—rozmérny ndhodny vektor, jehoz realizaci ziskdme namérena data, F
je (r x k) rozmérna matice planu a 0?A~! je diagonalni varianéni matice vektoru
Y. 7 této matice nasledné vytvorime diagonalni matici vah jednotlivych méfeni,
tedy A = Diag(Aq,..., ), pficemz vdha i—tého méfeni odpovida prevracené
hodnoté disperze Var(Y;).

Optimélni névrh experimentu nam dava odpovéd na otazku, kolikrat a ktery
primo méftitelny parametr bychom méli zmérit tak, abychom dosahli optimalniho
vysledku. Tim myslime takovy vysledek zpracovani, jenz bude respektovat pte-
dem stanovena kritéria, ktera oznacujeme jako kritéria optimality. Nez se vSak
budeme konkrétnimi kritérii optimality pro navrh experimentu zabyvat, je tfeba

si nyni zadefinovat zakladni pojmy a tvrzeni.

Definice 2.1. Mnozinu

E={e,...,e;} (6)

identifikacnich znakid primo meéritelnych parametri nazyvdime mnozZinou experi-

mentdlnich bodu.
Definice 2.2. Funkci
d:{ey,e9,...,e.} = (0,1),

12



pro kterou plati
0(i) =0(e) 20, i=1,2,....7 a Y (i) =1, (7)
i=1

budeme nazyvat plan (ndvrh) experimentu.
Clislo §(i) pritom uddvd relativnd pocet replikaci i-té slozky primo mévitelného

vektoru.

Definice 2.3. Suport (nosi¢) navrhu experimentu definujeme jako
Sp(6) = {e; : d(e;) > 0,e; € E} (8)

a obsahuge téch n (n < r) identifikacnich znaki mnoZiny experimentdlnich bodi

E, jimz pldan ¢ priradil nenulovou hodnotu.

Definice 2.4. Informacni matici experimentu pri ndvrhu 0 nazveme matici

M(S) = Y SN, (9)
i€ SP(s)

kde £] = f(e;)', i =1,...,7 je i-ty Tddek matice F.

Poznamka 2.1. Prvky e; z mnoZiny Sp(0) nam urcuji, Ze mérent v i-tém bodé

opakujeme r;-krat. Plati r; = §(i)N, kde N je celkovy pocet vsech mérend.

Véta 2.1. Necht je ddna realizace méreni dle plinu experimentu uvedencho
v predchozi pozndmce. Pak nejlepsi nestranny linedrni odhad parametru (BLUE)

© pri respektovani pldnu 0 ziskame jako
O(Y;s) = (FiAsFs) 'FiA:Ys, (10)

kdy Fs je tvorena témi tadky £/, i = 1,...,r, pro které e; € Sp(0) — tyto radky
oznacime indexy i1, ..., u,.

Obdobne matici As vytvorime z matice A vynechanim radki a sloupci s indexy,
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kterym plan 6 priradil nulovou hodnotu, tedy

)\ilr(il) 0 ce 0
0
As = (11)
0
0 0 A, r(in)

Pak kovariancni matice odhadu (10) je
Var(©(Y;), N) = —M(6). (12)

Dikaz: Odvozeni vztahu pro ziskani BLUE parametru © dokézeme v nésle-
dujici kapitole. Na tomoto misté pouze objasnime tvar kovarian¢ni matice, aby
byla zretelné vidét jeji spojitost s matici informacni.

Var(©(Y5)) = (FjAsF;) ' FiAs0°As  AsFs(F5AF;) ! =

= O'Z(FZ;A(;F(;)*l =

- -1
)\ilr(il) 0 T 0
0
= O'2 F:; F5 =
0
0 0 A, 7(in)
- ~ -1
Ay No(i) 0 0
N ) 0 _
0
0 0 A, No(in)
- ~ -1
Aiyd(iy) 0 0 -
0 L : i
=2 | (f,....5,) . : =
" : 0
£
0 0 X, 0(in) "

=2 (T ASEE) = E M)

14



Nyni jsme si zavedli pojmy, které jsou potiebné pro nasi dalsi praci. V dalsi sekci
si uvedeme konkrétni kritéria optimality.
2.1.1 Kritéria optimality

Kritéria kladend na dany experiment mohou byt konstruovana riizné a to pre-
devsim v zavislosti na konkrétnich pozadavcich experimentatora. Vétsinou vsak
vznikaji konvexni kombinaci nasledujicich obecné znamych a nejcastéji uzivanych

kritérii optimality. Jsou jimi
e D-optimalita;
e A-optimalita;
e [-optimalita;
e restringovand D-optimalita;
e restringovana A-optimalita.

Definice 2.5. Tridu vSech ndvrhi § takovych, Ze M(J) je pozitivné definitni,

oznacime Areg. Ndvrh 07, € Areg je D-optimalni, kdyz

det (M~'(65,)) = min{det (M '(6)),6 € Areg}. (13)
Jednd se tedy o minimalizaci determinantu inverze informacni matice.
Definice 2.6. Ndvrh &% € Areg je A-optimalni, kdyz

Tr (M~'(6%)) = min{Tr (M '(0)),6 € Apeg} . (14)
V tomto pripadé jde o minimalizaci stopy inverze informacni matice.
Definice 2.7. Ndvrh 6} € Areg je L-optimalni, kdyz

L(M(67)) = min{L(M7(6)),0 € Areg} - (15)

Zde L(+) : Sy — R! je linedrni a pozitivni funkciondl definovany na prostoru Sy

symetrickych matic typu k x k, kde
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1. V{A,B e Sy} : L(A +B) = L(A) + L(B);
2. V{a € R'}V{A € S;} : L(aA) = aL(A);
3. V{A € S, : A jepd}:L(A)>0.

Nyni jde o minimalizaci linedrniho a pozitivniho funkciondlu inverze informacni

matice.
Definice 2.8. Ndvrh 6}, € Areg je restringované D-optimdlni, kdyZ

det (M"'(6},)) = min{det (M"'(5)),6 € Areg}, (16)
kde M'1(6) je definovdna vztahem

Ml,l((s)’ M1’2(5)

Mgl - 2,1
M2A(3), M22(9)

Jednd se o minimalizaci vybraného diagondlniho subdeterminantu inverze infor-

macni matice.
Definice 2.9. Ndvrh 07 € Areg je restringované A-optimdlni, kdyz

Tr (M"(6%)) = min{Tr (M"(8)),d € Apeg} . (17)
Zde je vektorovy parametr ® vyjddren ve formé

6,
©,

kde ©1 je ki—rozmerny uZitecny subvektor a ® je ko—rozmeérny rusivy subvektor,
k = k1 + ky. Jde o minimalizact souctu vybranych diagondlnich prvki inverze

informacni matice.

vvvvvv

ze prave toto kritérium optimality zarucuje minimélni objem konfiden¢niho elip-

soidu sestrojeného kolem hodnot odhadi nezndmého paramatru ©, tedy dochazi
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k minimalizaci kovarianéni matice odhadu ©. V praxi to tedy znamena, ze diky
této vlastnosti D-optimalniho navrhu muzeme ziskat presnéjsi odhady neznamych
parametri. Nebot prave tohle je nasim stézejnim tikolem, budeme se timto typem

kritéria optimalniho navrhu zabyvat podrobnéji.

Véta 2.2. Nasledugici tvrzeni jsou ekvivalentni:
(a) Ndvrh 07, je D-optimalni.
(b) max {\EML(0p)f :i=1,...,r} =

= min {max {NEM (6)f;:j=1,....r} :0 € Apeg} .
(c) max {\EM (65 :i=1,...,7} = k.

Dukaz:  Predpokladejme, Ze plati (a). Potom pro funkci zadanou vztahem
p(a) = Indet[(1 — a«)M(d},) + aM], « € [0,1], musi nabyvat v bodé a = 0
maximum. Pro kazdou informac¢ni matici M tedy plati

0D, Ly = T T {[(1 - a)M(5)) + oM} [-M(5}) + M]} =

Oa |a:0 a—0

= Tr {M(5;)[M — M(5})]} =

= Tr[M '(05)M] — Tr(I) =
= Tr Ml(ég)ié(i))\ififi’ — k=

i=1

= D S(NEM(S5)E — k< 0.
=1

Pokud matici M zvolime ve tvaru A\f£if!, tzn. 6(i) = 1 a 6(j) = 0 pro j # 1,

potom ma D-optimalni plan tuto vlastnost
V’l = 1,...,T . )\ZfZ/Mil(éB)fz S l{?

Pro libovolny plan ¢ plati rovnost

ko=Tr(I) =Tr | M (6 id(i))\ififi’] = ié(i))\if{Ml(é)fi

i=1
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pak
max {\ MO :i=1,...,r} >k

a musi platit rovnost (b).
Nyni dokdZeme sporem, Ze z (b) plyne (a). Uzijeme symbol 0%, jimZ oznacime

navrh s nasledujici vlastnosti:
max {NEM N(6NEi=1,...,r} =
= min  {max {NEM (0)f;:j=1,...,r} :6 € Areg}

a soucasné predpokladame, ze 67, # 0*. Protoze projekt 6* kriteridlni funkei

(®(M) = Indet(M)) nemaximalizuje, pak musi existovat takovy projekt g, ze

% Indet [(1 — a)M(6*) + aM(d)],_o = Tt [MH(6*)M(do)] — k > 0.

a=

Zaroven ale plati, ze

Tr| ) So(DNEEM (5| -k =
i=1,...,r

.....

= > GOMNEMT(ONE—kE< > G(i)k—k = 0.

1,...r
coz je spor a tedy (a)<(b).
Ekvivalence (b)<(c) jiz z pfedchozich tvah vyplyva. [

2.1.2 Iteracni urceni D-optimalniho navrhu méreni

V této sekci podrobné popiseme konstrukci iteracniho algoritmu, diky kterému
nalezneme D-optimalni navrh méreni. Nejdrive vsak na tomto misté musime za-
definovat néktera pomocna lemma tak, aby samotna konstrukce itera¢niho algo-

ritmu byla jasna a srozumitelna.

Lemma 2.1. Pro libovolny plin § € Areg, libovolnéi € {1,...,7} a libovolné
a €(0,1) plati

det [(1 — a)M(5) + aNEf] =
- {1 . L a } )\Z-fl-’Ml(5)fz} det [M(5)]. (18)

—
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Dukaz:

det [(1 — a)M(d) + aXfif]] = det (1—a)M(d) Vaf _

vy 1

— det [(1 - a)M(6)]det {1+ /aX g [(1 - a)M()] " Vard | =
= (1 — a)* det [M(5)] {1 i [Mifill . aMl((S)f’} } -
=(1—-a) {1 + [%} )\z‘fi/Ml(é)fi} det [M(9)] -

Lemma 2.2. Necht d € Areg a 6 # 67,. Potom

max {det [(1 — a)M(d) + a\£if]] :a € (0,1), i=1,...,r} =

_ <>\i*fi’* 1\/21(5)@* ) g (Ai*f;\a_— 11(5)&* ) o det [M(9)], (19)

kde pro i* plati

A £ M) = max {AEM (O i=1,...,r}.

Dukaz: V predchozim lemmatu jsme dokézali, Ze det [(1 — a)M(J) + alfif]]
je rostouci funkei veliciny A/ M~1()f;. Této skutecnosti vyuzijeme, nebot nyni
staci nalézt takovou hodnotu «, pii které je daného maxima dosazeno. Nejdiive

musime nalézt bod extrému, tj.

2 Indet [(1 — a)M6 + aNfif]] =
a

— a% {k:ln(l —a) +1n{1 + [1 — OJ )\ifi’M_l(cS)fi} +1In [M(é)]} —

B k L 1 NEMTL(0)E, 0
B l—a 1—al—a+aNfML6f

a dostaneme

A B ML (8) 6 — K

*_
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Protoze je v predpokladu véty uvedeno, ze plan 6 neni D-optimdlni, pak musi

platit
NiefL MY (&) — k>0

a tedy i @ > 0. Nyni vyraz o* dosadime do vztahu (18). Tedy

A £ M () f —k
A £ M1 (8) g (k—1) TP 14 [ L ML ()80 1]k
k(A £, M~1(0)f;« —1) A £l M~ L(0)f;x (k—1)
k(Ai*fZ(*Mfl(a)fﬁq)

LML) (k1) TR 1 o A EL M Ok
RO, M1 (0)E- 1) +

= (Ai*f'{* e )k ()\i*fi’* N TR )H det [M(9)].

Nyni jiz mizeme prejit k samotné konstrukei itera¢niho algoritmu.

Véta 2.3. Necht pro posloupnost ndvrhi 61, 0o, ..., plati

s+1 i:+1 i;+17
kde i}, urcime z rovnice

Ao £l M5,

i*
s+17 041 s+1

% v, .
a Oés+1 urcime z rovnice
/ -1
Ao, £l MTYS,)E- | — K

fop1tigyy
. M 10, —1]—k

%k
Lst17i5

ar, = B :
s+1

Necht 6; # %), i =1,2,..., pak

lim det [M(3,)] = det [M(6%)] .

n—o0

| det [M(9)]

— 1max {)\Zf;Mil((ss)fz P = 1, Ce

AEML(8)E; b det [M(0)]

(21)

(22)

(23)

Dtkaz: Dle predpokladu ¢; # 07,. V predchozim lemmatu jsme dokézali, ze

plati

det [M(d1)] < det [M(d2)] < ... < lim det [M(dy)].

S§—00
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Dtikaz provedeme sporem. Predpokladejme, ze det [M(d1)] # lim,_, o, det [M(0y)].

7 divodu konvergence dané posloupnosti musi pro dostatecné velké s platit
|det [M(d5+1)] — det [M(4,)]] <7,

kde 7 je libovolné malé, kladné ¢islo. S vyuzitim znalosti z pfedchoziho lemmatu

nyni mizeme tuto nerovnost zapsat ve tvaru

(WT““)R <%)H — 1] det [M(d,)] <,

B -1
kde w = >‘i§+1fi/:+1M (05)fix,, — k-

Nerovnost mtizeme dale prepsat jako

v(w) = (“’Z’“)k (wk(;l))“ < GG

pficemz funkce ¥(-) je rostouci pro w > 0. Pokud tedy zvolime libovolné malé

kladné ¢islo A, pak je mozné nalézt ¢islo w takové, ze

£, M Y0 —k=w<A,
s+1

i;‘+1 i:-q-l
a poté muzeme nalézt tak velké s, Zze pro s > 5 plati

N B MOYE)Es, —k < Al

i*
s+17 0541

Zaroven vsak pro libovolné s plati

e, £ ML(3,)E

i*
s4+17 041

— k>0,

+1

protoze plan oy je podle predpokladu rtizny od 67,.

Tady predpoklad lim,, .. det [M(d,)] # det [M(07,)] vede ke sporu. |
Vyse popsany iteracni algoritmus, ktery vede k nalezeni D-optimélniho navrhu
méfeni, bychom mohli vyuzit i pro nalezeni jiného optimalniho planu méreni
v zavislosti na zvoleném kritériu optimality. Princip konstrukce tohoto itera¢niho

algoritmu je pro vSechna znama kritéria optimality stejny. Rozdil nastava pouze
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v metodice nalezeni indexu i}, tedy prvku z mnoZiny experimentalnich bodi.
Jak bylo uvedeno, v pfipadé D-optimalniho ndvrhu meéteni tento index nalezneme
ze vztahu (21). Metodiky nalezeni tohoto indexu pro jind kritéria optimality

uvadét nebudeme, protoze nejsou pro nasi praci dilezita.

2.1.3 Pravidla pro zastaveni itera¢niho procesu

V predchozi sekci jsme ukézali, Zze s poctem iteraci se navrh meéfeni vylepsuje
a diky tomu je zarucena konvergence k optimalnimu navrhu. Mnohdy vsak na-
stavaji situace, kdy je iteracni proces vypocetné narocny a zdlouhavy. V téchto
pripadech je vhodné pouzit pravidlo pro zastaveni iteraci a predejit tak zbytec-
nému provadéni dalsich iteraci. Toto pravidlo ma své uziti i v piipadé, kdy ne-
potfebujeme, aby iteracni proces dokonvergoval, a postaci ndm jakési vyhovujici
priblizeni k optimalnimu planu. Takovéto ptiblizeni stanovime pomoci dostatecné
malého a kladného ¢isla e.

Pravidlo pro zastaveni iteraci ma v pripadé D-optimalniho planu méfeni tuto

konkrétni podobu.

Definice 2.10. Iteracni proces zastavime pri takovem poslednim ndvrhu d,, pro

ktery plati

1
maX{E)\if{Ml(ép)fi D= 17---7T} <l+e (24)

Zcela ucelenou teorii optiméalniho navrhovani experimentu nelze touto praci ob-
sahnout, avSsak pro nami studovanou problematiku je tento piehled postacujici.

Nyni tedy prejdeme k teorii nelinedrnich regresnich modeli.

2.2 Linearizované regresni modely

Oblasti teorie regresnich modeli se zabyvalo a v souc¢asnosti rovnéz zabyva mnoho
autort. K nejvyznaméjsim dilim patii prace manzeli Kubackovych [10], [11], [12]

a taktéz prace autort na né navazujicich [7] a [17]. P¥i tvorbé byly rovnéz vyuZity
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nékteré partie z publikace zabyvajici se obecné matematickou statistikou [1].

Kazdé provedené méteni je opodstatnéné néjakym divodem. Experimentator pro-
vadi méfeni z ruznych pricin. Mize to byt napriklad moznost nasledné odhadnout
parametry stfedni hodnoty daného vektoru méfeni (tzv. parametry 1. fadu), moz-
nost odhadnout parametry kovarianéni matice daného métreného vektoru (tzv.
parametry 2. fadu) nebo néjaky jiny divod. Dtivodem provedeni fyzikalniho ex-
perimentu, o kterém pojednava tato diplomova prace, bylo odhadnout neznamé
parametry znamé funkce, které jednoznacné charakterizuji dany nanomaterial.
Protoze se jedna o nelinearni funkci, kterou je vsak mozné zlinearizovat, vyuzi-
jeme k Teseni této problematiky teorie linearnich regresnich modeli. Konkrétné se
budeme zabyvat modelem nepfimého méreni vektorového parametru bez podmi-
nek a modelem netplného prfimého méreni vektorového parametru se systémem
podminek typu II. Nasledné popiseme teorii konstrukce oblasti spolehlivosti pro

neznamé parametry.

»

2.2.1 Neprimé méreni vektorového parametru bez podminek

Tento model je v jistém slova smyslu univerzalni, nebot je mozné odvodit z né&j ja-
kykoliv jiny typ linearniho regresniho modelu. Reprezentuje bohatou t¥idu situaci,
jejiz soucasti je i nas popisovany pripad. V konkrétni podobé se jedna o situaci,
kdy experimentator potfebuje znat hodnoty neznamych parametri, které nelze
piimo méfit, avsak je mozné tyto neznamé hodnoty odhadnout z meéreni jinych

udaju, které jsou ve znamém funkénim vztahu s nezndmymi parametry.

Definice 2.11. Model ve tvaru y ~, [f(©),X)], kde ® € v C RF je vek-
tor nepiimo mévitelnych parametri, v C RF je parametricky prostor, R je k-
dimenziondlni eukleidovsky prostor, £ : v — R™ je zndmad funkce, kterd md spojité
druhé derivace, a X je zndmd pozitivné definitni matice, nazveme nelinedrnim

modelem bez podminek.

Jestlize je ©° znamy vektor (pocatedni feseni), pak provedeme aproximaci daného
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nelinearniho modelu rozvojem do Taylorovy fady v bodé ©°, kde zanedbame

¢leny druhého a vyssiho radu. Tedy

f(®) =1+ FiO + ..., (25)
kde
f, = (@Y,
P XO)
00" |e_@°

Timto ziskdme z obecného modelu y ~,, [f(®), 3] model linearizovany v podobé
kde 6@ = © — ©°.

Definice 2.12. Necht je dan model tvaru Y ~, (FO,X) kde © reprezentuje
k-dimenziondlni neprimo méritelny vektorovy parametr a ¥ je zndmda pozitivné
definitni matice. Tento model nazveme model neprimého mereni vektorového pa-

rametru bez podminek. Jestlize je navic hodnost matice
hEF)=k<n
a X je pozitivne definitni, pak model nazyvame requldrnim.

Dale budeme uvazovat pouze regularni modely. Potom miizeme vyslovit nasledu-

jici vétu.

Véta 2.4. Nejlepsi linedarni nestranny odhad vektorového parametru O, (tzv.

BLUE), obdrzime jako

= (FS'F)'Fx 'Y, (27)
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Dtkaz:  Vztah odvodime pomoci metody nejmensich ¢tverct, kdy hledame

minimum kvadratické formy

»O) = (Y-FO)S (Y -FO)=
= Y'Y'Y - 20F2'Y + OF X 'FO.

Nalezneme tedy nulovy bod

9¢9(0)

e 2F'S7'FO — 2FX 'Y =0,

ziskdme soustavu normalnich rovnic pro parametr ©,
2F'Y7'FO — 2FE7'Y = 0,
tuto soustavu upravime na
FY 'FO=FX 'Y
a obdrzime vysledny vztah pro odhad parametru é, tj.
© = (F'F)'F2 Y.
Aby odhad byl nestranny, musi platit

E(cf)) — O, tedy
(FX'F)'FF’X'F® = O, apotom
® = 6.

Ze se jedna o nejlepsi odhad, plyne z nésledujici skute¢nosti

0 <, Var[(T'— (FFE'F)'FE ) Y] =
= [T'—(FX'F)'FE S [T-='FFZ'F) '] =

TET — (FS'F)'FT-TFFIZ'F)! +

+ (FY'F)"Y(FEZ'F)(F'F)!

T'ET - (FX'F) !,
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pokud plati
T'F =1,
a tedy Var(©) — Var(C:)) je pozitivné semidefinitni pro kazdy jiny nestranny li-
nearni odhad ©. [ |
Véta 2.5. Odhad parametru ® md kovariancni matici tvaru
Var(@) = (F='F)L (28)

Dukaz:

(FE'F)'FY 'WVar(Y)S 'F(F'S'F) ! =

o
I

Var(
= (FE'F) 'FE 'S 'FEFZ'F) ! =
= (F='F)"

2.2.2 Oblast spolehlivosti pro parametr ® v modelu nepifimého meé-

feni vektorového parametru bez podminek

V predchozi sekci jsme ukazali, jak ziskdme nejlepsi nestranny odhad C:), ktery je
reprezentovan k-rozmérnym nadhodnym vektorem. S touto problematikou je tzce
spjata teorie zabyvajici se urcovanim presnosti a spolehlivosti odhadnuté hodnoty.
Nyni popiSeme postup nalezeni takové oblasti €(®) s ndhodnymi hranicemi v RF,
kterd pokryva neznamé © = (04, ...,0;) s danou spolehlivosti (1 — a).

Nejdrive uvedeme pomocné lemma, tzv. Pearsonovo lemma.
Lemma 2.3. Necht Y ~ N,(u,0*V), potom plati

(Y = VY = )~ 0)
coz zapiseme jako

(Y —p) VY — p) ~ 0?x3(0). (29)
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Dukaz: Vime, Ze rozmér matice V je (n X n) a matice je pozitivné definitni.

Pak lze psat

N
(S

Vi=v.vo

Z=V (Y —p).
Potom

E(Z) = VIE(Y —p) =0,

N[

= oI.

Var(Z) = V 2Var(Y — p)V~

Tedy Z ~ N, (0,0%I) a pro marginilni rozdéleni plati Z; ~ N;(0,0?) pro j =
1,...,n, tzn. % ~ Ni(0,1) proj=1,...,n.

7 toho dale plyne

LY VY ) = % i (%)2 ~ X (0)

Vé&ta 2.6. Necht je ddin model ve tvaru Y ~,, (FO,d*V) a necht md observacni

vektor Y mormdlni rozdéleni pravdépodobnosti. Potom v pripadé, kdy zndme hod-

2 md (1 — a)-konfidencni elipsoid pro parametr © tvar

notu parametru o

€(©) = {u € R': (u— O)FV F(u—0) < 0%2(0,1 - a)} . (30)

Dikaz: Zejmé plati © ~ Ny (©, 0%(F'V-'F)~!) a podle predpokladu je matice

(F'V~IF) regularni. Nyni pouZijeme Pearsonovo lemma a pro © dostavame
(© — O)YF'V'F(O — 0) ~ ¢23(0).
Pak
P [(c:) —O)FV 'FO®-0)<o®l, .|=1-a
a pro k-rozmérny elipsoid dostavame

€(©) = {u €R': (u— O)FV F(u—0) < 022(0,1 - a)} .
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2.2.3 Netuplné méreni vektorového parametru se systémem podminek

typu II

S modelem tohoto typu se mtizeme v praxi setkat pomérné casto. Jedna se o situ-
aci, kdy experimentator mize primo nebo nepfimo zmérit pouze urcity subvektor
cilovych parametr, avSsak v podminkach na cely vektorovy parametr je obsazen
i neméreny subvektor parametri. V tomto pripadé je vyhodné pouzit pravé model

s podminkou typu II.

Definice 2.13. Necht je ddn model ve tvaru'y ~, [f(3),X)], kde B8 € v C R™
je vektor meéritelngjch parametri, v C R*™ je parametricky prostor, R*' je k-
dimenzionalni eukleidovsky prostor a £ : v — R"™ je znamd funkce, kterd md
spojité druhé derivace. Ddle necht X je zndmd pozitivné definitni matice. Tento
model nazveme nelinedrnim modelem s podminkami typu II, jestliZe navic pro

parametry 1. tddu (8, 0)" zavedeme podminky typu II ve tvaru

Vi = ﬁ : h(ﬁ, @) =0 s (31)

C
kde ® € u C R* je vektor parametri, které se vyskytuji pouze v podmince a které
potrebujeme zndt, a h(-) je zndmd q—dimenzionalni vektorovd funkce se spojitymi

druhyma derivacema.

Abychom s modelem mohli déle pracovat a vyuzit znalosti znamych postupi z te-
orie linearnich modeli, provedeme nyni aproximaci tohoto nelinedarniho modelu.
Budeme-li pfedpokladat, ze B° a ©° jsou znamé vektory (pocatecéni feeni), pak
miizeme tento model rozvinout do Taylorovy fady v bodé 3°, pfi¢emz zanedbame

¢leny druhého a vyssiho faddu. Taylortav rozvoj funkece f(3) je nasledujici

£(B8) =fy+ F6B+ ..., (32)
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kde

fo = £(8%),
ot (B)
F
o8 g

piicemz 08 = B — B°. Tayloriiv rozvoj je tfeba provést také pro podminky typu
I1, kdy dostaneme pro funkei h(3, ®) v bodé (3°, ©°) nasledujici vztahy

h(B,0) = hy + H,68 + H,00 + . .. (33)
kde
hy = h(B°),
H, oh (B, 0) ’ ’
B 18-, ©-0"
H, oh(B,0) ’
90 33" ©-0°

a 00 = ® — ®°. Namisto obecného modelu y ~, [f(3),X] s podminkami ve

tvaru (31) nyni dostavame linearizovany model
Y ~n [fo + FiB, 3] (34)

s linearizovanymi podminkami tvaru hy + H;08 + H20© = 0.
Nyni jiz mizeme prejit ke konkrétnimu popisu modelu netiplného primého méreni

vektorového parametru se systémem podminek typu II.

Definice 2.14. Necht je dan model tvaru Y ~ (I8,X) s podminkou

u
f € c RM*2 . b+ Bu+Gv=0,, (35)

® v

kde B predstavuje ki-dimenziondlni primo méritelny vektorovy parametr, © re-
prezentuje ko-dimenziondlni parametr, ktery se wvyskytuje pouze v podmince a

3 je znamd pozitivné definitni matice. B je (¢ X ky)-rozmérnd matice a G je
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(q X kg)-rozmérnda matice. Tento model nazveme model neiplného primého mé-
reni vektoroveého parametru se systémem podminek typu II.
Jestlize navic h(B(g k), G k) = ¢ < k1 + k2, h(G) = ko < ¢ a X je pozitivné

definitni, potom model nazyvdme requldrnim.

Déle budeme opét uvazovat pouze regularni modely a potom mizeme vyslovit

tuto vétu.
Véta 2.7. Nejlepsi linedrni nestranny odhad, tedy BLUE vektorového parametru

ziskame jako

®

B-SB[T'-T'GGT'G)'GT '] (b+BB), (36

@» @)
I

= —(G'T'G)'G'T (b+Bp), (37)
kde T = BEXB' + GG’ a B =Y (B je odhad nerespektujici podminku tykajici se
parametri 3 a © ).

Dikaz: Uvedené vztahy odvodime pomoci metody nejmensich ¢tverct, kdyz
nejprve sestavime Lagrangeovu funkci pro odhad parametri 8 a ©. Hledame

tedy minimum nasledujici kvadratické formy

#(8,0) = (Y-08)E"(Y-8)-2A(b+BB+GO) =
= YISy - 282 'Y + @273 - 2A(b+ BB + GO).

Nalezneme nulovy bod, tj.

%ﬁ”@) = 2%7'Y +257'8-2B']A =0,
06(8.0) _ _,qin —
e = 26X =0

Ziskavame soustavu normalnich rovnic pro parametr 3,
—237Y + 23713 - 2B'A =0,
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kterou upravime na
> I3=2"1Y +B'X
a nasledné vyjadiime odhad parametru 3
B=Y+SBA=jB+IBA
fa nyni dosadime do podminky b + Bg + GC:A\) = 0 a dostaneme
b+BA+BIBA+GO = 0.

Tuto rovnici upravime, pouzijeme vztah pro nulovy bod a dostaneme tak soustavu
rovnic, ze které odvodime vztahy pro odhad parametru © a vektoru Lagrangeo-
vych multiplikatori, tj.
BEXBA+GO = —(b+Bg),
G'X = 0.

Tuto soustavu nyni prepiseme do tvaru

BYB/, G A —(b+Bp3)

G, 0 e 0

a aplikaci Pandora - Box matice [[7], str. 341] obdrzime nésledujici feseni

A T - T-!G(G'T'G)'G'T!, T 'G(G'T'G)?
S) (G'T'G)'G'T, —(G'T'G) +1
—(b+Bg)
X )
0

kde
T = BXB' + GG'.

Pak pro vektor Lagrangeovych multiplikdtora plati
A=—[T!'-T'GGT'G)'GT'](b+Bp)
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a dosazenim do vysSe uvedené rovnice ziskame vztah pro odhad parametru 3, tj.

fa — B+3B {— [T —T'G(G'T '] (b+ BB)}
= Y-SB'[T!-T'GGT'G)'G'T'](b+Bg)

7 uvedené soustavy také ziskame vztah pro odhad parametru é, tj.
© = —(G'T'G)"'G'T '(b+Bj).

Fakt, ze jsou tyto odhady nestranné a nejlepsi by se dokézal obdobnym zptisobem

jako v pripadé modelu bez podminky. [ |

Véta 2.8. Kovariancni matice odhaduﬁ je tvary

~
o~

Var(3) = ¥ —XB'(McBXB'Mg)" BX (38)
a kovarianéni matice odhadu © md podobu

Var(@) = (G'T'G) ' — 1. (39)

~
o~

Diikaz: Jestlize mame odhad parametru 3 ve tvaru (36) pak Var(3) ziskame
nasledujicim zptisobem,
Var(@) = {I-SB'[T!'- T 'G(G'T'G) 'G'T | B} Var{8} x
x{I-B'[T'-T'GGT'G)'GT'|Bx} =
= {E-3B'[T"'-T'G(G'T'G)'GT'|Bx}.
Dale vyuzijeme vztahy
T!'-T'GGT'G)'G'T ' = McTMg)"
a tedy
>-¥B'[T'-T'GGET'G)'G'T'|Bx =
= ¥ - ¥B' (McTMg) B =

= ¥ - YB' (MgBYB'M¢) BX.
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~
o~

Obdobné postupujeme i v piipadé ziskani Var(®) odhadu parametru © daného
ve tvaru (37), tedy

Var@) = - (G'T'G) ' GT'BVar{3} (—B’T’lG (G’T’lG)_1> =
= (G'T'G)'GT ' (BEZB)T'G (G'T'G) ' =
= (G'T'G)'GT (T -GG T 'G (GT'G) ' =
= (G'T'G) —1L

V literatufe [10] jsou odvozeny i jiné vztahy pro ziskdni odhadu B,0,a stejné

~ ~
o~ -~

tak Var(3) a Var(®). Tyto vztahy jsou vSak numericky obtiZnéji zpracovatelné a

proto se jimi zde jiz nebudeme zabyvat.

2.3 Rozhodnuti o kvalité modelu

Rozhodnuti o kvalité modelu vychazi z dobfe znamych vztahi, které jsou uve-
deny v mnoha monografiich. V této praci jsme ¢erpali predevsim z publikaci [1]
a [2].

V Gvodu této prace jsme se snazili poukazat na to, co je nasim hlavnim cilem a
jakou problematiku se budeme snazit objasnit. StéZejnim cilem této prace neni
jen optimalizovat navrh méfeni a nasledné ziskat odhady nezndmych parametri,
ale také ucinit rozhodnuti o vhodnosti pouziti uvedenych funkénich predpisi (1)
a (2) pro aproximaci namétenych dat. Doposud jsme v teoretické ¢asti uvedli kon-
cepci konstrukce optiméalniho néavrhu meétreni a poté ziskani odhadt nezndmych
parametil s vyuzitim teorie linedrnich regresnich modelt. Nyni se tedy zamérime
na posouzeni vhodnosti danych funkénich predpisi.

Protoze tyto dané funkéni predpisy maji odlisny pocet neznamych (a tedy odha-

dovanych) parametrii, pouzijeme jako kritérium srovnani tzv. rezidudlni soucet
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¢tverct. Ten je definovany jako

n

S =3 (vs — 3", (40)

i=1

kde ys, a ys, jsou pozorované, resp. vyrovnané hodnoty zavisle proménné Y.
Podle tohoto kritéria je vhodnéjsi ten model, pro né€jz nabyva tato statistika
nizsi hodnoty.

Jak je znamo, pocet regresnich parametri vyznamné ovliviiuje vyslednou hodnotu
S. Proto se jako vhodnéjsi pro srovnani jevi pouziti tzv. rezidualniho rozptylu,

ktery je definovany nasledujicim vztahem:

Se” = : (41)

kde n je pocet uskutecnénych meéreni a p je pocet regresnich parametrii.

Jako dalsi kritérium pro srovnani modelt a tedy nasledné rozhodnuti o vhod-
nosti konkrétnich funkénich predpist jsme pouzili tzv. index determinace, jenz je
definovany vztahem

12 -1 — Z?:l(if\éi _ y51)2
Z?:l(y(i - y_&)Q

a ktery nabyva hodnot z intervalu (0, 1).

(42)
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3 Vlastni reseni

V této kapitole se zamérime na vlastni feSeni predlozeného problému. Z Nanocen-
tra UP v Olomouci ndm byla poskytnuta data z méfeni nanocastic gama formy
oxidu zelezitého v-Fe;Os, jejichz stfedni rozmér nabyva hodnoty pfiblizné 15 nm
a nelze tedy jednoznacné stnovit, zda je k jejich aproximaci vhodnéjsi pouzit
funkei (1) nebo (2). Mnozina experimentalnich bodi byla tvotfena 150 body, jenz
byly vybrany z intervalu —70000 Oe?® az 70000 Oe, kdy v kaZdém bodé byla pro-
vedena tii méreni. Méli jsme k dispozici tedy 450 hodnot, pficemz v kazdém bodé
jsme z danych tii méreni vypocetli primérnou hodnotu.

Protoze tkolem této prace bylo ucinit rozhodnuti o tom, zda je vhodnéjsi
konkrétni data aproximovat funkci (1) ¢ (2), museli jsme vzdy uvedené postupy
provést pro obé dvé funkce, abychom ziskané vysledky mohli v zavéru prace
porovnat a toto rozhodnuti ucinit. Funkénost navrzeného pristupu jsme oveérili
na etalonovych vzorcich a dosazené vysledky uvadime v zavéru této prace.

Nejprve jsme pro obé funkce sestavili linearizované regresni modely, konkrétné
model nepfimého méreni vektorového parametru bez podminek. Pro volbu tohoto
modelu jsme se rozhodli z nékolika divodid. Tim hlavnim byla moznost lineari-
zace obou funkci, ktera je pro tyto modely stéZzejnim predpokladem. Dale jsme
potiebovali odhadnout neznamé parametry obou funkci a to i s hodnotou va-
riance téchto odhadi, coz tyto modely poskytuji. V neposledni fadé jsme také
pottebovali ziskat pocatecni feseni pro nasledujici vypocty.

Protoze mnohdy neni potiebné provadét méfeni ve vSech experimentalnich
bodech, pokracovali jsme sestavenim D-optimalniho planu méfeni pro Langevi-
novu i Brillouinovu funkci, abychom nasli body vyznamné pro méreni. Dtvod
volby pravé této kriteridlni funkce jsme vysvétlili v kapitole (2.1.1).

Na zakladé dosazenych vysledkil jsme znovu sestavili model nepfimého méfeni

3Qersted (oznaceni Oe) je jednotka intenzity magnetického pole v soustavé CGS. V jednot-

kach soustavy SI je oersted definovan takto: % ~ 79.57747 ampérti na metr.
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vektorového parametru bez podminek a navic model netiplného piimého méfeni
vektorového parametru se systémem podminek typu II. Nyni jsme ovSem praco-
vali s novym observacnim vektorem. V praxi to znamena, Ze jsme provedli znovu
celkem 450 méfeni nanocastic 7-FesOg3, ale pouze v ,optimalnich“ bodech tak,
jak nam to stanovil D-optimalni plan méfeni. Model netplného pfimého métreni
vektorového parametru se systémem podminek typu II jsme konstruovali z kon-
trolniho dtivodu, nebof by mél poskytovat stejné vysledné hodnoty jako model

nepiimého méfeni vektorového parametru bez podminek.

3.1 Neprimé méreni Langevinovy funkce bez podminek

Uvazujme nyni nas konkrétni priklad. Madme naméfené hodnoty (y1, vz, - - ., y150)
v pevné zvolenych bodech (21, s, ..., 215). Hodnoty z;, i = 1,...,150, repre-
zentuji stanovenou silu vnéjstho magnetického pole a hodnoty y;, i = 1,..., 150,

predstavuji méfeni odpovidajici magnetizace materialu, pricemz kazda hodnota
y; predstavuje primeér ze tii méfeni.

Langevinova funkce vyjadiuje hodnoty zavislé proménné takto:

Y, = (“)1 'COth(@Q I‘Z) - - +€i7 1= 1,...,150, (43)

kde ¢; je chyba méfeni.

Model nepfimého méteni vektorového parametru miizeme zapsat nasledovné
Y ~ [¢(©), ], (44)

kde ¢(©) je znama (v nasem piipadé nelinearni) funkce tvaru

gb(xl? @)
»(©) = : : (45)
(d(2150, ©)
konkrétné
gb(IEz‘, @) = @1 . COth(@Q . l‘z) - @2@~ll’i’ 1= 1, ey 150 (46)
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a X je kovarian¢ni matice vektoru Y.

Abychom mohli pfistoupit k vypoc¢tu hodnot odhadt parametri Langevinovy
funkce, je potfebné provést linearizaci modelu. Je-li ¢(®°) znamy vektor (tzv.
pocateéni feSeni), 1ze model rozvinout do Taylorovy fady, v niz zanedbame ¢leny

druhého a vyssich fadi. Po provedeni linearizace 1ze model psat ve tvaru

Y ~150 (FO,0%A7Y), (47)
kde ® = [0;,0,]' je vektor nezndmych parametri, c?’A~" = 3 je varianc¢ni
matice a

Ip(z;, O° 9¢(z;,®°%) 9¢(z;, O°
F}, = 2B _ (000 O 000 O)) (48)
00 00, 00,
pricemz
——————= = coth(©y-z;) — ,
8@1 €0 ( 2 ) @2 T
8¢>(xl, @) . —@1 T i @1
00, ~ sinh (O - :cl-)2 0.z,
je znama matice planu pro body x;.
Observac¢ni vektor je tvaru
y1 — ¢(x1, ©%) y1— ) Y
Y150 — O(T150, ©°) Y150 — Y150 Yis0
a jeho varian¢ni matice je
5 0 0
| 0 : 24 -1
Var (Y) = 0,002 ‘ =0"A"", (50)
: o0
0 ... 0 3

kde hodota 0,0022 byla pfevzata z certifikdtu méficiho pfistroje.
Jak je vidét, observacni vektor Y predstavuje ,korekci® priméru tii méreni v jed-

notlivych bodech. Z toho dale vyplyva, ze vztahy uvedené pro BLUE parametru
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© (Véta 2.4) nam ve skutecnosti poskytuji odhad 00, ze kterého skutecnou hod-

notu odhadu parametru ® musime dopocitat. Tedy

50 = (F'AF) ' F'AY, (51)
s varianéni matici
Var (5@)) = Var (@)) — o (F'AF) . (52)
Potom
© =46 + " (53)

Na zavér pro tento odhad vektorového parametru e zkonstruujeme oblast spo-

lehlivosti dle (30).

3.2 D-optimalni navrh méreni Langevinovy funkce

7 vyse uvedeného modelu nepiimého méreni vektorového parametru jsme ziskali
odhady neznadmych parametrii (@)), které nyni pouzijeme jako pocatecni feseni
v uloze navrzeni D-optimalniho planu méfeni.

Uvazujme tedy jiz zminénou matici planu

(372‘7@0) _ (&b(fb’z’,@O) a¢($i790)

_ 99
¥ = 00’ 00, ' 00,

), i=1,...,150,
dale mnozinu experimentalnich bodi
E={e,...,e150} (54)
a plan experimentu sestaveny dle (7)
d(i) =d(e;)) >0, i=1,...,150. (55)
Nyni sestavime informac¢ni matici experimentu pti planu ¢, tedy

M(0) = Y 6(i)\EA], kde (56)
i€Sp(s)
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f! =f(e;) ... je i-ty fadek matice planu,
Sp(d) ... je suport planu § odpovidajici (8) a
Ai ... je i-ty Tadek inverze varian¢ni matice vyse uvedeného modelu nepiimého

méfeni vektorového parametru bez podminek (50). Konkrétni podoba této matice

je
3 0 0
0
A= (57)
0
0 0 3

Informacni matice ma tedy tuto strukturu

My M
M) = " | (58)
My Mo
kde
150 1 2
My, = 0(z) - | coth (©g - ;) — ,
Pl (coth (622~ )
150
) 1 —@1'372‘ C_')1 ))
My, = o(7) - th (0, - x;) — + ,
12 ; (Z) <(Co ( 2T ) 0, xz) (sinh (@2 ] xi)z @% -7
150 2
. -0 - O, )
My = 0(2) - + :
- zzl ( ) <sinh (@2 . l‘i)Q @% Y

Nasim cilem je nalézt D-optimalni plan méreni, tzn. ze hledame takovy index 7*,

pro ktery je dle (21) vyraz
(MM O ri=1,...,r) (59)

maximalni. Abychom tento index nalezli, musime si na zacatku zvolit libovolny

startovaci plan dg. My jsme si zvolili tuto podobu startovaciho planu
. r
do(i) = g 1= 7,150, (60)

tedy rozlozili jsme méfeni do dvou bodl experimentalni mnoziny.

Déale musime sestavit informac¢ni matici a nalézt bod s prislusnym indexem 77,
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ve kterém zvysime pocet métreni podle popsaného schématu:

Pokud i} € Sp(dy), potom plati Sp(d;) = Sp(dy) a hodnoty &;(j) volime podle

pravidla
nG) = ey =1 (61)
1\J - L + 17 J=U
1 o ‘
= wrr #141 A j € Sp(do) (62)
= 0, jinak. (63)

Pokud i} # Sp(dy), potom plati Sp(d1) = Sp(dy) U {77} a hodnoty d;(j) volime

podle pravidla

0(y) = PR J=1 (64)
1 ) " )

= rrn J#1 N j€Sp(dy) (65)

= 0, jinak. (66)

Nakonec vytvoiime konvexni kombinaci nasi informac¢ni matice s informac¢ni ma-
tici jednobodového navrhu pro index i} na zakladé (20) a (22).
V dalsich iteracich postupujeme analogicky. Tento iteracni proces zastavime te-

prve ve chvili, kdy bude splnén pozadavek (24), tedy
1 / —1/cx .
max ékifiM (0p)fi:i=1,...,rp >1+e¢.

Nyni vyuzijeme poznatky a vysledky, které jsme ziskali z D-optimalniho planu,
k nalezeni odhadu neznamych hodnot parametru ®. V podstaté sestavime ob-
dobny model, jako tomu bylo v kapitole (3.1) jen s tim rozdilem, Ze méfeni mag-
netizace materialu y;, ¢ = 1,...,450, budeme provadét pouze v téch bodech
reprezentujicich stanovenou silu vnéjsiho magnetického pole, které byly vybrany
jako optimalni pro méfeni na zékladé D-optimalniho navrhu. Celkovy pocet mé-
feni zlistane zachovan a mezi optimalni body bude rozdélen na zakladé ziskanych
relativnich cetnosti.

Novy observac¢ni vektor ma na zakladé vysledkti D-optimalniho planu méreni tuto
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podobu
7
o il Yin — Y Vs,
Y;s = : = : . (67)
T X
r it Yiiia — YRy Vs,
Podrobnéji se k dosazeni tohoto vysledku vyjadiime v numerické ¢asti této prace.

Opét plati, ze observacni vektor Y predstavuje ,korekci“ primeért uskutecné-

nych méfeni v optimalnich bodech a proto
305 = (F;AsFs) ' F5A; Y5, (68)
s varian¢ni matici
Var (5@5) = Var (ég) = o (F5AsFs) ", (69)
kdy matice Fs a As je sestavena dle (10) a (11).
Potom

O; = 60 + O (70)

Nakonec i pro tento odhad vektorového parametru 0; sestrojime na zékladé (30)

oblast spolehlivosti.

3.3 Netplné primé méreni Langevinovy funkce se systé-
mem podminek typu II - dle vysledku D-optimalniho

navrhu méreni

Nyni uvazujme odlisnou situaci. Budeme opét vychéazet z vysledkt ziskanych na-
vrzenim D-optimalniho planu méreni, a tedy méreni magnetizace materialu prove-
deme pouze v téch bodech reprezentujicich stanovenou silu vnéjsitho magnetického
pole, které vybral D-optimalni navrh jako ,optimalni“ pro méteni. Celkovy pocet
méfeni zachovame, avsak rozdélime je pouze mezi optimalni body v poméru sta-

noveném relativni ¢etnosti. Uvazujme tedy naméfené hodnoty (y1,vs, ..., Yas0)
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parametru 3 v optimélnich bodech (z;,, ..., z;,) . Parametr 3 je v tomto pfipadé
vektor prumeéri pribliznych funkénich hodnot zméfenych v optimélnich bodech.
Ze znalosti funkee (46) a vektoru ¢(©°) miizeme model méfeni s podminkou typu

IT popsat néasledovné

08501
_ )
Y5 ~4 /86(2) ) 3 ) (71)
|\ 9B .
pficemz 3 = o2 - A™', a observac¢ni vektor mé nasledujici tvar
i S Vi — W Bs1y — 52(1) 0351
Y; = : = : = : : (72)
i Z:ﬁl Yiig — y?4 55(4) - 5((;)(4) 556(4)

kde d3; je vektor ,korekci“ primeért pfibliznych funkénich hodnot zmétrenych

v bodech (z;,,...,x;,). Nezndmé parametry tvoii vektor
@ = [@1, @2]/.

Nyni na model klademe podminku typu II tvaru

O

gl(ﬁ, @) = @1 . COth(@Q . .TZ) — @2 T

Bs@y = 0, (73)
i o= 1,...4,

ktera je dana tvarem Langevinovy funkce. Stejné jako u modelu nepfimého méreni
vektorového parametru bez podminek je tfeba i zde provést linearizaci modelu,
konkrétné jeho podminek, pomoci Taylorova rozvoje.

Nelinearni podminky g(3,0) = (g1(3,0©), ..., 9.(8,0))" = 0 miizeme po linea-
0 0
rizaci psat v symbolickém zapisu BoB8 + Gé©® + b = 0, kde B = %f))’

0 0
G = % ab = g(8°,©°) v piiblizném feseni (8°, °).
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Dale matice B m4a strukturu

B = : (74)

kde

a matice G je tvaru

201(3".0°  90(3".0"°

og(8’,©") " o
G=—"F—"= : : , (75)
a@ 0 0 0 0
994(83.0")  99.(8.0")
001 002
konkrétné
dg:(8°, ©°) 1
—————~ = coth(0y-z;) — ,
8@1 €0 ( 20 ) @2 T
8gi(50, @0) . —@1 - Ty n @1
00, ~ sinh (O, - xi)z 0%z’
prot=1,...,4. R
Vztahy pro ziskani BLUE vektoru Eé nam i v tomto modelu poskytnou od-
®;
52 N
had E(S kdy skutecnou hodnotu odhadu parametru @4 ziskame ze vztahu
005
0; = 60, + ©°. (76)
Tedy

085 = 085 — (X'A;X) !B/ [T} - T'G(G'T'G)'G'T '] (b + Bsj;), (77)

§0; = —(G'T'G)"'G'T (b + Bij;), (78)
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kde

T = B(X'A;X)'B' + GG/, (79)
6B; = (X'AsX) ' X'AsY5 (80)

(535 je odhad nerespektujici podminku tykajici se parametri B;, ©s).

Pro funkci (1) mame nyni zpracovanou ucelenou problematiku. Nejdfive jsme

sestavili model nepfimého méreni vektorového parametru bez podminek a ziskali
tak odhad vektorového parametru ®. Tento odhad jsme pouzili ke konstrukei
D-optimdlni planu mé¥eni a nalezli tak vyznamné body pro méfeni funkce (1),
ve kterych jsme znovu zméfili vzorek nanocastic v-Fe;O3. Z dosazenych vysledki
jsme sestavili dva korespondujici modely a ziskali tak presnéjsi odhady parametru
.
V tvodu kapitoly jsme se zmirtiovali o nutnosti sestaveni vsech modelt nejen pro
Langevinovu funkeci, ale také pro Brillouinovu funkci. Bez tohoto piistupu bychom
nebyli schopni ucinit rozhodnuti o tom, zda je vhodnéjsi data ziskana z meéreni
nanocastic y-FesO3 aproximovat Langevinovou nebo Brillouinovou funkci. Nyni
tedy sestavime piislusné modely pro Brillouinovu funkci.

,

3.4 Neprimé méreni Brillouinovy funkce bez podminek

Predpokladejme situaci, kdy méame naprosto identické méreni, jako tomu bylo
v kapitole (3.1). Mé&me tedy naméfené hodnoty (y1,¥s, ..., ¥150) v pevné zvo-
lenych bodech (z1,xs,...,x15). Hodnoty z;, i = 1,...,150, opét predstavuji
stanovenou silu vnéjsiho magnetického pole a hodnoty y;, ¢ = 1,...,150, re-
prezentuji méreni odpovidajici magnetizace materidlu. Kazdé hodnota y; znovu
predstavuje primeér ze tii méreni.

Hodnoty zavisle proménné miizeme pomoci Brillouinovy funkce vyjadiit nasle-

dovné:
Yi = (“)1 : COth(@Q . l‘l) - @3 : COth(@4 . l‘l) + €, 1= 1, ey 150, (81)
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kde ¢; je chyba méfeni.
Po sestaveni linearizovaného modelu nepiimého méreni vektorového parametru

Brillouinovy funkce ve tvaru
Y ~150 (F@, 0'2A71) (82)

jsme se dostali do situace, kdy je matice F' - F singuldrni a proto neni mozné
pouzit k ziskdni odhadu neznamého vektorového parametru © teorii zminénou
v kapitole (2.2). Situaci, kdy je matice planu F singuldrni, se podrobné zabyva
[7]. Tato teorie je vSak velice obséhla a presahuje rdmec této diplomové préace.
Proto jsme se ji na tomto misté nezabyvali.
Po diskuzi s pracovniky Nanocentra UP a nésledné resersi zdroji zabyvajicich
se problematikou magnetismu nanocastic jsme nalezli feseni, které je zalozeno
na modifikaci ptistupu publikovaného v [3]. Tento ¢lanek ukazuje numerické ové-
feni vhodnosti pouziti ,nové“ funkce pro aproximaci dat ziskanych mérenim mag-
netizace superparamagnetického nanomaterialu.
Diky tomuto zjisténi mitizeme hodnoty zavisle proménné pomoci ,nové“ funkce
vyjadrit jako
B O, -0,
T e 2ol

kde ¢; je chyba méfeni. Potom model nepifimého méfeni vektorového parametru

e,  i=1,...,150, (83)

muiizeme opé€t zapsat jako
Y ~ [¢(©),3], (84)

kde ¢(©) je znama (v nasem piipadé nelinearni) funkce tvaru

¢(z1,0)
»(©) = : : (85)
(¢(x150, ©)
presné
0,051

o(z;, ©) ..., 150, (86)

NG N
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a X je kovarian¢ni matice vektoru Y.
Jestlize je ¢(@©°) znamy vektor (tzv. poCatecni fefeni), miizeme dany model roz-
vinout do Taylorovy fady s tim, ze zanedbame ¢leny druhého a vyssich radt. Poté

je mozné linearizovany model psat ve tvaru

Y ~50 (FO,0%A71), (87)
kde ® = [O,0,] je vektor nezndmych parametrii, c2A™" = ¥ je varianéni
matice a

2o (z;, ®° Ip(z;, %) ¢ (z;, O°
(F}, — ( / ) _ (99 )7 ( ) (8)
00 00, 00,
kdy
90, V0322 +0,111°
90, VO3 22+ 0,111 (0222 +0,111)%*

je znama matice planu pro body x;.

Observacni vektor vytvorime stejnym zpiisobem jako u Langevinovy funkce, tj.
vztah (49), se stejnou varianéni matici (50). Nasledné uzitim jiz zminénych vztahi
(51), (52) a (53) ziskame stejné jako v modelu nepfimého méteni vektorového
parametru Langevinovy funkce bez podminek odhad neznamého parametru e

pro ,novou“ funkei (83), pro ktery poté sestavime oblast spolehlivosti dle (30).

3.5 D-optimalni navrh méreni ,,nové*“ funkce

Z modelu neptimého méfeni vektorového parametru ,nové“ funkce, ktery je uve-
den vyse, jsme ziskali odhady nezndmého parametru @), které vyuzijeme jako
pocatecni Teseni pro nalezeni D-optimalniho planu méfeni. Protoze postup ve-
douci k nalezeni tohoto planu je zcela identicky s postupem popsanym v kapitole

(3.2), nebudeme ho zde jiz opakovat a pouze se na tomto misté odkdzeme. Je-

dinou odlisnosti od uvedeného postupu je struktura matice M(J), nebot ta je
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piimo spjata se strukturou matice planu F. Vzhled informacni matice v ptripadé

,hové funkce je tedy nasledujici,

M M
M@y = " T, (89)
M12 M22

kde

2
o 150 ¢/o\ 0914
M= S50 ()
_ N80 gy Oz-w; O1-x; _ ©1-63 -2}
M12 - Zi:l 5(2) <<\/@§-mg+0,111> <\/®§'x12'+07111 (@%-1’?+07111)3/2)> )
2
. o ©,-02.23
My = Y120 5(3) - (\/ 0s o m)w)

©3-274+0,111  (©3-2240,111

Po nalezeni D-optimalniho navrhu budeme opét v dalsi ¢asti pracovat s dosaze-
nymi vysledky a znovu odhadneme neznamy vektorovy parametr ®. I v tomto
pripadé se bude jednat o stejny typ modelu, jaky jsme jiz sestavili v kapitole
(3.4), avSak budeme pracovat s novym observa¢nim vektorem. Méfeni magneti-
zace materialu y;, ¢ = 1,...,450, znovu provedeme pouze v bodech, jenz byly
D-optimalnim navrhem stanoveny jako optimalni pro méfeni. Celkovy pocet meé-
feni zachovame a rozdélime jej mezi optimélni body v poméru daném relativni

cetnosti. Dostavame tedy novy observacni vektor

i 22:11 Yiix — ?/?1 ?51
Y = : = : . (90)
i 2221 Yijia — ?/?4 754

I zde se odvolavame na numerickou ¢ast této prace, kde bude podrobnéji objas-
néna konstrukce tohoto observa¢niho vektoru.

Aplikaci stejnych vztaht (68), (69) a (70), jenz byly uvedeny u Langevinovy
funkce, ziskdme pro ,novou® funkci odhah nezndmého parametru @, ktery by
mél byt dle predpokladu D-optimalni kriterialni funkce presnéjsi nez odhad zis-
kany pfed provedenim ndvrhu méfeni. I pro tento odhad zkonstruujeme dle (30)

oblast spolehlivosti.
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3.6 Netuplné primé méreni ,nové“ funkce se systémem
podminek typu II - dle vysledku D-optimalniho na-

vrhu méreni

Pro tento model opét predpokladejme naméfené hodnoty magnetizace materialu
(Y1, Y2, - - -, Yas0) parametru 3 v optiméalnich bodech (z1, xo, . .., x4)" uréenych D-
optimalnim planem méfeni. I v tomto pripadé je parametr 35 vektorem praméri
pribliznych funkénich hodnot zméfenych v optimalnich bodech. Je patrné, ze
tento model je identicky s modelem popsanym v kapitole (3.3). Mizeme tedy
i zde vyuzit znalosti funkce (86) a vektoru ¢(®°), abychom model netiplného
pfimého méfeni s podminkou typu II popsali vztahem (71), pfi¢emz konstrukce
observac¢niho vektoru je identicka jako u (72).

Podminka typu II, kterou na model klademe, ma tuto podobu

@1 . @2 Ty
gi(B,0) = NG RTE — Bs@) = 0, (91)

i o= 1,...4,

a jejil podoba je dana tvarem ,nové“ funkce.
Tuto podminku mtizeme po linearizaci psat ve tvaru Bog + Go® + b = 0, kdy
struktura matice B, resp. G, je stejné jako u (74), resp. (75). U matice G je to

konkrétné
dg;(8°, 0" B Oy - x;
09, /e aZ+o1ll
9g:(8°,0°% O, -z 0, 032 1}
00,  JOI 22011l (02 22+ 0,111)%%
prot=1,...,4.

Uzitim jiz zminénych a objasnénych vztahtu (76) a (78) ziskdme skutec¢nou
hodnotu odhadu parametru 65.

Timto jsme dokonéili zpracovani problematiky funkce (83), kdy jsme stejné
jako tomu bylo u funkce (1) sestavili model nepiimého méfeni vektorového pa-

rametru bez podminek, abychom ziskali odhad vektorového parametru ©. Ten
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jsme dale vyuzili pfi navrhu D-optimalniho planu méfeni, diky kterému jsme
nalezli body vyznamné body pro méfeni funkce (83). V téchto bodech jsme pro-
vedli nové méreni vzorku nanocastic y-FeoO3 a poté sestavili dva korespondujici

modely, z nichz jsme ziskali pfesnéjsi odhady vektorového parametru .

4 Numericka studie

Predchozi kapitola ,Vlastni feseni“ je koncipovana jako vysvétlujici material
pro numerickou cast této prace. V ni jsme objasnili vSechny kroky a postupy,
které ucinime, abychom dosahli pozadovanych vystupt. Nyni se zaméiime na nas
konkrétni vzorek nanocastic 7-Fe,O3. Naplni této kapitoly bude numerické zpra-
covani dané problematiky, které je zalozeno praveé na predchozi kapitole. Z tohoto
diivodu je ¢lenéni téchto dvou kapitol identické. Uc¢inili jsme tak proto, aby bylo
zcela jasné, které kroky a postupy jsme aplikovali, abychom dosahli konkrétnich
vystupii.

Neékteré vystupy této prace jsou publikovany v [13] a [18].

,

4.1 Neprimé méreni Langevinovy funkce bez podminek

Model neprimého méreni Langevinovy funkce bez podminek jsme konstruovali

za Ucelem ziskani odhadu vektorového parametru ©. Hodnota tohoto odhadu je

51,27519
0,07940

©=10-1077"

Dosazenim ziskanych odhadi do predpisu funkce (1) dostdvdme aproximaci na-
meérenych dat, jak je vidét na obrazku 3. Déale jsme stanovili varianci tohoto

odhadu, ktera je

27,78794 —0,08877
—0,08877  0,00034

Var(©) =1,0-10"%-
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> % merena data
——aproximovana data
_005 | | | | | | |
-8 -6 -4 -2 0 2 4 6 8

X ~ intenzita magnetickeho pole [Oe] % 10°

Obrazek 3: Aproximace naméfenych dat Langevinovou funkci pred stanovenim

D-optimalniho planu méfeni.

7 této variancni matice jsme nasledné zkonstruovali oblast spolehlivosti pro odhad
vektorového parametru C:), ktera je zobrazena na obrazku 4. Abychom mohli
jednoznac¢né stanovit, ktera funkce je vhodnéjsi pro aproximaci namétrenych dat,
vypocitali jsme dle vztahu (41) a (42) rezidualni rozptyl a index determinace.

Dosahli jsme téchto hodnot,

s = 2,14405-1075,
I = 0,99565.

Tyto vysledky budeme nasledné srovnavat s identickym modelem sestavenym
z méfeni provedeného dle navrhu D-optiméalniho planu, abychom vidéli, zda se

snizila variance odhadu nezndmého vektorového parametru ©.

4.2 D-optimalni navrh méreni Langevinovy funkce

Pivodni méreni nanocastic y-FesO3 bylo rozdéleno do 150 bodt vybranych z in-

tervalu —70000 az 70000. Protoze vSechny body z tohoto intervalu nemusi byt
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x 107

9.5 ,

8.5 1

6.5 1

0.05 0.0505 0.051 0.0515 0.052 0.0525

Obrazek 4: Oblast spolehlivosti odhadu vektorového parametru Langevinovy

funkce pred stanovenim D-optimalniho planu méreni.

stejné vyznamné pro meéreni magnetizace daného materidlu, navrhli jsme D-
optimalni plan tohoto méfeni, abychom nalezli pouze body ,optimalni“ pro meé-
feni. Doséhli jsme vysledku zobrazeného na obrazku 5. Z obrazku 5 je vidét, ze
D-optimalni navrh méfeni vybral pouze 2 body, které jsou vyznamné pro meétend,
a to body —70000 a —20000. Relativni pocty replikaci v obou bodech jsou stejné,

a to
5(—70000) = 5(—20000) =0,5.

Protoze se jedna o symetrickou funkci, rozhodli jsme se ,optimalni“ méfeni roz-
lozit i na kladnou ¢ast osy x. Zaroven jsme museli rozdélit i hodnoty relativniho

poctu replikaci mezi tyto ¢tyti body, tedy

§(—70000) = §(—20000) = §(20000) = §(70000) = 0,25.
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0.5 *—Q * o
0.4+ B
=
g
@ 0.3F B
o . .
= O pocatecni plan mereni
-% * optimalni plan mereni
© 0.2 B
l
>
0.1+ B

X ~ merene body % 10°

Obrazek 5: D-optimalni navrh méfeni Langevinovy funkce.

Uzitim vztahu
ri =0(i) - N, (92)

kde N je celkovy pocet vSech méfeni, nyni stanovime pocty méfeni, které by mély

byt provedeny v ,optimalnich“ bodech. Dostavame hodnoty

T_70000 = T70000 = 112 &  7r_20000 = 720000 = 113,

jejichz soucet je roven hodnoté 450.

Ziskané vysledky jsme dale pouzili pro konstrukei modelu nepfimého méreni Lan-
gevinovy funkce bez podminek s mérenim provedenym na zakladé navrhu D-
optiméalniho planu. Pracovali jsme tedy s novym observacnim vektorem (67) a

ziskali odhad neznamého vektorového parametru gy,

50,97120
0,08696

®;=10-103-

Tento odhad jsme dosadili do predpisu funkce (1) a nésledné jsme provedli apro-

ximaci naméfenych dat, jak ukazuje obrazek 6. Po ziskani odhadu neznamého
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X ~ intenzita magnetickeho pole [Oe] % 10°

Obrazek 6: Aproximace naméfenych dat Langevinovou funkci po stanoveni D-

optimélniho planu méreni - model bez podminky.

vektorového parametru @5 jsme stanovili varianci tohoto odhadu, ktera je

v (é\) ) = 1010 17,00963 —0,05071
ar s)— 1,0~ . ,
—0,05071  0,00024

tedy mensi nez tomu bylo u odhadu uskute¢néného pred stanovenim optimalniho
navrhu métreni. Z tohoto vystupu je vidét, Zze kritérium D-optimality skutecné
vede k minimalizaci konfiden¢niho elipsoidu odhadu neznamého vektorového pa-
rametru © a ziskivame tedy presnéjsi odhad.

Tuto varian¢ni matici dale pouzijeme ke konstrukci oblasti spolehlivosti, ktera je
zobrazena na obrazku 7. Poté jsme vypocetli rezidualni rozptyl a index determi-

nace:

s = 1,54641-1071°,

I = 0,99999.
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8.5 ,

8.4 1

8.3 1

2
.0506 0.0507 0.0508 0.0509 0.051 0.0511 0.0512 0.0513

8.
0

Obrazek 7: Oblast spolehlivosti odhadu vektorového parametru Langevinovy

funkce po stanoveni D-optimalniho planu méfeni.

4.3 Neuplné primé méreni Langevinovy funkce se systé-
mem podminek typu II - dle vysledku D-optimalniho

navrhu méreni

V této praci jsme jiz vyslovili myslenku kontroly dosazenych vysledkit odhadu
neznamého vektorového parametru @)5 ziskaného z méreni provedeného dle D-
optimalniho navrhu. K tomu tcelu jsme sestavili model netplného primého mé-
feni vektorového parametru se systémem podminek typu II, ze kterého mame
ziskat identické odhady jako z modelu nepfimého méfeni vektorového parametru
bez podminek.

7 uvedeného modelu jsme ziskali tyto odhady

50,97120
0,086963

®;=10-1073-
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které jsme nasledné dosadili do predpisu funkce (1) a aproximovali tak data na-

meérend dle navrhu D-optimalniho planu méfeni, obrazek 8. Pro odhad nezndmého

0.05
=
(S
2,
()
Q
8
g O [ _
c
(o2}
3
) O merena data
> —aproximovana data
* puvodni data
_005 | | | | | | |
-8 -6 -4 -2 0 2 4 6 8

X ~ intenzita magnetickeho pole [Oe] % 10°

Obrazek 8: Aproximace méfenych dat Langevinovou funkci po stanoveni D-

optiméalniho planu méreni - model se systémem podminek.

vektorového parametru ®4 jsme stanovili varianéni matici

v ((’:\) )= 10-10-° 17,00963 —0,05071
ar 5) = NV .
—0,05071  0,00023

a je vidét, ze jsme dosahli ekvivalentnich vysledki. Pfi vypoctl této variancni
matice jsme museli z diivodu numerické nestability vypoctu nejdiive vytknout

2

chybu méficiho pfistroje ¢*, nasledné vypocitat vztah (39) a takto dosazeny

vysledek opét pienasobit hodnotou o?. Nakonec jsme uréili reziduilni rozptyl,

resp. index determinace tohoto modelu, tj.

s = 1,54641-1071°,

I = 0,99999.
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4.4 Nepiimé méreni ,,nové“ funkce bez podminek

Pro ,novou® funkci jsme také chtéli ziskat odhad vektorového parametru O a

proto jsme za timto ucelem sestavili model neprimého méteni. Ziskali jsme odhad

432,02105
0,12137

©=10-10"*.

ktery jsme dosadili do predpisu funkce (83) a aproximovali tak namérena data,

jak je patrné z obrazku 9. Variance tohoto odhadu nabyla hodnot

0.05
x XXX
=
(S
2,
()
Q
g
g O [ _
c
(o)}
IS
1S
; x  merena data
—— aproximovana data
XXX
_005 | | | | | | |
-8 -6 -4 -2 0 2 4 6 8

X ~ intenzita magnetickeho pole [Oe] % 10°

Obrazek 9: Aproximace namérenych dat ,novou funkci pfed stanovenim D-

optimélniho planu méreni.

1295,06802 —0,86053
—0,86053  0,00077

Var(©) =1,0-1071°.

Varian¢ni matici jsme dale pouzili pro konstrukci oblasti spolehlivosti odhadu
vektorového parametru @), uvedenou na obrazku 10. Nyni jsme z divodu roz-

hodnuti o vhodnosti danych funkei vypocitali dle vztahu (41) a (42) reziduélni
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15F 1
1.4F h
13 b
1.1f 1
09 h
0.8 h

0.7 h
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0.0422 0.0424 0.0426 0.0428 0.043 0.0432 0.0434 0.0436 0.0438 0.044 0.0442

Obrazek 10: Oblast spolehlivosti odhadu vektorového parametru ,nové“ funkce

pred stanovenim D-optimalniho planu méfeni.

rozptyl a index determinace, tj.

s? = 1,48418-1075,
I = 0,99699.

Dosazené vysledky budeme opét pozdéji srovnavat s identickym modelem kon-
struovanym z méreni provedeného na zakladé vysledk D-optimalniho planu mé-
feni, abychom vidéli, jak se zménila variance odhadu neznamého vektorového

parametru e.

4.5 D-optimalni navrh méreni ,,nové*“ funkce

Opét jsme vychazeli z méteni uskutecnéného ve 150 bodech, vybranych z intervalu
—70000 az 70000, a pro stanoveni bodt ,optimalnich® pro méreni jsme hledali

D-optimalni plan méteni. Jeho vysledek je zobrazen na obrazku 11. D-optimalni
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X ~ merene body % 10°

Obrazek 11: D-optimalni navrh méfeni ,nové“ funkce.

navrh méreni opét stanovil pouze 2 body vyznamné pro meéreni. Tentokrat jde

o body —70000 a —18000, v nichz jsou identické relativni pocty replikaci, tedy
d(—=70000) = 6(—18000) = 0,5.

I v tomto pfipadé pracujeme se symetrickou funkci, tudiz rozdélime méfeni v ,,op-
timalnich“ bodech i na kladnou ¢ast osy x a soucasné mezi tyto ¢tyfi body roz-

délime i hodnoty relativniho poctu replikaci, tj.
d(—=70000) = 6(—18000) = 4(18000) = 6(70000) = 0,25.

Pouzitim vztahu (92) uréime, kolik méfeni by mélo byt provedeno v ,optimalnich*

bodech. Dostavame hodnoty

T_70000 = T70000 = 112 & 7r_18000 = 718000 = 113,

jejichz soucet odpovida hodnoté 450.
Na zékladé vysledkid D-optimalniho planu méfeni jsme provedli nové mérend,

ziskali novy observacéni vektor (90) a zkonstruovali jsme model nepfimého méfeni
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y,hové funkce bez podminek, ze kterého jsme ziskali tento odhad neznamého

vektorového parametru (:)5, tj.

464,92008
0,10891

©; =10-107*-

Po dosazeni tohoto odhadu do pfedpisu funkce (83) jsme provedli aproximaci

naméfenych dat, ktera je uvedena na obrazku 12. Variance tohoto odhadu nezné-

0.05
=)
S
2,
()
Q
g
“q_—)' O | -
c
(o))
IS
S
; O merena data
—aproximovana data
* puvodni data
_005 | | | | | | |
-8 -6 -4 -2 0 2 4 6 8

X ~ intenzita magnetickeho pole [Oe€] % 10°

Obrazek 12: Aproximace naméfenych dat ,novou“ funkci v situaci po stanoveni

D-optimalniho planu méfeni - model bez podminky.

mého vektorového parametru C:)5 je

1327,71695 —0,61802
—0,61802  0,00048

Var(©;) =1,0-107'* .

I v tomto pripadé jsme dosahli mensi variance nez u odhadu ziskaného pred sta-
novenim optimalniho navrhu meéfeni, opét se tedy potvrzuje, ze kritérium D-
optimality minimalizuje konfidencni elipsoid odhadu neznamého vektorového pa-
rametru ©.

Z varianc¢ni matice sestavime oblast spolehlivosti, viz obrazek 13. Nyni jsme opét
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x10°
1.3 —

1.25F —
1.15F i
11} m |

1.05F B

0.95F ,

0.9
0.0462 0.0463 0.0464 0.0465 0.0466 0.0467 0.0468

Obrazek 13: Oblast spolehlivosti odhadu vektorového parametru ,nové* funkce

po stanoveni D-optiméalniho planu méfeni.

vypocetli rezidudualni rozptyl a index determinace, tj.

s? = 1,46906 101,

I = 0,99999.

4.6 Neuplné pirimé méreni ,nové“ funkce se systémem
podminek typu II - dle vysledku D-optimalniho na-

vrhu méreni

Z méreni provedeného dle D-optimalniho navrhu sestrojime navic model net-
plného pfimého méreni vektorového parametru se systémem podminek typu II,

abychom mohli porovnat dosazené vysledky odhadu neznamého vektorového pa-
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rametru ®;. Ziskané odhady jsou nasledujici,

464,92008
0,10891

©;=10-10"*-

a po dosazeni do pfedpisu funkce (83) aproximujeme naméfend data, jak je vi-

dét na obrazku 14. Dale jsme pro odhad neznamého vektorového parametru C:)5
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()
Q
g
‘q__)' O | -
c
(o))
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S
) O merena data
> —aproximovana data
* puvodni data
_005 | | | | | | |
-8 -6 -4 -2 0 2 4 6 8

X ~ intenzita magnetickeho pole [Oe€] % 10°

Obrazek 14: Aproximace méfenych dat ,novou“ funkci v situaci po stanoveni

D-optimalniho planu méfeni - model se systémem podminek.

vypocetli kovarian¢ni matici, kterd ma podobu

Vi (Cf) )= 10101 1327,71695 —0,61802
ar s§) = L,U- :
~0,61802  0,00048

Opét jsme dosahli ekvivalentnich vysledki, avsak numerickd nestabilita vypoctu
této matice byla jesté vyraznéjsi nez v pripadé Langevinovy funkce, a proto nesta-

¢ilo pouze vytknout chybu méficiho piistroje 0. Museli jsme vytknout i relativni

o2

cetnost méreni, tedy vyraz i3 ¢imz jsme ziskali témér identickou variancni

matici 3. Pak jsme jiz mohli vypocitat vztah (39) a takto dosazeny vysledek
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prenasobit hodnotou ﬁ Néasledné jsme urcili rezidualni rozptyl, resp. index

determinace tohoto modelu, tj.

s? = 1,46906-1071,

I = 0,99999.
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5 Zavér

Meéreni magnetizace nanomaterialovych sloucenim neni jen procesem ziskavani
dat, ale pfedevsim nositelem stéZzejni informace, jenz o daném vzorku mnohé
vypovi. V prubéhu zpracovani predklddané prace jsme se o této fyzikalni veli¢iné
snazili dozvédét co nejvice informaci a ziskané znalosti poté vyuzit k dalsi analyze.
Strukturu této prace jsme volili tak, aby byla jakymsi malym ,,privodcem® nasi
nékolikamésic¢ni praci, badanim a predevsim poznanim.

Jiz na prvnich strankéach jsme se snazili nastinit, jakym smérem se vydame a
¢eho se budeme snazit dosdhnout. Polozili jsme si nékolik otazek, na které jsme
pribézné hledali odpovédi. Formulace téchto otazek vyplyvala z podstaty analy-
zované problematiky zabyvajici se optimalnim méfenim a naslednou aproximaci
nameérenych dat reprezentujicich magnetizaci konkrétni slouceniny nanomateri-
alu popsanou hysterezni smyckou. Ve snaze tyto odpovédi nalézt, jsme k feSeni
pouzili teorii regresnich modeli ve spojitosti s teorii optimalniho navrhu méreni.
Nyni konkrétné popiseme, jakych vysledkt jsme dosahli a zodpovime tak otazky
polozené v ivodu této prace.

Prvni a zaroven stézejni otazkou bylo, zda je vhodnéjsi pro aproximaci dat
ziskanych z méfeni slouceniny y-Fe,O3 pouzit funkei (1) nebo (2). Na tomto misté
zpracovani jsme narazili na nejvétsi a doposud nevyteseny problém, nebot se ndm
nepodarilo uzitim teorie reguldrnich regresnich model analyzovat Brillouinovu
funkci z divodu singularity matice planu v odpovidajicim regresnim modelu. Pro-
toze feSeni tohoto problému bylo nad ramec této prace a prozatim nejsou znamy
numerické studie navrzenych algoritmi pro feseni singularnich modeli, bylo tfeba
nalézt alternativni feseni. Po diikladné konzultaci s pracovniky Nanocentra UP a
reSersi védeckych publikaci z oblasti nanomateridlového vyzkumu [3] jsme zvolili
moznost Brillouinovu funkei nahradit funkei ,novou® (83). Déle jsme tedy analy-
zovali funkce (1) a (83), ve kterych vystupovaly dva nezndmé parametry, jejichz

hodnoty jsme se snazili co nejptfesnéji odhadnout. Tento cil se nam jiz podafilo
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naplnit.

Protoze nami zvoleny pristup k hledani odhadi@i neznamych parametri jed-
noznacné charakterizujicich fyzikalni vlastnosti daného nanomaterialu doposud
nebyl nijak ucelené zpracovan, ovérili jsme samotnou funkcnost navrzenych re-
gresnich modeli na dvou poskytnutych etalonovych vzorcich magnetickych na-
nomateriali. Data ziskana z méfeni prvniho vzorku spnovala vSechny fyzikalni
predpoklady k tomu, aby pro jejich aproximaci byla pouzita Langevinova funkce
(1). Naopak data naméfena na druhém vzorku plné vyhovovala fyzikalnim pied-
pokladiim k jejich nasledné aproximaci uzitim ,nové* funkce (83). Pro nédzornost
uvadime grafickou vizualizaci dosazenych vysledkt z regresniho modelu nepii-

mého méteni vektorového parametru bez podminek (viz obrazek 15).

0.1 T T T T T T T 2 T T T T % ¥ XXX

0.05f

y ~ magnetizace
o
7

-0.05 -

y ~ magnetizace [emu]
o
7
.

* puvodni data ] b il
=== gproximovana data * merena data

151 === gproximovana data | |

VL4954 05 15 J

0 0.5 1 2 2 - — 0 . . . .
X ~ intenzita magnetickeho pole [Oe] x10* 8 -6 -4 2 0 2 4 6
X ~ intenzita magnetickeho pole [Oe] X 10

halle-)

Obrazek 15: Aproximace etalonovych dat Langevinovou a ,novou“ funkei.

Tyto vysledky mimo jiné demonstruji korektnost vyuziti regresnich modelt
pro zadanou ulohu. Jelikoz je problematika aproximace dat funkénimi predpisy
uzce spjata s po¢tem provedenych méfeni a informacni vydatnosti jednotlivych
bodl méteni, zabyvali jsme se dale, jak jsme stanovili i v ivodu prace, prave touto
otazkou. Zajimalo nas, jestli je skutecné potfebné provadét méreni magnetizace
ve vSech bodech reprezentujicich intenzitu vnéjsitho magnetického pole nebo je
mozné nékteré body z méfeni vypustit. Na tuto otdzku jsme nalezli odpoveéd

uzitim teorie D-optimalniho navrhu méteni, kdy jsme tohle kritérium optimality

64



volili predevsim pro jeho vlastnost minimalizace kovarian¢ni matice ziskanych
odhadt neznamych parametri. Na zakladé dosazenych vysledkt jsme doporucili
provadét méfeni ve ¢tyfech bodech, nebot praveé tyto body jsou nositelem pod-
statné informace pro numerickou studii a dalsi zpracovani. V prehledové tabulce
uvadime financ¢ni uspory, kterych se podatilo dosdhnout D-optimalnim navrhem
meéreni. Tyto uspory se tykaji méfeni jednoho vzorku nanocastic. V praxi se

vsak provadi pozorovani velkého poc¢tu vzorki, a tedy financni efekt je skutecné

znacny.
pred designem | po designu
pocet teplotnich stabilizaci (rtiznych teplot) 150 4
doba méfeni 5h 25 min | Oh 48 min
spotieba hélia 3,11 0,71

naklady na provoz magnetometru (1h=150 K¢) 813 K¢ 120 K¢

cena hélia (11=270 K¢) 837 K¢ 189 K¢

celkové naklady 1650 K¢ 309K¢

Tabulka 1: Financ¢ni tispory po aplikaci designu experimentu.

Jak jiz bylo feceno, nosné téma této prace bylo posouzeni vhodnosti pouziti
navrzenych funkénich predpist (1) a (83) pro aproximaci naméfenych dat mag-
netizace nanomaterialu. Jako nejvhodnéjsi se nam zdalo ucinit tohle rozhodnuti
na zakladé vypoctenych hodnot reziduélniho rozptylu obou funkci, pti uziti re-
gresniho modelu nepfimého méreni vektorového parametru bez podminek. V pte-
hledové tabulce 2 uvadime vysledné hodnoty, na jejichz zakladé jsme doporucili
pouzit pro aproximaci dat ziskanych z méfeni nanocastic y-Fe,O3 ,,novou” funkci

(83).
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Langevinova funkce

Model pred designem

Model po designu

Odhad parametru ©
Odhad parametru ©-
Variance odhadu parametru ©
Variance odhadu parametru ©,
Rezidualni rozptyl

Index determinace

51,27512 - 1073
0,07940 - 103
27,78794 - 1078
0,00034 - 1078
2,14405 - 106
0,99565

50,97120 - 103
0,08696 - 103
17,00963 - 10~°
0,00024 - 10~°
1,54641 - 10710
0,99999

»Nova“ funkce

Model pred designem

Model po designu

Odhad parametru ©
Odhad parametru ©-
Variance odhadu parametru 0,
Variance odhadu parametru ©,
Rezidualni rozptyl

Index determinace

432,02105 - 10~*
0,12137-10*
1295,06802 - 10~1°
0,00077 - 1010
1,48418 1076
0,99699

464,92008 - 1074
0,10891-10~*
1327,71695 - 10~ 11
0,00048 - 10~
1,46906 - 10~ 10
0,99999

Tabulka 2: Financ¢ni tispory po aplikaci designu experimentu.

Z tabulky je patrné, ze vyse uvedené rozhodnuti o vhodnosti uziti ,,nové“

funkce pro aproximaci dat ziskanych z méreni v-Fe;O3 nemuze byt povazovano
za zcela jednoznac¢né prokazatelné, a to z diivodu minimalniho rozdilu v hodno-
tach rezidualniho rozptylu obou funkci. Tato skutecnost ovSsem zcela vystihuje
charakter feseného problému, nebot ani z fyzikalniho hlediska neni stale zcela
jasné, kterou funkci pro aproximaci naméienych dat pouzit.

Hlavnim cilem této prace nebylo ale pouze odhadnout neznamé parametry
nebo optimalizovat méfeni. Predevsim jsme se snazili o prezentaci jiného pristupu
k doposud pouzivané analyze namérenych dat a prispét alesponn malym kouskem
k dalsimu poznani doposud neprozkoumaného ,,magnetického nanosvéta“. V pri-

béhu zpracovani jsme narazili na fadu zajimavosti a témat, jejichz problematice

se chceme v budoucnu nadéle vénovat.
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