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Uvod

Kontaktni tlohy, v nichZz neni uvazovan vliv tfeni popisuji vzajemnou interakci mezi
dvéma télesy. Z hlediska praxe maji kontaktni tlohy velky vyznam v mnoha odvétvich
strojniho a stavebniho inzenyrstvi napt. pti vyztuzovani tunelt, vykopovych pracich, pii na-
vrhovani kolejnic v zelezni¢ni dopravé, v lodnim stavitelstvi apod.

V predlozené disertacni préaci se zabyvame kontaktni tilohou nosniku a podlozi. Pritom
uvazujeme dlouhé a stihlé nosniky, tedy takové nosniky, jejichz délka vyrazné prevysuje
zbylé dva rozméry, tj. tloustku a sitku. Nejcastéji pouzivanym matematickym modelem
nosniku je klasicky linearni Euler-Bernoulliho model, ktery byl vytvoren kolem roku 1750.
Navzdory své popularité je vyuziti tohoto modelu omezeno pouze na pripady, kdy jeho
dely nosniku, které nejsou limitovany malymi prihyby, ale umoznuji i stredné velké pri-
hyby. Jednou takovou moznosti je pouzit nelinearni Gatv model nosniku, ktery definoval
D. Y. Gao v roce 1996 v ¢lanku [27].

V této disertacni praci se zabyvame analyzou tzv. unilateralnich tloh, tedy tloh, kdy
uvazujeme nelinearni model Gaova nosniku, ktery neni pevné spjaty s podlozim. Dokonale
tuhé podlozi je modelovano pomoci tzv. Signoriniho podminek. Tyto podminky popisuji
vztah mezi priuhybem nosniku a kontaktni silou, pricemz nedochézi k priniku nosniku
do podlozi. Nosnik tedy po zatizeni ztistava nad podlozim nebo na podlozi lezi, a to v za-
vislosti na velikosti pusobici sily na nosnik. Dalsim typem podlozi, které je v praci uva-
zovano, je elasticky deformovatelné podlozi, tzv. Winklerovo podlozi, coz je nejjednodussi
jednoparametricky model podlozi. V tomto ptripadé muze prii vertikalnim zatizeni nosniku
dojit k priniku nosniku do podlozi. Detailnéjsi informace o feseni kontaktnich tiloh Gaova
nosniku s deformovatelnym podlozim lze najit napt. v [46], [47], [48] nebo [49].

Stézejni cast disertacni prace se vénuje formulaci, analyze a Teseni tlohy identifikace
nejprve pro tlohu ohybu nelinedrnitho Gaova nosniku a pak také pro kontaktni ilohu Gaova
nosniku s podlozim. Uvazovano je jak dokonale tuhé podlozi, tak i podlozi deformovatelné.
Ulohy identifikace nezndmych parametri jsou souddsti Sird{ kategorie inverznich tloh, které
nachazeji rozsahlé vyuziti v riznych situacich. Obecné inverzni tlohou rozumime proces,
kdy na zakladé znalosti jistych pozorovani, ziskanych napiiklad mérenim, chceme najit

odpovidajici hodnoty vstupnich parametri uvazovaného modelu. V pripadé tlohy ohybu



nosniku a kontaktni tlohy s dokonale tuhym podlozim se budeme zabyvat identifikaci
materidlovych konstant nelinedrniho Gaova modelu nosniku. Uvazujeme-li kontaktni ulohy
s deformovatelnym podlozim, pak mizeme formulovat ilohu identifikace jak materialovych
parametrii nosniku, tak i modulu pruznosti podlozi. Ulohy identifikace lze zformulovat
jako ulohy optimélniho fizeni, viz napt. [15], [73], kde roli fidicich proménnych hraji prave
materidlové parametry nosniku nebo podlozi. Vyse zminéné tlohy identifikace neznamych
materialovych parametri pro tilohu prihybu a kontaktni tlohy nelinedrniho Gaova nosniku
jsou studovany v autorc¢inych ¢lancich [60] a [62].

Hlavnim cilem této disertacni prace je vytvorit ucelenou teorii zabyvajici se ilohami
identifikace neznamych materialovych parametri nelinearniho Gaova modelu nosniku nej-
prve v uloze ohybu a poté v kontaktni tloze, pricemz je uvazovano jak dokonale tuhé
podlozi, tak i deformovatelné. V pripadé kontaktni iilohy s elasticky deformovatelnym pod-
lozim lze navic zformulovat i tilohu identifikace modulu pruznosti podlozi. Dil¢imi tkoly
disertacni prace je tedy formulace tloh identifikace véetné ditkazu existence alespon jed-
noho TesSeni, nalezeni aproximace TeSeni a diikaz konvergence Teseni diskretizované tlohy
k feseni spojité ulohy identifikace. Déle bychom se chtéli zabyvat algebraickou formulaci
a citlivostni analyzou, které je dilezité pro nasledné numerické vypocty. Pokud je nam
znamo, tak jedinou praci zabyvaji se timto typem tloh identifikace je [44], kde je ale Tesen
pouze dynamicky model nosniku. Ulohy identifikace pro staticky nelinedrni Gativ model
nosniku nebyly doposud studovany. V literature lze nalézt nékolik praci zabyvajicimi se
inverznimi tlohami pro staticky i dynamicky model Euler-Bernoulliova nosniku napft. [32],
[43], [52] nebo [53]. Uloha identifikace pro linedrni nosnik s podlozim je feSena v ¢lanku
[36]. Zajimavé jsou také ¢lanky [13], [25], [31], [59], [74], které se vénuji tloham identifikace
parametru.

Disertacni prace je rozélenéna do osmi kapitol. Prvni tii kapitoly lze povazovat za pti-
pravnou cast ke stézejnimu tématu disertacni prace. V téchto kapitolach jsou popsany
stavové tlohy prithybu a kontaktu Gaova nelinedrniho modelu nosniku. Ctvrté kapitola
se jiz zabyva formulaci tlohy identifikace neznamych materidlovych parametra. V pripadé
ulohy ohybu a kontaktni tlohy s dokonale tuhym podlozim, je feSena tloha identifikace
materialovych parametri nosniku. Pro kontaktni tilohu s deformovatelnym podlozim uva-
zujeme pouze ulohu identifikace modulu pruznosti podlozi. Diskretizace tloh identifikace

a konvergencni analyza je studovana v paté kapitole. Nasleduje kapitola zabyvajici se alge-
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braickou formulaci tiloh a kapitola vénujici se analyze citlivosti. Osma kapitola je vénovana
resenym ilustracnim prikladtm pro vsechny tii studované typy identifikac¢nich tloh. V praci
jsou zejména v dikazech nékterych tvrzeni pouzity nerovnosti, jejichz prehled je uveden
v Dodatku 1, a to v¢etné jejich nasledného pouziti v dikazech uvedenych lemmat. Doda-
tek 2 obsahuje zakladni myslenky penaliza¢ni a regularizacni metody.

Hlavni vysledky této disertacni prace byly publikovany ve tfech prvoautorskych ¢lancich
[60], [61] a [62].
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1. Nelinearni model nosniku

Nejjednodussim a nejcastéji pouzivanym modelem nosniku je Euler—Bernoulliho linearni
model, ktery vznikl kolem roku 1750. Tento model je vhodny pro dlouhé a stihlé nosniky,
tedy nosniky, jejichz délka vyrazné prevysuje pricné rozmeéry. Teorie vychazi z predpokladu,
ze priéné rezy nosniku zistavaji rovinné a kolmé na stfedovou osu nosniku i po deformaci.

V pripadé tlohy ohybu nosniku, jehoz pricné rozméry nejsou zanedbatelné malé vuci
podélnému rozméru, je vhodny Timoshenktv model, ktery byl poprvé publikovan zacatkem
20. stoleti. V tomto pripadé se predpokladd, ze pricné rezy nosniku, které byly pred defor-
maci nosniku kolmé na jeho osu, zistavaji pti deformovani nosniku rovinné, ale ne nutné
kolmé na osu. Tento model navic umoznuje i smykové deformace. Oba zminéné linearni
modely jsou vhodné pouze pro malé hodnoty prahybu.

Pro vétsi pruhyby nosniki je vhodné pouzit néktery z nelinearnich modeli, jejich pre-
hled lze najit napriklad v [55]. Za zminku jisté stoji Kirchhoff-Loveho model, ktery také
nekdy byva oznacovan jako nelinearni Euler-Bernoulliho model nosniku. Vychéazi z modelu
navrzeného némeckym fyzikem G. Kirchhoffem, [37]. Na tuto praci pak navazal britsky
matematik A. E. H. Love, ktery zohlednil i vliv osového zatizeni, [45]. Tento model je tedy
piimym zobecnénim klasického linearniho modelu nosniku ve dvou dimenzich za splnéni
Kirchhoffovych predpokladi. Pozdéji byl tento nelinearni model rozsiten i o smykové de-
formace, podrobnosti lze nalézt napr. v [56] nebo v [68]. Dalsi nelinedrni model nosniku,
ktery vychazi z klasického linedrniho Euler-Bernoulliho nosniku, mtzeme najit v ¢lanku
[9]. Jeden z prvnich nelinearnich modeli pro velké vychylky byl publikovan v [66] a [67].
Pozdéji na tuto praci navazuji ¢lanky [70] a [54].

Jednim z novéjsich a nejzajimavéjsich nelinearnich modelti nosniku je model publiko-
vany D. Y. Gaem roku 1996 v ¢lanku [27]. O rok pozdéji byl tento model rozsiten i pro dy-
namické ulohy, viz [28], [29]. Pro staticky model Gaova nelinearniho nosniku byly studovény
a Teseny tlohy ohybu a kontaktni tlohy v ¢lancich [30], [46], [47], [48] a [49]. Numerickym
metoddm pro feseni ulohy ohybu Gaova modelu je vénovana prace [14]. Velmi zajimava
tloha bucklingu Gaova nosniku je pak fesena v praci [58]. Dalsimi pracemi zabyvajicimi
se touto tématikou jsou napt. [3], [4], [5], [17] nebo [78]. Jedinou ndm znadmou praci zaby-
vajici se tvarovou optimalizaci tohoto nelinedrniho modelu nosniku je [16]. Dynamickym

tlohdm Gaova nosniku je také vénovana celd fada praci, naptiklad [2], [6], [40], [41], [51]
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a [76]. Dynamicky model Gaova nosniku pro kontaktni ulohu je studovan v [8], [71] a [72].
Inverzni tloha pro dynamicky model Gaova nosniku byla fesena v [44], a to konkrétné
pro data z ¢lanku [7]. V soucasné dobé je jiz publikovano vice nez 30 praci zabyvajicich se
nelinedrnim modelem Gaova nosniku, z nichz za zminku urcité stoji napt. [10], [21], [22]
nebo [75].

V této praci se omezime pouze na staticky model Gaova nosniku. Konkrétné se budeme
zabyvat identifikaci neznamych parametri v tloze ohybu nosniku, nasledné pak i v kon-
taktnich tlohach, a to jak s dokonale tuhym, tak i deformovatelnym podlozim. Této pro-

blematice jsou vénovany autorciny jiz publikované ¢lanky [60], [61] a [62].

1.1. Gauv model nosniku

Jak jiz bylo Teceno, existuje cela fada nelinedrnich modelt nosniku. V této praci se
vsak omezime pouze na jeden konkrétni, z naseho pohledu nejzajimavéjsi, nelinearni model,
ktery poprvé v roce 1996 publikoval D.Y. Gao. V literature se bézné hovori o Gaové nosniku.
Detailni odvozeni lze najit pravé v ¢lanku [27], my si zde uvedeme pouze hlavni kroky.

Uvazujeme elasticky nosnik, jehoz fez v roviné (z,y) je obdélnik
Q={(z,y) eR*|0<z <L —-b<y<b},

kde L je délka nosniku a 2b jeho tloustka. V roviné (y, z) je pficny ez dan obdélnikem
[—b,b] x [0,t], kde ¢ je sifka nosniku. Ta je v ¢lanku [27] bez jmy na obecnosti uvazo-
vana jako jednotkova. Az pozdéji v ¢lancich [50], [60], [61] a [62] je Gatuv nosnik uvazovan
s obecnou sitkou t. Gao pri odvozeni modelu nosniku predpokladal, ze je zachovana Euler—
Bernoulliho hypotéza, tedy Ze prufez, ktery je rovinny a kolmy na stfednici (tj. k vodo-
rovné ose) nosniku pred deformaci, zustava rovinny a kolmy ke stfednici i po deformaci.
Daéle predpokladal, ze materidl nosniku je izotropni a ze osa x prochazi stredovou osou nos-
niku. Samotny model Gaova nosniku vychazi ze soustavy von Karmanovych rovnic v jedné

dimenzi. Uvazuje se pole posunuti

we (1) ),

w(z)

kde (z,y) € Q, w znadi vertikalni pruhyb, u horizontalni posunuti bodu osy nosniku x a ¢

je thel jejtho ohybu. Z teorie deformaci dostavame Green—St Venanttiv tenzor deformace
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Obrézek 1: Oboustranné vetknuty nosnik.

ve tvaru E(u) = 1 <Vu + (V)" + (Vu) T - Vu). Odtud pak na zakladé analyzy z [27],
zanedbanim malych c¢lent a po dosazeni # = w’ dostaneme nenulové slozky tenzoru napéti

ze vztahu pro rovinnou napjatost

kde

E znac¢i Younguv modul pruznosti a v Poissonovu konstantu. Dale se predpoklada, ze
na nosnik pusobi vertikalni zatizeni ¢(x) a v koncovém bodé nosniku x = L pak axidlni
sila P, viz Obréazek 1. V pripadé kladné axialni sily dochazi ke stlacovani nosniku, v opac-

ném pripadé k jeho natahovani. Funkciondl celkové potencialni energie je pak tvaru
1 L
M(u, w) = 5 /(azez + oyey) dzdy — / quwdx + Pu(L).
Q 0

Pro stacionarni bod tohoto funkcionalu dostaneme pro = € (0, L) soustavu dvou nelinear-

nich rovnic
u’ + (1+v)w'w" =0, (1)
EIw" — 2btE {(1 + V)(2(’UJ/>2 _|_u/>w// + yw/u//} — f(l’), (2>
kde
f@) = (=) Voe 0.0)

a I znac¢i moment setrvacnosti prurezu vzhledem k ohybové ose, ktery je dan vztahem

/A 22 dy dz,
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pricemz A je plocha pticného fezu v roviné (y, z). V piipadé Gaova nosniku je tedy

2
I= §b3t. (3)

Zintegrovanim rovnice (1) dostaneme dle [69]

(1—-v3)P
2btE

o = (w14 0) -
Po dosazeni do (2) dostaneme finalni rovnici pro Gauv nosnik, kterd je tvaru
Elw" — Ea@)*w" +Puw" = f, v (0,L),
kde

a = 3th(1—v?), p=(1-0)(1+v), f=0-1v9q

Tento model nosniku byl ptivodné navrzen pro nekonvexni tlohy, které vedou na tzv. ilohu

bucklingu. Pro pripad konvexnich tloh byla v [50] navrzena modifikace konstanty p ve tvaru
w=1-1% (4)

Protoze se v této disertacni praci budeme zabyvat pouze konvexnimi tlohami, uvazujeme

nadale konstantu u ve tvaru (4).
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2. Uloha ohybu nelinearniho nosniku

Nejprve se zamérime na tlohu ohybu nelinedrniho Gaova nosniku. Pripomenme, ze

tento model je dan diferencialni rovnici ¢tvrtého radu tvaru:
ElIvw"Y — Fa()?w' +Ppw" = f na (0,L), (5)
kde
a = 3tb(l —1v?), p=1-v2 f=0-1v9q

K rovnici (5) budeme uvazovat jesté ¢tyfi okrajové podminky, pri¢emz s ohledem na fyzi-

kalni realitu 1ze zvolit jednu z nésledujicich moznosti:

(B1) prosté podepfeny nosnik: w(0) = w(L) = w"(0) = w"(L) = 0;
(B2) oboustranné vetknuty nosnik: w(0) = w'(0) = w(L) = w'(L) = 0;
(B3) nosnik s vetknutim a podepfenim: w(0) = w'(0) = w(L) = w”"(L) = 0;
(B4) nosnik s volnym koncem:

w(0) = w'(0) = 0;

w"(L) = EIw"(L) — 3E o (w'(L))*+ P (1 —v*) w'(L) =0.
Dalsi vyuziti nelinedrniho modelu vyzaduje varia¢ni formulaci, [65]. Pro tyto ucely je nutné

zavést tzv. prostory kinematicky pripustnych posunuti V;, ¢ = 1,...,4, coz jsou v tomto

pifpadé podprostory Sobolevova prostoru H?((0, L)) dané stabilnimi okrajovymi podmin-

kami. Tedy
(B1): Vi = {ve H*((0,L)) : v(0) =v(L) = 0},
(B2): Vo = {ve H*((0,L)) : v(0) =v'(0) = v(L) = /(L) =0},
(B3): Vs = {ve H*((0,L)) :v(0) = v'(0) = v(L) = 0},
(B4): Vi = {ve H*(0,L)) : v(0) =v'(0) = 0}

V pripadech, kdy nebudou okrajové podminky jasné specifikovany, budeme pouzivat jed-

notné oznaceni prostoru kinematicky pripustnych posunuti V.
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Nyni muzeme pristoupit k variacni formulaci tlohy ohybu Gaova nelinearniho nosniku,

kterda ma nasledujici tvar

Najit w € V takové, ze
{ (6)

a(w,v) + m(w,v) = L(v), Yo eV,

kde

_ LE[ ////d_ LP1_2 //d 7
a(w,v)—o w" v'dx A ( vo)w' v'de, (7)

L L
m(w,v) = / Etb(1—v*) (w3 dr, L(v) = / (1— 1% quda.
0 0
Varia¢ni formulaci (6) lze ekvivalentné vyjadrit jako minimalizaci funkciondlu celkové po-
tencialni energie, tj. jako tlohu

Najitw e V: Ilg(w) = Hél‘I/l Mg(v), (8)

kde I1g(v) je funkciondl celkové potencialni energie pro Gatuv nosnik dany vztahem

M (v) = %a(v,v) + %w(v,u) ~ L), ()

Tento funkcional je spojity a lze ukazat, ze za urcitych podminek je i ryze konvexni a koer-

civni, [24]. Predpoklddejme tedy déle, zZe plati
(P1) ¢ € L*((0, L)),

(P2) E, t, b, v jsou kladné konstanty,

_ 1
(P3) P <P kde P = -

2 PE a PE je Eulerova kritick sila.

Pak lze dokézat nasledujici lemma, viz [48].

Lemma 2.1. Necht plati predpoklady (P1)—(P3), pak funkciondl I1g(v) dany vztahem (9)

je ryze konvexni a koercivni.

Eulerova kritickd sila PZ je mezni hodnota axidlni sily, kterd je znama z teorie stability

a je definovana vztahem

Py = min R(v), (10)
v#0
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kde
EI [F(v")?da

cV
JE )2 dz °

R(v) =

je tzv. Rayleightiv podil. V roce 1757 odvodil Euler explicitni formule pro vypocet kritické
hodnoty osové sily
7Bl
PE = 11

kde konstanta I zavisi na zvolenych okrajovych podminkach, viz Tabulka 1, detailnéjsi

informace lze najit napt. v [11], [18] nebo [23].

| (B1) (B2) (B3) (B4)
K| 1 05 07 2

Tabulka 1: Tabulka konstant

V pripadé Gaova nelinedarniho nosniku definujeme tzv. nelinearni Rayleightiv podil, viz [58],

pro u,v € V vztahem

EI [{(v")?dz + sEo J& (u'v')? da
Jo'(v)?da '

Ru(v) =
Pak lze ukéazat, ze pro kritickou hodnotu P axidlni sily Gaova nelinedrniho nosniku plati

(1—y2>? = min min (R(’U) + lEOé M>7

vV %o 37 Jy(w)de

pricemz
(1-v*)P = PE

Odtud tedy plyne zdiavodnéni predpokladu (P3), viz [58], kde

— 1
P = E
1 _ V2 cr

S ohledem na Lemma 2.1 a zakladni véty variacniho poctu lze zformulovat podminky

pro existenci a jednoznac¢nost feseni tlohy ohybu Gaova nosniku, viz [48].
Véta 2.1. Necht jsou splnény predpoklady (P1)—(P3). Pak dlohy (6) a (8) jsou vzdjemné
ekvivalentni a maji jediné resend.
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Nyni tlohu ohybu Gaova nosniku zobecnime v tom smyslu, ze budeme uvazovat Younguv
modul pruznosti £ a Poissonovu konstantu v jako po castech kladné konstantni funkce.

V tomto pripadé budeme misto (P2) a (P3) uvazovat néasledujici predpoklady
(P2)* E, v jsou po ¢astech kladné konstantni funkce a ¢, b jsou kladné konstanty,
1 2Finl
PE. pFidemy PE — [ mins

Tz, e " = KDy
sfla, Fmin, Vmin jsou minimélni hodnoty funkci E, v a konstanta K nabyva hodnot

(P3)* P < Py, kde Py, = je Eulerova kriticka

dle zvolenych okrajovych podminek, viz Tabulka 1.

Lze ukazat, ze v piipadé splnéni predpokladu (P1), (P2)* a (P3)* je funkcional Ilg(v)
definovany vztahem (9) ryze konvexni a koercivni na V. Je tedy zfejmé, Ze i v tomto

obecnéjsim piipadé lze zformulovat vétu o existenci jediného feseni, viz [60], [61].

Véta 2.2. Necht jsou splnény predpoklady (P1), (P2)* a (P3)*. Pak ulohy (6) a (8) jsou

vzdjemné ekvivalentni a maji jediné resent.
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3. Kontaktni iloha pro nelinearni nosnik s podlozim

Kontaktni tlohy se velmi casto vyskytuji v bézné inzenyrské praxi, napf. pri reseni
zakladt ruznych staveb a konstrukci, pii vyztuzovani v dolech, tunelech a vykopovych
pracich, nebo také pii navrhovani kolejnic v zZelezni¢ni dopravé. V této kapitole se bu-
deme zabyvat kontaktni ilohou Gaova nelinearnitho nosniku s podlozim, pricemz budeme
uvazovat dva typy podlozi, a to dokonale tuhé a elasticky deformovatelné. Navic budeme
predpokladat, ze mezi nosnikem a podlozim je mezera. Tuto mezeru popiseme hladkou
funkei g < 0, viz Obréazek 2. Je-li nosnik pevné spjaty s podlozim, hovorime o tzv. bila-
terdlnim podlozi. V opacném pripadé, tj. pokud nosnik s podlozim spjaty neni, hovoiime

o podlozi unilaterdlnim. My se omezime pouze na tlohy s unilateralnim podlozim.

Obrazek 2: Oboustranné vetknuty nosnik nad podlozim

3.1. Kontaktni tiloha s dokonale tuhym podlozim

Nejprve se budeme zabyvat kontaktni tlohou pro Gaiiv nelinedrni nosnik a dokonale
tuhé podlozi. Predpokldadame, ze ve vzdalenosti g pod nosnikem je umisténa dokonale tuha
prekazka neboli podlozi. Mezera mezi nosnikem a podlozim je tedy obecné popsana funkci
g(x). Poznamenejme, ze v pripadé kontaktu s dokonale tuhym podlozim nedochazi k za-
boreni nosniku do podlozi. Uvazujme tedy rovnici Gaova nosniku spolecné s kontaktnimi

podminkami

Elw" =3Etb(1—v") () w"+P(1—=v)uw" = 1=v")g+T(w) v (0,L), (12)

w > g,
T(w) > 0,} v (0,L), (13)
(w—g)T(w) =0,



kde T'(w) je kontaktni sila mezi nosnikem a podlozim, kterd zavisi na nezndmém prui-
hybu w. Je zfejmé, zZe mohou nastat pouze dvé situace s ohledem na velikost prihybu w.
Je-li w(z) = g(z) pro x € (0, L), pak nastavad v bodé x kontakt a T'(w(z)) > 0. Jestlize
w(z) > g(z) pro x € (0,L), pak v bodé x ke kontaktu nedochézi a je tedy zfejmé, Ze
T(w(z)) = 0. Podminky (13) jsou znamé z literatury jako Signoriniho podminky. Samo-
ziejmé i v kontaktni tloze je tfeba s ohledem na fyzikalni realitu uvazovat jesté ctyri
okrajové podminky. I v tomto piipadé tedy budeme volit jednu z moznosti (B1), (B2),
(B3) nebo (B4) uvedenych na strané 15.

Slaba formulace tulohy (12), (13) je pak déna ve tvaru varia¢ni nerovnice

{Najit w € K takové, Ze (14)

a(w,v —w) +7(w,v —w) > L(v—w), Yv € K,

kde formy a(w,v), w(w,v) a linedrni funkciondl £(v) jsou definovany v (7), K je mnozina

pripustnych prihybi ve tvaru
K={veV:v>gna(0,L)}, (15)

pricemz V' znadi prostor kinematicky pripustnych posunuti a g € C({0, L)), g < 0 na inter-
valu (0, L). V pfipadé potieby rozlisit lohy s ohledem na dané okrajové podminky budeme
pouzivat odpovidajici znaceni prostoru V;, i = 1,...,4, viz str. 15.

Varia¢ni nerovnici (14) lze ekvivalentné vyjadrit jako minimalizaci funkciondlu celkové
potencidlni energie, tj. jako tlohu

Najit we K : Ilg(w) = HélII{l IIg(v), (16)

kde TIg(w) je dany vztahem (9). Pripomenme, Ze za platnosti predpokladua (P1)—(P3) je
funkciondl Ilg(w) ryze konvexni a koercivni, viz Lemma 2.1. Navic mnozina K je ne-
prazdnd, uzaviend a konvexni. Na zakladé toho lze za predpokladi (P1)-(P3) uvedenych

na strané 16 zformulovat podminky pro existenci a jednoznacnost feseni studované tlohy.

Véta 3.1. Necht plati predpoklady (P1)—(P3). Pak dlohy (14) a (16) jsou vzdjemné ekvi-

valentni a maji jediné reseni w € K.

Analogicky jako v predchozi kapitole lze i zde vyslovit obecnéjsi tvrzeni o existenci a jed-

noznacnosti reseni studované kontaktni tlohy v pripadé, ze Younguv modul pruznosti £

20



a Poisonova konstanta v jsou po ¢astech kladné konstantni funkce a misto predpokladi (P2)

a (P3) jsou splnény predpoklady (P2)* a (P3)* uvedené na strané 18.

Véta 3.2. Necht plati predpoklady (P1), (P2)* a (P3)*. Pak ulohy (14) a (16) jsou vzdjemné

ekvivalentni a maji jediné reseni w € K.

3.2. Kontaktni 1loha s elasticky deformovatelnym podlozim

V pripadé deformovatelného podlozi budeme uvazovat nejcastéjsi a nejjednodussi mo-
del, coz je tzv. Winkleruv model podlozi, viz napt. [20] a [77]. Jedna se o jednoparametricky
model, ktery 1ze znézornit jako soubor pruzin samostatné ptisobicich na kontaktu nosniku
a podlozi. V tomto pripadé predpoklddame, ze podlozi je umisténo ve vzdéalenosti g < 0
pod nosnikem. Je-li g = 0, pak nosnik na podlozi lezi. V porovnani s dokonale tuhym pod-
lozim vsak muze v tomto pripadé dojit k zabofeni nosniku do podlozi, tedy w(z) < g(z)
v nékterych castech intervalu (0, L). V takovém pripadé lze urcit velikost reakce podlozi
vztahem

Tw) = kb(1—v*)(g —w)" v (0,L),

kde k£ > 0 je modul pruznosti uvazovaného podlozi a
(9(z) —w(@))" = max{0, g(z) — w(z)}.
Toto vyjadreni lze interpretovat jako podminku norméalové poddajnosti.
Kontaktni loha Gaova nosniku a deformovatelného podlozi je pak déana rovnici
Elw"Y —3Etb(1—0v*) (w)?w" +P(1—-v)w" = (1-v*)q+T(w) v (0,L)

spolecné s okrajovymi podminkami (B1), (B2), (B3) nebo (B4) definovanymi na strané 15.
Reseni této tlohy lze najit napt. v élancich [30] a [46]. Pifslusnd varia¢ni formulace je

ve tvaru

{Najit w € V takové, Ze (17)

a(w,v) + m(w,v) — k(w,v) = L(v), Yo eV,

kde a(w,v), m(w,v) a L(v) jsou definovany v (7), kontaktni ¢len x je definovan vztahem

K(w,v) = /OLkb(l—VQ)(g—w)+de (18)
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a V je prostor pripustnych posunuti. I zde v pripadé potreby odlisit tlohy s ohledem
na uvazované okrajové podminky budeme pouzivat odpovidajici znaceni prostoru V;, ¢ =
1,...,4, viz str. 15.

Ulohu (17) 1ze opét ekvivalentné vyjadfit jako minimalizaci funkciondlu celkové potencio-
nalni energie

Najitwe V: II(w) = Hél‘I/l II(v), (19)

pricemz funkcional II(v) je ddn ve tvaru souctu
[I(v) = Tea(v) + Hp(v), (20)

kde Il (v) je definovany vztahem (9) a
1
Mp(v) = 5/@(1},1}).

Je zrejmé, ze funkciondl IIg(v) je nezaporny, konvexni a spojity. Proto lze s vyuzitim

predpokladi (P1)-(P3) uvedenych na strané 16 zformulovat nasledujici vétu, viz [48].

Véta 3.3. Necht plati predpoklady (P1)—(P3) a k > 0. Pak jsou ulohy (17) a (19) vzdjemné

ekvivalentni a maji jediné reseni w € V.

Kontaktni tlohu pro nelinearni Gativ nosnik s deformovatelnym podlozim je mozné zo-
becnit i pro pripad, kdy uvazujeme, ze modul pruznosti podlozi k je dan jako kladna po c¢as-
tech konstantni funkce. Existence jediného feseni ulohy (17) je tedy zajisténa i v tomto

pripadé.

Véta 3.4. Necht plati predpoklady (P1)—~(P3) a k je po cédstech kladnd konstantni funkce.

Pak dlohy (17) a (19) jsou vzdjemné ekvivalentni a maji jediné rveseni w € V.

ProtoZe uvazujeme kontaktni tlohu, tak bychom Eulerovu kritickou silu PZ, zminénou

v predpokladu (P3) a definovanou vztahem (11), méli doplnit ¢lenem predstavujicim vliv

deformovatelného podlozi. Tedy konkrétné bychom méli uvazovat

e JEET (v")?dx + Sy kb (g —v)*da
cr VeV fOL('U/>2 dl‘ )
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kde v¢ C (0, L) predstavuje kontaktni zénu, kterou ovsem predem nezndme. Je ziejmé,
7e PE < PE_ Analogickym zptisobem bychom méli tedy definovat i hodnotu kritické sily

pro nelinearni Gatv nosnik, tedy

L
P 1 pE — minfo E[(U”)zdl;—l—fvckb(l—Vz)(g—v)de‘
Tl T L= ) ()2 o

S ohledem na neznamou kontaktni zénu ¢ je zrejmé, ze se hodnota kritické sily Gaova
nosniku bude nachézet v intervalu (P, P). A protoze velikost kontaktni z6ny ¢ nelze

piedem uréit, budeme v predpokladu (P3) uvaZovat jako horni mez axidln{ sily hodnotu P.
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4. Identifikace neznamych parametri

Uloha identifikace nezndmych parametrii spadd do obecnéjs{ oblasti inverznich tloh,
které maji siroké uplatnéni nejen v matematice, ale i ve strojirenstvi, prirodnich védach,
zdravotnictvi a v mnoha dalsich odvétvich. Obecné inverzni tilohou rozumime proces, kdy
na zakladé znalosti jistych pozorovani, ziskanych napiiklad mérenim, chceme najit od-
povidajici hodnoty vstupnich parametri uvazovaného modelu. V této préaci se zamérime
na identifikaci materialovych parametri Gaova nosniku a v pripadé kontaktni tilohy s de-
formovatelnym podlozim na identifikaci modulu pruznosti podlozi. Uvazovat budeme nej-
prve tlohu ohybu a poté kontaktni iilohy s dokonale tuhym i deformovatelnym podlozim.

K feseni bude pouzita metoda optimalniho fizeni.

4.1. Identifikace neznamych parametrt v iloze ohybu nosniku

Nejprve se budeme zabyvat tlohou identifikace neznamych materidlovych parametri
v uloze ohybu nelinedrniho Gaova nosniku, konkrétné Youngova modulu E a Poissonovy
konstanty v. Jak jiz bylo zminéno, pouzijeme metodu optimalniho fizeni, pricemz F a v
budou hrat roli idici proménnych. Predpokladejme tedy, ze interval (0, L) je rozdélen na r

otevienych vzajemné disjunktnich podintervala K;, i =1,...,r, tedy K; N K; =0, Vi # j
K;.

=

a (0,L) =

i=1

Poznamka 4.1. Pro zjednoduseni zapisu budeme ddle dvojici materidlovych parametri

(E,v) znacit jako parametr p := (E,v).
Pro dalsi ucely definujme mnozinu pripustnych hodnot pro fidici proménnou p = (E,v)

vztahem

Uw = {p=(E,v) | pe L>*((0,L)) x L((0,L)) : 0 < Epin < E < Epax <oov (0,L),

0 S v S 0.5v (O,L), p|Kz € Po(KZ> X Po(KZ>,Z = 1,.. .,T’}, (21)

kde Fuin < Fnax jsou dané konstanty a Py(K;) je mnozina po ¢astech konstantnich funkei
na K;. Je tedy zfejmé, ze U,y je uzaviend konvexni mnozina dvojic funkci, které jsou

na daném déleni intervalu (0, L) po ¢astech konstantni. Abychom zduraznili, ze je Gauv

model nosniku parametrizovan hodnotou parametru p € Uy, budeme v dalsim textu formy
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definované v (7) znacit symboly a,, 7, a L£,. Prislusna stavova tloha je tedy tvaru

Pro dané p € U,y
najit w(p) € V takové, ze (22)
ap(w,v) + mp(w,v) = L,y(v), Yv e V.

S ohledem na zobecnéni uvedené v zavéru Kapitoly 2 lze tvrdit, ze existence jediného reseni

stavové tlohy (22) je splnéna za platnosti predpokladi
(P1) g€ L*((0, L)),
(P2)’ ¢, b jsou kladné konstanty,

o o 72 Emzn I 72 Emzn I
P3) P Pmin7 kd Pm'm = = )
(P3) 1 < ‘ (= Za)K-LP ~ (K-Ly

kde v, = 0 je minimalni pripustnd hodnota Poissonovy konstanty v. Poznamenejme, ze

72 Ein I mEI
<

Pnin = K-L)2 ~ (1=K L)?

V(E, V) c Uad,

kde konstanta K je dand v Tabulce 1 podle typu uvazovanych okrajovych podminek (B1),
(B2), (B3) nebo (B4). Lze tedy zformulovat nasledujici vétu.

Véta 4.1. Necht jsou spinény predpoklady (P1), (P2)" a (P3)’, pak md dloha (22) jediné
resent pro libovolné p € Uyg.

Nyni muzeme prikroc¢it k formulaci tlohy identifikace, kterd ma podobu tlohy optimalniho
Iizeni, viz napt. [15], [73]:

Najit p* € U,q takové, ze
J(w(p*)) = min J(w(p)),
pEUad

(23)
kde w(p) je fesenim stavové tlohy (22)
aJ:V — R je cenovy funkcional.
Je-li p* Tesenim identifika¢niho problému (23) a w* := w(p*) Tesi stavovy problém (22)

pro dané p*, pak (p*, w*) nazyvame optimdini dvojice tlohy (23). Pro dalsi ucely budeme

potiebovat zavést pojem konvergence v pripustné mnoziné U,;. Budeme chtit ukazat, ze
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feseni ulohy (22) zavisi spojité na p. Je zrejmé, ze prvky p € U,q jsou po ¢astech konstantni
vektorové funkce na déleni intervalu (0, L). Lze je tedy psat jako vektor p = (p1,...,pr) €
R?", kde p; = p
stejny symbol pro vektor p € R?" a funkci p € U,y). Podobné, pro p, € U je p, =

k, = (Eyv), i = 1,...,r (pro zjednoduseni zapisu budeme pouzivat

(Pnts- - Pnr) € R, kde pi = plg, = (Ei,v), @ = 1,...,7. Konvergenci v pifpustné

mnoziné U,y budeme rozumét konvergenci slozek vektori posloupnosti {p,}, tedy:

def. .
pnrl_}—gop <~ (Emn—>—o>oEZ> A (an_}—goVi)VZ—l,..‘,?” <=
<= Ipn —pllz=o.r))° v 0. (24)

Piipustnd mnozina U,y je ohrani¢end a uzaviend podmnozina R*", tedy Uy,q je kompaktni

mnozina.

Poznamenejme jesté pro tuplnost, ze pro p, € U,y uvazujeme stavovou tlohu tvaru

Pro dané p,, € Uyy
najit w(p,) € V takové, ze (25)
ap, (w,v) + 1, (w,v) = L, (v), Yv e V.

Spojita zavislost Teseni w(p) stavové tlohy (22) na materidlovém parametru p € Uy
pro volbu okrajovych podminek (B1), a tedy prostor Vi, je dokdzana v nasledujicim lem-
matu, viz [60]. Pro zbyvajici typy okrajovych podminek (B2), (B3) a (B4) je tvrzeni lem-

matu dokazano v Dodatku 9, viz Lemma 9.1.

Lemma 4.1. Necht jsou splnény predpoklady (P1), (P2)" a (P3)’ a ddle necht p, € Uuq,

n=12... ap€ Uy jsou takové, Ze

pn —> p v (L®((0,L)))%

n—oo

Pak
w, — w(p) € V,

n—oo

kde w,, := w(py), resp. w(p), je resenim tlohy (25), resp. (22).

Diikaz. Nejprve ukézeme, Ze posloupnost {w,} je ohranicena ve V. Necht tedy w,, € V; je
fesenim tlohy (25), pak plati
g (100, 0) + T (W00, 0) = L, (0), V0 € V5. (26)
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Polozme v = wy,, pak z (26) dostaneme
p,, (Wny Wy) + Tp, (Wn, wy) = L, (w5,). (27)
Déle je z definice (21) pripustné mnoziny U,q ziejmé, ze
0<1—12<1, (28)

nebof 0 < v, < 0.5. Tedy plati

T (W, wy,) = tb/ L1 =3 (w)de > 0, Vp,=(Envn) € Ud. (29)
Dale budeme chtit odhadnout bilinearni formu
(W, wn) / Bl (w!) / P(1—v2)(w!)? da.

ap

Je ziejmé, ze HZ((0,L)) C Vi C H?*((0,L)) a plati, ze Soboleviiv prostor H*((0, L)),
k = 1,2,..., je spojité vnofeny do prostoru spojitych funkei C*-1((0, L)), viz [1], [42].
Tedy

Je¢>0: max [V'(2)] > cllv]la Vv € H*((0,L)),

z€(0,L)
kde || ||z, K = 0,1,..., zna& normu v prostoru H*((0, L)). Dale také pouZijeme nerovnost
Je>0: PW'(@)§ > clvll; Yvev, (30)

dokézanou v Dodatku 9, viz (181).
Necht P > 0, pak z (28) a (179) dostavame pro ¢len s axialni silou

[ POl @) dr < (5) PRyl d (31)

™

Celkem tedy muzeme s vyuzitim (29), (31) a (30) psat

ap,, (W, wy) + 7y, (W, Wy, /E[ " /P(l—y)( ') da +

+tb/ (1= 12) )dx>/ B, I(w!)? d —P<£>2/OL(w;;)2dxz

™

L IN2 (L
> [M Bt de = P(2) [C@ifde = elullp > celluwliy, (2)
0 0

™
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2
pricemz ¢y := Epinl — P <£> > 0 vzhledem k predpokladu (P3)’ s konstantou K = 1.
Pokud je axialni sila P < 0, pak (32) plati trividlné a ¢; = E,,;, /. Pouzitim Holderovy

nerovnosti a (28) dostaneme odhad pro pravou stranu rovnosti (27) ve tvaru

L
Ly, (wn) = /0 (1= v)gwndz < |lgll 2o,y llwnllvi- (33)

Z (32), (27) a (33) je zfejmé, ze posloupnost {w,} je ohranicena ve V;. Existuje tedy

vybrand podposloupnost, pro zjednoduseni budeme znadit stejné jako {w,}, takova, ze

w, — w (slabé) ve V. (34)

n—oo

Déle ukézeme, ze w je feSenim stavové tlohy (6). Nejprve dokdzeme, ze

L L
/ E,[w!v"dx — [ EIw"v"dz, (35)
0 n—oo 0
L L
/ Ea(1—2)(wl) v de — [ B —v*)(w)* ' da, (36)
0 n—o0 Jo
L L
/ P(1—v2)w v dz — / P(1—v*)w' v da. (37)
0 n—= Jo

Vyuzitim (24), tedy E, — E v L>((0, L)) a (34) dostavame platnost tvrzeni (35):

L L
/ E,Twiv"dzx — / Ew"v" dx’ —
0 0

L L L
/ E,Tw)v"dzx + / ETwiv"dx — / Elw”v"dx’ <
0 0 0

— 0.

n—oo

L L
< / |E, — E|[Tw)v"|dz + ’/ ET(w) —w")v"dz
0 0

Podobné s vyuZitim (24), kompaktnfho vnofeni Sobolevova prostoru H2((0, L)) do prostoru
spojitych funkei C1((0, L)), (34) a vzorce a® —b3 = (a —b)(a?+ ab+b?), a,b € R dostaneme
platnost tvrzeni (36):
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/OLEn(l—V,%)( W) dx—/LE(l_yz>( s /dx’:

/OLE(l_V) dIﬂ:/ l—y >3U/dx_/OLE(l_Vz)(w/)3U/dx <

IN

[ 1B = B) + (B — B () o' da +

+

L
[ B =) () - @) dx’ <
0
< ([[En — Ellp + || EV? — B} || [[wnl[&n [Vl +
= n Le((0,L)) n¥n [|L>((0,L)) n{lC1((0,L)) c1((o,L))

+ |E(L = v*)||zee(o.0)) 10l oro.2)) lwn — wllergo,ny)
| ((wy,)? + wiv' + (v ))||01((0,L))n_>_o>00‘

Obdobnym zptsobem lze dokazat i vztah (37). Celkem tedy pro n — oo mame
L
/ E, [w/v"dx + tb/ (1 — A (W) da —/ P(l1—v)w, v de =
0
L
= / (1—v})quda — / Elvw"v" dz + tb/ (1— 1) (w3 do —
n (o.) 0
L
—/ (1—1? /’U/dl’:/ (1 —v?) qudz,
0

tedy, ze w je TeSenim stavové tlohy (6). Protoze existuje pravé jedno feseni této tlohy, je

ziejmé, ze celd posloupnost {w,} konverguje slabé k w € V;.

Abychom dokézali silnou konvergenci posloupnosti {w, } k w, sta¢i dokazat, ze
[[w,]] = [[w]] pron — oo ve Vi,

kde
[w]]? = /0 EI(w")? dz
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je energeticka norma prostoru V; a vzhledem k ni je tento prostor uplny. Pak
L L
[[wa])? = / BI(w))?de = [(B—B)Iw))?de + [ EJ(w))*dz =
0
—/ (E— E)I(w)) dx—i—/ l—V)qwndx—tb/ (1 — v (w))* do

+/ (1 —vH) (W) de — (1—V2)qwd1’ - tb/o Bl — ) (w)*dz +

n—oo
L
+ / (1— 1) (W) de = / Elw"?de = [[u])?
0
a tedy posloupnost {w,} konverguje silné k w ve V. O

Déle dokazeme, ze existuje alespon jedno feseni uvazované identifikacni tlohy (23). Pritom

budeme predpokladat, ze cenovy funkcional J je spojity, tedy, ze plati

wpn) —2 wlp) = J(wpn)) =2 J(w(p)). (38)

n—oo

Véta 4.2. Necht U,y je pripustnd mnozina definovand vztahem (21), necht jsou splnény
predpoklady (P1), (P2) a (P3)" a cenovy funkciondl J spliuje (38). Pak identifikacni
dloha (23) md alespon jedno Tesent.

Diikaz. Necht {p,}, pn € U.q je minimalizujici posloupnost funkciondlu J v pripustné

mnoziné U, tj.

G = inf J(w(p)) = lim J(w(p,)). (39)

pEU4q n—oo

Protoze je mnozina U,4 kompaktni, tak pro kazdou vybranou podposloupnost {p, } (pro zjed-

noduseni je pouzito stejné znaceni) existuje takovy prvek p* € U,q, pro ktery plati

pn —> p* v (L2((0,L1)))%

n—oo

Z Lemmatu 4.1 dale plyne, ze

w(pn) — w(p*) ve V.

n—oo

Odtud a s vyuzitim (38), (39) dostdvame

G = inf J(w(p)) = J(w(p*)) > G,

pEUad
tj. p* je Tesenim ulohy (23). O
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Poznamenejme, ze Véta 4.2 bude platit i pro zbyvajici tii typy okrajovych podminek s vy-
uzitim Lemmatu 9.1 uvedeného a dokazaného v Dodatku 9.
Funkcionalu, které splnuji podminku (38), je celd fada. Takovym standardnim prikladem

funkcionalu je
J(w(p)) = Sllw(p) — 2| (40)

kde w(p) je TeSeni stavové tlohy (22) pro dané p € U,g, 2z je dany priuhyb nosniku a
|| - || znaci normu prostoru V. Je ziejmé, ze funkcionédl J je spojity jestlize napiiklad
z € L*((0,L)) a -] je L*((0, L)) norma. V praktickych aplikacich je vétSinou prithyb z dan
v podobé diskrétnich hodnot z; ziskanych nejcastéji z experimentalniho méreni v bodech ¢;.

V takovém ptipadé je cenovy funkciondl dan ve tvaru
‘](y> = Z(y(t2> - Z’i>27 Z = (Zb s 7Zm>T € Rm? (41>

kde t; € (0,L), i = 1,...,m. ProtoZe je prostor H?((0, L)) kompaktné vnoten do prostoru
spojitych funkef C1((0, L)), viz [1], je y € V spojita funkce. Tedy funkcional J je spojity.

4.2. Identifikace neznamych parametra v kontaktni tiloze nosniku
s dokonale tuhym podlozim

Nyni se budeme vénovat identifikaci neznamych materialovych parametri Gaova nos-
niku v kontaktni tloze s dokonale tuhym podlozim, pricemz nosnik je umisténym ve vzda-
lenosti ¢ nad podlozim. I v tomto pripadé predpokladame, ze je interval (0, L) rozdélen

na r otevienych, vzajemné disjunktnich segmentt K;, i =1,...,r, tedy K;NK; =0, Vi # j
a{0.L) = UK.

i=1
Podobné jako v predchozim budeme i zde pro dvojici materidlovych parametrii, Youngova

modulu F a Poissonovy konstanty v, pouzivat jednodussi oznaceni p := (E, v). Analogicky

je definovana i mnozina pripustniych hodnot

Uw = {p=(E,v)|pe L=((0,L)) x L=((0,L)) : 0< Epin < E < Epax <o0ov(0,L),
0<v<05v(0,L),p

K, € Po(Ki) x Po(Ky), i = 1,7}, (42)

kde Fuin < Fnax jsou dané konstanty a Py(K;) je mnozina po ¢astech konstantnich funkei

na jednotlivych segmentech nosniku Kj;. I zde budeme parametrizaci nosniku parametrem

31



p zduraznovat pouzitim dolniho indexu u prislusnych forem. Tedy stavova tloha pro neli-

nearni Gauv nosnik s dokonale tuhym podlozim je tvaru

Pro dané p € Uy

najit w(p) € K takové, ze (43)
ay,(w,v —w) + m(w, v —w) > L,(v—w), Yv € K,
kde
K={veV:v>gna(0,L)} (44)

S ohledem na vysledky predchozich kapitol je ziejmé, ze predpoklady (P1), (P2)” a (P3)’
uvedené na strané 25 zajistuji existenci jediného reseni a lze tedy zformulovat nasledujici

vetu.

Véta 4.3. Necht jsou splnény predpoklady (P1), (P2) a (P3)’, pak md dloha (43) jediné

resent pro libovolné p € U,g.

Nyni mtzeme prikrocit k formulaci tlohy identifikace pro kontaktni ilohu s dokonale tuhym

podlozim, kterd ma i v tomto pripadé podobu tlohy optiméalniho Fizeni:

Najit p* € U,q4, takové, ze
J(wp)) = min J(w(p)), (45)
kde w(p) je Tesenim stavové tulohy (43)

aJ:V — R je cenovy funkciondl dany vztahem (40).

Analogicky jako v predchozi podkapitole i zde pouzivime pro (p*,w*) pojem optimdlni
dvojice tlohy (45), je-li p* TeSenim tlohy (45) a w* := w(p*) Tesi stavovy problém (43)
pro dané p*. I v tomto ptipadé jsou prvky p € U,q po ¢astech konstantni vektorové funkce

na délen{ intervalu (0, L). Lze je tedy opét psit jako vektor p = (pi,...,p,) € R?" kde

pi = plx, = (Ei,v), i = 1,...,r . Podobng, pro p, € Usq je pn = (Puty-- -, Pur) € R*,

kde p,; = p

k, = (Ei,vi), i = 1,...,r. A analogicky, konvergenci v pripustné mnoziné

U,q budeme rozumét konvergenci slozek vektoru posloupnosti {p,}, tedy:

def,

<= Ipn —pllz=o.r))° == 0 (46)
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Déle ukazeme, ze feseni w(p) stavové tlohy (43) spojité zavisi na materidlovém parametru
p € Uuq, nyni pro volbu okrajovych podminek (B2), a tedy prostor V3, viz [62]. Pro zbyvajici
typy okrajovych podminek (B1), (B3) a (B4) lze spojitou zavislost samozrejmé dokazat
také, viz Dodatek 9, Lemma 9.2.

Pfipomenime, ze piipustnd mnozina U,y je ohrani¢end a uzaviena podmnoZina R?", tedy je

to kompaktni mnozina. Pro tplnost si jesté také uvedeme stavovou tlohu pro p, € Uyg:

Pro dané p,, € Uy
najit w(p,) € K takové, ze (47)
ap, (w,v —w) +m, (w,v—w) > L, (v—w), Vv e K,

kde K je dand vztahem (44). Nyni jiz muzeme piistoupit k formulaci spojité zavislosti.

Lemma 4.2. Necht jsou splnény predpoklady (P1), (P2)" a (P3)’. Ddle necht p, € Uy,

n=12... ap€ Uy jsou takové, Ze

pu =2 p o (L2((0, L))"

n—oo

Pak

w
n—00

kde w,, := w(p,), resp. w(p), je resent ulohy (47), resp. (43).

Diikaz. Dikaz tohoto lemmatu je veden obdobné jako dikaz Lemmatu 4.1 v odstavci 4.1.

Nejprve dokézeme, ze posloupnost {w,} je ohranic¢end ve V,. Z (43) vime, zZe
ap,, (W, v — wy) + 7 (W, v —wy) > L, (v—w,) YveK. (48)

Protoze g < 0 na (0, L), je zfejmé, ze 0 € K. Dosadime-li za v = 0 do vztahu (48) obdrzime

nasledujici nerovnost
apn (wn? wn) S apn (wn? wn) + an (wn? wn) S Epn (wn>7 (49>

kde jsme vyuzili toho, ze
L
Ty (W, W) = / E,tb(1—v2) (w)*de >0  VneN.
0
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Analogicky jako v dikazu Lemmatu 4.1 ziskdme nésledujici odhady. Necht P > 0, pak
s ohledem na (184) a (181) dostaneme

L "n\2 L 2 /\2
ap, (Wn, wy,) = /0 E,I(w)) dx—/o P(1—v)(w)) dz >

n n —

2

Y

/OL Bpin I(w!)*dz — P <2£> /OL(UJZ)Q dr — (50)

™
= 2 [lwill§ > ez fJwally,,

L 2
kde ¢ = Epinl — P <2—> > 0 vzhledem k predpokladu (P3)’ s konstantou K = 0.5 a
T

¢ > 0 je konstanta z nerovnosti (181). V pripadé zdporné axidlni sily P < 0, plati vyse

uvedeny odhad automaticky, pficemz co = Epnl > 0. Déle z (49), (50) a odhadu

L) = [ (0= 12)awedz < lgllisgony
plyne, ze posloupnost {w,} je ohrani¢end v prostoru Va. Lze z ni tedy vybrat podposloup-
nost (opét pro jednoduchost znac¢ime stejné) takovou, ze
wp = w  (slabé) ve V5. (51)
Déle ukézeme, ze w je FeSenim tulohy (43). Je zfejmé, Ze konvexni a uzaviend mnozina

K je slabé uzaviena a tedy w € K. Podobné jako v dikazu Lemmatu 4.1 lze ukazat, ze

pro kazdé v € K plati

nggoapn(wn,v) = a,(w,v), Ji_ggoﬁpn(wn,v) = p(w,v) (52)
a
i £,,(0) = £,(0) (53

Z (46) a (51) plyne, ze

T £, () = £y(0). (54
Dale plati
h&g}f%n(wmwn) > a,(w,w), (55)

nebot
lim inf a,, (Wp, wy) = lim inf (ap, (Wn, wy) £ ap(wp, wy,)) >
> lim inf (ap,, (Wn, wy) — ap(wp, wy)) + lim inf ap(Wp, wy,) > ap(w,w).
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Zde jsme vyuzili jednak toho, ze symetricka, V-eliptickd bilinedrni forma a, je slabé zdola

polospojita ve V4 a déle pak, ze z (46) a (51) plyne

lim (ay, (Wn, wy) — ap(wn, wy,)) = 0.

n—oo
Nyni dokazeme, ze plati

lim 7, (W, wy,) = m,(w, w). (56)

n—oo

Miuzeme tedy psat

/OL E,tb(1— V,%)(w:l)4dx _ /OLEtb(l B y2)(w/)4dl” _

[Tpn (W W) — mp(w, )| =

L L L
[ Batb =)y ® [ Eeb (- ) wl)ide — [ Erb(1 - Vz)(w’)4dx’ <
0 0 0

IN

/OL(En 1—-vH—-FE(1 - VQ))tb(w;)“dx’ .

/OL Etb(1—v*)((w)* - (w’)4)dx’ <

< c(|En = Ellz=o.ry) + 1BV = Eav2llz(o.)) [t bllwnllén .0+
L
+ [T (= vl = @) de — 0,
0 n (o.)

kde ¢ > 0 je konstanta, kterou dostdvame uzitim (46), (51), algebraického a topologic-
kého vnofen{ prostoru H?((0,L)) do prostoru C*((0, L)) a Lebesgueovy véty. Ze stavové
tlohy (47) déle plyne

lim sup (ay,, (W, v — wy) + 7p, (Wn, v — wy,)) > limsup £, (v —w,) Yve K.  (57)

n—o00 n—o0

Déle z (53) a (54) dostavame

limsup £, (v —w,) = L,(v—w). (58)

n—oo
Pro levou stranu nerovnosti (57) dostaneme uzitim (52), (55) a (56) néasledujici odhad

lim sup (ap, (W, v — wy,) + 7p, (Wn, v —wy,)) <
n—roo

< limsup ay, (wp, v — w,) + limsup 7, (w,, v — w,) <

n—oo n—oo

< limsup ay, (Wn, v) + lim sup(—a,, (Wn, wy,)) + lim sup m,, (wy,, v) +
n—roo

T n—ooo n—00

+ lim sup(—mp, (W, wy,)) = ap(w,v) — lim inf a, (Wy, wy,) + Tp(w, v —w) <

n—oo

< ay(w,v —w) + mp(w, v — w). (59)
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Z (58) a (59) dale plyne, ze w € K spliluje nerovnost
ap(w,v —w) + mp(w,v —w) > L,(v—w), Yo € K,

tedy, ze w je TeSenim stavové tlohy (43). Protoze tato tloha ma jediné feseni, je ziejmé,
ze cela podposloupnost {w,} slabé konverguje k w v prostoru V5.

K dukazu silné konvergence posloupnosti {w,} k w ve V; staci dokazat, ze

[[wn = w]]* — 0,

n—oo

kde

[w]]? = ay(w,w)
je energeticka norma prostoru V5. Vzhledem k ni je tento prostor uplny. Pak lze psat
0 < [[w, —w]]* = ap(w, —w,w, —w) =
= ap(w, —w,w, —w) — a,, (W, — W, W, — W) + ap, (W, W, — W) — ap, (W, W, —w) <
< ay(w, —w,w, —w) — ap, (W, —w,w, —w) — L, (w—w,) + 7, (W, W —w,)—

— ap, (w,w, —w) — 0,

n—oo
kde jsme pouzili w, — w(p) € Va, pn —> p v (L2((0,L)))* a (48) a (52). O
[ v tomto pripadé lze dokazat, ze pro identifika¢ni tilohu (45) existuje alespon jedno feseni.

Véta 4.4. Necht U,q je pripusind mnozina definovand vztahem (42). Necht plati predpo-
klady (P1), (P2)’, (P3)’ a cenovy funkciondl J splruje (38). Pak identifikacni dloha (45)

md alespon jedno resent.
Diikaz. Necht {p,}, pn € Usq je minimalizujici posloupnost J v pripustné mnoziné U, :

G = inf J(w(p)) = lim J(w(pn)). (60)

pEUyq n—oo

Protoze je mnozina U,,; kompaktni, tak pro kazdou podposloupnost {p, } (pro jednoduchost

pouzivame stejné znaceni) existuje prvek p* € U,q, takovy, ze

pn —> p* v (L2((0,L1)))%

n—oo
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Z Lemmatu 4.2 dale plyne, ze

w(p,) — w(p*) ve Va.

n—oo

Odtud a uzitim (38), (60) déle plyne, ze

G = f J(w(p))=J(wp)) =7,

PEUq

a tedy p* je Tesenim tlohy (45). O

4.3. Identifikace neznamych parametri v kontaktni iloze nosniku
s elasticky deformovatelnym podlozim

V tomto odstavci se budeme zabyvat identifikaci neznamych parametri v kontaktni
uloze nelinearniho Gaova nosniku s elasticky deformovatelnym podlozim. V tomto pripadé
je mozné uvazovat dvé ulohy identifikace, a to identifikaci neznamych materialovych para-
metri Gaova nosniku nebo identifikaci koeficientu tuhosti podlozi. Vzhledem k tomu, Ze,
ze jsme identifikaci neznamych parametrii nosniku tesili jiz v predchozich dvou odstavcich,
zamérime se nyni pouze na ulohu identifikace koeficientu tuhosti podlozi. Predpokladejme
dale, ze Younguv modul pruznosti £ a Poissonova konstanta v jsou konstantni na celém
intervalu (0, L) a ze koeficient tuhosti podlozi je po ¢astech konstantni funkce na daném
déleni intervalu. Konkrétné uvazujme, ze je interval (0, L) rozdélen na s otevienych, vza-

jemné disjunktnich segmentts F;, i = 1,...,stj. ;N F; = 0,Vi # j a (0,L) = U F,.

1w

Pripustnd mnozina U,y je definovana vztahem

Usg = {k€ L=((0,L)): 0 < kpin <k < kpax <00 v (0,L),klp, € Po(F;),i=1,...,s},
(61)
kde kmin, kmax jsou dané konstanty a Py(F;) je mnozina po Castech konstantnich funkei
na Fj. Stavovou tlohu nyni budeme parametrizovat parametrem k € Uy, coz zduraznime

dolnim indexem u prislusné formy, tedy x;. Stavova tloha je tedy tvaru

Pro dané k € U,y
najit w(k) € V takové, ze (62)
a(w,v) + m(w,v) — kk(w,v) = L(v), Yv e V.

S ohledem na vysledky odstavce 3.2 lze zformulovat nasledujici tvrzeni.
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Véta 4.5. Necht plati predpoklady (P1)—(P3), pak ma tloha (62) jediné resent pro libovolny
parametr k € Uyg.

Nyni mizeme zformulovat tlohu identifikace koeficientu tuhosti podlozi uvazované kon-

taktni tlohy:

Najit k* € U,y takové, ze
J(w(k?)) = min J(w(k)), (63)
kde w(k) je FeSenim stavové ulohy (62)

aJ :V — R je cenovy funkcional dany vztahem (40).

Je-li k* fesenim tlohy (63) a w* := w(k*) Fesi stavovy problém (62), pak (k*, w*) nazyvame
optimdlni dvojice tlohy (63). Obdobné jako v predchozich odstavcich 1ze i v tomto pripadé
kazdou funkci k € U,q pséat jako vektor k = (ky,...,ks) € R® k; = k|p, i = 1,...,s.

Konvergenci v pripustné mnoziné U,y definujeme také obdobné:

def. .
kn n_>—0>0 k <~ (km n_>—0>0 k,) Vi = 1, o, S < ||/€n — k||Loo((07L)) n_>—0>0 O, (64)

kde Ky = (kn,... kns) € RS, ki = ki

stavové tlohy (62) spojité zavisi na koeficientu tuhosti podlozi k& € U,4, a to opét pro volbu

F, © = 1,...,s. Dale ukdzeme, ze feseni w(k)

okrajovych podminek (B2). Pro zbyvajici typy okrajovych podminek (B1), (B3) a (B4) Ize
spojitou zavislost samoztejmé dokazat také, viz Dodatek 9, Lemma 9.3.
Je ziejmé, ze U,y je opét ohranicena a uzaviena podmnozina v R®, tedy je kompaktni.
Pro uplnost jesté zformulujme stavovou tlohu pro k, € Uyg:
Pro dané k,, € U,q
najit w(k,) € V; takové, ze (65)
a(w,v) + m(w,v) — kg, (w,v) = L(v), Yo € Vs.
Nyni jiz mizeme pristoupit k formulaci spojité zavislosti.

Lemma 4.3. Necht jsou splnény predpoklady (P1)—(P3). Ddle necht ky, € Ugq, n = 1,2, ...
a k € Uyq jsou takové, Ze
k, — kv L*>((0,L)). (66)

Pak
Wp —2 w(k) € Vs,

kde w,, := w(ky,), resp. w(k), je resent ulohy (65), resp. (62).
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Diikaz. Dikaz tohoto lemmatu lze provést analogicky jako dikazy Lemmat 4.1 a 4.2. Proto
uvedeme pouze stézejni ¢asti dukazu. Nejprve je tieba dokéazat, ze posloupnost {w,} je

ohrani¢ena ve Va. Ze stavové tlohy (65) plyne
a(Wp, Wy) + T( W, Wy) — K, (Wh, W) = L(wy,). (67)
Pritom analogicky jako v Lemmatu 4.2. 1ze v ptipadé, ze P > 0 s ohledem na (184) psat

a(wy, wy,) = /OLE[(wZ)de— /OLP(I — ) (w))?dz >

n -

> /OLEJ(w;;)2dx . <%>2/0L(w;;)2dx - (68)

= e |walf, > cex fJwally,,

L 2
kde o = EI — P <2—> > 0 vzhledem k predpokladu (P3)’ s konstantou K = 0.5 a
T

¢ > 0 je konstanta z nerovnosti (181). V pripadé zdporné axidlni sily P < 0, plati vyse
uvedeny odhad automaticky, pricemz ¢ = Ey;, ] > 0. Déle lze dokazat, ze w(w,,, w,) >0
a K, (W, w,) < 0 pro kazdé n € N, pricemz jsme vyuzili toho, Ze g < 0 na intervalu (0, L).
Odtud, z (33), (68) a (67) dostavame:

ECQHUJHH%/Q < a(wn7wn> <
< a(wn, wn) + T (Wn, wn) — fik, (W, wn) = L(wa) < llallzzo.r)-

Tedy posloupnost {w,} je ohranic¢ena ve Vi, tudiz existuje jeji podposloupnost {w,}

(pro prehlednost znac¢ime stejnym symbolem) a prvek w € V; takovy, ze
Wp = W Ve V5. (69)
Abychom déle dokézali, ze w je Tesenim stavové tlohy (62) je potfeba dokazat, ze
Kk (Wny 0) — kp(w,v) Vv € V. (70)

To je dusledkem (64), (69) a Lebesgueovy véty. Limitnim prechodem pro n — oo v (65),
uzitim (52) a (70) dostaneme, ze w = w(k) je Fesenim tlohy (62) a Ze nejen podposloupnost,
ale 1 celd posloupnost {w,}, konverguje slabé k w. Silnou konvergenci {w, } k w ve V, lze

dokazat analogicky jako v dikazu Lemmatu 4.1. O
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Jako diusledek pravé dokdzaného lemmatu dostavame nasledujici existencni vétu.

Véta 4.6. Necht U, je pripustnd mnoZina definovand vztahem (61). Necht plati pred-
poklady (P1)—(P3) a cenovy funkciondl J spliuje (38). Pak identifikacni tiloha (63) md

alespon jedno resent.

Diikaz. Dukaz lze provést analogicky jako dikaz Véty 4.2 resp. 4.4. O
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5. Diskretizace a konvergenc¢ni analyza

Ulohy identifikace nezndmych parametri, které jsme zformulovali v predchozi kapi-
tole, nelze exaktné vytesit. Proto pouzijeme aproximaci ilohy metodou konecnych prvki.

Uvazujme, ze je dano ekvidistantni déleni
Dy : 0= x(()t) < x(lt) < ... < xit) = L,

intervalu (0, L) na t podintervali Z; = (xg?l,xgt)> délky h; = xgt) - xg?l, j=1--,t

a necht h := ,mlaxt{hj}. Predpokladejme také, ze déleni D), je konzistentni s délenim
J=150

nosniku {K;} nebo podlozi {F;} pro libovolné h > 0. Tedy, ze hranice K;, : = 1,...,r a
F,i=1,...,s patii do Dy pro kazdé h > 0. Déle predpokladejme, ze existuje konstanta
B > 0, kterd nezavisi na diskretiza¢nim parametru h, takova, ze h/h; < 3, 5 =1,--- ,t.

Dale definujme diskrétni prostory

Vi ={vn € CH((0,L)) : onlz, € P3(Z;), 5 = 1,1, vn(0) = wy(L) = 0},

Vi ={on € C'((0, L)) s wnlz; € P3(Zy), 5 = 1., t, vn(0) = v,(0) = w(L) = v,(L) = O},
Vi ={u, € C'({0, L)) : vz, € P5(Z;), = 1,...,t, vu(0) = v},(0) = vn(L) = 0},

Vit = {vn € C'({0, L)) : vz, € P5(Z;), 5 = 1,...,t, va(0) = v},(0) = 0},

kde P3(Z;) je prostor kubickych polynomi definovanych na Z;, j = 1,---,t. Pritom je
Vic Viproi=1,---,4. Pro libovolné h > 0 déle plati
dimV}' =2¢t, dimV? =2(t — 1), dimV;? =2t —1, dimV; =2t

V pripadech, kdy nebudou okrajové podminky jasné specifikovany, budeme pouzivat jed-

notné oznaceni V, C V a dimV} = N.

5.1. Diskretizace tlohy identifikace pro ohyb nosniku

Nejprve se budeme zabyvat diskretizaci tlohy identifikace neznamych parametri v tiloze
prihybu nosniku (23) a budeme uvazovat okrajové podminky (B1), a tedy prostor V;.
Protoze pripustnd mnozina U,y definovand vztahem (21) je sama o sobé diskrétni mnozinou,

neni tieba provadeét jeji diskretizaci.
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Nejprve si uvedme pro dané h > 0 diskretizaci stavové tlohy (22):

Pro danép € U,y
najit wy, := wy,(p) € V; takové, Ze (71)
ap(wp, vp) + mp(wp, vy) = L, (vp), Vo, € Vi

nebo ekvivalentné

Najit w, € V! : Tg(wy) = min Hg(vy),
'UhEV}}

pricemz funkciondl Il je definovan vztahem (9). S ohledem na tvrzeni Véty 4.1 lze formu-
lovat tvrzeni o existenci jediného feseni tlohy (71).

Véta 5.1. Nechl jsou splnény predpoklady (P1), (P2) a (P3)’. Pak tloha (71) md jediné

resent pro libovolné p € Uyq a h > 0.

Diskretizaci dlohy (23) pro dané h > 0 dostaneme

Najit p* € U,qtakové, ze
J(wn(p")) = min J(wn(p)), (72)
kde wp(p) je FeSenim stavové ulohy (71)

aJ :V — R je cenovy funkcional dany vztahem (40).

Analogicky jako v kapitole 4.1 lze zformulovat tvrzeni o existenci alespon jednoho feseni
ulohy (72).

Véta 5.2. Necht U,y je pripustnd mnozina definovand vztahem (21), necht jsou splnény
predpoklady (P1), (P2)" a (P3)” a cenovy funkciondl J spliuje (38). Pak identifikacni dloha

(72) md alesponi jedno reseni pro kazdé h > 0.
Diikaz. Dikaz této véty lze provést podobnym zptsobem jako dikaz Véty 4.2. O

Déle se podivdme na vztah tlohy identifikace (23) a jeji diskretizace (72) pro h — 0+.
Budeme pouzivat znaceni p”, abychom zdtraznili, ze p" € U,q je uvazovano ve stavové
tiloze s danym p := p". Piipomeiime také, Ze pifpustnd mnozina U,y na diskretizacnim

parametru h nezavisi. Tedy pro dané h > 0 uvazujeme stavovou tlohu

Pro danép” € U,y
najit wy, := wy,(p") € Vil takové, ze (73)
apn (Wh, ) + Tpn (Wi, va) = Lon(vp), Vo, € VL.
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A obdobné tlohu identifikace

Najit p** € U,q, takové, Ze
*h _ : h
J(wn(p™)) = nin J(wn(p")), (74)

ad

kde wy,(p") je FeSenfm stavové tilohy (73).

Pro porozuméni vzajemného vztahu uloh (23) a (72) je dulezité nédsledujici lemma.

Lemma 5.1. Necht jsou splnény predpoklady (P1), (P2)" a (P3)’. Ddle necht {p"} C U

je takovd posloupnost, Ze p* — p € U,q. Pak
h—0+

w, — w wve Vi,
h—0t+

kde wy, := wy,(p"), resp. w := w(p), je vesend tilohy (73), resp. (22).

Diikaz. Dikaz tohoto lemmatu lze provést obdobné jako ditkaz Lemmatu 4.1. Protoze po-
sloupnost {wy,(p")} je ohrani¢end v prostoru V;, existuje vybrand podposloupnost {wy,(p")}

(znacime opét stejné) takova, ze

wp(p") — wve Vi, (75)

h—0*+

Necht ¥ € V je libovolné, ale pevné. Pak existuje posloupnost {v,}, 7, € Vil, Vh > 0

takova, ze

v, — T veV, (76)

coZ plyne z toho, Ze systém diskrétnich prostorti {V;1}, h > 0, je husty ve V. Ze stavové
tlohy (73) méme

Qph (wh, Uh) + Tpn (wh, Uh) = Eph (Uhn).
Odtud limitnim pfechodem pro h — 0+ a uzitim (75) a (76) dostavame

a(w,?7) + m(w,v) = L(T), YveW.

Dokézali jsme tedy, ze w := w(p) je feSenim tlohy (22) a Ze celd posloupnost {wy,(p")} slabé

konverguje k w ve V. Silné konvergence se dokaze analogicky jako v Lemmatu 4.1. O
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Je-li p* € U,q Teseni ulohy (23) a w(p*) fesi tlohu (22), pak dvojici (p*, w(p*)) nazyvame
optimalni dvojici tlohy (23). Stejné konvence se budeme také drzet také v pripadé diskrétni

tlohy, tj. (p**,w}) nazveme optimélni dvojici tlohy (74).

Nyni muzeme pristoupit k hlavnimu tvrzeni tohoto odstavce, a to je konvergencni véta.

Pro jednoduchost budeme posloupnost a podposloupnost znacit stejné.

Véta 5.3. Necht jsou splnény predpoklady (P1), (P2), (P3)” a (38). Ddle necht {(p*", w})},
wi = wy(p*") je posloupnost optimdlnich dvojic diskrétni dlohy (74), h — 0%. Pak existuje
podposloupnost {(p™, w;)} takovd, e

Pt — pt o (L2((0, 1)), wy —> w(p®) ve W, (77)
h—0t+

h—0t+

kde (p*,w(p*)) je optimdlni dvojice ilohy (23). Kromé toho kazdy hromadny bod posloup-

nosti {(p*", wi)} ve smyslu (77) md tuto vlastnost.

Diikaz. Existence podposloupnosti {p™, w*} spliujici (77) je zfejma z diivodu kompakt-
nosti pripustné mnoziny U,q a toho, ze

*h *
>h$ UJ(p ) ve ‘/17

wn(p
coz plyne z Lemmatu 5.1. Necht p € U,q4 je libovolné, ale pevné. Vime, ze

wy(p) — w(p) ve V.

Navic z definice tlohy (74) plyne

J(wn(p™)) < J(wn(p))

a ze spojitosti funkcionalu J ve Vi dostaneme

tedy, ze (p*,w(p*)) je optimalni dvojice ulohy (23). Z dikazu je ziejmé, ze kazdy jiny
hromadny bod posloupnosti {p*", w;} je také optiméalni dvojicf tlohy (23). O
S ohledem na odstavec 4.1 a Lemma 9.1 lze platnost tvrzeni tohoto odstavce samoziejmé
dokézat i pro ostatni typy okrajovych podminek (B2), (B3) a (B4).
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5.2. Diskretizace tlohy identifikace v kontaktni tiloze s dokonale
tuhym podlozim

Nyni se budeme vénovat diskretizaci tlohy identifikace nezndmych parametria v kon-
taktni tloze (45) nosniku s dokonale tuhym podlozim s okrajovymi podminkami (B2).
I v tomto pripadé je pfipustnd mnozina U,y definovand vztahem (42) diskrétni mnozinou.
Zbyva tedy diskretizovat mnozinu K definovanou vztahem (15). Necht tedy Kj C V2,
h — 0% jsou uzaviené, konvexni podmnoZiny, které nemusi byt nutné podmnoZinami mno-

ziny K definované vztahem

Ky = {on € Vi s op(@) > g(@l), vj=1,-- [t — 1}, (78)

J J

kde x(lt), . ,xit_)l jsou uzlové body déleni Dj,. Diskretizace stavové tlohy (43) pro dané

h > 0 je tvaru

Pro danép € U,y
najit wy, := wy(p) € K, takové, ze (79)
ap(wp, vy, — wp) + Tp(wh, v, — wp) > Ly(vy, — wp), Yoy, € K.

Ekvivalentné lze tlohu formulovat jako minimalizaci cenového funkcionalu Il , definova-

ného vztahem (9), na konvexni mnoziné Kj,:

Naﬁt wy, € K, : Hg(’wh) = min Hg(’Uh).
v, €K}

Analogicky jako v odstavci 4.2 1ze zformulovat vétu o existenci jediného feseni.

Véta 5.4. Nechl jsou splnény predpoklady (P1), (P2)" a (P3)’. Pak tloha (79) md jediné

resent wy, € Ky pro libovolné p € Uyq a h > 0.

Diskretizaci tlohy identifikace (45) budeme pro dané h > 0 rozumét tlohu

Najit p* € U,q, takové, ze
J(wn(p")) = min J(wn(p)), (50)
kde wp(p) je FeSenim stavové ulohy (79)

aJ :V — R je cenovy funkcional dany vztahem (40).
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Na zakladé vysledki odstavce 4.2 1ze zformulovat nasledujici vétu.

Véta 5.5. Necht U,y je pripusind mnozina definovand vztahem (42). Necht plati predpo-
klady (P1), (P2)’, (P3)’ a cenovy funkciondl J splruje (38). Pak identifikacni iloha (80)

md alespon jedno reseni pro kazZdé h > 0.
Diikaz. Tvrzeni se dokéze analogicky jako tvrzeni Véty 4.4. O

Nyn{ se zaméfime na vztah feseni tlohy (45) a (80) pro h — 0". K tomu budeme potrebovat

nasledujici lemma.
Lemma 5.2. Plati:
- systém {Kp}, h — 0+ je husty v K v normé prostoru V., tj.

Yo e K, Ve >0 Juy € K3, Ky € {Ky} takové, Ze |[v —vz|ly <e, (81)

- jestlize vy, — v ve V, v, € Ky, YVh >0, pakv € K. (82)

h—0

Diikaz. Necht v € K. Nejprve predpokladejme, ze v > g na celém intervalu (0, L). Protoze
jsou obé funkce v i g na intervalu (0, L) spojité, existuje d—okoli Os([v]) grafu [v], § > 0,
funkce v takové, ze Os([v]) N [g] = 0. Protoze je prostor C§°((0, L)) husty ve V, existuje
posloupnost {v,}, v, € C§°((0, L)) takova, ze

v, — v ve V.
—00

n

Odtud a ze spojitého vnoreni prostoru V' do Cy((0, L)) pak dostavame:

v, = v na(0,L). (83)
n—oo
Necht € > 0 je libovolné malé. Z (83) je ziejmé, Ze existuje vy € {v,} takové, ze jeho graf

lezi v Os([v]) tak, ze vy € K a

3
v —vzllv < 3. (84)

[\

Necht rpv7 € Vj, je Hermitova interpolace vz, tedy rpvs € Kj. Navic vime, viz [1], ze plati
nerovnost
|va —rvally < chllvallmso.r),
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kde ¢ > 0 a norma ||vg||gs(o,zy) nezavisi na diskretizacnim parametru h. Tudiz existuje

ho > 0 takové, ze

™

lvr —mvsllvy < 5 a g € Ky, Vh < hy. (85)

[\

Déle z (84), (85) a trojuhelnikové nerovnosti plyne
o —rpvally < e

za predpokladu, 7e A > 0 je dostatené malé. Nyni necht v € K je takové, ze v > ¢
na intervalu (0, L). Ze spojitosti funkci v, g, okrajovych podminek kladenych na v a funkci
g < 0mna (0, L) je zfejmé, ze v > g na okoli I, resp. I5, krajnich bodu x = 0, resp. x = L.
Oznac¢me P = I; U 5. Necht ¢ € C§°((0, L)) je takova funkce, ze pro ni plati p(z) =0
Ve € P a p(x) >0 Ve € (0, L)\P. Dale pro libovolné 6 > 0 definujme vy = v + .
Je ziejmé, ze vp(z) = v(z) > g(z) Vo € P a vy(x) > g(x) Yo € (0,L)\P, tj. vg > g
na intervalu (0, L) a
o —wellv = Bllellv-
Tudiz pro libovolné € > 0 existuje € > 0 takové, ze

€
lo = vollv < 3.

[\

Déle bychom postupovali obdobnym zptusobem jako vyse pro vy > g na intervalu (0, L).
Tim se dokdze tvrzeni (81).

Zbyva tedy dokazat tvrzeni (82). Necht vy, — vveV, v, € Ky, Vh > 0. Protoze je

h—0

prostor V' kompaktné vnoren do prostoru spojitych funkei C' ({0, L)) dostavame, ze

vy, = v na(0,L). (86)
h—0+

Chceme dokézat, ze v € K. Predpokladejme opak, tedy ze v ¢ K, tj. existuje T € (0, L)
takové, ze v(T) < g(T). Ze spojitosti funkei v a g pak plyne, ze existuje § > 0 takové, ze

v(z) < g(x) Va e OsT), (87)

kde Os(T) je d-okoli bodu T. ProtoZze norma déleni Dj jde limitné k 0, existuje A > 0

dostatecné malé a uzlovy bod xf) € Os(7) takovy, ze vﬁ(l’f)) < g(l’f)), coz plyne z (86) a

(87). To je ovsem ve sporu s predpokladem, ze vy € K7. Tedy v > gna (0, L), tj.v € K. O
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Doposud jsme uvazovali pevny diskretizac¢ni parametr h > 0. Nyni budeme predpokladat,
Ze h — 01, Pfipomertime, Ze tento parametr je vizany na konecné dimenziondlni prostor V4,
nikoli na pripustnou mnozinu U,4, ktera je i v tomto pripadé diskrétni. Na druhou stranu
by méla byt volba konkrétniho parametru p € U,; v diskretizované tloze néjak oznacena.

Pro dané h > 0 budeme tedy uvazovat diskretizovanou stavovou tlohu ve tvaru

Pro danép” € U,y
najit wy, := wy(p") € K, takové, Ze (88)
ph (W, Uy — Wh) + Tpn (W, v, — wp) 2> Lon (v — wy), Yoy, € K.

Podobné pro dané h > 0 je identifikac¢ni tloha tvaru

Najit p** € U,q, takové, Ze
J(wn(p™)) = min J(wy(p")),
P EUad

(89)
kde wy,(p") je fesenim stavové tilohy (88)

aJ :V — R je cenovy funkcional dany vztahem (40).

Pro porozuméni vzajemného vztahu uloh (45) a (89) je dulezité nédsledujici lemma.

Lemma 5.3. Necht jsou splnény predpoklady (P1), (P2)’, (P3)" a necht {p"} C U,y je
takovd posloupnost, Ze p" — p € U,q. Pak
h—0+

w, — w ve Vs,
h—07F

kde wy, := wy,(p"), resp. w := w(p), je vesend tilohy (88), resp. (43).

Diikaz. Analogicky jako v dikazu Lemmatu 4.2. 1ze dokédzat, ze posloupnost {wy,} je ohra-
nicena ve V5. Tudiz z ni 1ze vybrat slabé konvergentni podposloupnost (opét pro prehlednost

pouzijeme stejné znaceni {wy,}) takovou, ze

wy, h:ﬁ w ve V. (90)

Pak z (82) plyne, ze w € K. Dale ukdzeme, Ze w je TeSsenim stavové tlohy (43). Necht

7 € K je libovolné a necht posloupnost {7}, 7, € K}, je takova, ze

U v . 1
Uh — Dve Vs (91)
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Existence takové posloupnosti plyne z (81). Z diskrétni stavové tlohy (88) mame
Qph (wh,Uh — wh) + Tpn (wh,Uh — wh) > Eph (Uh — wh).

Odtud pak limitnim pfechodem pro h — 0+ a uzitim (90) a (91) dostavame

hli}%l_‘_ aph (Wh, Tp) = ap(w, ), hl_i}%l_‘_ Tph (Wh, Tp) = T, (w, D) (92)
a
hli}%l_‘_ Lo (T —wy) = Lp(T —w). (93)

Z (92), (93) a uzitim dukazu Lemmatu 4.2 lze déle dokazat

h;fgéﬂf apn (Wp, wp) > ap(w,w) a hli}%l_‘_ Tph (Wh, wp) = Tp(w, w).

Analogicky jako v dikazu Lemmatu 4.2 1ze také dokazat, ze
ap(w, 7 —w) + mp(w, 7 —w) > L,(T —w),
tedy, Zze w je TeSenim tlohy (43). Protoze ma tato uloha jediné Teseni, je ziejmé, Ze celd
posloupnost {wy,} konverguje slabé k w ve V,. Nyni zbyva ukazat, ze wy, T wy normé
—

prostoru V;. Z predpokladu (81) plyne, ze existuje posloupnost {w,}, w, € K, YVh > 0
takova, ze

w, — w ve Vs
h—0t

Protoze je bilinearni forma a,, pro p € U,q4, stejnomérné V—eliptickd na pfipustné mno-

ziné U,q, existuje konstanta o > 0 nezavisla na parametru p € U,y takova, ze plati nerovnost
a||wh — wh||%/2 < T ph (wh,wh — wh) — Eph (wh — wh) — Qph (wh,wh — wh), (94)
pricemz jsme také vyuzili (88). Z (90), (94) a toho, ze

P — p v (L2((0, L))

h—0t

plyne, ze prava strana nerovnosti (94) konverguje k 0. Tudiz
||wh — wh||v2 — 0+.

Odtud a z trojuhelnikové nerovnosti ihned plyne tvrzeni lemmatu. O
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Na zakladé predchoziho lemmatu 1ze dokézat nasledujici tvrzeni. Pro jednoduchost budeme

posloupnost a podposloupnost znacit opét stejné.

Véta 5.6. Necht jsou splnény predpoklady (P1), (P2), (P3)” a (38). Ddle necht {(p*" w})},

w; = wy(p™) je posloupnost optimdlnich dvojic diskrétni stavové tilohy (89), h — 0%. Pak

existuje podposloupnost {(p*, w;)} takovd, Ze

P p o (L2((0,0)))%, wy —> w(p’) ve Va, (95)

h—0+ h—0+

kde (p*,w(p*)) je optimdlni dvojici ulohy (45). Kromé toho kazdy hromadny bod posloup-

nosti {(p*", wi)} ve smyslu (95) md tuto vlastnost.

Diikaz. Necht {p**} je posloupnost fegeni tlohy (80), h — 0+. Z kompaktnosti piipustné

mnoziny U,q v prostoru (L>((0,L)))? plyne existence podposloupnosti {p*"} takové, ze

P — pt v (L2((0, L))

h—0t+

Déle podle Lemmatu 5.3 je

wp(p™) — w(p*) ve Va. (96)

h—0t+

Necht p € U, je libovolny pevné zvoleny parametr. Z definice tlohy (80) mame

J(wn(p™)) < J(wn(p)).

Limitnim prechodem pro h — 0+, ze spojitosti funkcionalu J, (96) a skutecnosti, ze

wp (D) o w(p) ve Vo dostaneme nerovnost

ktera dokazuje tvrzeni. O

S ohledem na odstavec 4.2 a Lemma 9.2 lze platnost tvrzeni tohoto odstavce samoziejmé

dokézat i pro ostatni typy okrajovych podminek (B1), (B3) a (B4).
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5.3. Diskretizace ulohy identifikace v kontaktni tloze s elasticky
deformovatelnym podlozim

Nynise budeme vénovat diskretizaci tilohy identifikace koeficientu tuhosti podlozi v kon-
taktni tloze nosniku s deformovatelnym podlozim (63) s okrajovymi podminkami (B2).
Ptipustnd mnozina U,y definovand vztahem (61) je i v tomto piipadé diskrétni mnozinou.
Uvazujme dale pro dané h > 0 diskrétn{ prostor V2 C V. PFislusnd diskretizace stavové

tlohy (62) je tvaru

Prodané k € U,y
najit wy, 1= wy(k) € V;? takové, ze (97)
a(wp, vp) + m(wp, v) — Kk (w, vy) = L(vg), Yo, € V2.

Ekvivalentné lze ulohu (97) zformulovat jako minimalizaci cenového funkcionalu ve tvaru

Najit w, € V2 :  II(w,) = min (vy),

Vp, EV}?

pricemz funkciondl II(v) je definovan vztahem (20). Analogicky jako v odstavci 4.3 lze

zformulovat vétu o existenci jediného reseni.

Véta 5.7. Necht jsou splnény predpoklady (P1)—(P3). Pak tloha (97) md jediné reseni
pro libovolné k € U,y a h > 0.

Diskretizaci tlohy (63) budeme pro dané h > 0 rozumét tlohu

Najit k* € U,y, takové, ze
J(wn(k*)) = min J(wn(k)),

kde wp(k) je Tesenim stavové tulohy (97)
aJ :V — R je cenovy funkcional dany vztahem (40).

Véta 5.8. Necht U,y je pripustnd mnozina definovand vztahem (61), necht jsou splnény
predpoklady (P1)—(P3) a cenovy funkciondl J spliuje (38). Pak tdloha (98) md pro kazdé

h > 0 alespon jedno resen.

Diikaz. Dikaz lze provést analogicky jako diukaz Véty 4.2 resp. 4.4. O
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Nyni budeme opét zkoumat vzajemny vztah feSeni tloh (63) a dlohy (98) pro h — 0.
Stejné jako v predchozi kapitole budeme i zde parametr k € U,y v diskrétni varianté stavové

tlohy (97) znacit jako k. Tedy pro dané h > 0 uvazujeme stavovou tilohu ve tvaru

Pro dané k" € U,y
najit wy, 1= wy, (k") € V;2 takové, Ze (99)

a(wp, vp) + (W, vy) — Kgr(Wh, v) = L(vp), Yoy, € V2.
Podobné pro dané h > 0 je diskretizovana tloha identifikace tvaru

Najit k*" € U,q, takové, Ze

*h _ : h
Jn(k™) = ain Ty (), .
kde wy, (k") je Fesenim stavové tlohy (99)

aJ :V — R je cenovy funkcional dany vztahem (40).

Analogicky jako v predchozich odstavcich zformulujeme lemma tykajici se Teseni stavové

ulohy a jeji diskretizace.
Lemma 5.4. Necht jsou splnény predpoklady (P1)-(P3) a {k"} C U,q, k € Uuq je takovd

posloupnost, ze k" — k € L>((0,L)). Pak
h—0+

w, — w ve Vi,
h—0+

kde wy, := wy,(k"), resp. w := w(k), je resend tilohy (99), resp. (62).

Diikaz. Postupujeme analogicky jako v dikazu Lemmatu 4.3. Lze tedy dokéazat, ze po-

sloupnost {wy,(k")} je ohrani¢end ve V. TudiZ existuje slabé konvergentni podposloupnost

wy, (k") — w ve Vs (101)

h—0

Necht © € V5 je libovolné, ale pevné zvolené. Protoze systém {V;2}, h — 0+ je husty ve V5,

existuje posloupnost {v,,}, 7, € V2 takova, Ze
Uy, — U ve Va. (102)
Z definice stavové tlohy (99) plyne, ze

a(wh,@h) + T(wh,Uh) — Kgh (wh,Uh) = E(@h>
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Odtud limitnim pfechodem pro h — 0+ a vyuzitim (101), (102) a k* — kv L>((0,L))

h—0t+

obdrzime

a(w,v) + m(w, ) — ke(w,v) = L(7).

Tedy w := w(k) je Tesenim stavové tlohy (62). Protoze je toto feseni urceno jednozna¢né,
je ziejmé, Ze i celd posloupnost {wy,(k")} konverguje slabé k w ve Va. Silnou konvergenci

dokazeme stejnym zptisobem jako v dikazu Lemmatu 4.1. O

Nyni mtuzeme analogicky jako v predchozich odstavcich pristoupit k formulaci konvergenéni

véty. I zde budeme pro jednoduchost posloupnost a podposloupnost znacit stejné.

Véta 5.9. Necht jsou spinény predpoklady (P1)—(P3) a (38). Ddle necht {(k*", w;)}, w; =
wy, (k) je posloupnost optimdlnich dvojic diskrétni tilohy (100), h — 0%. Pak existuje
podposloupnost {(k*",w;)} takovd, Ze

Bt — k* o L°((0,L)), w; — w(k*) ve Vi, (103)

h—07F h—0t+

kde (k*,w(k*)) je optimdlni dvojici ilohy (63). Kromé toho kazdy hromadny bod posloup-

nosti {(k*", w;)} ve smyslu (103) md tuto vlastnost.

Diikaz. Protoze je pripustnd mnozina U,y kompaktni v prostoru L*>°((0, L)) vime, Ze exis-

tuje podposloupnost {k*"} takova, Ze

K s k" v L((0,1)).

h—0t+

Navic z Lemmatu 5.4 plyne

wy (k™) o w(k™) ve Va.

Déle necht k € Uy je libovolné ale pevné zvolené. Z definice tilohy identifikace (98) plyne,
ze J(wy(p™) < J(wy(p)). Zbytek diikazu se vede stejné jako v dikaze Véty 5.6. O

S ohledem na odstavec 4.3 a Lemma 9.3 lze platnost tvrzeni tohoto odstavce samoziejmé

dokézat i pro ostatni typy okrajovych podminek (B1), (B3) a (B4).
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6. Algebraicka formulace identifikacnich dloh

V této kapitole se budeme zabyvat maticovou resp. algebraickou formulaci diskrétnich
uloh identifikace (72), (80) a (98) pouzitim metody kone¢nych prvki. Pro vSechny stu-
dované ulohy budeme uvazovat cenovy funkcional J definovany v (40), jehoz algebraicka

reprezentace je
1 T N m
j(w)zﬁ(SW—z) (Sw—1z), weR" zecR™ (104)

kde matice S reprezentuje operator restrikce z RN do R™ a z = (21,...,2,)" je vektor

danych, napriklad namérenych, hodnot.

6.1. Algebraicka formulace dlohy identifikace pro ohyb

Pripomenme, ze p := (E,v) € Uy, je po ¢éastech konstantni vektorova funkce na inter-
valu (0, L). Lze ji tedy psat jako vektor p = (p1,---,p2r)" € R?", pro jehoZ komponenty
plati po; 1 = E; := Elk, a po; = v; == V|g,, i = 1,--- ,r. Podobné pfipustnou mnozinu U,

definovanou vztahem (21) lze psat jako kompaktni mnozinu U C R ve tvaru:
U = {p = (plv' te 7p2r>T € R2T | 0< Emin §p2i—1 < Emax < 00,
OSin §O5, 1= 1,...,7‘}. (105)

Protoze ma prostor V}, konecnou dimenzi, lze kazdou funkci v, € V), psat ve tvaru linearni

kombinace bazovych funkci, tedy jako

vp(T) = Zl v; (),

kde dim(V},) = N, ¢; jsou bazové funkce prostoru V;, av; € R, i =1,..., N.
Diskretizovand stavova uloha (71) vede na systém nelinearnich algebraickych rovnic
Pro dané p € U,

najit w := w(p) € RY takové, ze (106)
(I Ki(p) — P Ka(p)) w + Ks(p,w)w = q(p),

kde w € RY je vektor jehoz slozky w; jsou koeficienty linearni kombinace bazovych

funkei, pficemz se jednd vlastné o hodnoty wy a wj v uzlovych bodech déleni Dj,. Déle
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pak (I Ki(p) — PKa(p))w, Ks(p,w)w a q(p) je postupné algebraické vyjadreni forem
a,(wp, vp), Tp(wn, vp) a Ly(vy). Matice Kq(p), Kao(p) a vektor q(p) jsou pro p € U defi-

nované nasledovné,[63], [64]:

Ki(p) = (k) (P) -1, k)= [ Bl ) dr
Ka(p) = (k) ()2 kﬁ@z/ruﬂﬂﬁw@@ma (107)
a(p) = (@GP, wp) = [ (1=r)al) eio) dr,

pricemz M;; = supp ¢; N supp ¢;. Matice K;(p) a Ka(p) jsou pocitany exaktné, zatimco
vektor q(p) pocitame slozenym lichobéznikovym pravidlem. Pro algebraické vyjadieni ne-

linedrniho formy m,(wp, vs), definujme zobrazeni{ 7 : U x RY x RY — R predpisem
L
w(p,w,v) = tb/ E(1 —v*)(w),)?v, do =

=1b Z w,vj/ (1 —v?)(wy,) ¢y da = w' Ks(p, w)v,

1,5=1

kde

Klp.w) = (K ow) . KD pow) = 6 [ B0-0) (wh () el e (108)

7.7:

Pro samotny vypocet nelinedrni matice Ks(p, w) pouzijeme slozené lichobéznikové pravi-
dlo. Nyni mtzeme prikrocit k algebraické formulaci tlohy identifikace pro prihyb neline-

arntho Gaova nosniku, ktera je v tomto pripadé dana tvarem

Najit p* € U takové, ze
J(w(p)) = minJ(w(p)),
peU
kde w(p) je fesenim (106)
aJ :RY — R je funkce dand vztahem (104).

(109)

2. Algebraicka formulace tlohy identifikace pro kontakt s doko-
nale tuhym podlozim

Analogicky jako v predchozim odstavci zavedeme nyni algebraickou formulaci tlohy

identifikace kontaktni tlohy s dokonale tuhym podlozim. Pfipomenme, ze i v této casti
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prace je p := (E,v) € Uy po Castech konstantni vektorova funkce a lze ji tedy psat jako

T ¢ R, piitemz pro jeho slozky plati py; 1 = E; := F

vektor p = (p1, -, por)

P2 = Vi =V

K;»

K, © = 1,--+ r. Pfipustnou mnozinu U,; definovanou vztahem (42) lze

chépat jako kompaktni mnozinu U C R?" ve tvaru:

U= {p=@{p,,p) €ER|0< Enin < pai-1 < Epax < 00,
0<py <05 i=1...,r} (110)
Daéle si uvedeme algebraicky tvar mnoziny Kj, ktery je dan ve tvaru:
K = {veR": Bv>g},

-
kde g = <g(1’(1t)), ce g(xit_)l)> je vektor funkénich hodnot funkce g ve vnitinich bodech

déleni intervalu Dj. Matice B € RN piedstavuje zobrazeni z RY na RE-D | které

vybere funkéni hodnoty Uh(xgt)), i=1,...,t—1zvektoruv € RV. Pfitom slozky v; tohoto
vektoru jsou vlastné hodnoty vy, a v}, v uzlovych bodech déleni Dy, tedy v = (v1,...,vn) ",
Vi1 = vp(z), v = vy (2, i=1,...,t—1

Diskretizovand stavova ulohy (79) vede na systém nelinearnich algebraickych nerovnic

Pro dané p € U,
najit w := w(p) € K takové, ze Vv € K plati (111)
w' (1K (p) — PKy(p)) (v —w) + W K3(p,w)(v—w) > q'(p)(v—w),

kde w' (I K;(p) — P Ky(p)) (v — w), w' K3(p,w)(v — w), q' (p)(v — w) je postupné
algebraické vyjadreni forem a,(wp, vy, —wp), T (wWh, vy, — wp) & Ly(vy, —wy). Matice K (p),
Ks(p) a vektor q(p) pro p € U jsou definované vztahy (107) uvedenych v predchozim
odstavci. Matice Ksz(p, w) je definovana vztahem (108). K jejimu vypoctu a k vypoctu

q(p) pouzijeme slozené lichobéznikového pravidlo.

Na zakladé vysSe uvedeného lze nyni zformulovat maticovou formulaci tlohy identifikace

pro kontaktni tlohu nosniku s dokonale tuhym podlozim. Ta méa nésledujici podobu

Najit p* € U takové, ze

J(w(p®)) = minJ(w(p)),

kde w(p) € K je fesenim (111)

aJ :RY — R je funkce dand vztahem (104).

(112)
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Tato tloha vsak predstavuje nehladky optimalizacni problém, [19], nebof minimalizovana
funkce neni obecné spojité diferencovatelna. Ztrata diferencovatelnosti je zptisobena sta-
vovou ulohou (111), kterd je ve tvaru varia¢ni nerovnice, [26]. Jednou z moznosti, jak tuto
obtiz prekonat, je nahradit varia¢ni nerovnici posloupnosti hladkych rovnic uzitim vhodné
penalizace, ktera je detailnéji popsana v Dodatku 10.1 Z tvaru penalizované stavové tlohy
(194) a vyuzitim penaliza¢niho funkcionédlu j(v) ve tvaru (195) dostaneme algebraickou

formulaci penalizované stavové tulohy (111), tj. ilohu

Prodané p e U ae > 0,
najit w. := w.(p) € RY takové, ze (113)

(IKs(p) - P Ka(p))w. + Kalp.wo)w. + 5/(w.) = a(p),

kde
§'we) = Glwa)Le i) = = [ (o - wa)) pde,

Pro vypocet derivace penaliza¢niho c¢lenu j'(w.) bylo uzito slozené lichobéznikové pravidlo

na ekvidistantnim déleni supp ;.
Na zakladé vyse uvedeného mizeme zformulovat penalizovanou tlohu identifikace
Najit pZ € U takové, ze
J(we(pl)) = minJ(we(p)),
peU

kde w.(p) € RY je fesenim (113)
aJ : RY — R je funkce dand vztahem (104).

(114)

Protoze jsme puvodni stavovou tilohu (111) ve tvaru nerovnice nahradili systémem neline-
arnich rovnic (113), nejsou tlohy (114) a (112) vzajemné ekvivalentni. Lze vSak dokazat,
ze z libovolné posloupnosti feseni {p?} tlohy (114) lze vybrat podposloupnost, kterd kon-

verguje k feSen{ p* dlohy identifikace (112) pro e — 0", podrobnéjsi informace lze najit
napr. v [34], [35].

6.3. Algebraicka formulace tlohy identifikace pro kontakt s elas-
ticky deformovatelnym podlozim

Podobné jako tomu bylo v predchozich dvou kapitolach, zavedeme nyni algebraickou

formulaci ulohy identifikace kontaktni dlohy s elasticky deformovatelnym podlozim (98).
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V tomto pripadé je kazdé k € U,y po Castech konstantni vektorova funkce na intervalu
(0, L). Lze ji tedy psét jako vektor k = (ky,--- ,ks)" € R?, kde pro slozky vektoru k plati
ki =k
kompaktni mnozinu U C R® ve tvaru:

U = {k=(k, k) €ER* |0 < kpin < ki <hkpax <00,i=1,...,s}. (115)

F,t=1,---,s. Pripustnou mnozinu U,y definovanou vztahem (61) lze chépat jako

Nyni muze rovnou pristoupit k algebraické formulaci stavové tlohy (99), ktera je ve tvaru

systému nelinearnich rovnic

Pro dané k € U,
najit w := w(k) € RY takové, Ze
(EIK, — P(1—12) Ka)w + E (1 —12) t bKs(w)w —
b1 — gk, w) = (1-17)q,

(116)

kde matice K, Ko, K3(w) a vektor g jsou dané obdobnymi vztahy jako v predchozich
odstavcich, tedy

K, = (k)N K = [ el@) @) de,
Ky = (k)N K = [ el@) (@) de, (117)
3) ()| N ®) Lone iy g
Ko (w) = (k' (W), K (w) = [ (wh)? ¢l(@) o) () da,
q= (qi>z‘]\i17 Qi = / qpi(z)dz,
Supp @;

a M;; = supp ¢; N supp ¢;. Prvky matic K; a Ky jsou vypocteny exaktné. Pro vypocet
prvki nelinedrni matice K3(w) a vektoru q pouzijeme slozené lichobéznikové pravidlo.

Algebraicky tvar nelinedrniho kontaktniho ¢lenu g(k,w) je definovan jako vektor

glkw) = (g:(k W)Xy glkw) = [ klg—w) ede,  (118)

supp @;

jehoz slozky spocitame opét uzitim slozeného lichobéznikového pravidla. Maticova formu-
lace problému identifikace v kontaktni tloze s elasticky deformovatelnym podlozim je nyni
tvaru

Najit k* € U takové, ze

T(wik) = min T (wik)).

kde w(k) € R" je feSenim (116)

aJ :RY — R je funkce dand vztahem (104).

(119)
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Tato tloha je vsak tlohou nehladké optimalizace, nebot ¢len g(k, w) neni spojité diferen-
covatelny. To lze vyTesit uzitim regularizacni metody uvedené v Dodatku 10.2. Stavovou

tlohu (116) tedy nahradime regularizovanou tlohou tvaru

Prodané k e U ad > 0,

najit ws := ws(k) € RY takové, Ze

(EIK; — P(1—12) Ka)ws + E (1 — 12) £ bKs(ws)ws —
—b(1—v?)gs(k,w;) = (1—1%)q,

(120)

kde matice K;, Ko, K3(ws) a vektor q jsou definovany v (117). Uzitim vztahu (200) do-

staneme regularizovany ¢len gs(k, ws) ve tvaru

95(k7 W5> = (g5i(k7 W5))z‘]\i17

kde

1
gsi(k, ws) = k((g —wn) + /(g — wn)? + 02) p; da.

2 Jsuppy;

Regularizovana tloha identifikace je pak tvaru

Najit kj € U takové, Ze

T (wilks)) = min T (wi(k),

kde ws(k) € RY je feSenim (120)

aJ :RY — R je funkce dand vztahem (104).

(121)

Protoze jsme puvodni stavovou tlohu (116) v tloze identifikace (119) nahradili regularizova-
nym systémem rovnic (120), nejsou tlohy (119) a (121) vzdjemné ekvivalentni. Analogicky
jako v predchozim odstavci lze i v tomto ptripadé dokazat, ze z libovolné posloupnosti re-
seni {kj} ulohy (121) lze vybrat podposloupnost, kterd konverguje k feseni k* ulohy (119)

v/

pro 6 —» 0+, podrobnéjsi informace lze najit napr. v [35].
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7. Citlivostni analyza

V predchozich kapitolach jsme se zabyvali spojitou zavislosti feSeni stavovych tloh
na fidicich proménnych, coz byly materidlové parametry nosniku nebo podlozi. Tato spo-
jita zavislost zajistuje existenci reseni uvazovanych identifikac¢nich tloh. Pro vypocetni
ucely vsak bude jesté uziteéna znalost gradientu diskretizovaného cenového funkcionalu.
Podivame se tedy postupné na vypocet gradientu funkcionalu ve vsech trech studovanych

ulohach. Pripomenme, ze uvazujeme algebraickou reprezentaci J funkcionédlu J ve tvaru

J(v) = %(SV —2z) (Sv—2z), veRY zcR™ (122)

7.1. Citlivostni analyza ulohy identifikace pro ohyb

V této casti se budeme zabyvat analyzou citlivosti tlohy identifikace pro prihyb neli-

nearniho Gaova nosniku. Definujme funkci :7\ : U — R predpisem

—

J(p) = J(w(p), peU,

kde w(p) € RY je TeSeni stavové tilohy (106) a mnoZina U je ve tvaru (105). Nasim cilem

—

je nyni vypocitat parcidlni derivace J(p) podle proménnych p;, i = 1,...,2r. Je zlejmé,
ze
_ 9
Ji(p) = apj(p) = (VyJ(w(p)))"wi(p), (123)
. . N 0 .. y .
kde V, znadi gradient J: v — J(v), v € RY a w;(p) = 5 w(p). Pripomerime, ze
Di

w(p) € RY Tesi nelinearn{ stavovou tilohu (106), coZ lze zapsat jako systém nelinedrnich

rovnic ve tvaru
R(p,w(p)) = 0, (124)

kde R : U x RY — R¥ je funkce definovand predpisem

R(p,v) == (IKi(p) — PKs(p))v + Ks(p,v)v — a(p), (125)

pricemz jsme pouzili stejné znaceni matic a vektoru jako v odstavci 6.1. Derivovanim

vztahu (124) podle p;, i = 1,...,2r, dostaneme néasledujici systém rovnic

VR(p,w(p))wi(p) = —R:(p,w(p)), (126)
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0
kde R; := 5 R a VR znadi gradient R podle v. Z definice (125) pritom plyne, ze
Di

Ri(p,v) = (I Ki(p) — PK2(P)),iV + Ks(p,v)iv — q.(p)

Vi R(p,v) = I Ki(p) — PK;(p) + V(Ks(p, v)v).

Pro vycisleni ¢lenu V (Ks(p, v)v) si staci uvédomit, ze K3(p, v)v je algebraické vyjadieni
nelinearni formy 7(w, v), definované v (7), na prostoru V. Protoze jsou vSechny materialové
parametry po ¢astech konstantni funkce lze uvazovat nelinearni formu 7 v nasledujicim

tvaru

L L
7(vp, 2n) = /0 (vp)? 2, da = /0 (v},)* v}, 2, da, U,y 2n € Vi (127)

Pak

L
oy, (Uny 20) (Wp) 1= (vn, + twp, 2p)|i=0 = 3/0 () wy zpde wy € Vi (128)

—
dt
Dosadime-li do tohoto vztahu za wy, = ¢;, 2, = @;, kde {¢;} jsou bazové funkce diskrétniho

prostoru Vj, a pouzijeme-li vztah (108) dostaneme
VV(K3(p7V>V> = 3K3(p,V>, (p7 V) e U x RN‘
Déle pouzijeme k eliminaci ¢lenu w ;(p) ve vyrazu (123) tzv. adjungovanou tlohu ve tvaru

(VVR(p,w(p)) 'm(p) = (VvJ(w(p)))", (129)

kde
V.J(w) = ST(Sw —z).

Vynésobime-li rovnici (129) vyrazem w ;(p) dostaneme

—

(m(p)) "V R(p, w(p) wi(p) = (VvJ (W) w(p) = T(p)-

Odtud a z (126) dostédvame
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7.2. Citlivostni analyza tlohy identifikace pro kontakt s dokonale
tuhym podlozim

Nyni se zaméfime na analyzu citlivosti ulohy identifikace pro kontakt Gaova nosniku
s dokonale tuhym podlozim. S ohledem na vysledky odstavce 6.2 nebudeme provadét ana-
Iyzu citlivosti pro puvodni tlohu identifikace (112) se stavovou tlohou ve tvaru nerovnosti
(111), ale zamérime se jiz na ulohu (114) s penalizacnim parametrem ¢ > 0, kterd bude

nasledné pouzita i pro numerické vypocty. Definujme nyni funkci J:U—R predpisem

J(p) = J(w(p)), peU,

kde w.(p) € R¥ je fesenim penalizované stavové tilohy (113) a mnozina U je dand vztahem

(110). Pak
9]

Tilp) = 5-T0) = (FuT(wp) wesp). (130)
o . N d Lo
kde V, znaci gradient J : v — J(v), v € RY a w_,;(p) = a—pwa(p). K vyeliminovani

¢lenu w. ; ve vztahu (130) pouzijeme i v tomto pfipadé adjungovanou ulohu. Pro tyto tcely

nejprve definujme funkci R : U x RY — RY piedpisem

R(p.v) = (IKi(p) ~ PEo(p) v + Ks(p,v)v + 55/(v) —a(p),  (131)

s pouzitim stejného znaceni matic a vektoru jako v odstavci 6.2. Je zfejmé, ze w.(p) je

feseni ulohy (113) pravé tehdy, kdyz plati rovnost

R(p, w.(p)) = 0.

Odtud déle derivovanim podle parametru p;, ¢« = 1,...,2r, obdrzime nésledujici systém
rovnic

VyR(p,w.(p)) we; = —R;(p, w:(p)), (132)

0
kde R; := 5 R a VR znadi gradient funkce R vzhledem k proménné v. Z definice (131)
Pi

dale plyne

Ri(p,v) = (I Ki(p) - PK2(P)),iV + Ks(p,v).:v — a.(p)
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a také

VoR(p.v) = [Ki(p) — PKa(p) + Vo(Kslp,v)v) + ZVog(v).  (133)

Vypocet nelinedrniho ¢lenu V. (Kj3(p, v)v) provedeme analogicky jako v predchozim od-
stavci s vyuzitim vztahu (127) a (128). Tedy

VV(K3(p7V>V> = 3K3(p,V>, (pv V) cU x RN'
Posledni clen vyrazu (133), tedy gradient derivace penaliza¢niho ¢lenu j'(v), je ve tvaru
Voi'(v) = (V)i €RVY veRY,

kde
Jig(v) = /M (9 —on)" i prda, vy € Vi

il
a M, = supp p; N supp ¢;. Jak jiz bylo feCeno, k vyeliminovani ¢lenu w, ;(p) ve vztahu

(130) pouzijeme adjungovanou ulohu ve tvaru

(VvR(p,we(p))) m(p) = (VvJ(w:(p)))" (134)

kde VJ (W.(p)) je opét déno vztahem V.7 (v) = ST(Sv — z). Vyndsobime-li rovnost

(134) vyrazem w.; dostaneme

—

(m(p)) "V R(p, we(p)) wei(p) = (VT (w.)) weilp) = Tilp)-
Odtud a uzitim vztahu (132) dostédvame
Ji(p) = —(m(p)) Ri(p,wei(p), VpeU,i=1,...2r
7.3. Citlivostni analyza ulohy identifikace pro kontakt s elasticky

deformovatelnym podlozim

V zavérecné casti této kapitoly se budeme zabyvat analyzou citlivosti tlohy identifi-
kace pro kontakt Gaova nosniku s elasticky deformovatelnym podlozim. S ohledem na vy-
sledky uvedené v odstavci 6.3 nebudeme uvazovat ptvodni nehladkou tlohu identifikace

ve tvaru (119), ale jiz pfimo regularizovanou tlohu (121) s regulariza¢nim parametrem
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0 > 0. Podobné jako v predchozich odstavcich i v tomto pripadé uvazujme algebraickou

reprezentaci J U — R funkciondlu J definovanou predpisem

—

J(k) =T (ws(k)), keU,

kde ws(k) € RY je fesenim regularizovaného stavového problému (120) a mnozina U je
definovana v (115). Pak lze psat

0
Ok,

Ti(k) - T(k) = (VoT (ws(k))) " ws(k), (135)

kde V, znadi opét gradient J : v. — J(v), v € RY a wy(k) = a(zw

liminovani ¢lenu wg;(k) ve vztahu (135) pouzijeme znovu adjungovanou tlohu. Nejprve

(k). K vye-

regularizovanou stavovou tlohu (120) zapiSeme ekvivalentné ve tvaru
R(k,ws(k)) = 0,
kde funkce R : U x RY — R¥ je definovand vztahem

R(k,v) = (EIK,— P(1—1")Ky + E(1-1°)tbKs(v)) v —

—b(1—1v*) gs(k,v) — (1—1v*q. (136)
Odtud derivovanim podle k;, 7t = 1,...,s, dostavame
VR(k,ws(k))wsi(k) = —R,;(k,ws(k)), (137)
kde R; = a(zR a ViR znaci gradient R vzhledem k v. Ze definice (136) déle plyne, ze
R,(k,v) = —b(1—1?) gs(k,v),
a

VoR(k,v) = EIK; — P(1-1)Ky + E(1 - 1) tbV (Ks(v)v) —
— b(1 —v?) Vygs(k,v). (138)
Z predchozich odstavet jiz vime, ze
V.(Ks(v)v) = 3K3(v), veRY.
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Déle, posledni ¢len ve vyrazu (138) je matice
vvg5(k7 V) = (gi,l(k7 V>>Z]‘v7l:1 S RNXN? v E RN7

jejiz prvky jsou definované vztahem

1 _
gii(k,v) = —5/ k {1+ g pipdz, v, €V,
it \ gt o2

a M;;, = supp p; Nsupp ¢;. K eliminaci ¢lenu ws; ve vyrazu (135) pouzijeme adjungovanou
ulohu ve tvaru

(VR (k,ws(k))) 'm(k) = (VT (ws(k)))", (139)

kde
V. J(v) = ST(Sv —2).

Vynésobenim rovnosti (139) ¢lenem wy; obdrzime
(m(k)) (VR (k, w; (k) Wsi(k) = (VT (ws)" wsi(k) = Ti(k).

Odtud a vyuzitim vztahu (137) definujeme slozky gradientu funkcionédlu JJ vzhledem k pro-

ménné k vztahem

Tik) = —(m(k) " Ru(k,wsi(k)), VeeU,i=1,...,s
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8. Priklady

V této kapitole si predvedeme jednoduché modelové piiklady pro vSechny tii tlohy

identifikace studované v predchozich kapitolach. K vypoc¢tim jsme pouzili matematicky
software MATLAB.

8.1. Priklad identifikace parametrt v tiloze ohybu

Uvazujme nelinearni Gatv nosnik, ktery je rozdélen na r stejné dlouhych, materidlové
homogennich segmentti, tzn. kazdy segment je popsan dvojici materidlovych parametra
pi = (B, v;), i = 1,--+ ,r. Numerické vypoéty budou predvedeny pro prosté podepreny
nosnik, tj. nosnik s okrajovymi podminkami (B1). Nejprve se podivime na feSeni samotné
ulohy ohybu Gaova nosniku. Z této tlohy pak nasledné vygenerujeme vstupni parametry

pro tulohu identifikace parametri nosniku.

Necht je pro Gauv nosnik déna
o tloustka nosniku t = 0.1m,
o Sitka nosniku b = 0.1m,
o délka nosniku L = 10m.
Na nosnik pusobi
« po celé délce vertikalni zatizeni ¢ = —5 - 102Nm !,

« axialni sila P = 10*N ptisobici v koncovém bodé x = L.

8.1.1. Uloha ohybu Gaova nosniku

Uvazujme nyni pro ulohu ohybu Gaova nosniku vstupni data dané vyse. Déle je potteba
jesté zadat materialové konstanty nosniku, tedy Youngtuv modul pruznosti £ a Poissonovu

konstantu v.

A. ULOHA S JEDNIM SEGMENTEM
Nejprve budeme uvazovat nejjednodussi modelovou situaci, kdy jsou tyto konstanty po celé

délce nosniku stejné, tedy mame jeden segment, tj. » = 1. Nechf
By = 2.1-10'"Pa, v = 0.3. (140)
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Pokud budou splnény predpoklady (P1), (P2) a (P3) uvedené na strané 16, bude dle Véty 2.1
existovat jediné Teseni tlohy ohybu (6). Platnost predpokladu (P1) a (P2) je zfejmaé.
Co se tyka platnosti piedpokladu (P3), je potieba vypoéitat Eulerovu kritickou sflu PZ

cr

dle vzorce (11). S ohledem na vstupni data, vztahy (3), (11) a okrajové podminky (B1)

dostavame
— 1 T E1 T2 Ebt
P = PE = = = 7.592 - 10°N.
—2 e = U2 31-A) L
Protoze P = 10*N, je P < P a tedy mame zarucenu existenci jediného feseni tilohy

ohybu (6), kterou lze ekvivalentné zformulovat jako minimalizaci funkcionalu celkové po-
tencialni energie, viz (8).
Diskretizaci uvazované tlohy s krokem h = 10/36 dostaneme algebraickou formulaci

ve tvaru

(141)

Najit w € R" takové, Ze
IKi—PKp) w+ Ks(w)w = q,

kde matice K;, Ky, K3(v) a vektor q jsou definované vztahy v kapitole 6.1. Vzhledem
k faktu, ze nelinearni matice Ks(v) zavisi na v, nelze nalézt feseni tlohy (141) pfimym
vypoctem, proto pro vypocet reseni uvazované tlohy ohybu pouzijeme nize uvedeny iteracni

Algoritmus 1.

Algoritmus 1 Vypocet reseni tlohy ohybu Gaova nosniku

o zvolime w? € R

e prot = 0,1,... az do splnéni podminek ukoncovaciho kritéria

Najit witt € R™ takové, ze

TAw = —t,
witl = wi + Aw
kde ‘
T = [Kl —PK2 +3K3(Wz)
a

t = (IK, - PKy,+Ks(w'))w' —q
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Pro ulohu identifikace pouzijeme pravé vypocitané funkéni hodnoty feseni ulohy (141)

v bodech t; = %i, i=1,...,8. Tedy budeme uvazovat vektor méfeni z € R® ve tvaru

z =107 (—0.148, —0.276, —0.370, —0.419, —0.419, —0.370, —0.276, —0.148) . (142)

B. ULOHA SE DVEMA SEGMENTY
Nyni budeme uvazovat dva segmenty nosniku, tedy r = 2. Materidlové parametry nosniku

jsou nyni dany jako dvé dvojice hodnot (E;, ;) [Pa, -], i = 1,2, kde
(Ey,11) = (2.1-10",0.3), (Ea, 1) = (7.2-10',0.2). (143)

V tomto pripadé s ohledem na Vétu 2.2 vime, ze bude zajisténa existence jediného reseni
tlohy ohybu (6) za platnosti predpokladu (P1), (P2)* a (P3)* uvedenych na strané 16,
resp. 18. Prvni dva predpoklady jsou splnény, zbyva ovéfit predpoklad (P3)*, tedy zda je
P < P, pricemz

— 1
Pmin =

1_V§nn o 1_V§nn (IC‘L)Q7

kde FEpin, Vmin jsou minimalni hodnoty funkei F, v a konstanta K nabyva hodnot dle zvo-
lenych okrajovych podminek, viz Tabulka 1. Tedy v naSem piipadé je Fom = 7.2 - 107,
Vmin = 0.2 a s ohledem na uvazované okrajové podminky (B1) je K = 1. Po dosazeni vSech

vstupnich hodnot dostavame

— 1 w2 B T 2 E . bt
Py = ——PF = — = i = 2.467 - 10°N.
1- VI%ﬁn « (1 - VI%HI]) L2 3 (1 - VI%HI]) L2

Protoze P = 10N, je P < P a tedy mame zarucenu existenci jediného feseni uvazo-
vané ulohy ohybu (6). Stejné jako v pripadé, kdy jsme uvazovali jeden segment nosniku,
provedeme i nyni diskretizaci s krokem h = 10/36 a najdeme FeSeni algebraické formulace
uvazované tlohy ohybu dle Algoritmu 1. Pro tlohu identifikace pouzijeme opét vypocitané
funk¢ni hodnoty feseni tlohy (141) v bodech t; = %i, i =1,...,8. tedy budeme uvazovat

vektor méfeni z € R® ve tvaru

z=10"2.(—0.949, —1.886, —2.799, —3.684, —4.444, —4.442, —3.539, —1.967)".  (144)
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C. ULOHA SE CTYRMI SECMENTY
Jako posledni modelovou situaci si uvedeme tlohu ohybu pro nosnik se ¢tyimi segmenty,

tedy r = 4. Na jednotlivych segmentech jsou nyni ddny materidlové konstanty (E;, v;) [Pa, -],

i=1,...,4, s témito hodnotami
(Ey, 1) = (2.1-10",0.3), (B, 1) = (7.2-10°, 0.2),
(E3,13) = (5-10', 0.4), (Ey,vy) = (2.1-10%,0.3). (145)

Analogicky jako v situaci se dvéma segmenty nosniku ovérime i v tomto pripadé splnéni
predpokladu (P3)*. Platnost predpokladu (P1) a (P2)* je zfejma. Pro uvazované materia-
lové konstanty nyni mame stejné jako v piipadé dvou segmentt Epin = 7.2:10%, v = 0.2.
Pak tedy

— 1 72 Ein [ 72 Epin b3t
Pun = ———PE = = = = 2.467 - 10"N.
=g (1— VI%liH>L2 3(1— Vgnn) L2
Protoze je P = 10*N < P, mdme garantovanu existenci jediného feSeni uvazované

tlohy ohybu (6). Pro tulohu identifikace pouzijeme opét funkéni hodnoty feseni (141) vy-
pocitané pro diskretizaci s krokem h = 10/36 pomoci Algoritmu 1 v bodech ¢; = %i,

i=1,...,8. Tedy budeme uvazovat vektor méfeni z € R® ve tvaru

z=10""(=0.102,—0.203, —0.291, —0.321, —0.282, —0.222, —0.151, —0.076)".  (146)

8.1.2. Uloha identifikace pro tilohu ohybu Gaova nosniku

Prikro¢me nyni k samotné tloze identifikace neznamych materidlovych konstant E a

v Gaova nosniku. Pfipomenme, 7ze jsme pro jednoduchost zavedli znaceni po ¢astech kon-

stantni funkce p := (E,v) a vektor p = (py,-+- ,p2r)’ € R? pro jehoZ slozky plati

P2i—1 = Ez = E|K2 a P2 = Vi ‘= V|K;, 1= 1, e, Ty, kde KZ znaci jednotlivé segmenty. Dale

jiz budeme uvazovat algebraickou formulaci tlohy identifikace ve tvaru

Najit p* € U takové, ze
J(w(p*)) = minJ(w(p)),
peU
kde w(p) € R™ je feSenim (148)
aJ :R™ — R je funkce dand vztahem (149).

(147)
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Stavova tloha je tvaru

Pro dané p € U
najit w := w(p) € R™ takové, Ze (148)
(I Ki(p) — P Ky(p)) w + Ks(p,w)w = q(p),

a funkce
1
J(w) = §(SW —z) (Sw—12z), wecR™ zcR® (149)
pii¢emZ matice S reprezentuje operator restrikce z R do R® a z = (z1,...,2) " je vektor

hodnot, které jsme vypocitali v predchozim odstavci pro tii rizné varianty poctu segmenti.

Jesté zbyva pripomenout pripustnou mnozinu U, kterd je v tomto pripadé tvaru

U = {p:(p17"-7p2r>€R2r|O<Emin Sin—lSEmax<ooy
0 < po; £0.5, 1::1,...,7‘},

Foin = 10°Pa a Epa = 8-10"Pa jsou dané meze pro Youngiiv modul pruznosti £. Nagim
tkolem je nyni najit materidlové parametry (E;,v;), ¢ = 1,...,r, pro tfi uvazované pocty
segmentti r = 1, r = 2 a r = 4. Tedy chceme na zakladé namérenych hodnot z danych
v (142), (144) a (146) odhadnou presné hodnoty materidlovych konstant Gaova nosniku
(140), (143) a (145). K minimalizaci funkce [J ve tvaru (149) v rameci ulohy (147) je pouzita
metoda sekvencidlniho kvadratického programovani fmincon implementovana v softwaru
Matlab.

A. ULOHA S JEDNIM SEGMENTEM
Vektor po¢ateéni aproximace p® pro minimaliza¢ni proces byl zvolen nésledovné

p? = ((10',0.4)).

Dosazené numerické vysledky pro tlohu (147) jsou uvedeny v Tabulce 2, kde it znac¢i celkovy
pocet iteraci potiebny pro funkci fmincon a p* je vysledny vektor materialovych parametri.
V Tabulce 3 Ize najit vstupni a vyslednou hodnotu cenového funkcionalu. Na obrazku 3 lze
pozorovat pokles hodnoty cenového funkcionalu béhem iteracniho procesu. Pro prehlednost
bylo pouzito logaritmické méritko na ose y. Pro ovéreni kvality numerickych vypocti jsme
pouzili relativni chyby

|E — P | E — pgll
err E° = a err_ E* = ,
1Bl 1Bl
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kde || - || zna¢i Euklidovskou normu, E je v tomto piipadé skaldr z (140) a vektory p%,
Pl znadi liché slozky vektortt p° a p*. Podobné jsme zavedli relativni chybu i pro druhy

materialovy parametr

err_ v = ———= a err_v* =

v je v tomto piipadé jednoho segmentu tedy skaldr dany v (140). Vektory, respektive
skaldry, p° a p? znadi sudé slozky vektortt p° a p*. Hodnoty relativnich chyb lze najit
v Tabulce 4.

it | p* [Pa)

14 ‘ (2.100999 - 10'*,0.299 276)

Tabulka 2: Vysledky pro ulohu identifikace prihybu a 1 segment

3.6262 - 1076 | 4.9085 - 102!

Tabulka 3: Poc¢atecni a koncova hodnota cenového funkcionalu pro 1 segment

err U*

err  FE° ’ err E* ’ err 1Y |

0.5240 ‘4.7530~ 107% | 0.3366 ‘0.0024

Tabulka 4: Hodnoty relativnich chyb pro 1 segment

B. ULOHA SE DVEMA SEGMENTY

Vektor poéateéni aproximace p° pro minimaliza¢ni proces byl zvolen nasledovné

p® = ((10',0.4), (10'1,0.4)).

Dosazené numerické vysledky pro tlohu (147) jsou uvedeny v Tabulce 5, kde it znac¢i celkovy

pocet iteraci potfebny pro funkci fmincon a p? je vysledny vektor materidlovych parametri.
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Obrazek 3: Hodnoty cenového funkcionalu J béhem vypoctu pro 1 segment

V Tabulce 6 Ize najit vstupni a vyslednou hodnotu cenového funkcionalu. Na obrazku 4 lze
pozorovat pokles hodnoty cenového funkcionalu béhem iteracniho procesu. Pro prehlednost
bylo opét pouzito logaritmické meéritko na ose y. Pro ovéreni kvality vypoctu jsme opét

zvolili kombinaci relativnich chyb

| E — p| |E — pgll
err E° = a err_ E* = ,
1Bl 1Bl
kde || - || zna¢i Euklidovskou normu, E je vektor se slozkami F;, i = 1,2 z (143) a vektory
p% a py znadf liché slozky vektori p° a p*. Podobné pro druhy materidlovy parametr
ol il

GT’T’_VO _ ||V_pl/ a GT’T’_V* _ ||V_pl/ 7

piidemz v je vektor se slozkami v;, i = 1,2 z (143) a vektory p® a p? znadf sudé slozky

vektori p° a p*. Hodnoty relativnich chyb lze najit v Tabulce 7.

it | p*[Pa]

108 | ((2.090398 - 10%,0.310093), (7.117 378 - 10°,0.235 707))
Tabulka 5: Vysledky pro tilohu identifikace prithybu se 2 segmenty
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Jw(@") | T(w(p")

2.6661-10~* | 4.5582- 1013

Tabulka 6: Pocatecni a koncova hodnota cenového funkciondlu pro 2 segmenty

err E° ‘ err E* ‘ err 10 | err_ v*

0.6848 ’ 0.0046 ’ 0.4808 ‘ 0.0953
Tabulka 7: Hodnoty relativnich chyb pro 2 segmenty

=2~

Hodnoty funkciodlu log(J)

0 20 40 60 80 100 120
Celkovy pocet iteraci

Obrazek 4: Hodnoty cenového funkcionalu J béhem vypoctu pro 2 segmenty

C. ULOHA SE CTYRMI SEGMENTY

Nyni se podivame na identifikaci pouze jednoho materidlového parametru, a to konkrétné
Youngova modulu E. Budeme uvazovat dané hodnoty Poissonovy konstanty v na vsSech
¢tyfech segmentech z (145). Nasim tkolem nyni bude na zékladé namérenych hodnot (146)
odhadnout pfesné hodnoty Youngova modulu E v (145). Postup je analogicky jako v pred-
chozich prikladech, nyni jen zafixujeme znamé parametry v;, i = 1,...,4. Je tieba si také
uvédomit, ze parametr p je nyni poskladan jen ze slozek F;, i = 1,...,4. Vektor pocatec¢ni

aproximace p° pro minimaliza¢ni proces byl zvolen nésledovné

p? = (1,1,1,1)- 10"

Dosazené numerické vysledky pro tlohu (147), nynf redukovanou pro p € R*, jsou uvedeny
v Tabulce 8, kde it opét znaci celkovy pocet iteraci pottebny pro funkci fmincon a p* je
vysledny vektor materidlového parametru. Dale podobné, v Tabulce 9 1ze najit vstupni a

vyslednou hodnotu cenového funkcionalu. Na obrazku 5 lze pozorovat pokles hodnoty ce-
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nového funkcionalu béhem iteracniho procesu v logaritmickém méritku. Pro ovéreni kvality

vypoctu jsme zvolili relativni chyby

|E — Pl |E — pgll
err E° = a err_ E* = ,
1Bl 1Bl

jejichz hodnoty lze najit v Tabulce 10.

it | p* [Pa]

76 | (2.100126 - 10*,7.199099 - 10°,4.999 175 - 10°,2.100 850 - 10'1)
Tabulka 8: Vysledky pro tlohu identifikace prithybu se 4 segmenty

J(w(p®) | T(w(p)

9.7164 - 107* | 1.2367- 104

Tabulka 9: Poc¢atecni a koncova hodnota cenového funkciondlu pro 4 segmenty.

err E° | err E*

0.6238 ‘ 2.8653 - 10~

Tabulka 10: Hodnoty relativnich chyb pro 4 segmenty

4+
-6
8+
10

-12

Hodnoty funkciondlu log(.7)

14 . . .
0 10 20 30 40 50 60 70 80

Celkovy pocet iteraci

Obréazek 5: Hodnoty cenového funkcionalu J béhem vypoctu pro 4 segmenty
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8.2. Priklady identifikace parametrii nosniku v kontaktni tloze
s dokonale tuhym podlozim

Uvazujme nelinearni Gatv nosnik, ktery je rozdélen na r stejné dlouhych, materidlové
homogennich segmentti, tzn. kazdy segment je popsan dvojici materidlovych parametra
pi = (E;,v;), i = 1,---  r. Numerické vypocty budou predvedeny pro oboustranné vetknuty
nosnik, tj. nosnik s okrajovymi podminkami (B2). Nejprve se podivime na feSeni samotné
kontaktni tlohy Gaova nosniku s dokonale tuhym podlozim. Z této tlohy pak nasledné

vygenerujeme vstupni parametry pro tlohu identifikace parametri nosniku.

Necht je dale pro Gatuv nosnik dana
o tloustka nosniku t = 0.1m,
o Sitka nosniku b = 0.1m,
o délka nosniku L = 10m.
Na nosnik pritom puisobi
« konstantni vertikalni zatizeni ¢ = —8-10°Nm ™', které ptisobi po celé délce nosniku,
« axialni sila P = 10°N ptisobici v koncovém bodé = = L.

Mezi nosnikem a dokonale tuhou prekazkou je mezera, kterda je popsana funkci g. Tu

uvazujme jako konstantni funkci ¢ = —0.001m na celém intervalu (0, 10).

8.2.1. Kontaktni tiloha Gaova nosniku s dokonale tuhym podlozim

Uvazujme nyni pro kontaktni ilohu Gaova nosniku s dokonale tuhou prekazkou vstupni
data dana vyse. Déle je pottfeba jesté zadat materidlové konstanty nosniku, tedy Youngtuv

modul pruznosti £ a Poissonovu konstantu v.

A. ULOHA S JEDNIM SEGMENTEM
Nejprve budeme uvazovat nejjednodussi modelovou situaci, kdy jsou tyto konstanty po celé

délce nosniku stejné, tedy mame jeden segment, tj. » = 1. Nechf

By = 2.1-10'"Pa, v = 0.3. (150)
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Pokud budou splnény predpoklady (P1), (P2) a (P3) uvedené na strané 16, bude dle Véty 3.1
existovat jediné feseni kontaktni tlohy (14). Platnost predpokladia (P1) a (P2) je zfejmaé.
Co se tyka platnosti piedpokladu (P3), je potieba vypoéitat Eulerovu kritickou sflu PZ
dle vzorce (11). S ohledem na vstupni data, vztahy (3), (11) a okrajové podminky (B2)
dostavame

1 B STiEbt

P = Pt = = = 6.074 - 10°N.
1—p2 (1—12)(0.5L)2 3(1 —v?) L2

Protoze P = 10°N, je P < P a tedy mame zarucenu existenci jediného feSeni uvazované
kontaktni tlohy (14), kterou lze ekvivalentné zformulovat jako minimalizaci funkcionalu
celkové potencidlni energie na konvexni mnoziné K, viz (16).

Diskretizaci této kontaktni ilohy s krokem h = 10/36 dostaneme algebraickou formulaci
ve tvaru
Najit w € K takové, Ze
. (151)
F(w) = min F(v),

veK

kde funkce F'(v) je dand vztahem

1 1
F(v) = §VT <[ K, - PK,+ §K3(V)> v—q'v

a mnozina K je
K = {veR":Bv>gl

Matice K, Ko, K5(v), B a vektory q, g jsou definované vztahy v kapitole 6.2. Vzhledem
k faktu, ze nelinearni matice Ks(v) zavisi na v, nelze nalézt feseni tlohy (151) pfimym
vypoctem, proto pro vypocet feSeni uvazované kontaktni ilohy pouzijeme nize uvedeny

iteracni Algoritmus 2.

Uloha (152) je tloha konvexniho kvadratického programovani. K jejimu feSeni jsme pouzili
funkci quadprog. Pro tlohu identifikace pouzijeme pravé vypocitané funkéni hodnoty feseni
tlohy (152) v bodech t; = 1_907;7 i=1,...,8. Tedy budeme uvazovat vektor méieni z € R®

ve tvaru

z=10"%- (—0.167,—0.500, —0.808, —0.979, —0.979, —0.808, —0.500, —0.167) . (153)
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Algoritmus 2 Vypocet reseni kontaktni ilohy Gaova nosniku a dokonale tuhé prekazky

e zvolime w' € R

e prot = 0,1,... az do splnéni podminek ukoncovaciho kritéria

Najit wit! € K takové, Ze
o : (152)
F(w't) = min F(v),
veK
kde 1 1
Fi(v) = §VT <[ K, - PK,+ §K3(W’)> v—q'v
a

K={veR": Bv > g}.

B. ULOHA SE DVEMA SEGMENTY
Nyni budeme uvazovat dva segmenty nosniku, tedy r = 2. Materidlové parametry nosniku

jsou nyni dany jako dvé dvojice hodnot (E;, ;) [Pa, -], i = 1,2, kde
(B, 1) = (2.1-10',0.3), (Eq,1n) = (7.2-10°, 0.2). (154)

V tomto pripadé s ohledem na Vétu 3.2 vime, ze bude zajiSténa existence jediného feseni
uvazované kontaktni tlohy (14) za platnosti predpokladi (P1), (P2)* a (P3)* uvedenych
na strané 16, resp. 18. Prvni dva predpoklady jsou splnény, zbyva ovérit predpoklad (P3)*,
tedy zda je P < Pn, pricemz

1 WQEmin[
1 _VI%IiH (IC[’>27

— 1
Pon = ———5— PZ =
1—v

min

kde FEpin, Vmin jsou minimalni hodnoty funkei F, v a konstanta K nabyva hodnot dle zvo-
lenych okrajovych podminek, viz Tabulka 1. Tedy v naSem piipadé je Fnm, = 7.2 - 107,
Vmin = 0.2 a s ohledem na uvazované okrajové podminky (B2) je K = 0.5. Po dosazeni

vsech vstupnich hodnot dostavame

_ 1 2 Eo T 872 B b3t
Pun = ——PE = i - min — 1.974- 10°N.
1- Vx%nn “ (1 - Vgnn)(o-5 L)2 3 (1 - VI%ﬂn) L?

Protoze P = 10°N, je P < P a tedy mdme zarucenu existenci jediného feseni uvazo-

vané kontaktni ilohy (14). Stejné jako v pripadé, kdy jsme uvazovali jeden segment nosniku,
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provedeme diskretizaci s krokem h = 10/36 a najdeme feSeni algebraické formulace uvazo-
vané kontaktni ilohy dle Algoritmu 2. Pro tlohu identifikace pouzijeme opét vypocitané
funk¢ni hodnoty feseni tlohy (152) v bodech t; = %i, i =1,...,8. tedy budeme uvazovat

vektor méreni z € R® ve tvaru

z=10"%- (—0.140, —0.423, —0.701, —0.908, —1.000, —1.000, —0.991, —0.579) . (155)

C. ULOHA SE CTYRMI SECMENTY
Jako posledni modelovou tlohu si uvedeme kontaktni tlohu pro nosnik se ¢tyfmi seg-
menty, tedy » = 4. Na jednotlivych segmentech jsou nyni dany materidlové konstanty
(E;,v;) [Pa,-],i=1,...,4, s hodnotami

(Ey, 1) = (2.1-10",0.3), (B, 1) = (7.2-10°, 0.2),
(Es,v3) = (5-10', 0.45), (Ey,vy) = (2.1-10%,0.3). (156)

Analogicky jako v situaci se dvéma segmenty nosniku ovérime i v tomto pripadé splnéni
predpokladu (P3)*. platnost predpokladu (P1) a (P2)* je zfejma. Pro uvazované materia-
lové konstanty nyni madme Eny, = 7.2 - 10°, vmim = 0.2, a tedy

— 1 72 Epin 1 872 Epin b3 t

Pon = ———PF = - = 1.974- 10°N.
1—p2. ~cr 1—2v2,)(0.5L)? 3(1—v2y,) L2

min (

I v tomto piipadé je P = 10°N < P, coz zajistuje existenci jediného feSeni uvazo-

vané kontaktni tlohy (14). Pro tlohu identifikace pouzijeme opét funkéni hodnoty feseni

tlohy (152) vypocitané pro diskretizaci s krokem h = 10/36 pomoci Algoritmu 2 v bodech
10 ;

ti =51, 1=1,...,8 Tedy budeme uvazovat vektor mereni z € R® ve tvaru

z =107 (—0.156, —0.495, —0.900, —1.000, —0.979, —0.807, —0.474, —0.152)".  (157)
8.2.2. Uloha identifikace pro kontaktni ilohu Gaova nosniku s dokonale tuhym
podlozim

Prikro¢me nyni k samotné tloze identifikace neznamych materidlovych konstant E a
v Gaova nosniku. Pfipomenme, 7ze jsme pro jednoduchost zavedli znaceni po ¢astech kon-

stantnf funkce p := (F,v) a vektor p = (p1,--- ,p2)’ € R?", pro jehoZ komponenty plati
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pri1=Ei=FE

jiz budeme uvazovat algebraickou formulaci penalizované tlohy identifikace ve tvaru

K, &Py =V :=V|g,, 1 =1,---,r, kde K; znadéi jednotlivé segmenty. Dale

Najit pf € U takové, ze
J(we(p?)) = minJ(w.(p)),
peU

(158)
kde w.(p) € R™ je feSenim (159)
aJ : R — R je funkce dand vztahem (160).
Stavova tloha je tvaru
Prodané p e U ae > 0,
najit w, := w.(p) € R™ takové, Ze (159)
1,
([ Kl(p> - PK?(p>> We + K3(p7W6>W6 + g]l(we> = q(p),
kde
. . . 2
Jw) = Gw )2 iwe) == [ (9= wa)t) wid,
Supp @;
a funkce
1
J(w) = §(SW —z) (Sw—12z), wecR™ zcR® (160)
pii¢emZ matice S reprezentuje operator restrikce z R do R® a z = (z1,...,2) " je vektor

hodnot, které jsme vypocitali v predchozim odstavci pro tii rizné varianty poctu segmenti.

Jesté zbyva pripomenout pripustnou mnozinu U, kterd je v tomto pripadé tvaru

U = {p:(p17"-7p2r>€R2r|O<Emin Sin—lSEmax<ooy
0 < po; £0.5, 1::1,...,7‘},

kde E.;, = 10°Pa a E,. = 8-10"Pa jsou dané meze pro Youngtiv modul pruznosti F.
Nasim tdkolem je nyni najit materidlové parametry (E;, v;), i =1,...,r,pror =1, r =2
a r = 4. Tedy chceme na zikladé namérenych hodnot z danych v (153), (155) a (157)
odhadnou presné hodnoty materidlovych konstant Gaova nosniku (150), (154) a (156).
Uloha identifikace bude postupné FeSena pro tii rizné hodnoty penalizaéniho parametru
e = 107%,1071% a 107!2. K minimalizaci funkce J ve tvaru (160) v rdmci tlohy (158)
je pouzita metoda sekvencialnitho kvadratického programovani fmincon implementovana

v softwaru Matlab. Penalizovand stavova tiloha (159) je feSena pomoci Newtonovy metody.

79



A. ULOHA S JEDNIM SEGMENTEM

Vektor po¢atecni aproximace p? pro minimalizaéni proces byl zvolen ndsledovné

p? = ((10',0.4)).

Dosazené numerické vysledky pro tlohu (158) jsou uvedeny v Tabulce 11, kde it znadi
celkovy pocet iteraci potfebny pro funkci fmincon a p! je vysledny vektor materidlovych
parametri. V Tabulce 12 lze najit vstupni a vyslednou hodnotu cenového funkciondlu.
Na obrazku 6 lze pozorovat pokles hodnoty cenového funkcionalu béhem itera¢niho pro-
cesu. Pro prehlednost bylo pouzito logaritmické meéritko na ose y. Pro ovéreni kvality

numerickych vypoctl jsme opét zvolili kombinaci relativnich chyb

1B — pgll |1E — pZ ol
err F° = Z— 527 a err B* = —— 527
1E]| 1E]|
kde || - || znaci Euklidovskou normu, E je v tomto piipadé skaldr z (150) a vektory p? g,

pip znaci liché slozky vektori pY, p:. Podobné definujeme relativni chybu pro druhy

materialovy parametr

err vt = ||V_p:,l/||
_ - )

v je v tomto piipadé jednoho segmentu tedy skaldr dany v (150). Vektory, respektive
skalary, p?, a pt, znaci sudé slozky vektorii p? a p*. Hodnoty relativnich chyb lze najit

v Tabulce 13.

r=1 it | pt[Pa,|

e=10"% | 19 | (2.104964 - 10", 0.296 392)

=101 20 | (2.104990 - 101, 0.296 374)

e=10"'2| 17 | (2.105015 - 10, 0.296 356)

Tabulka 11: Vysledky pro tlohu identifikace parametri nosniku s 1 segmentem a hodnoty &
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r=1 Jw@)) | Twp)

e=10"% | 3.2417-107% | 1.6461 - 10~3!

e=10"1913.2420-1076 | 4.0293 - 10~

e=10"12|3.2420-107% | 8.1154-10~%
Tabulka 12: Pocatecni a koncova hodnota cenového funkcionalu pro rizné € a 1 segment

r=1 err E° | err E* | err 10 | err_v*

e=10"% ]0.5249 | 0.0024 | 0.3496 | 0.0122
e=10"1910.5249 | 0.0024 | 0.3496 | 0.0122

e=10"1210.5249 | 0.0024 | 0.3497 | 0.0123

Tabulka 13: Hodnoty relativnich chyb pro 1 segment a hodnoty &

—_ -5 N
=, —e=10"%
& —e=10"1°
= e =102
= -10
=)
ks
[
Ly
=
15 -
j::
[
=)
~
= 20 -
0 15 20

10
Celkovy pocet iteraci

Obrazek 6: Hodnoty cenového funkcionalu J béhem vypoctu pro volby € a 1 segment

B. ULOHA SE DVEMA SEGMENTY

Vektor po¢atecni aproximace p? pro minimalizaéni proces byl zvolen ndsledovné

p? = ((10',0.4), (10",0.4)).

Dosazené numerické vysledky pro tlohu (158) jsou uvedeny v Tabulce 14, kde it znaci
celkovy pocet iteraci potfebny pro funkci fmincon a p! je vysledny vektor materidlovych
parametri. V Tabulce 15 lze najit vstupni a vyslednou hodnotu cenového funkciondlu.

Na obrazku 7 lze pozorovat pokles hodnoty cenového funkcionalu béhem itera¢niho pro-
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cesu. Pro prehlednost bylo opét pouzito logaritmické méritko na ose y. Pro ovéreni kvality

numerickych vypoctl jsme opét zvolili kombinaci relativnich chyb

1B — plgl |1E — pZ ol
err E° = = a err_ E* = S
1E]| 1E]|
kde || - || zna¢i Euklidovskou normu, E je vektor se slozkami F;, i = 1,2 z (154) a vektory

Pl  a pt p znadi liché slozky vektort p? a pf. Podobné definujeme relativni chybu pro druhy

materialovy parametr

v je vektor se slozkami v;, i = 1,2 z (154) a vektory p?, a p?, znaci sudé slozky vektort

pY a p. Hodnoty relativnich chyb lze najit v Tabulce 16.

r=2 it | pt[Pa,|

e=10"8 |42 | ((2.111700 - 10,0.291 271), (7.239 847 - 10°,0.186 220))
e=10"10 | 44 | ((2.109007 - 10*,0.293 361), (7.230 658 - 10°,0.189 435))

e=10"12 | 43 | ((2.110814 - 10'*,0.291691), (7.235 241 - 10°,0.187 807))

Tabulka 14: Vysledky pro tlohu identifikace parametri nosniku pro 2 segmenty a hodnoty &

r—2 Jw@)) | Twp)

e=10"% | 1.1044-10"% | 1.1912-10°1¢
e=10"101] 1.1066 - 10~ | 1.4844 - 1071®

e=10"121]1.1044-107* | 1.0302 - 101®

Tabulka 15: Pocatecni a koncova hodnota cenového funkcionalu pro rizné € a 2 segmenty
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r=2 err E° | err E* | err 10 | err_v*
e=10"% | 0.6852 | 0.0055 | 0.6938 | 0.0472
e=10"1910.6851 | 0.0042 | 0.6759 | 0.0357
e=10"12]0.6852 | 0.0051 | 0.6867 | 0.042

Tabulka 16: Hodnoty relativnich chyb pro 2 segmenty a hodnoty ¢

1
IS

= —e =108
= gl —e =101
— —e = 10712
=
\g —8 L
2
=
= -10
=
e
£ -12 -
=
m‘:’ -14 -
0 10 20 30 40 50

Celkovy pocet iteraci

Obrazek 7: Hodnoty cenového funkcionalu J béhem vypoctu pro volby € a 2 segmenty

C. ULOHA SE CTYRMI SECMENTY

Nyni se podivame na identifikaci pouze jednoho materidlového parametru, a to konkrétné
Youngova modulu E. Budeme uvazovat dané hodnoty Poissonovy konstanty v na vsSech
¢tyrech segmentech z (156). Nasim tikolem nyni bude na zdkladé namérenych hodnot (157)
odhadnout pfesné hodnoty Youngova modulu E v (156). Postup je analogicky jako v pred-
chozich prikladech, nyni jen zafixujeme znamé parametry v;, i = 1,...,4. Je tieba si také
uvédomit, ze parametr p je nyni poskladan jen ze slozek F;, i = 1,...,4. Vektor pocatec¢ni

aproximace p° pro minimaliza¢ni proces byl zvolen nésledovné

p? = (1,1,1,1)- 10"

DosaZené numerické vysledky pro tlohu (158), nyni redukovanou pro p € R%, jsou uvedeny
v Tabulce 17, kde it opét znaci celkovy pocet iteraci potifebny pro funkci fmincon a p je
vysledny vektor materidlového parametru. Déle podobné, v Tabulce 18 lze najit vstupni a
vyslednou hodnotu cenového funkcionalu. Na obrazku 8 lze pozorovat pokles hodnoty ce-

nového funkcionalu béhem iteracniho procesu v logaritmickém méritku. Pro ovéreni kvality
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vypoctu jsme zvolili relativni chyby

|E — p%|| | E — p%l
err F0 = I— 2EU a err B = —— =
I E| I E|

jejichz hodnoty lze najit v Tabulce 19.

r=4 it | p: [Pa]

e=10"% |69 | (2.100003-10',7.199911 - 10%,5.000 200 - 10*°, 2.100 006 - 10'*)

e=10"10| 76 | (2.100003 - 10'1,7.199911 - 10°,5.000 201 - 10'°, 2.100 006 - 10!)

e=10"2| 69 | (2.100003 - 10'1,7.199918 - 10, 5.000 218 - 10, 2.100 005 - 101)

Tabulka 17: Vysledky pro tlohu identifikace parametrii nosniku se 4 segmenty a riuzné e

r=4 Jw(pd) | T(wm)

e=10"% | 7.4348-1077 | 2.3829- 10 %7
e=10"19] 7.4366 - 10°7 | 2.3966 - 10~17

e=10"1%2 | 7.4366-10°7 | 2.1219- 107

Tabulka 18: Pocatecni a koncova hodnota cenového funkcionalu pro rizné € a 4 segmenty

r=4 err_ EY | err E*

e=10"% | 0.6238 | 7.1255-10°¢
e=10"%10.6238 | 7.1529-10°°¢

e=10"1210.6238 | 7.4707-10°¢

Tabulka 19: Hodnoty relativnich chyb pro volby € a 4 segmenty
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Obrazek 8: Hodnoty cenového funkciondlu J béhem vypoctu pro € a 4 segmenty.

8.3. Priklad identifikace parametrti v kontaktni tiloze s elasticky
deformovatelnym podlozim

Uvazujme kontaktni tilohu (17) pro vetknuty nosnik, tj. nosnik s okrajovymi podmin-
kami (B2), ktery je umistény nad elasticky deformovatelnym podlozim v konstantni vzda-
lenosti. Podlozi je rozdéleno na s stejné dlouhych, materialové homogennich segmentt, tzn.
kazdy segment je popsan modulem pruznosti podlozi k;, ¢ =1,...,s.

Budeme uvazovat nosnik s témito vstupnimi daty

 Youngtv modul pruznosti £ = 2.1 - 10!°Pa,
e Poissonuv pomér v = 0.3,

o tloustka nosniku t = 0.1m,

o Sitka nosniku b = 0.1m,

e délka nosniku L = 10m.

Na nosnik pritom puisobi
« konstantni vertikaln{ zatizeni ¢ = —2-10*Nm ™", které ptisobi po celé délce nosniku,
o axialni sila P = 10*N piisobici v koncovém bodé x = L.

Mezi nosnikem a dokonale tuhou prekazkou je mezera, kterda je popsana funkci g. Tu

uvazujme jako konstantni funkci g = —0.02m na celém intervalu (0, 10).
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8.3.1. Kontaktni tiloha Gaova nosniku s deformovatelnym podlozim

Uvazujme nyni pro kontaktni iilohu Gaova nosniku s deformovatelnym podlozim vstupni
data dana vyse. Bez ohledu na pocet uvazovanych segmentii podlozi budeme mit zajisténu
existenci jediného feseni kontaktni tlohy dle Véty 3.4 pokud budou splnény predpoklady
(P1)-(P3) u vedené na strané 16 . Pritom splnéni predpokladu (P1) a (P2) je zfejmé.
Pro ovéieni predpokladu (P3) nynf vypoéteme hodnotu kritické sily P, :

Bl ST2Ebt

PE = = = 6.0736 - 10°N.
er (1 —12)(0.5L)2 3(1 — v2) L2

R
117

Pmin =

Pro uvazovanou axidlni silu P = 10*N je tedy podminka P < P, zarucujici platnost
predpokladu (P3) splnéna. Tim je zajiSténa existence jediného Tfeseni tulohy uvazované
kontaktni tlohy (17). Diskretizaci této ulohy s krokem h = 10/36 dostaneme algebraickou

formulaci ve tvaru systému nehladkych rovnic

{Najit w € R™ takové, Ze

(FIKi—P(1—-1)Ky)w + E(1-13)tbKz(w)w — b(1 —1v?)g(w) = (1 -1?)q,
(161)

kde matice K;, Ky, K3(w) a vektory q, g(w) jsou dané vztahy 117 respektive 118. K te-

Seni této tulohy jsme pro tii nize uvedené tlohy pouzili nehladkou Newtonovu metodu,

viz Algoritmus 3.

A. ULOHA S JEDNIM SEGMENTEM
Nejprve budeme uvazovat nejjednodussi modelovou situaci, kdy bude uvazované podlozi

dano jedinym koeficientem tuhosti, tedy mame jeden segment, tj. s =1 a
ki = 3-10° Nm ™. (163)

Reseni kontaktni tlohy s deformovatelnym podlozim s timto danym koeficientem vypoé-
teme nehladkou Newtonovou metodou. Pro tilohu identifikace pouzijeme vypocitané funkéni
hodnoty Teseni ulohy (161) v bodech t; = 1_907;7 i =1,...,8. Tedy budeme uvazovat vektor

méteni z € R ve tvaru

z = 1072 (—0.464, —1.406, —2.305, —2.831, —2.832, —2.305, —1.407, —0.464)T.  (164)
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Algoritmus 3 Vypocet feseni kontaktni ilohy Gaova nosniku a deformovatelného podlozi

e zvolime w' € R

e prot = 0,1,... az do splnéni podminek ukoncovaciho kritéria

Najit wit! € R™ takové, Ze

T(w) Aw = —G(w'), (162)
witl = wi+ Aw
kde
T(w) = Vo G(w)
a

Gw) = (EIK;—P(1-1) Ko+ E(1—12) tbKs(w)) w—b(1—12) g(w)— (1) q

A. ULOHA SE DVEMA SEGMENTY
Nyni budeme uvazovat dva segmenty nosniku, tedy s = 2. Koeficienty tuhosti podlozi

jednotlivych segmentti jsou
ki =3-10°Nm™®,  ky = 7-10° Nm > (165)

Reseni kontaktni tlohy s deformovatelnym podlozim danym dvéma segmenty a danymi
koeficienty vypocteme opét nehladkou Newtonovou metodou. Pro tlohu identifikace pou-
zijeme vypocitané funkéni hodnoty feseni tlohy (161) v bodech t; = %i, i=1,...,8 Tedy

budeme uvazovat vektor méreni z € R® ve tvaru

z = 1072 (—0.465, —1.408, —2.307, —2.835, —2.836, —2.310, —1.410, —0.466) . (166)

A. ULOHA SE CTYRMI SEGMENTY
Jako posledni modelovou tilohu si uvedeme kontaktni tlohu pro nosnik s deformovatelnym
podlozim, které se bude skladat ze ¢tyt segmentti, tedy s = 4. Na jednotlivych segmentech

jsou nyni dany tyto koeficienty tuhosti podlozi

ki = 3-10° Nm?, ky = 7-10° Nm™® (167)
ks = 5-10* Nm 3, ky = 3-10° Nm™®.
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Resen{ kontaktn{ tlohy s deformovatelnym podlozim danym ¢tyfmi segmenty s témito
koeficienty tuhosti vypocteme opét nehladkou Newtonovou metodou. Pro tlohu identifikace
10

pouzijeme vypocitané funkéni hodnoty feSeni tlohy (161) v bodech t; = i, i = 1,...,8.

Tedy budeme uvazovat vektor méfeni z € R® ve tvaru

z = 1072+ (—0.465, —1.409, —2.309, —2.837, —2.838, —2.312, —1.411, —0.466) .  (168)

8.3.2. Uloha identifikace pro kontaktni tilohu Gaova nosniku s deformovatel-
nym podlozim

Nyni muzeme prejit k tloze identifikace (63) a jeji algebraické formulaci, kterd je po-

drobnéji popsana v kapitole 6.3. Jeji algebraicka formulace je ve tvaru

Najit kj € U takové, ze

T(wslhki) = min T (wi(k),

kde ws(k) € R™ je fesenim (170)

aJ :R™® — R je funkce dand vztahem (171).

(169)

Stavovou tlohu jiz uvazujeme z divodu potiebné hladkosti regularizovanou, tedy ve tvaru

Prodané k e U ad > 0,
najit ws := ws(k) € R™ takové, Ze

- , (170)
(ETKy — P(1—1?) Ko)ws + E (1 — 1) 1 bKs(ws)ws —
—b(1—v?)gs(k,w;) = (1-v%)aq.
Pripomenme, ze funkce J je dana predpisem
1
J(w) = §(SW —z) (Sw—12z), wecR™ zcR® (171)
pii¢emZ matice S reprezentuje operator restrikce z R do R® a z = (z1,...,2) " je vektor

hodnot, které jsme vypocitali v predchozim odstavci pro tii rizné varianty poctu segmenti.

Jesté zbyva pripomenout pripustnou mnozinu U, kterd je v tomto pripadé tvaru

U = {k=(k1,....,ks) €ER*| 0 < bpin < ki <kpax <00,i=1,...,s},
kde kpin = 102 Nm ™3 a kpax = 9-10° Nm ™2 jsou meze dané pro koeficienty tuhosti podloZi.
Nasim tkolem je nyni najit koeficienty tuhosti podlozi k;, ¢ = 1,...,s, pro s =1, s = 2
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a s = 4. Tedy chceme na zakladé naméfenych hodnot z danych v (164), (166) a (168)
odhadnou presné hodnoty koeficientt tuhosti uvazovaného podlozi (163), (165) a (167).
Uloha identifikace bude postupné Fe§ena pro tii rizné hodnoty regularizacniho parame-
tru 6 = 10° 107! a 1072, K minimalizaci funkce J ve tvaru (171) v ramci tlohy (169)
je pouzita metoda sekvencialnitho kvadratického programovani fmincon implementovana
v softwaru Matlab. Regularizovana stavova tloha (170) je feSena pomoci Newtonovy me-

tody.

A. ULOHA S JEDNIM SEGMENTEM

Vektor poc¢ateéni aproximace kY pro minimaliza¢ni proces byl zvolen

kY = 10°.

Prislusné numerické vysledky lze najit v Tabulce 20, kde it znaci celkovy pocet iteraci
potfebny pro funkci fmincon a ki je vysledna hodnota koeficientu tuhosti podlozi, a to
pro vSechny t¥i volby regularizacniho parametru 6. V Tabulce 21 lze najit vstupni a vy-
slednou hodnotu diskretizovaného cenového funkcionalu 7. Na obriazku 9 lze pozorovat
pokles hodnoty cenového funkciondlu béhem iteracniho procesu. Pro prehlednost bylo po-
uzito logaritmické méritko na ose y. Pro ovéreni kvality numerickych vypoctl jsme pouzili
relativni chyby
k— K k—k;
err 10— | i ol o e 2 | i 5||7

kde || - || znac¢i opét Euklidovskou normu, k je v tomto piipadé skalar dany (163), viz Ta-
bulka 22.

s=1 it | k% [Nm™?]

§=10° |7 |2.999999 - 10°

§=10"1 16 |2.999999 - 10°

§=10"216 |2.999999 - 10°

Tabulka 20: Vysledky pro tlohu identifikace parametru deformovatelného podlozi s 1 seg-
mentem
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s=1_ | J(w(K) | T(w(k))

§ =10 | 2.0480- 10~ | 2.6590 - 10~ 17

d=10"1 26312107 | 3.7355 - 10~ %

=102 | 8.7368 - 10~% | 1.0216 - 10~

Tabulka 21: Pocate¢ni a koncova hodnota cenového funkcionalu pro ruzné ¢ a 1 segment

—§ =100
-5 —5 =101
—5=102

Hodnoty funkciondlu log(.7)

1 2 3 4 5 6 7
Celkovy pocet iteraci

Obréazek 9: Hodnoty cenového funkciondlu J béhem vypoctu pro 1 segment a volby d

s=1 err kO | err Kk*

§=10° |0.6667 | 2.4839-10"%

§=10"1 | 0.6667 | 2.4865-107%

§=10"2 | 0.6667 | 2.2297-1078
Tabulka 22: Hodnoty relativnich chyb pro 1 segment a hodnoty o

B. ULOHA SE DVEMA SEGMENTY
Nyni budeme predpokladat, ze podlozi je slozeno ze dvou segmenti, tedy s = 2 a vektor

pocatecni aproximace kY pro minimalizacni proces byl zvolen jako vektor

kY = (10°,10°).

Postupujeme analogicky jako v predchozim pripadé, prislusné numerické vysledky lze najit
v Tabulce 23, kde kj je vysledny vektor koeficientii tuhosti podlozi, a to pro vSechny tri

volby regularizacniho parametru 0. V Tabulce 24 lze najit vstupni a vyslednou hodnotu
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diskretizovaného cenového funkcionalu J. Na obrazku 10 lze pozorovat pokles hodnoty
cenového funkcionalu béhem iterac¢niho procesu, i zde je pouzito logaritmické méritko na ose

y. Opét jsme pocitali relativni chyby

k— k) k — kj
ST e (R R v

1% 1kl

kde k je v tomto pripadé vektor dany (165), viz Tabulka 25.

5=2 it | ki [Nm™]

§ =10 | 10| (3.000000 - 10%,6.999993 - 10?)

§=10"1 |9 | (2.999999 - 10°,6.999999 - 10?)

§=10"2 |8 | (2.999999 - 10°,6.999995 - 10?)

Tabulka 23: Vysledky pro tlohu identifikace parametru deformovatelného podlozi pro 2 seg-
menty

s=2 | J(w(kK) | T(w(k))

§=10° | 1.7808-107° | 1,3315- 10~
§=10"1|21267-1077 | 7.3222- 1022

§=10"2|6.5833-1077 | 2.7348 - 10723

Tabulka 24: Poc¢atecni a koncova hodnota cenového funkcionalu pro ruzné § a 2 segmenty

s=2 err KO | err_k*

§=10° ]0.7350 |2.9247-10°%
§=10"%10.7350 | 1.9313-10°%

§=10"210.7350 | 1.7922-10°8

Tabulka 25: Hodnoty relativnich chyb pro 2 segmenty a rtizné §
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—35 = 10°

Hodnoty funkciondlu log(.7)

2 4 6 8 10
Celkovy pocet iteraci

Obrazek 10: Hodnoty cenového funkcionalu 7 béhem vypoctu pro 2 segmenty a volby 6.

C. ULOHA SE CTYRMI SEGMENTY

Vektor poc¢ateéni aproximace kY pro minimaliza¢ni proces byl v tomto pifpadé zvolen

kY = (10°,10%,10%, 10%).

Postupujeme opét analogicky, prislusné numerické vysledky lze najit v Tabulce 26, kde kj
je vysledny vektor koeficienti tuhosti podlozi, a to pro vSechny tii volby regulariza¢niho
parametru 0. V Tabulce 27 1ze najit vstupni a vyslednou hodnotu diskretizovaného ceno-
vého funkcionalu J. Na obrazku 11 lze pozorovat pokles hodnoty cenového funkcionalu

béhem iteracniho procesu v logaritmickém meéritku. Opét jsme pocitali relativni chyby

k— K k — k;
BT e (R [ v

[l [kl
kde k je v tomto pripadé vektor dany (167), viz Tabulka 28.

s=4 it | k% [Nm™?]

§ =10 | 18 | (3.000010 - 10%,6.999749 - 103,4.999975 - 10%, 3.000010 - 10°)

§=10"1| 13| (3.000012 - 10%,6.999729 - 10?,4.999973 - 10%, 3.000012 - 10°)

§ =102 | 18 | (3.000079 - 10%,6.998432 - 10®,5.000176 - 10%, 2.999886 - 10°)

Tabulka 26: Vysledky pro tlohu identifikace parametru deformovatelného podlozi pro 4 seg-
menty
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s=4 | T(w(k) | T(w(k;))

§ =10 | 1.8391-107% | 2.4007 - 10717

§=10"1|1.6342- 1077 | 3.1086 - 1020

=102 | 8.6988- 1077 | 1.3568 - 1020

Tabulka 27: Pocatec¢ni a koncova hodnota cenového funkciondlu pro ruzné § a 4 segmenty

s=4 err kO | err Kk*

§=10° |0.7066 | 3.3639-10°°

§=10"1]0.7066 | 4.2586-10~°

§=10"2|0.7066 | 3.2906-107°
Tabulka 28: Hodnoty relativnich chyb pro 4 segmenty a volby 0

Hodnoty funkciondlu log(.7)

R
o

15 20

10
Celkovy pocet iteraci

Obrazek 11: Hodnoty cenového funkcionalu 7 béhem vypoctu pro 4 segmenty a volby 6.
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Zaveér

Cilem této disertacni prace bylo vytvorit ucelenou teorii zabyvajici se tilohou identi-
fikace neznamych materidlovych parametri Gaova nelinedrniho nosniku pro tlohu ohybu
a kontaktni tlohu s dokonale pruznym podlozim. Uvazovali jsme také kontaktni ilohu Ga-
ova nosniku s deformovatelnym podlozim, pricemz jsme se zamérili pouze na identifikaci
koeficientu tuhosti podlozi.

Pro studium tlohy identifikace jsme zvolili Gativ model nosniku, ktery je vhodnéjsi
dil od jinych popularnich linearnich modelt. Vzhledem k dilezitosti identifikacnich tloh
v ruznych pramyslovych a technickych odvétvich jsme se rozhodli vénovat se pravé tloham
identifikace pro Gativ model nosniku, které, pokud je nam znamo, doposud nebyly detailné
Zpracovany.

Stézejni cast této disertacni prace se zabyvala formulaci identifikacnich tloh, jejich
diskretizaci, konvergencni analyze, nasledné pak algebraické formulaci véetné citlivostni
analyzy, a to jak pro tlohu ohybu nelinearniho nosniku, tak i pro kontaktni tlohu nos-
niku s dokonale tuhym i elasticky deformovatelnym podlozim. V pripadé tlohy ohybu a
kontaktni tlohy s dokonale tuhym podlozim jsme se zabyvali identifikaci materialovych
parametriit Gaova nosniku. V tloze kontaktu s elasticky deformovatelnym podlozim jsme
se zamérili na identifikace modulu pruznosti podlozi. Studované tlohy byly formulovany
jako tlohy optimalniho Tizeni. V posledni kapitole jsme prezentovali fesené modelové tlohy
pro vSechny tii studované ulohy identifikace. K TeSeni jsme pouzili matematicky software
MATLAB.

Teoreticka cast této disertacni prace byla publikovana ve dvou impaktovanych casopi-
sech [60], [62] a jednom recenzovaném sborniku [61]. V planu je jesté detailnéjsi zpracovani
numerickych algoritmi a vypocti, s cilem dalsi publikace.

Domnivame se, Ze stanovené cile predlozené disertacni prace byly splnény.
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9. Dodatek 1
Analytické nerovnosti a jejich pouziti

V této casti prace si predstavime analytické nerovnosti, které jsou vyuzity v dikazech
Lemmatu 4.1, 4.2 a 4.3, v nichz je zformulovana spojita zavislost feseni stavovych tloh (22),
(43) a (62) na uvazovanych materialovych parametrech nosniku resp. podlozi. Tato zminéna
lemmata jsou dokazana vzdy pro jeden konkrétni typ okrajovych podminek. S vyuzitim dale
uvedenych nerovnosti je mozné tvrzeni lemmat rozsitit na vSechny ¢tyti typy okrajovych

podminek (B1), (B2), (B3) a (B4) uvedenych na strané 15.

Nejprve si uvedeme Wirtingerovu nerovnost, kterou lze nalézt napt. v [57].

Véta 9.1. Necht y(z) € L3(R) je periodickd funkce s periodou 2w a necht y'(x) € L*(R).
Jestlize [Z™ y(z) dz = 0, pak plati nerovnost

[Tw@zar < [Tyera (172)

Diikaz této nerovnosti je zalozen na Fourierové rozvoji funkei y a 3/ na intervalu (0, 27),
podrobnosti Ize nalézt napt. v [12]. Tvrzeni véty 9.1 1ze zobecnit pro funkce f € H*((0, 27)).
Jestlize je splnéna podminka f02” f(x)dx = 0, pak plati nerovnost (172). Wirtingerovu
nerovnost (172) lze také zobecnit i pro funkce definované na intervalu (0, L). Necht tedy
y(z) je funkce periodické s periodou L a y/(z) € L?(0, L). Substituci ¢ = Lz ziskdme

modifikaci Wirtingerovy nerovnosti (172) ve tvaru

[fawra < ()

kde 7(t) = y(x(t)) = y(3).

Uvazujme nyni nelinedarni Gauv nosnik s okrajovymi podminkami (B2) definovanymi na stra-

2

JRCORE (173)

né 15. Polozime-li y(x) = w'(z), pak jsou splnény predpoklady nerovnosti (173) a tedy plati

/0 " W@) de < (%)2 /0 " W' (@)? da. (174)

Nyni si uvedeme nerovnost znamou jako Wirtinger-Poincaré-Almansiho nerovnost, kterou

lze nalézt napt. v [39].
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Véta 9.2. Necht y(z) je funkce definovand na intervalu (0, 7) takovd, Ze y(0) = y(w) =0
ay'(x) € L?(0,n). Pak

| weprar < (/@) de. (175)

Wirtinger-Poincaré- Almansiho nerovnost (175) lze zobecnit i pro funkce y definované na in-
tervalu (0, L). Pokud y(0) = y(L) = 0 a y/(x) € L*({0, L)), pak

[we@ra < (5 ["wwyw. (176)

™

Podobnou nerovnost lze odvodit také pro funkce definované na intervalu (0, L) splnujici
pouze jedinou podminku y(0) = 0, viz [38]. Hlavni myslenka spociva v symetrizaci pro-
blému dodefinovanim funkce y(z) na interval (0,2L). Tedy pro z € (L,2L) definujeme
y(z) = y(L+&) = y(L—¢§) = y(2L —x), kde § = x— L. Tudiz y(0) = y(2L), y € L*({0, 2L))

a z nerovnosti (175) méame

[Foera < (2) [wyra

™ 0

Vzhledem k symetrii funkce y(x) na intervalu (0,2L) je zfejmé, ze

[wera < (2 [fwera a7

0 ™

Uvazujeme-li nyni nelinedrni Gatv nosnik s volnym koncem, tj. nosnik s okrajovymi pod-
minkami (B4) definovanymi na strané 15, muzeme symetrizovat prihyb nosniku w na in-

tervalu (0,2L). Pak pro y(x) = w'(x) a uzitim nerovnosti (177) dostavame

/OL(w’(x))zdx < <%>2 /OL(w"(x))2dx. (178)

™

V piipadé Gaova nosniku s okrajovymi podminkami (B3) lze také pouzit myslenku syme-
trizace, coz vede i v tomto pripadé na nerovnost (178) jako v piipadé nosniku s volnym
koncem. Pro Gauv nosnik s okrajovymi podminkami (B1) lze pouzit stejnych tvah jako
pro nosnik s okrajovymi podminkami (B2). Funkce w’ spliuje predpoklady Véty 9.1 mo-

difikované na interval (0, L), proto pak s ohledem na nerovnost (173) obdrzime

[[wwra < (£) [were.
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Je tedy zrejmé, ze v pripadé okrajovych podminek (B1) plati

‘weyrd < (2) fwrera < (B) [fww@ra oo
0 2w 0 0

T
Uzitim Véty 9.2, jejtho zobecnéni (176) a pouzitim nerovnosti (177) dostavame

[wera < (5) [wore < (5) [wore o)

™ ™

Déle lze ukézat, ze pro vsSechny ¢tyfi uvazované typy okrajovych podminek (B1), (B2),
(B3), (B4) a odpovidajici prostory V;, i = 1,...,4 plati

3e>0: ||V"(@)|E > el Vv eV, (181)

kde || - |z, £ = 0,1,..., je norma v prostoru H*((0,L)). Pro funkce z prostoru V; plyne
nerovnost (181) primo z (180). Pro funkce z prostora V5, V3 a V4, mame v(0) = 2/(0) = 0,
tudiz muzeme pouzit dvakrat zobecnéni (177) Véty 9.2, nejprve pro y = w, pak pro y =
w'. Tedy

[ ) < @) [ @)y ar < (% [ @y s

T T
odkud plyne nerovnost (181) pro funkce z prostoru Vs, Vi a Vj.

Na zakladé uvedenych nerovnosti lze nyni rozsitit tvrzeni Lemmatu 4.1 pro okrajové pod-
minky (B2), (B3) a (B4) a prostory V5, V3 a V. Podobné pak muzeme rozsitit tvrzeni
Lemmatu 4.2 a 4.3 pro okrajové podminky (B1), (B3) a (B4) a prostory V;, V3 a V.
Pro okrajové podminky (B3) je vsak tieba zprisnit predpoklad na axialni silu. Konkrétné
dale predpokladame, ze plati
(P3) P <P kde P, = & Lminl
mins mwn (IC . L>2
Konstanta K je nyni nové s ohledem na zvolené okrajové podminky dand hodnotami v Ta-
bulce 29. Oproti ptuvodnim hodnotdm v Tabulce 1 jsme nyni pro (B3) pozadavky na axidlni

silu zprisnili.
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| (B1) (B2) (B3) (B4)
K| 1 05 2 2

Tabulka 29: Tabulka konstant

Nyni jiz mizeme pristoupit k formulaci Lemmatu 4.1 i pro ostatni okrajové podminky.

Lemma 9.1. Necht jsou splnény predpoklady (P1), (P2) a (P3)" a ddle necht p, € Uy,

n=12... ap€ Uy jsou takové, Ze

pn —> p v (L®((0,L)))%

n—oo

Pak

n—oo

kde i € {2,3,4}, w, := w(p,), resp. w(p), je resenim ulohy (25), resp. (22) pro V =V;.

Diikaz. Dukaz lemmatu se pro okrajové podminky (B2), (B3) a (B4) vede analogicky jako
v pripadé okrajovych podminek (B1) uvazovanych v Lemmatu 4.1. Okrajové podminky jsou
klicové pouze v ramci prvniho kroku dikazu, kdy se dokazuje ohranicenost posloupnosti
{wy}, konkrétné pfi dikazu omezenosti zdola souctu forem ay, (wy, wy) + 7p, (Wy, wy),
viz (32). Necht tedy w,, € V;, kde i € {2,3,4}. Z definice (21) pfipustné mnoziny U, vime,
7e0<1—1v2<1, atudiz

Ty, (Wi W) = tb/ L1 =3 (w)de > 0, Vp, = (B, v,) € Udy. (183)

Uvazujme nyni P > 0. Pak v pfipadé okrajovych podminek (B2) dostaneme uzitim (174)

nerovnost
L L\2 rL
[ PO - @) < (32) [ PO - v)wi@)? d. (184)
0 2r/) Jo
Celkem tedy muzeme s vyuzitim (183), (184) a (181) psat
L
ap, (Wp, wy) + T, (W, wy) / E, I(w!) / P — ) (w)?ds+
L L\2 (L
. > E [ " _p <_> 11\2 >
£t [ B v ) de / "2 dy - /O(wn)dx_

L 11\2 L 2 L \2 112
> [ B T e — P (52) [ de = oy >
0 2w/ Jo

> 2oy flwal?,, (185)
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kde ¢y :== Epinl — iTL; > 0 vzhledem k predpokladu (P3)" s konstantou K = 0.5 z Ta-
bulky 29. V prfipadé zaporné axiélni sily P < 0, je nerovnost (185) splnéna automaticky a
co = Fuinl.

Pro nosnik s okrajovymi podminkami (B3) a (B4) lze na zdkladé nerovnosti (178) provést

jednotny odhad. Uvazujme opét nejprve piipad P > 0. Pak z (183), (178) a (181) mame

L
ap,, (W, Wy) + Tp, (W, W) /E[ " /P(l—y)( ') dx +
! 2L>2 L "\ 2
+tb/ (1= 12) )dx>/E[ )d—P<7 /O(wn)dxz

L \2 2L L 11\2 112
> [ Buntlar - P (2E) [Mwlar = el >
0 0

™

> ze; funl?, (186)

kde i = 3,4, a c3 = ¢4 := Epind — P(%)2 > (0 vzhledem k predpokladu (P3)’ s konstantou
KC = 2 z Tabulky 29. V pripadé namédhani nosniku tahem, tj. P < 0, je nerovnost (186)

opét splnéna trividlné s c3 = ¢4 = Fmind.

Daéle se v dukaze postupuje analogicky jako v dikaze Lemmatu 4.1 s tim, ze volba okrajo-

vych podminek nehraje zasadni roli. O

Nyni Lemma 4.2, které je dokézané pro okrajové podminky (B2), zobecnime i pro zby-
vajici okrajové podminky (B1), (B3) a (B4). Pritom budeme opét predpokladat piisnéjsi
predpoklad na axiélni silu pro (B3), tedy predpoklad (P3)’ s konstantou K z Tabulky 29.

Lemma 9.2. Necht jsou splnény predpoklady (P1), (P2)" a (P3)’. Ddle necht p, € Uyq,

n=12... ap€ Uy jsou takové, Ze

pn =2 p v (L2((0,1))".

n—oo

Pak

n—oo

kde i € {1,3,4}, w, := w(p,), resp. w(p), je resent ulohy (47), resp. (43) pro V =1V;.

Diikaz. Dikaz je veden naprosto shodné s dikazem Lemmatu 4.2. Jediny rozdil, pti kterém

se projevi volba okrajovych podminek (B1), (B3) nebo (B4), nebo-li volba prostoru Vi, V3
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nebo Vj, spo¢ivd v odhadu bilinearni formy a,, (w,,w,). Necht P > 0, pak v piipadé
okrajovych podminek (B1) s vyuzitim (179) a (181) dostaneme

apn n -

L IN2 (L
> . 11\2 _ - 1\ 2 _
> /0 Eoin I(w")? dz P< ) /0 (w")? dz (187)

™

L
Wy W) /E I (w!) /P(1—y5)(w')2dx>

= |yl = cerllwally;,

N2
kde ¢; = E ;I — P <—> > 0 vzhledem k predpokladu (P3)’" s konstantou K = 1,

T
viz Tabulka 29. Konstanta ¢ > 0 je konstanta z nerovnosti (181). V ptipadé okrajovych

podminek (B3) a (B4) dostaneme s ohledem na nerovnost (178) a (181) odhad ve tvaru

L
(W, W) /E I (w!) /P(1—y3)(w')2dx>

n -

L 27, 2 L
> ) 11\2 . <_> \2 _
> /0 B [(W"?dz — P /0 (w")? dz (188)

™

ap

n

= ¢ il > ccillwally;,

2L

kdei =34, c; = ¢, = Bl P<
v

> > 0 vzhledem k predpokladu (P3)’ s konstantou

KC =2, viz Tabulka 29 a ¢ > 0 je konstanta z nerovnosti (181). V pripadé zaporné axidlni

sily P < 0, plati vSechny vyse uvedené odhady automaticky. O

Analogicky lze zobecnit tvrzeni spojité zavislosti pro tlohu identifikace kontaktni tlohy

s deformovatelnym podlozim.

Lemma 9.3. Necht jsou splnény predpoklady (P1)—(P3). Ddle necht ky, € Ugg, n = 1,2, ...
a k € Uyq jsou takové, Ze
k, — kv L*>((0,L)). (189)

Pak

Wp —2 w(k) € Vs,

kde i € {1,3,4}, w, := w(ky), resp. w(k), je reseni dlohy (65), resp. (62) pro V =1V;,.
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Diikaz. 1 v tomto pripadé je postup diikazu analogicky jako v dikazech Lemmat 4.1 a 4.2.
Proto uvedeme pouze ditkkaz omezenosti bilinearni formy a(w,,, w,), coz je jediné misto v di-
kaze, kde se projevi volba okrajovych podminek (B1), (B3, a (B4). Postupujeme stejné jako
v dikaze predchoziho lemmatu. Necht P > 0, pak v piipadé okrajovych podminek (B1)
s vyuzitim (179) a (181) dostaneme

L
(W, W) /E[ " /P(1—y2)(w')2dx>

n -

. /OLEI(wZ)le‘ _p <§>2/0L(wg)zdx = (190)

= [will; = cer[lwallis,

N2
kdec¢;, = EI— P <—> > 0 vzhledem k piedpokladu (P3)’ s konstantou K = 1, viz Ta-
T

bulka 29. Konstanta ¢ > 0 je z nerovnosti (181). V pripadé okrajovych podminek (B3) a

(B4) dostaneme s ohledem na nerovnost (178) odhad ve tvaru

L
a(wn, 1wn) /E[ " /P(1—y2)(w')2dx>

L 2L\* (L
> 2 _ 2 _
_/0 E I(w,)*dz P< 7T> /0 (w)* dx (191)

= CZHw |0 > CCZHwnHVv

2L

kdei=3,4,¢c53 = ¢4, = EI — P<
T

> > 0 vzhledem k predpokladu (P3)’ s konstantou

KC =2, viz Tabulka 29 a ¢ > 0 je opét z (181). V pripadé zaporné axialni sily P < 0, plati

vsechny vyse uvedené odhady automaticky. O
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10. Dodatek 2
Aproximace nehladkych tuloh

10.1. Penaliza¢ni metoda

Penaliza¢ni metoda je jednim z efektivnich zptisobi jak se lze vyporadat s nehladkou
ulohou identifikace (45). Hlavni myslenkou je nahradit variacni nerovnici penalizovanou
ulohou, kterd je za jistych podminek ekvivalentni s nelinearni rovnici. Nize uvddime pouze
hlavni myslenky penalizac¢ni metody pouzité pro feSeni optimalizacni tlohy s omezenimi.

Uvazujme varia¢ni nerovnici, kterd reprezentuje stavovou tlohu v tloze identifikace

s dokonale tuhym podlozim, t;.

(192)

Najit w € K takové, ze
a(w, v —w) + w(w,v —w) > L(v—w), Yv € K,

kde mnozina K je dana v (15) a formy a, 7, £ jsou definované vztahy (7).

Necht j : V — R je funkcional s vlastnostmi
(pl) 7 je konvexni a slabé zdola polospojity v prostoru V,
(p2) j(v) >0,Yv eV, jlv)=0 & veK.
Déle necht ¢ > 0 je penalizacni parametr. Definujme funkcional j. : V' — R predpisem

Je = % j. Pak lze ke stavové tloze (192) zformulovat penalizovany problém

{Najit we € V takové, Ze (193)

a(we, v —w.) + m(we, v —w.) + jo(v) — jeo(w:) > L(v—w,), Yo e V.
Pokud jsou splnény predpoklady Véty 3.2 a funkcionél j spliuje (pl), (p2), pak lze dokazat,
ze uloha (193) ma praveé jedno reseni pro kazdé € > 0, viz [33].
Pokud je funkciondl j. diferencovatelny v prostoru V', pak je penalizacni problém (193)

ekvivalentni s nelinedrni rovnici

(194)

Najit w. € V takové, ze
a(we, v) + m(ws, v) + (G (we), v) = L(v), Vo eV,

kde jl(w.) € V' je gradient funkciondlu j. v w.. Abychom zajistili diferencovatelnost sta-

vové ulohy uvazujeme penalizacni funkciondl j ve tvaru

j(v) = % /0 " (tg9—w)*)” da. (195)
10
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Snadno lze ovérit, ze tento funkcional je diferencovatelny na prostoru V. spliuje predpo-
klady (pl) a (p2) a plati

1

(ji(w,),v) = —C /OL <(g - w6)+>2 vdx, YveV. (196)

Dale 1ze dokdzat konvergencni vétu pro e — 01, viz [33].

Véta 10.1. Necht a, w, L jsou formy definované v (7), mnozina K je definovand vzta-
hem (15) a funkciondl j je diferencovatelny na V' a spliuje predpoklady (pl) a (p2). Pak

lim [Jwe —wljy =0 a lim je(w:) =0,

kde w, resp. w. je resent stavové ulohy (192), resp. (194).

Pro praktické vypocty je nezbytna diskrétni formulace tlohy (194). Pro dany diskretizacéni
parametr h > 0 a ekvidistantni déleni intervalu (0, L) s krokem h je diskretizované uloha

tvaru

{Najit wep, € V), takové, ze (197)

a(wep, vp) + T(Wep, vr) + (G (wen), vn) = L(vp), Yoy, € V.

10.2. Regularizacni metoda

V tomto odstavci si predstavime hlavni myslenku regularizacni metody, kterou jsme
pouzili pri identifikaci neznamého koeficientu tuhosti podlozi v kontaktni tloze. Identifi-
kacni tloha (63) je nehladkou tlohou diky kontaktnimu clenu ve stavové tloze, ktera je

ve tvaru

(198)

Najit w € V takové, ze
a(w,v) + w(w,v) — k(w,v) = L(v), Yo eV,

kde V' je prostor funkei, formy a, 7w, k a £ jsou dané vztahy (7) a (18). Jak jiz bylo feceno,
stavova tiloha nen{ hladka, coz je zptisobeno funci (g—v)*, kterd se vyskytuje v kontaktnim

¢lenu k(w,v), tedy konkrétné

k(w,v) = /OLkb(l — 1) (g —w) " vda.
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Protoze

(9-0)" = 5((g—v)+ g — ]

lze ¢len |g — v| aproximovat posloupnosti funkei

(g —w)?+ &2, kde § — 0+ .

Misto puvodni nediferencovatelné ulohy (198) tedy nyni uvazujeme regularizovanou stavo-

vou ulohu
Najit ws € V takové, ze (199)
a(ws,v) + m(ws,v) — ke(ws,v) = L(v), YoeV,
kde
1 L
ks(w,v) = 5/ kb(1—v?) <(g —w) +1/(g—w)?+ 52> vdz. (200)
0

I v tomto pripadé lze dokazat konvergenc¢ni vétu.

Véta 10.2. Necht a, w, L, ks jsou definované vztahy (7) a (200) a necht § > 0 je regula-
rizacni parametr. Pak

Jm{lws —wlly =0,

kde w resp. ws je Tesenim stavové tlohy (198) resp. (199).
Diskretizaci regularizovaného stavového problému (199) na prostoru V}, lze provést po-

dobné jako diskretizaci stavového problému (198). Pro dany diskretiza¢ni parametr A > 0

a ekvidistantni délen{ intervalu (0, L) mame je diskretizovana tiloha tvaru

{Najit wsy, € Vi, takové, ze (201>

a(wsn, vi) + m(wsp, vi) — ks(wWsn, vi) = L(vp), Yo, € V.
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Seznam pouzitého znaceni

Prostor spojitych funkci: C*1((0,L)),k=1,2,...
Prostor polynomu stupné k na intervalu Z: P (Z)
Sobolevovy prostory: HZ((0,L)), H*((0,L)), k=1,2,...

Okrajové podminky pro nosnik:

(B1) prosté podepieny nosnik: w(0) = w(L) = w"(0) = w”(L) =0
(B2) oboustranné vetknuty nosnik: w(0) = w'(0) = w(L) = w'(L) =0
(B3) nosnik s vetknutim a podeprenim: w(0) = w'(0) = w(L) = w"(L) =0
(B4) nosnik s volnym koncem:

w(0) = w'(0) = 0;

w(L) = ETw"(L) — *Ea (w'(L))* + P(1 — ) w/(L) = 0

Prostory funkci Sobolevova prostoru dané stabilnimi podminkami:
Vi = {ve H*((0,L)) : v(0) = v(L) = 0}

Vo = {v e H*((0,L)) : v(0) = '(0) = v(L) = v'(L) = 0}

Vs = {ve H?*((0,L)) : v(0) = v'(0) = v(L) = 0}

Vi = {ve H*(0,L)) : v(0) ='(0) =0}

Formy:

a(w,v) = [§ EIw"v"dz — [ P(1 — v*)w' v'dx
m(w,v) = L Etb(1 —v?)(w')*v'de
klw,v) = [FEb(1 - 1) (g —w)tvda

L) = [f1—-v?)qudx
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Funkcionaly:
M(u,w) = 3 folowes +oyey) dedy — J& qudx 4+ Pu(L)

e(v) = 1a(v,v) + g7(v,v) — L(v)
p(v) = %n(v,v)

J(w(p)) = 3llw(p) — 2|

J(y) = 3T (yt) — =)

Kontaktni podminky:
w > 9,
T'(w) >0, v (0,L),

Predpoklady:
(P1) q € L2((0, L))

(P2) E, t, b, v jsou kladné konstanty

o 1
(P3) P <P, kde P = -

SPE, a PL je Eulerova kritickd sila.
v

(P2)’ ¢, b jsou kladné konstanty

— _ mE T mE T
P3 ’ P < Pmin7 kd szn = man = mn 5
(P3) ¢ T=2.)K-IP _ (K Ly

(P2)* E, v jsou po ¢astech kladné konstantni funkce a ¢, b jsou kladné konstanty

1
2

min

(P3)* P < ?mim kde ﬁmin — Pg
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Penalizac¢ni ¢len:
i) = 1 J7 (g —w))’ da

Derivace penalizacniho ¢lenu:
. 2
<]£‘(w6>7 U> = _% fOL ((9 - w6>+> vdz

Regularizaéni clen:

ks(w,v) = %foLkb(l—VQ) <(g—w)—i— (g—w)2+52> vdx

Diskrétni prostory funkci Sobolevova prostoru dané stabilnimi podminkami:
Vii = {u, € C*((0, L)) : wplz, € P3(Z;),5 =1,....t, v (0) = v (L) = 0}

V2 = {v, € CH{0, L)) : Uh|1j € P3(Z;),j=1,...,t, v(0) = v, (0) = v (L) = v},(L) = 0}
Vi3 = {v, € CH{(0, L)) : uplz, € P3(Z),5 =1,...,t, vp(0) = v},(0) = vu(L) = 0}

Vit = {v, € CH{(0, L)) : vplz, € P3(Z;),5 =1,...,t, va(0) = v, (0) = 0}

Pripustné mnoziny:

Uw = {p=(E,v)|pe L>®(0,L)) x L>®((0,L)): 0 < Epin < E < Epax <00 v (0, L),
O§V§O5V(O,L>,p[{lGP()(KZ>XP0(KZ>,Z:1,,T’}

Uwd = {k € LOO((O,L)) 0 < kmin < k < kmax <OV (O,L),k|FZ € Po(E),Z: 1,‘..,8}
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1. Abstrakt

Tato disertacni prace se zabyva ulohami identifikace neznamych materidlovych parametra
nelinearniho Gaova modelu nosniku nejprve v uloze ohybu a poté v kontaktni uloze, pricemz je
uvazovano jak dokonale tuhé podloZi, tak i deformovatelné. V piipadé kontaktni tlohy s elas-
ticky deformovatelnym podloZim 1ze navic zformulovat i ulohu identifikace modulu pruznosti
podlozi. Uloha identifikace nezndmych parametri spadd do obecn&jii oblasti inverznich dloh,
které maji Siroké uplatnéni, a to nejen v matematice. Obecné inverzni ulohou rozumime pro-
ces, kdy na zdklad€ znalosti jistych pozorovani, ziskanych napfiklad méfenim, chceme najit od-
povidajici hodnoty vstupnich parametrii uvazovaného modelu.V praci se zabyvame Gaovym sta-
tickym nelinedrnim modelem nosniku, dynamicky model uvazovan neni. V kontaktnich tlohach
jsme se zaméfili na studium tzv. unilaterdlnich dloh, tj. dloh, kdy uvazujeme model nosniku,
ktery neni pevné spjaty s podloZzim. V prici jsou uvaZzovany dva typy podloZi. Dokonalé tuhé
podlozi, které je modelovano pomoci Signoriniho podminek, a elasticky deformovatelné podlozi,
tzv. Winklerovo podloZi, coz je nejjednodussi jednoparametricky model podloZi. Prace se zabyva
ulohami identifikace nezndmych materidlovych parametrd nelinedrniho Gaova modelu nosniku
nejprve v tiloze ohybu a poté v kontaktni dloze. Ulohy jsou formulovéany jako tlohy optimdlniho
fizeni, kdy roli fidicich proménnych hraji nezndmé materidlové parametry nosniku nebo v pfipadé
kontaktni ulohy s deformovatelnym podloZim modul pruZnosti podloZi. K diskretizaci a al-
gebraické formulaci dlohy optimélniho fizeni je pouzita metoda kone¢nych prvka. Teoretické

vysledky obsazené v disertacni v praci jsou prezentovany na nékolika ilustrativnich prikladech.

Klicova slova: Gauv nelinedrni nosnik, pruhyb, kontaktni uloha, identifikace parametru, ma-

v, ooz

teridlovy parametr, modul pruZnosti podloZi, iloha optimalniho fizen{

2. Abstract in English

This dissertation thesis deals with the identification problem of unknown material parameters
of a nonlinear beam model in a bending problem and then in a contact problem. Data identifi-
cation problems are an essential class of inverse problems with many practical applications.
From a set of measured data, one tries to identify some characteristic quantities which are not
known a—priori in corresponding mathematical models. This thesis considers a static nonlinear

Gao beam model. We have focused on the study of so-called unilateral contact problems. Recall
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that the wording unilateral means the beam is not fixed with the foundation. Here, two foun-
dations will be considered: a perfectly rigid foundation, given by so-called Signorini conditions,
and an elastic, one parametric Winkler’s foundation. The main goal of this dissertation thesis is
to develop a comprehensive theory dealing with the identification problem of unknown material
parameters for the bending problem of a nonlinear Gao beam and then for a contact problem with
two types of foundations. In the case of a contact problem with an elastic deformable foundation,
we focus on identifying the modulus that characterizes the foundation. The analyzed problem is
formulated as an optimal control problem, and the unknown material parameters of the beam or
modulus foundation are the control variables. Discretization and algebraic formulation are based
on using the finite element method. Finally, the theoretical results are completed by several nu-

merical examples.

Key words: Gao nonlinear beam, deflection, contact problem, identification of parameter, mate-

rial parameter, modulus of foundation, optimal control problem

3. Uvod

Kontaktni dlohy, v nichZ neni uvaZovan vliv tfeni popisuji vzdjemnou interakci mezi dvéma
télesy. Z hlediska praxe maji kontaktni ilohy velky vyznam v mnoha odvétvich strojniho a sta-
vebniho inZenyrstvi napf. pfi vyztuzovani tunell, vykopovych pracich, pfi navrhovani kolejnic
v Zelezni¢ni dopravé, v lodnim stavitelstvi apod.

V predloZené disertacni praci se zabyvame kontaktni tlohou nosniku a podloZi. Pfitom uvazu-
jeme dlouhé a Stihlé nosniky, tedy takové nosniky, jejichz délka vyrazné prevysuje zbylé dva
rozméry, tj. tloustku a $fiku. Nejcast&ji pouZivanym matematickym modelem nosniku je kla-
sicky linedrni Euler—Bernoulliho model, ktery byl vytvotren kolem roku 1750. Navzdory své po-
pularité je vyuZiti tohoto modelu omezeno pouze na piipady, kdy jeho prihyb neni prilis velky.
Slozitéjsi strojni a stavebni konstrukce ovSem vyzaduji také modely nosniku, které nejsou limi-
tovdny malymi prihyby, ale umoZiiuji i stfedné velké prihyby. Jednim takovym typem nosniku
je nelinedrni Gativ model, ktery poprvé publikoval D. Y. Gao v roce 1996 v ¢lanku [18].

V disertacni praci uvazujeme tzv. unilateralni dlohy, tedy ulohy, kdy predpokladame, Ze
nelinedrni model Gaova nosniku neni pevné spjaty s podloZzim. Dokonale tuhé podloZi je mo-

delovdno pomoci tzv. Signoriniho podminek. Tyto podminky popisuji vztah mezi prihybem



nosniku a kontaktni silou, pfi¢emz nedochézi k priiniku nosniku do podloZzi. Nosnik tedy po za-
tizeni zGstdvd nad podloZim nebo na podloZi leZi, a to v zdvislosti na velikosti piisobici sily
na nosnik. Dal§im typem podloZi, které je v praci uvazovano, je elasticky deformovatelné podlozi,
tzv. Winklerovo podloZi, coZ je nejjednodussi jednoparametricky model podloZi. V tomto pripadé
miiZe pii vertikdlnim zatiZenf nosniku dojit k priiniku nosniku do podloZi. Detailné;jsi informace
o feSeni kontaktnich iloh Gaova nosniku s deformovatelnym podlozim lze najit v [26], [27], [28]
nebo [29].

Sté€Zzejni Cast disertacni prace se zabyvd formulaci identifikacnich tloh, jejich diskretizaci,
konvergencéni analyzou, nasledné pak algebraickou formulaci vCetné citlivostni analyzy, a to jak
pro tlohu ohybu nelinedrniho nosniku, tak 1 pro kontaktni tilohu nosniku s dokonale tuhym i elas-
ticky deformovatelnym podloZim. V pfipadé ulohy ohybu a kontaktni dlohy s dokonale tuhym
podlozim jsme se zabyvali identifikaci materidlovych parametri Gaova nosniku. V tloze kon-
taktu s elasticky deformovatelnym podloZim jsme se zaméfili na identifikaci modulu pruznosti
podlozi. Ulohy identifikace neznamych parametri jsou souddsti §ir$i kategorie inverznich tloh,
které nachdzeji rozsdhlé vyuziti v riznych situacich. Obecné inverzni tGlohou rozumime pro-
ces, kdy na zdkladé znalosti jistych pozorovani, ziskanych napfiklad méfenim, chceme najit
odpovidajici hodnoty vstupnich parametri uvaZovaného modelu. Ulohy identifikace lze zfor-
mulovat jako tlohy optimdlniho fizeni, viz napt. [11], [39], kde roli fidicich proménnych hraji
pravé materidlové parametry nosniku nebo podlozi.

Hlavni vysledky této disertacni prace byly publikovdny ve tfech prvoautorskych ¢lancich

[33], [34] a [35].

4. Cil prace

Cilem disertacni prace bylo vytvofit ucelenou teorii zabyvajici se tlohami identifikace ne-
znamych materialovych parametrii v tiloze ohybu nelinedarniho Gaova nosniku a také v kontaktni
uloze se dvéma typy podloZi. V prvni ¢asti disertatni prace uvaddime zdkladni poznatky ohledné
resSitelnosti ulohy ohybu a kontaktnich tloh pro oba dva uvaZované typy podlozi. Nésledné jsou
zformulovéany ulohy identifikace jako dlohy optimdlniho fizeni. Nejprve je uvaZovdna uloha
identifikace pro ohyb Gaova nelinearniho nosniku a poté pro kontaktni ulohy tohoto nosniku
s dokonale tuhym i elasticky deformovatelnym podloZim. Déle jsou zformulovadna a dokdzéna

tvrzeni o existenci alespon jednoho feSeni studovanych identifika¢nich tdloh. Vzhledem k tomu,



Ze tyto ulohy nelze exaktné vyfesit, je pro feSeni pouzita aproximace metodou kone¢nych prvkda.
I pro diskretizované tulohy jsou dale zformulovana tvrzeni o existenci alesponi jednoho feSeni.
Nasledné jsme zkoumali vztah diskrétni a spojité formulace tloh identifikace. Je dokdzana kon-
vergence posloupnosti feSeni diskrétni tlohy k feSeni spojité tlohy identifikace pro vSechny tfi
studované identifikacni tlohy. Pro feSeni dikretizovanych uloh je zpracovéna jejich algebraicka
formulace, kterd byla nasledné vyuZita pro feSeni modelovych tdloh. V pfipadé identifikacnich
uloh pro kontaktni ilohy Gaova nosniku jak s dokonale tuhym, tak i s deformovatelnym podlozim
ale nastdva pii feSeni t&€chto tloh problém, nebot se jednd o nehladké optimalizacni dlohy. To je
vyfeSeno uzitim penaliza¢ni metody pro kontaktni ulohu s dokonale tuhym podloZim a metody
regularizace pro kontaktni tlohu s deformovatelnym podloZim. Hlavni myS$lenky obou metod
jsou shrnuty v Dodatku disertacni prace. Pro vypocetni ucely je také provedena analyza citli-
vosti. Zavérecnd kapitola disertani prace je vénovana ilustracnim piikladim uloh identifikace,

které jsou feSeny prostiednictvim matematického softwaru Matlab.

5. Aktualni stav

Disertacni prdce se zabyva tlohami identifikace pro staticky Gaiiv nelinedrni model nosniku,
ktery povaZujeme za jeden z nejzajimavéjSich nelinedrnich modeld. Poprvé tento model publi-
koval D. Y. Gao roce 1996 ve své praci [18]. Dalsi prace vénované tomuto modelu, respektive
odvozenim a upravou nékterych jeho konstant jsou ¢lanky [36], [30]. Pro staticky model Gaova
nelinedrniho nosniku byly studovany a feSeny tlohy ohybu a kontaktni dlohy v ¢lancich [22],
[26], [27], [28] a [29]. Numerickym metoddm pro feSeni tlohy ohybu Gaova modelu je vénovana
prace [10]. Dale bylo publikovano nékolik praci zabyvajicich se touto tématikou uzitim tzv. ka-
nonické duality [43], [21]. Tato dualita byla ndsledné pouZzita pfi feSeni dloh tzv. post-bucklingu,
pricemz se viceméné jednalo jen o ¢lanky tykajici se vypocta, [19], [2], [3], [4], [13]. Velmi
praci zabyvajici se tvarovou optimalizaci tohoto nelinedrntho modelu nosniku je [12].

Staticky model Gaova nosniku byl rozsifen 1 pro dynamické ulohy, [20]. Tématice dyna-
mického Gaova nosniku se vénovala celd fada vyznamnych autort, [1], [5], [23], [24], [31] a
[41]. Kontaktni tloha dynamického modelu Gaova nosniku je studovana v [7], [37] a [38]. Dalsi
velmi zajimavé price z poslednich let o dynamickém modelu Gaova nosniku jsou [8], [16], [17]
nebo [40].



Inverzni dloha pro dynamicky model Gaova nosniku byla feSena v [25], a to konkrétné
pro data z Cldnku [6]. V soucasné dobé je jiz publikovdno vice neZ 30 praci zabyvajicich se
nelinedrnim modelem Gaova nosniku.

Ulohy identifikace, kterymi se zabyva predloZend disertadni prace, maji §iroké uplatnéni
v mnoha odvétvich. Nicméné touto problematikou aplikovanou na ulohy s nelinedrnim mode-
lem Gaova nosniku se zatim nikdo nezabyval. Prvni prace, kterd zkouma ulohu identifikace
nezndmych materidlovych parametrii Gaova nosniku v dloze ohybu je autoréin prvni ¢lanek
[33]. Ten byl pozdéji doplnén praci [34]. Nédsledovalo studium tlohy identifikace Gaova nosniku
pro kontaktni dlohu jak s dokonale tuhym, tak i deformovatelnym podloZim, coZ bylo publi-

kovano v [35].

6. Shrnuti prace

V préci se zabyvdme Gaovym nelinedrnim modelem, ktery poprvé publikoval prof. D. Y. Gao
ve své préci [18]. Tento model nosniku je dén diferencidlni rovnici ¢tvrtého fadu, kterd vlastné

predstavuje ulohu ohybu nosniku. Tato rovnice je tvaru
Elw" — Ea@)*w" + Puw” = f na (0,L), (1)
kde
a = 3tb(1 —1v?), p= (1-v%)(1+v), f=0-v9g

E je Youngliv modul pruZnosti, / zna¢i moment setrvacnosti prifezu vzhledem k ohybové ose,
w popisuje nezndmy prihyb. Déle v je Poissonova konstanta, ¢, b znadi $iiku a tloustku nosniku.
Po celé délce L nosniku plisobi vertikalni zatiZzeni g a v koncovém bodé x = L pusobi axidlni
sila P. V ptipadé¢ P > 0 dochdzi ke stlaCovani nosniku, v opa¢ném piipadé k jeho natahovéni.
Tento model nosniku byl pivodné navrZzen pro nekonvexni tlohy, které vedou na tzv. dlohu

bucklingu. Pro ptipad konvexnich tloh byla v [30] navrzena modifikace konstanty ;. ve tvaru
w=1- V2. 2)

ProtoZe se v disertacni prici zabyvame pouze konvexnimi tlohami, uvaZzujeme nadale konstantu

1 ve tvaru (2).



K rovnici (1) budeme uvazovat jesté Ctyfi okrajové podminky, pfi¢emZ s ohledem na fyzikalni

realitu budeme volit jednu z ndsledujicich moZnosti:
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(B4) nosnik s volnym koncem:
w(0) = w'(0) = 0;

w'(L) = ETw"(L) — *Ea (w'(L))* + P (1 — v2) w/(L) = 0.

Kromé tlohy ohybu Gaova nosniku (1) se v prici také zabyvdme kontaktni tlohou, pfi¢emz
uvaZzujeme dokonale tuhé a elasticky deformovatelné podloZi. Uvazujeme pouze tzv. unilaterdlni
ulohy, tj. ulohy, kdy nosnik neni pevné spjaty s podlozim. Navic predpokladame, Ze mezi nosni-
kem a podloZim je mezera, kterd bude v celé préaci popsdna konstantni funkci g < 0. V piipadé
dokonale tuhého podloZi tedy uvazujeme rovnici Gaova nosniku spole¢né s kontaktnimi podmin-

kami

Elw" =3Etb(1—2%) (')’ w"+P(1-v)w" = (1-v*)q+T(w) v (0,L), (3)

g
AV
=

T(w) > 0,0 v (0,L), 4)
(w—g)T(w) =0,

kde T'(w) je kontaktni sila mezi nosnikem a podlozim, kterd zavisi na neznamém prtihybu w.
K tdloze (3), (4) jesté uvazujeme okrajové podminky (B1), (B2), (B3) nebo (B4). Je zfejmé, Ze
mohou nastat pouze dvé situace s ohledem na velikost prihybu w. Je-li w(z) = g(z) pro z €
(0, L), pak nastava v bodé x kontakt a T'(w(x)) > 0. Jestlize w(z) > g(z) pro = € (0, L), pak
v bodé z ke kontaktu nedochdzi a je tedy ziejmé, Ze T'(w(z)) = 0. Podminky (4) jsou zndmé
z literatury jako Signoriniho podminky.

V piipad¢ deformovatelného podloZi uvazujeme nejcastéjsi a nejjednodussi model podloZi,
coZ je tzv. WinklerGv model, viz napt. [15] a [42]. I tomto piipad€ pfedpokldddme, Ze podloZi
je umisténo ve vzdalenosti ¢ < 0 pod nosnikem. Je-li ¢ = 0, pak nosnik na podlozi lezi.

V porovndni s dokonale tuhym podloZim vSak miiZe v tomto piipad€ dojit k zabofeni nosniku
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do podlozi, tedy w(x) < g(x) v nékterych ¢astech intervalu (0, L). V takovém piipadg lze urcit

velikost reakce podlozi vztahem
Tw) = kb(1—1*)(g—w)" v (0,L), (5)
kde k£ > 0 je modul pruznosti uvazovaného podlozi a
(9(z) —w(z))" = max{0, g(x) — w(z)}.

Tento vztah lze interpretovat jako podminku normélové poddajnosti. Kontaktni tloha Gaova

nosniku a deformovatelného podloZi je pak ddna rovnici

EIw"Y —3Etb(1 —v*) (w)?w" +P(1-v)w" = (1-v*)q+T(w) v (0,L), (6)
kde T'(w) je ddno vztahem (5). Soucasné jesté uvazujeme okrajové podminky (B1), (B2), (B3)
nebo (B4).
6.1. Variacni formulace stavovych tloh

Pro dalsi zpracovéni tloh (1), (3) a (6) je potiebna jejich varia¢ni formulace. Pro tyto ucely
je nutné zavést tzv. prostory kinematicky ptipustnych posunuti V;, + = 1, ..., 4, coZ jsou v tomto
pfipad€ podprostory Sobolevova prostoru H?2((0, L)) dané stabilnimi okrajovymi podminkami.
Tedy

(B1): Vi = {ve H*(0,L)):v(0) = v(L) =0},

(B2): Vo = {ve H*((0,L)) :v(0) ='(0) =v(L) =v'(L) = 0},
(B3): V3 = {ve H*((0,L)) : v(0) = v'(0) = v(L) = 0},

(B4): Vi = {ve H*((0,L)) :v(0) = v'(0) = 0}

V pripadech, kdy nebudou okrajové podminky jasné specifikovany, budeme pouzivat jednotné

oznaceni prostoru kinematicky pfipustnych posunuti V.
Uloha ohybu
Uvazujme nejprve tdlohu ohybu nelinedrniho Gaova nosniku (1). Jeji slaba formulace je ve tvaru

Najit w € V takové, ze
{ ! @)

a(w,v) + m(w,v) = L(v), Yo eV,
10



kde V' znadi prostor kinematickych posunuti a

L L
a(w,v) = / Elw"v"dz — / P(1 — v*)w' v'du, (8)
0 0

m(w,v) = /0 Etb(1—v*)(w)dz, L(v) = /0 (1— 1% quda.

Kontaktni iloha s dokonale tuhym podloZim

Slaba formulace ulohy kontaktni ulohy s dokonale tuhym podloZim (3), (4) je ddna ve tvaru

variacni nerovnice

Najit w € K takové, ze
{ ! )

a(w, v —w) +7(w,v —w) > L(v—w), Yo € K,

kde formy a(w,v), m(w,v) a linearni funkciondl L£(v) jsou definovany v (8) a K je mnoZina

ptipustnych prihybi ve tvaru
K={veV:v>gna(0,L)} (10)
pri¢emz V' znaci opét prostor kinematicky pfipustnych posunuti a g € C((0, L)), g < 0 na inter-

valu (0, L).

Kontaktni iloha s deformovatelnym podlozim

Pro kontaktni ulohu Gaova nosniku s deformovatelnym podloZim je varia¢ni formulace tvaru

{Najl’t w €V takové, Ze a1

a(w,v) + m(w,v) — k(w,v) = L(v), Yo eV,
kde a(w,v), m(w,v) a L(v) jsou formy zavedené v (8), kontaktni ¢len « je definovan vztahem
L
r(w,v) = / kb(1—1v*) (g —w) vde (12)
0

a V je prostor pripustnych posunuti.
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Pro vSechny tfi uvazované tlohy (7),(9) a (11) lze spInéni predpokladii
(P1) ¢ € L*((0, L)),

(P2) E, t, b, vjsou kladné konstanty,

s PY, a PY je Eulerova kriticka sla.
1%

— — 1
P3) P < P,kde P = 1

dokdzat existenci a jednoznacnost feSeni, viz napt. [28].

Véta 6.1. Necht jsou splnény predpoklady (P1)—(P3). Pak iilohy (7), (9) a (11) maji jediné resent.

Poznamenejme, Ze Eulerova kritick4 sfla PZ je mezni hodnota axidlnf sily, kterd je zndm4 z teorie

C

stability a je definovdna vztahem

pE _ mEl

Vv s

mace lze najit napt. v [9], [14].

| (Bl) (B2) (B3) (B4)
K| 1 05 07 2

Tabulka 1: Tabulka konstant

6.2. Uloha identifikace

Nyni zformulujeme tlohy identifikace materidlovych parametrti Gaova nosniku pro dlohu
ohybu a kontaktni tlohu s dokonale tuhym podloZim. V pfipadé kontaktni dlohy s deformova-
telnym podlozim pak zformulujeme tlohu identifikace modulu pruZnosti podloZzi. K feSeni je

pouZzita metoda optimdlniho fizeni.

Uloha ohybu a kontaktni tloha s dokonale tuhym podlozim

Predpoklddejme nyni, Ze materidlové parametry nosniku, Youngliv modul pruznosti £ a Pois-
sonova konstanta v jsou po Castech konstantni funkce na intervalu (0, L), které nezndme a bu-

deme je chtit pomoci dlohy identifikace odhadnout. Interval (0, L) je rozd€len na r otevienych

12



vzdjemné disjunktnich podintervald K;,¢ = 1,...,r, tedy K; N K; = 0, Vi # ja (0,L) =
U K;. Dvojici nezndmych materidlovych parametrii (E, v) budeme ddle znacit jako jeden para-
i=1

metr p := (E, v). Pro dalsi ucely definujme mnoZinu pripustnych hodnot pro fidici proménnou

p = (E,v) vztahem

Uws = {p=(E,v)|pe L>*((0,L)) x L=((0,L)): 0< Epin < E < Epax <00V (0,L),

O§V§O5V(O,L>, PlK; GP()(KZ> XP()(KZ>,Z:1,,T’}, (14)

kde By < Enax jsou dané konstanty a Py(K;) je mnozina konstantnich funkei na K;. Je tedy
zfejmé, Ze U,q je uzaviend konvexni mnoZina dvojic funkci, které jsou na daném déleni intervalu
(0, L) po &astech konstantni. Abychom zduraznili, Ze je Gativ model nosniku parametrizovan
hodnotou parametru p € U,y, budeme v dalSim textu formy definované v (8) znacit symboly

a,, T, a L,. Pislu§nd stavovd tiloha ohybu nosniku je tedy tvaru

Pro dané p € U,y
najit w(p) € V takové, ze (15)
ap(w,v) + mp(w,v) = L,(v), Yv e V.

Analogicky pro kontaktni ulohu Gaova nosniku s dokonale tuhym podloZim

Pro dané p € U,y
najit w(p) € K takové, ze (16)
ap(w, v —w) + m(w,v —w) > Ly(v—w), Yo € K,

pficemz mnoZina K je dand vztahem (10).

Nyni, v situaci, kdy E a v jsou po castech konstantni funkce, 1ze dokazat existenci jediného

feSeni dloh (15) a (16), pokud budou splnény tyto modifikované predpoklady
(P1) ¢ € L*((0, 1)),
(P2)’ t, b jsou kladné konstanty,

— — 72 Emzn I 7T2 Emzn I
’ ; k szn = - ’
(P3) P < szn, de (1 — y2 )(IC . L>2 (IC ' L>2

min
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kde vy, = 0 je minimdlni pfipustnd hodnota Poissonovy konstanty v a K je konstanta dand

zvolenymi okrajovymi podminkami, viz Tabulka 1 .

Nyni miZeme pfikrocit k formulaci dlohy identifikace, kterd md podobu ulohy optimdlniho

fizeni, viz napt. [11], [39],

Najit p* € U,q takové, ze
J(w(p®)) = min J(w(p)),
pEUad

a7
kde w(p) je feSenim stavové tlohy (15) nebo (16)
aJ:V — R je cenovy funkciondl.
Dale budeme ptedpokladat, Ze cenovy funkciondl J je spojity, tedy, Ze plati
w(pn) — wlp) = J(w(pn)) — J(w(p)). (18)

n—oo n—oo

Lze dokdzat, Ze dloha identifikace parametri Gaova nosniku, jak v pfipadé€ tlohy ohybu, tak i

v kontaktni uloze s dokonale tuhym podloZim maé alespori jedno feSeni.

Véta 6.2. Nechi U,y je pFipustnd mnoZina definovand vztahem (14). Nechf plati piedpoklady
(P1), (P2)’, (P3)’ a cenovy funkciondl J je spliiuje (18). Pak existuje alespori jedno veSeni iden-
tifikacni vlohy (17).

Kontaktni iloha s deformovatelnym podlozZim

Nyni predpokladejme, Ze materialové parametry nosniku, Younguv modul pruznosti £ a Poisso-
nova konstanta v jsou na intervalu (0, L) konstantni a Ze koeficient tuhosti podloZi k je po ¢éstech

konstantni funkce. Tedy uvazujme, Ze interval (0, L) je rozdélen na s otevienych, vzdjemné dis-

junktnich segmentéi Fj, i = 1,...,s 4. ;N F; = 0,Vi # ja(0,L) = |JF; a mnoZina
i=1

pripustnych hodnot je tvaru

Usgs = {k€ L>®((0,L)) : 0 < kmin <k < kmax <00V (0,L),k|p, € Po(F;),i=1,...,s},
(19)
kde kpin < kmax jsou dané konstanty a Py(F;) je mnoZina konstantnich funkci na Fj. Stavo-

vou ulohu v pfipad€ uvaZzované kontaktni ulohy s deformovatelnym podloZim parametrizujeme
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parametrem k € U,y

Prodané £k € U,y
najit w(k) € V takové, ze (20)
a(w,v) + m(w,v) — kx(w,v) = L(v), Yo e V.

I v tomto piipadé€, kdy uvaZujeme koeficient tuhosti podloZi jako po ¢astech konstantni funkci,

lze dokazat existenci jediného feSeni tlohy (20), a to za platnosti predpokladi (P1)—(P3).

Nyni muzeme zformulovat ulohu identifikace koeficientu tuhosti podlozi uvazované kontaktni
ulohy
Najit £* € U,, takové, Ze
Tw(k) = min J(w(k),

21
kde w(k) je feSenim stavové tlohy (20)

aJ :V — R je dany cenovy funkcional.

Analogicky jako pro dfive uvazovanou dlohu identifikace miizeme i pro dlohu (21) dok4zat tvr-

zeni o existenci alespon jednoho feseni.

Véta 6.3. Nechf U,, je pFipusind mnoZina definovand vztahem (19). Necht plati predpoklady
(P1)-(P3) a cenovy funkciondl J spliiuje (18). Pak existuje alespori jedno reSeni tilohy identifi-
kace (21).

Pro vSechny tfi dlohy identifikace budeme uvazovat cenovy funkciondl
1
J(w) = Flw = 2[% (22)

kde w = w(p), resp. w = w(k), je feSeni stavové dlohy (15) nebo (16), resp. (20), pro dané
p € Ugg, resp. k € U,g, z je dany pruhyb nosniku a || - || zna¢f normu prostoru V. Je zfejmé,
ze funkcional J je spojity jestlize napiiklad z € L*((0,L)) a || - || je L*((0, L)) norma. V prak-
tickych aplikacich je vétSinou prihyb z dan v podobé diskrétnich hodnot z; ziskanych nejcastéji
z experimentdlniho méfeni v bodech ¢;. V takovém pfipad¢ je cenovy funkciondl ddn ve tvaru

m

~ 1
Jw) = 5> wt) —2),  z=(a,....5) €R™, (23)
i=1

kde t; € (0,L),7 = 1,...,m. ProtoZe je prostor H?((0, L)) kompaktn& vnofen do prostoru
spojitych funkci C1((0, L)), je y € V spojitd funkce. Tedy funkciondl J je spojity.
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6.3. Diskretizace a konvergen¢ni analyza

Ulohy identifikace nezndamych parametrd, které jsme zformulovali v pfedchozim odstavci,
nelze vyfresit exaktn€. Proto provedeme aproximaci dloh uzitim metody kone¢nych prvki. Uva-

Zujme, Ze je dano ekvidistantni déleni
Dy : 0= x(()t) < x(lt) <...< xit) =L,

intervalu (0, L) na ¢ podintervali Z; = (xg?l,xgt)> délky h; = xgt) - xg-?l, j=1---.ta

necht h := axt{hj}. Predpoklddejme také, Ze d€leni D, je konzistentni s délenim nosniku

7=1,...,

{K;} nebo podlozi { F;} pro libovolné h > 0. Tedy, Ze hranice K;,: = 1,...,raF,i=1,...,s
patii do Dy, pro kazdé h > 0. Déle predpoklddejme, Ze existuje konstanta 5 > 0, kterd nezdvisi
na diskretizacnim parametru h, takova, ze h/h; < (3, j = 1,--- ,t. Déle definujme diskrétni

prostory

Vi ={vn € CY((0, L)) : wylz, € P5(Z;), 5 =1,...,t, v (0) = vy (L) = 0},

Vi ={on € C'((0, L)) s nlz; € P3(Zy), 5 = 1., t, vn(0) = v},(0) = w(L) = vj(L) = O},
Vit ={vn € C'((0, L)) s wnlz, € P3(Z;), 5 =1, ¢, vn(0) = v}, (0) = w(L) = 0},

Vi ={on € CH((0,L)) : wnlz, € B3(Z;), 5 = 1,1, vn(0) = v,(0) = O},

kde P5(Z;) je prostor kubickych polynomii definovanychna Z;, j = 1,-- -, t. Pfitom je V) C V;
proi = 1,--- 4. Prolibovolné h > 0 ddle plati

dimV;! = 2t, dimV;? =2(t —1), dimV?=2t—1, dimV;' =2t

V pftipadech, kdy nebudou okrajové podminky jasné specifikovany, budeme pouZivat jednotné

oznaceni V;, C V adimV}, = N.

Uloha ohybu a kontaktni tloha s dokonale tuhym podlozim

Pfipustnd mnoZina U, pro tlohu identifikace materidlovych parametrii nosniku definovand vzta-

......
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tlohu ohybu Gaova nosniku (15) pro dané h > 0 aproximujeme jeji kone¢né prvkovou aproxi-
maci
Pro dané p" € Uy,
najit wy, := wy(p") € Vj, takové, Ze (24)
aph (W, Vy) + T (W, vp) = Lon (), Yoy, € V.

Podobné 1ze aproximovat stavovou tlohu pro kontakt Gaova nosniku s dokonale tuhym podlozZim

Pro danép € U,y
najit wy, := wy(p) € K, takové, Ze (25)
ap(Wh, vy, — wp) + mp(Wh, vy — wp) > Lp(vp —wn),  Vou € K,

kde K, je diskretizace mnoZiny K definované vztahem (10), tedy
Ky, = {op € Vi op (@) > g(@l), Vi =1, ¢ — 1} (26)
Pro obé ulohy lze dokdzat existenci jediného feSeni.

Véta 6.4. Necht jsou splnény predpoklady (P1), (P2)’ a (P3)’. Pak pro libovolné p € U,gah > 0
maji obé iilohy, (24) i (25), jediné FeSeni.

Dale diskretizujeme identifika¢ni dlohu (17). Pro dané hA > 0 dostaneme

Najit p* € U,q, takové, Ze

J(wn(p?)) = min J(wy(p)), o
kde wy,(p) je feSenim stavové tlohy (24) nebo (25)

aJ :V — R je cenovy funkciondl dany vztahem (22).

I v ptipadé diskretizované tlohy (27) Ize dokdzat existenci alespon jednoho feSeni.

Véta 6.5. Necht U,y je piipusind mnoZina definovand vztahem (14), nechf jsou splnény predpo-
klady (P1), (P2)’, (P3)’ a cenovy funkciondl J je spojity. Pak md viloha identifikace (27) pro kaZdé

h > 0 alespori jedno Fesent.
Doposud jsme predpokladali, Ze h je zvoleno pevné. Nyni se podivejme na situaci h — 0+,

" T PE U,q- Budeme pouZivat znaceni p", abychom zdiraznili, Ze p" € U,, je uvaZzovéano
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ve stavové dloze s danym p := p”. Tedy pro dané h > 0 uvaZujeme v piipadé tlohy ohybu
stavovou ulohu ve tvaru
Pro dané p" € U,y

najit wy, := wy(p") € Vj, takové, Ze (28)
apn (Wh, vp) + Tpn (Wi, va) = Lon(vp), Yo, € Vi,

A pro kontaktni dlohu s dokonale tuhym podloZim pak stavovou ulohu tvaru

Pro dané p" € U,y
najit wy, := wy(p") € K, takové, Ze (29)
aph (Wh, Uy — Wh) + Tpn (Wh, Uy — wh) > Lon (v — wp), Yoy, € K.

Obdobné, pro dané i > 0 je identifikacni uloha tvaru

Najit p*h € U,q, takové, ze

J(wp(p*")) = min J(wy(p")),
(on(p™)) = muin J(uwn(p") o)
kde wy, (p") je feSenim stavové tlohy (28) nebo (29)

aJ :V — R je cenovy funkciondl dany vztahem (22).

Pro porozuméni vzdjemného vztahu tloh (17) a (30) je dalezité nasledujici lemma.

Lemma 6.1. Necht jsou splnény piedpoklady (P1), (P2)’, (P3)’ a necht {p"} C U,q je takovd
posloupnost, Ze p* — p € Uuy. Pak
h—07*

w, — w ve V,
h—0+t

kde wy, := wy, (p"), resp. w := w(p), je Fesent iilohy (28) nebo (29), resp. (15) nebo (16).

Na zdklad€ uvedeného lemmatu I1ze ndsledné dokdzat konvergenéni vétu, v niZ pro jednoduchost

znacime posloupnost a podposloupnost stejné.

Véta 6.6. Necht jsou splnény piedpoklady (P1), (P2)’, (P3)’ a (18). Ddle necht {(p*", w;)},
w; = wy,(p*™) je posloupnost optimdlnich dvojic diskrétni iilohy (30), h — 0. Pak existuje

podposloupnost { (p*™", w} )} takovd, Ze

Pt — pt v (L>((0, L)), w; — w(p*) ve V, (31)

h—07+ h—0t+

kde (p*,w(p*)) je optimdlni dvojici iilohy (17). Kromé toho kaZdy hromadny bod posloupnosti

{(p™", w})} ve smyslu (31) md tuto vlastnost.
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Pod pojmem optimdlni dvojice dlohy (17) rozumime dvojici (p*, w*), kde p* je feSenim iden-
tifikaéniho problému (17) a w* := w(p*) fesi stavovy problém (15), resp. (16), pro dané p*.
Analogicky je zaveden pojem optimalni dvojice (p**,w}), w} = wy,(p*") pro diskrétni Glohu
(30).

Kontaktni iloha s deformovatelnym podlozZim

Pfipustnd mnoZina U,,; pro ulohu identifikace koeficientu tuhosti podloZi pro kontaktni tlohu
s deformovatelnym podloZim je definovand vztahem (19). Je tedy sama o sobé diskrétni mnoZinou
a neni proto potieba provadét jeji diskretizaci. Diskretizaci ptislusné stavové tlohy pro dané
h > 0 (20) dostaneme

Prodané k € U,y
najit wy, := wy (k) € V, takové, Ze (32)
a(wp,vp) + m(wy, vp) — Kk(wy, vy) = L(vp), Yoy, € V.

Podobné pro dané h > 0 je diskretizovana dloha identifikace (21) tvaru

Najit £* € U,q, takové, Ze
J(wn (k7)) = min J(wi(k)), 33)
kde wy, (k) je feSenim stavové dlohy (34)

aJ : V — R je cenovy funkciondl dany vztahem (22).
Pro ulohu (33) 1ze opét dokdzat dokézat existenci alesponi jednoho feSeni.

Véta 6.7. Necht U, je pFipustnd mnoZina definovand vztahem (19), nechf jsou splnény predpo-
klady (P1)—(P3) a cenovy funkciondl J je spojity. Pak pro kaZdé h > 0 md iiloha (33) alespori

Jjedno FeSeni.

Nyni nés bude zajimat vzdjemny vztah feSeni dloh (21) a (33) pro h — 0. Stejné jako v pied-
chozi identifikacni dloze, bude i zde parametr & € U,y v diskrétni varianté stavové ulohy (32)

oznaden jako k”. Tedy pro dané h > 0 uvaZzujeme stavovou tlohu ve tvaru

Pro dané k" € U,,
najit wy, := wy (k") € V;? takové, Ze (34)
a(wp, vg) + (W, vp) — Kgn (W, vp) = L(vp), Yoy, € Vi,
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Podobné pro dané h > 0 je diskretizovana dloha identifikace tvaru

Najit k*" € U,,, takové, Ze

J(wp (k") = min J(wy(k")),
(n(k™) = gmin J(uwn(K") -
kde wy, (k") je feSenim stavové dlohy (34)

aJ : V — R je cenovy funkciondl dany vztahem (22).

Opét pro porozuméni vztahu uloh (21) a (35) Ize dokazat nasledujici lemma.
Lemma 6.2. Necht jsou splnény predpoklady (P1)—(P3) a {k"} C Uuy k € U,q je takovd
posloupnost, Ze k" — k € L>((0,L)). Pak

h—0+t

w, — w ve V,
h—07+

kde wy, := wy, (k"), resp. w := w(k), je FeSeni lilohy (34), resp. (20).
Na zékladé tohoto lemmatu 1ze zformulovat konvergenc¢ni vétu.

Véta 6.8. Necht jsou spinény predpoklady (P1)—~(P3) a (18). Ddle necht {(k*",w})}, w} =
wy, (k™M) je posloupnost optimdlnich dvojic diskrémi iilohy (35), h — 0F. Pak existuje podpo-
sloupnost { (k*", w})} takovd, Ze
*h * o) * *
R = kv L2((0, L), wyy — w(k?) ve V, (36)
kde (k*,w(k*)) je optimdlni dvojici iilohy (21). Kromé toho kazdy hromadny bod posloupnosti

{(k*", w;)} ve smyslu (36) md tuto vlastnost.

Pod pojmem optimdln{ dvojice dlohy (21) rozumime dvojici (k*, w*), kde k* je feSenim identi-
fikaniho problému (21) a w* := w(p*) fesi stavovy problém (20) pro dané k*. Analogicky je

zaveden pojem optimdlni dvojice (k**, w}), wi := wy, (k*") pro diskrétni dlohu (35).

Pro numerické vypocty je dile Zadouci najit algebraickou formulaci identifikacnich tloh (30),
(33) a prislusnych stavovych tloh. Podrobnosti k této problematice v¢etné citlivostni analyzy 1ze

najit v disertacni praci.
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6.4. Tlustracni priklad

Pro ilustraci si uvedeme numerické feSeni tlohy identifikace s elasticky deformovatelnym
podlozim. Resené ukazkové piiklady tloh identifikace pro tilohu ohybu Gaova nosniku a kon-
taktni tlohu s dokonale tuhym podloZim jsou uvedeny v disertani praci. UvaZujme tedy kon-
taktni dlohu vetknutého Gaova nosniku s deformovatelnym podloZim (11). Tedy uvaZujeme kon-
taktni dlohu s okrajovymi podminkami (B2). Nosnik je umistén nad elasticky deformovatelnym
podloZim v konstantni vzdélenosti g. PodloZi je rozdéleno na 4 stejné dlouhé, materidlové ho-

mogenni segmenty, tzn. kazdy segment je popsdn modulem pruznosti podlozi k;, : = 1,...,4.
Konkrétné budeme uvazovat nosnik s témito vstupnimi daty

* Youngitiv modul pruznosti £ = 2.1 - 10'°Pa,

* Poissonova konstanta v = (.3,

* tlousfka nosniku t = 0.1m,

* Sitka nosniku b = 0.1m,

e délka nosniku L = 10m.

Na nosnik pfitom pisobi
« konstantni vertikdlnf zatiZeni ¢ = —2 - 10*Nm ', které piisobi po celé délce nosniku,
e axidlni sila P = 10*N piisobici v koncovém bodé z = L.

Nosnik je umistén ve vzddlenosti ¢ = —0.02m nad elasticky deformovatelnym podloZim. Nasim
ukolem je najit vektor modulu pruZznosti podloZi, a to uZitim dlohy identifikace (21), pfi¢emz
uvazujeme cenovy funkciondl ve tvaru (23). Pfipustnd mnoZina pro koeficient tuhosti podloZi je

déna vztahem (19), pficemZ ki = 102Nm 2 a kpay = 9 - 10°Nm 3.

Pro tlohu identifikace uvazujeme diskretizovany funkciondl ve tvaru

1
J(w) = §(SW —z) (Sw—12z), wcR™ zcRS
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pfi¢emZ jsme provedli diskretizaci uvazované dlohy s krokem h = 10/36. Matice S reprezentuje

operitor restrikce zZR™? do R® az = (21,...,23) " je vektor mé&feni ve tvaru

z = 1072 (—0.465, —1.409, —2.309, —2.837, —2.838, —2.312, —1.411, —0.466) ™.

Slozky tohoto vektoru jsou ziskdny jako hodnoty feSeni w dlohy (11) v bodech ¢; = %i, 1=
1,...,8 s témito danymi hodnotami koeficientu tuhosti podloZi na vSech ¢tyfech segmentech
ki = 3-10° Nm ™, ko = 7-10° Nm™ (37)
ks = 5-10* Nm ™3, ky, = 3-10° Nm 3.

Poznamenejme, 7e uvazovand tdloha identifikace (21) je dlohou nehladké optimalizace, nebot
kontaktni ¢len ve stavové tloze neni spojité diferencovatelny. To Ize vyfesit uZitim regularizacni

metody. Problematicky kontaktni ¢len ve stavové tiloze (11) nahradime regularizovanym ¢lenem

ks(w,v) = %/OLkb(l—VQ) ((g—w)—i— (g—w)2+62> vdx,

¢imzZ ziskdme regularizovanou tulohu, kterd jiz je spojité diferencovatelnd.

Lze dokézat, Ze pro & — 0+ konverguje feSeni regularizované tlohy k feseni ulohy (11), po-

vvvvv

N

Ulohu identifikace jsme postupné fesili pro tii rGizné hodnoty regulariza¢niho parametru, kon-
krétng & = 10° 107! a 1072, Vektor po&atecni aproximace kY pro minimalizaéni proces byl

v tomto piipadé zvolen

kY = (10°,10°,10%,10°).

DosaZené vysledky lze najit v niZze uvedenych tabulkdch, pficemz Tabulka 2 uvadi celkovy pocet
iteraci a vysledné hodnoty modulu pruznosti podloZi. V Tabulce 3 najdeme poc¢atecni a koncovou
hodnotu cenového funkciondlu a v Tabulce 4 jsou pro ovéfeni kvality vypoctu uvedeny hodnoty
relativnich chyb

Ik — K|

[k — K3l
errk? = /00 a err k¥ = ——,
[l [l
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s=4 it | ki [Nm™?]

§ =10 | 18 | (3.000010 - 10°,6.999749 - 103,4.999975 - 10%, 3.000010 - 10°)
§=10"1 | 13 | (3.000012 - 10°,6.999729 - 103,4.999973 - 10%,3.000012 - 10°)

§ =102 |18 | (3.000079 - 10°,6.998432 - 103,5.000176 - 10, 2.999886 - 10°)

Tabulka 2: Vysledky pro tlohu identifikace s deformovatelnym podlozim se 4 segmenty a hod-
noty 0.

kde k je v tomto piipadé vektor, jehoZ slozky jsou dany v (37). Na obrazku 1 lze pozorovat
pokles hodnoty cenového funkciondlu béhem itera¢niho procesu. Pro piehlednost bylo pouzito

logaritmické méritko na ose y.

s=4 | Jw(kKY)) | T(w(ky)

§=10° |1.8391-10°° | 2.4007-10"%

§=10"1]1.6342-1077 | 3.1086 - 10~2°

§=10"2|8.6988-107? | 1.3568 - 10~2°

Tabulka 3: Pocatecni a koncovd hodnota cenového funkciondlu pro rizné o.

1
[}
1

—5 = 10°

4
o

Hodnoty funkciondlu log(.7)
o

N
o

15 20

10
Celkovy pocet iteraci

Obrazek 1: Hodnoty cenového funkcionélu 7 pro rizné ¢ a 4 segmenty.

23



s=4 err_k® | err_k*

§=10° |0.7066 | 3.3639-10~¢
§d=10"1|0.7066 | 4.2586 - 10~

§=10"20.7066 | 3.2906 - 10~°

Tabulka 4: Hodnoty relativnich chyb pro 4 segmenty.
7. Zavér

Cilem disertacni price bylo vytvofit ucelenou teorii zabyvajici se ulohou identifikace nezna
mych materidlovych parametrii Gaova nelinedrniho nosniku pro tlohu ohybu a kontaktni tlohu
s dokonale pruznym podlozim. Uvazovali jsme také kontaktni tilohu Gaova nosniku s deformo-
vatelnym podloZim, pfi¢emZ jsme se zaméfili pouze na identifikaci koeficientu tuhosti podloZi.

Pro studium tlohy identifikace jsme zvolili Galiv model nosniku, ktery je vhodné&jsi pro slo-
populdrnich linedrnich modeld. Vzhledem k duleZitosti identifikacnich dloh v riiznych primys-
lovych a technickych odvétvich jsme se rozhodli vénovat se pravé tlohdm identifikace pro Gativ
model nosniku, které, pokud je ndm zndmo, doposud nebyly detailné zpracovany.

StéZejni Cast disertacni prace se zabyvala formulaci identifikacnich dloh, jejich diskretizaci,
konvergencéni analyzou, nasledné pak algebraickou formulaci vCetné citlivostni analyzy, a to jak
pro tlohu ohybu nelinedrniho nosniku, tak 1 pro kontaktni tilohu nosniku s dokonale tuhym i elas-
ticky deformovatelnym podlozim. V ptipadé ulohy ohybu a kontaktni dlohy s dokonale tuhym
podlozim jsme se zabyvali identifikaci materidlovych parametri Gaova nosniku. V tloze kon-
taktu s elasticky deformovatelnym podloZim jsme se zaméfili na identifikace modulu pruznosti
podlozi. Studované dlohy byly formulovany jako ulohy optimélniho fizeni. Teoretickou cast
préace jsme doplnili feSenymi modelovymi tlohami pro vSechny tfi studované tlohy identifikace.
K feseni jsme pouZzili matematicky software MATLAB.

Teoretickd Cast této disertacni prace byla publikovdna ve dvou impaktovanych ¢asopisech
[33], [35] a jednom recenzovaném sborniku [34]. V pldnu je jeSté detailnéj$i zpracovani nume-

rickych algoritmti a vypoctd, s cilem dalsi publikace.
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Prezentovany ptispévek: Optimal control method for solution of inverse problem.
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¢eskou univerzitou v Plzni, konand ve dnech 8.—10. listopadu 2021 v Srni.

Prezentovany ptispévek: Inverse problem for nonlinear Gao beam model.
* Mezindrodni konference Programy a Algoritmy Numerické Matematiky 21 (PANM 21),

pofddand Matematickym tistavem AV CR, konand ve dnech 19.—24. &ervna 2022 v Jablonci

nad Nisou.
Prezentovany prispévek: Contact problem for nonlinear Gao beam model—Parameter iden-

tification.

* Mezindrodni konference EQUADIFF 15 potfddand Masarykovou univerzitou, Vysokym
udenim technickym v Brng, Matematickym tstavem AV CR a Jednotou &eskych matema-
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