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Uvod

Kontaktni tlohy, v nichZz neni uvazovan vliv tfeni popisuji vzajemnou interakci mezi
dvéma télesy. Z hlediska praxe maji kontaktni tlohy velky vyznam v mnoha odvétvich
strojniho a stavebniho inzenyrstvi napt. pti vyztuzovani tunelt, vykopovych pracich, pii na-
vrhovani kolejnic v zelezni¢ni dopravé, v lodnim stavitelstvi apod.

V predlozené disertacni préaci se zabyvame kontaktni tilohou nosniku a podlozi. Pritom
uvazujeme dlouhé a stihlé nosniky, tedy takové nosniky, jejichz délka vyrazné prevysuje
zbylé dva rozméry, tj. tloustku a sitku. Nejcastéji pouzivanym matematickym modelem
nosniku je klasicky linearni Euler-Bernoulliho model, ktery byl vytvoren kolem roku 1750.
Navzdory své popularité je vyuziti tohoto modelu omezeno pouze na pripady, kdy jeho
dely nosniku, které nejsou limitovany malymi prihyby, ale umoznuji i stredné velké pri-
hyby. Jednou takovou moznosti je pouzit nelinearni Gatv model nosniku, ktery definoval
D. Y. Gao v roce 1996 v ¢lanku [27].

V této disertacni praci se zabyvame analyzou tzv. unilateralnich tloh, tedy tloh, kdy
uvazujeme nelinearni model Gaova nosniku, ktery neni pevné spjaty s podlozim. Dokonale
tuhé podlozi je modelovano pomoci tzv. Signoriniho podminek. Tyto podminky popisuji
vztah mezi priuhybem nosniku a kontaktni silou, pricemz nedochézi k priniku nosniku
do podlozi. Nosnik tedy po zatizeni ztistava nad podlozim nebo na podlozi lezi, a to v za-
vislosti na velikosti pusobici sily na nosnik. Dalsim typem podlozi, které je v praci uva-
zovano, je elasticky deformovatelné podlozi, tzv. Winklerovo podlozi, coz je nejjednodussi
jednoparametricky model podlozi. V tomto ptripadé muze prii vertikalnim zatizeni nosniku
dojit k priniku nosniku do podlozi. Detailnéjsi informace o feseni kontaktnich tiloh Gaova
nosniku s deformovatelnym podlozim lze najit napt. v [46], [47], [48] nebo [49].

Stézejni cast disertacni prace se vénuje formulaci, analyze a Teseni tlohy identifikace
nejprve pro tlohu ohybu nelinedrnitho Gaova nosniku a pak také pro kontaktni ilohu Gaova
nosniku s podlozim. Uvazovano je jak dokonale tuhé podlozi, tak i podlozi deformovatelné.
Ulohy identifikace nezndmych parametri jsou souddsti Sird{ kategorie inverznich tloh, které
nachazeji rozsahlé vyuziti v riznych situacich. Obecné inverzni tlohou rozumime proces,
kdy na zakladé znalosti jistych pozorovani, ziskanych napiiklad mérenim, chceme najit

odpovidajici hodnoty vstupnich parametri uvazovaného modelu. V pripadé tlohy ohybu



nosniku a kontaktni tlohy s dokonale tuhym podlozim se budeme zabyvat identifikaci
materidlovych konstant nelinedrniho Gaova modelu nosniku. Uvazujeme-li kontaktni ulohy
s deformovatelnym podlozim, pak mizeme formulovat ilohu identifikace jak materialovych
parametrii nosniku, tak i modulu pruznosti podlozi. Ulohy identifikace lze zformulovat
jako ulohy optimélniho fizeni, viz napt. [15], [73], kde roli fidicich proménnych hraji prave
materidlové parametry nosniku nebo podlozi. Vyse zminéné tlohy identifikace neznamych
materialovych parametri pro tilohu prihybu a kontaktni tlohy nelinedrniho Gaova nosniku
jsou studovany v autorc¢inych ¢lancich [60] a [62].

Hlavnim cilem této disertacni prace je vytvorit ucelenou teorii zabyvajici se ilohami
identifikace neznamych materialovych parametri nelinearniho Gaova modelu nosniku nej-
prve v uloze ohybu a poté v kontaktni tloze, pricemz je uvazovano jak dokonale tuhé
podlozi, tak i deformovatelné. V pripadé kontaktni iilohy s elasticky deformovatelnym pod-
lozim lze navic zformulovat i tilohu identifikace modulu pruznosti podlozi. Dil¢imi tkoly
disertacni prace je tedy formulace tloh identifikace véetné ditkazu existence alespon jed-
noho TesSeni, nalezeni aproximace TeSeni a diikaz konvergence Teseni diskretizované tlohy
k feseni spojité ulohy identifikace. Déle bychom se chtéli zabyvat algebraickou formulaci
a citlivostni analyzou, které je dilezité pro nasledné numerické vypocty. Pokud je nam
znamo, tak jedinou praci zabyvaji se timto typem tloh identifikace je [44], kde je ale Tesen
pouze dynamicky model nosniku. Ulohy identifikace pro staticky nelinedrni Gativ model
nosniku nebyly doposud studovany. V literature lze nalézt nékolik praci zabyvajicimi se
inverznimi tlohami pro staticky i dynamicky model Euler-Bernoulliova nosniku napft. [32],
[43], [52] nebo [53]. Uloha identifikace pro linedrni nosnik s podlozim je feSena v ¢lanku
[36]. Zajimavé jsou také ¢lanky [13], [25], [31], [59], [74], které se vénuji tloham identifikace
parametru.

Disertacni prace je rozélenéna do osmi kapitol. Prvni tii kapitoly lze povazovat za pti-
pravnou cast ke stézejnimu tématu disertacni prace. V téchto kapitolach jsou popsany
stavové tlohy prithybu a kontaktu Gaova nelinedrniho modelu nosniku. Ctvrté kapitola
se jiz zabyva formulaci tlohy identifikace neznamych materidlovych parametra. V pripadé
ulohy ohybu a kontaktni tlohy s dokonale tuhym podlozim, je feSena tloha identifikace
materialovych parametri nosniku. Pro kontaktni tilohu s deformovatelnym podlozim uva-
zujeme pouze ulohu identifikace modulu pruznosti podlozi. Diskretizace tloh identifikace

a konvergencni analyza je studovana v paté kapitole. Nasleduje kapitola zabyvajici se alge-
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braickou formulaci tiloh a kapitola vénujici se analyze citlivosti. Osma kapitola je vénovana
resenym ilustracnim prikladtm pro vsechny tii studované typy identifikac¢nich tloh. V praci
jsou zejména v dikazech nékterych tvrzeni pouzity nerovnosti, jejichz prehled je uveden
v Dodatku 1, a to v¢etné jejich nasledného pouziti v dikazech uvedenych lemmat. Doda-
tek 2 obsahuje zakladni myslenky penaliza¢ni a regularizacni metody.

Hlavni vysledky této disertacni prace byly publikovany ve tfech prvoautorskych ¢lancich
[60], [61] a [62].
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1. Nelinearni model nosniku

Nejjednodussim a nejcastéji pouzivanym modelem nosniku je Euler—Bernoulliho linearni
model, ktery vznikl kolem roku 1750. Tento model je vhodny pro dlouhé a stihlé nosniky,
tedy nosniky, jejichz délka vyrazné prevysuje pricné rozmeéry. Teorie vychazi z predpokladu,
ze priéné rezy nosniku zistavaji rovinné a kolmé na stfedovou osu nosniku i po deformaci.

V pripadé tlohy ohybu nosniku, jehoz pricné rozméry nejsou zanedbatelné malé vuci
podélnému rozméru, je vhodny Timoshenktv model, ktery byl poprvé publikovan zacatkem
20. stoleti. V tomto pripadé se predpokladd, ze pricné rezy nosniku, které byly pred defor-
maci nosniku kolmé na jeho osu, zistavaji pti deformovani nosniku rovinné, ale ne nutné
kolmé na osu. Tento model navic umoznuje i smykové deformace. Oba zminéné linearni
modely jsou vhodné pouze pro malé hodnoty prahybu.

Pro vétsi pruhyby nosniki je vhodné pouzit néktery z nelinearnich modeli, jejich pre-
hled lze najit napriklad v [55]. Za zminku jisté stoji Kirchhoff-Loveho model, ktery také
nekdy byva oznacovan jako nelinearni Euler-Bernoulliho model nosniku. Vychéazi z modelu
navrzeného némeckym fyzikem G. Kirchhoffem, [37]. Na tuto praci pak navazal britsky
matematik A. E. H. Love, ktery zohlednil i vliv osového zatizeni, [45]. Tento model je tedy
piimym zobecnénim klasického linearniho modelu nosniku ve dvou dimenzich za splnéni
Kirchhoffovych predpokladi. Pozdéji byl tento nelinearni model rozsiten i o smykové de-
formace, podrobnosti lze nalézt napr. v [56] nebo v [68]. Dalsi nelinedrni model nosniku,
ktery vychazi z klasického linedrniho Euler-Bernoulliho nosniku, mtzeme najit v ¢lanku
[9]. Jeden z prvnich nelinearnich modeli pro velké vychylky byl publikovan v [66] a [67].
Pozdéji na tuto praci navazuji ¢lanky [70] a [54].

Jednim z novéjsich a nejzajimavéjsich nelinearnich modelti nosniku je model publiko-
vany D. Y. Gaem roku 1996 v ¢lanku [27]. O rok pozdéji byl tento model rozsiten i pro dy-
namické ulohy, viz [28], [29]. Pro staticky model Gaova nelinearniho nosniku byly studovény
a Teseny tlohy ohybu a kontaktni tlohy v ¢lancich [30], [46], [47], [48] a [49]. Numerickym
metoddm pro feseni ulohy ohybu Gaova modelu je vénovana prace [14]. Velmi zajimava
tloha bucklingu Gaova nosniku je pak fesena v praci [58]. Dalsimi pracemi zabyvajicimi
se touto tématikou jsou napt. [3], [4], [5], [17] nebo [78]. Jedinou ndm znadmou praci zaby-
vajici se tvarovou optimalizaci tohoto nelinedrniho modelu nosniku je [16]. Dynamickym

tlohdm Gaova nosniku je také vénovana celd fada praci, naptiklad [2], [6], [40], [41], [51]
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a [76]. Dynamicky model Gaova nosniku pro kontaktni ulohu je studovan v [8], [71] a [72].
Inverzni tloha pro dynamicky model Gaova nosniku byla fesena v [44], a to konkrétné
pro data z ¢lanku [7]. V soucasné dobé je jiz publikovano vice nez 30 praci zabyvajicich se
nelinedrnim modelem Gaova nosniku, z nichz za zminku urcité stoji napt. [10], [21], [22]
nebo [75].

V této praci se omezime pouze na staticky model Gaova nosniku. Konkrétné se budeme
zabyvat identifikaci neznamych parametri v tloze ohybu nosniku, nasledné pak i v kon-
taktnich tlohach, a to jak s dokonale tuhym, tak i deformovatelnym podlozim. Této pro-

blematice jsou vénovany autorciny jiz publikované ¢lanky [60], [61] a [62].

1.1. Gauv model nosniku

Jak jiz bylo Teceno, existuje cela fada nelinedrnich modelt nosniku. V této praci se
vsak omezime pouze na jeden konkrétni, z naseho pohledu nejzajimavéjsi, nelinearni model,
ktery poprvé v roce 1996 publikoval D.Y. Gao. V literature se bézné hovori o Gaové nosniku.
Detailni odvozeni lze najit pravé v ¢lanku [27], my si zde uvedeme pouze hlavni kroky.

Uvazujeme elasticky nosnik, jehoz fez v roviné (z,y) je obdélnik
Q={(z,y) eR*|0<z <L —-b<y<b},

kde L je délka nosniku a 2b jeho tloustka. V roviné (y, z) je pficny ez dan obdélnikem
[—b,b] x [0,t], kde ¢ je sifka nosniku. Ta je v ¢lanku [27] bez jmy na obecnosti uvazo-
vana jako jednotkova. Az pozdéji v ¢lancich [50], [60], [61] a [62] je Gatuv nosnik uvazovan
s obecnou sitkou t. Gao pri odvozeni modelu nosniku predpokladal, ze je zachovana Euler—
Bernoulliho hypotéza, tedy Ze prufez, ktery je rovinny a kolmy na stfednici (tj. k vodo-
rovné ose) nosniku pred deformaci, zustava rovinny a kolmy ke stfednici i po deformaci.
Daéle predpokladal, ze materidl nosniku je izotropni a ze osa x prochazi stredovou osou nos-
niku. Samotny model Gaova nosniku vychazi ze soustavy von Karmanovych rovnic v jedné

dimenzi. Uvazuje se pole posunuti

we (1) ),

w(z)

kde (z,y) € Q, w znadi vertikalni pruhyb, u horizontalni posunuti bodu osy nosniku x a ¢

je thel jejtho ohybu. Z teorie deformaci dostavame Green—St Venanttiv tenzor deformace
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Obrézek 1: Oboustranné vetknuty nosnik.

ve tvaru E(u) = 1 <Vu + (V)" + (Vu) T - Vu). Odtud pak na zakladé analyzy z [27],
zanedbanim malych c¢lent a po dosazeni # = w’ dostaneme nenulové slozky tenzoru napéti

ze vztahu pro rovinnou napjatost

kde

E znac¢i Younguv modul pruznosti a v Poissonovu konstantu. Dale se predpoklada, ze
na nosnik pusobi vertikalni zatizeni ¢(x) a v koncovém bodé nosniku x = L pak axidlni
sila P, viz Obréazek 1. V pripadé kladné axialni sily dochazi ke stlacovani nosniku, v opac-

ném pripadé k jeho natahovani. Funkciondl celkové potencialni energie je pak tvaru
1 L
M(u, w) = 5 /(azez + oyey) dzdy — / quwdx + Pu(L).
Q 0

Pro stacionarni bod tohoto funkcionalu dostaneme pro = € (0, L) soustavu dvou nelinear-

nich rovnic
u’ + (1+v)w'w" =0, (1)
EIw" — 2btE {(1 + V)(2(’UJ/>2 _|_u/>w// + yw/u//} — f(l’), (2>
kde
f@) = (=) Voe 0.0)

a I znac¢i moment setrvacnosti prurezu vzhledem k ohybové ose, ktery je dan vztahem

/A 22 dy dz,
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pricemz A je plocha pticného fezu v roviné (y, z). V piipadé Gaova nosniku je tedy

2
I= §b3t. (3)

Zintegrovanim rovnice (1) dostaneme dle [69]

(1—-v3)P
2btE

o = (w14 0) -
Po dosazeni do (2) dostaneme finalni rovnici pro Gauv nosnik, kterd je tvaru
Elw" — Ea@)*w" +Puw" = f, v (0,L),
kde

a = 3th(1—v?), p=(1-0)(1+v), f=0-1v9q

Tento model nosniku byl ptivodné navrzen pro nekonvexni tlohy, které vedou na tzv. ilohu

bucklingu. Pro pripad konvexnich tloh byla v [50] navrzena modifikace konstanty p ve tvaru
w=1-1% (4)

Protoze se v této disertacni praci budeme zabyvat pouze konvexnimi tlohami, uvazujeme

nadale konstantu u ve tvaru (4).
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2. Uloha ohybu nelinearniho nosniku

Nejprve se zamérime na tlohu ohybu nelinedrniho Gaova nosniku. Pripomenme, ze

tento model je dan diferencialni rovnici ¢tvrtého radu tvaru:
ElIvw"Y — Fa()?w' +Ppw" = f na (0,L), (5)
kde
a = 3tb(l —1v?), p=1-v2 f=0-1v9q

K rovnici (5) budeme uvazovat jesté ¢tyfi okrajové podminky, pri¢emz s ohledem na fyzi-

kalni realitu 1ze zvolit jednu z nésledujicich moznosti:

(B1) prosté podepfeny nosnik: w(0) = w(L) = w"(0) = w"(L) = 0;
(B2) oboustranné vetknuty nosnik: w(0) = w'(0) = w(L) = w'(L) = 0;
(B3) nosnik s vetknutim a podepfenim: w(0) = w'(0) = w(L) = w”"(L) = 0;
(B4) nosnik s volnym koncem:

w(0) = w'(0) = 0;

w"(L) = EIw"(L) — 3E o (w'(L))*+ P (1 —v*) w'(L) =0.
Dalsi vyuziti nelinedrniho modelu vyzaduje varia¢ni formulaci, [65]. Pro tyto ucely je nutné

zavést tzv. prostory kinematicky pripustnych posunuti V;, ¢ = 1,...,4, coz jsou v tomto

pifpadé podprostory Sobolevova prostoru H?((0, L)) dané stabilnimi okrajovymi podmin-

kami. Tedy
(B1): Vi = {ve H*((0,L)) : v(0) =v(L) = 0},
(B2): Vo = {ve H*((0,L)) : v(0) =v'(0) = v(L) = /(L) =0},
(B3): Vs = {ve H*((0,L)) :v(0) = v'(0) = v(L) = 0},
(B4): Vi = {ve H*(0,L)) : v(0) =v'(0) = 0}

V pripadech, kdy nebudou okrajové podminky jasné specifikovany, budeme pouzivat jed-

notné oznaceni prostoru kinematicky pripustnych posunuti V.
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Nyni muzeme pristoupit k variacni formulaci tlohy ohybu Gaova nelinearniho nosniku,

kterda ma nasledujici tvar

Najit w € V takové, ze
{ (6)

a(w,v) + m(w,v) = L(v), Yo eV,

kde

_ LE[ ////d_ LP1_2 //d 7
a(w,v)—o w" v'dx A ( vo)w' v'de, (7)

L L
m(w,v) = / Etb(1—v*) (w3 dr, L(v) = / (1— 1% quda.
0 0
Varia¢ni formulaci (6) lze ekvivalentné vyjadrit jako minimalizaci funkciondlu celkové po-
tencialni energie, tj. jako tlohu

Najitw e V: Ilg(w) = Hél‘I/l Mg(v), (8)

kde I1g(v) je funkciondl celkové potencialni energie pro Gatuv nosnik dany vztahem

M (v) = %a(v,v) + %w(v,u) ~ L), ()

Tento funkcional je spojity a lze ukazat, ze za urcitych podminek je i ryze konvexni a koer-

civni, [24]. Predpoklddejme tedy déle, zZe plati
(P1) ¢ € L*((0, L)),

(P2) E, t, b, v jsou kladné konstanty,

_ 1
(P3) P <P kde P = -

2 PE a PE je Eulerova kritick sila.

Pak lze dokézat nasledujici lemma, viz [48].

Lemma 2.1. Necht plati predpoklady (P1)—(P3), pak funkciondl I1g(v) dany vztahem (9)

je ryze konvexni a koercivni.

Eulerova kritickd sila PZ je mezni hodnota axidlni sily, kterd je znama z teorie stability

a je definovana vztahem

Py = min R(v), (10)
v#0
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kde
EI [F(v")?da

cV
JE )2 dz °

R(v) =

je tzv. Rayleightiv podil. V roce 1757 odvodil Euler explicitni formule pro vypocet kritické
hodnoty osové sily
7Bl
PE = 11

kde konstanta I zavisi na zvolenych okrajovych podminkach, viz Tabulka 1, detailnéjsi

informace lze najit napt. v [11], [18] nebo [23].

| (B1) (B2) (B3) (B4)
K| 1 05 07 2

Tabulka 1: Tabulka konstant

V pripadé Gaova nelinedarniho nosniku definujeme tzv. nelinearni Rayleightiv podil, viz [58],

pro u,v € V vztahem

EI [{(v")?dz + sEo J& (u'v')? da
Jo'(v)?da '

Ru(v) =
Pak lze ukéazat, ze pro kritickou hodnotu P axidlni sily Gaova nelinedrniho nosniku plati

(1—y2>? = min min (R(’U) + lEOé M>7

vV %o 37 Jy(w)de

pricemz
(1-v*)P = PE

Odtud tedy plyne zdiavodnéni predpokladu (P3), viz [58], kde

— 1
P = E
1 _ V2 cr

S ohledem na Lemma 2.1 a zakladni véty variacniho poctu lze zformulovat podminky

pro existenci a jednoznac¢nost feseni tlohy ohybu Gaova nosniku, viz [48].
Véta 2.1. Necht jsou splnény predpoklady (P1)—(P3). Pak dlohy (6) a (8) jsou vzdjemné
ekvivalentni a maji jediné resend.
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Nyni tlohu ohybu Gaova nosniku zobecnime v tom smyslu, ze budeme uvazovat Younguv
modul pruznosti £ a Poissonovu konstantu v jako po castech kladné konstantni funkce.

V tomto pripadé budeme misto (P2) a (P3) uvazovat néasledujici predpoklady
(P2)* E, v jsou po ¢astech kladné konstantni funkce a ¢, b jsou kladné konstanty,
1 2Finl
PE. pFidemy PE — [ mins

Tz, e " = KDy
sfla, Fmin, Vmin jsou minimélni hodnoty funkci E, v a konstanta K nabyva hodnot

(P3)* P < Py, kde Py, = je Eulerova kriticka

dle zvolenych okrajovych podminek, viz Tabulka 1.

Lze ukazat, ze v piipadé splnéni predpokladu (P1), (P2)* a (P3)* je funkcional Ilg(v)
definovany vztahem (9) ryze konvexni a koercivni na V. Je tedy zfejmé, Ze i v tomto

obecnéjsim piipadé lze zformulovat vétu o existenci jediného feseni, viz [60], [61].

Véta 2.2. Necht jsou splnény predpoklady (P1), (P2)* a (P3)*. Pak ulohy (6) a (8) jsou

vzdjemné ekvivalentni a maji jediné resent.
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3. Kontaktni iloha pro nelinearni nosnik s podlozim

Kontaktni tlohy se velmi casto vyskytuji v bézné inzenyrské praxi, napf. pri reseni
zakladt ruznych staveb a konstrukci, pii vyztuzovani v dolech, tunelech a vykopovych
pracich, nebo také pii navrhovani kolejnic v zZelezni¢ni dopravé. V této kapitole se bu-
deme zabyvat kontaktni ilohou Gaova nelinearnitho nosniku s podlozim, pricemz budeme
uvazovat dva typy podlozi, a to dokonale tuhé a elasticky deformovatelné. Navic budeme
predpokladat, ze mezi nosnikem a podlozim je mezera. Tuto mezeru popiseme hladkou
funkei g < 0, viz Obréazek 2. Je-li nosnik pevné spjaty s podlozim, hovorime o tzv. bila-
terdlnim podlozi. V opacném pripadé, tj. pokud nosnik s podlozim spjaty neni, hovoiime

o podlozi unilaterdlnim. My se omezime pouze na tlohy s unilateralnim podlozim.

Obrazek 2: Oboustranné vetknuty nosnik nad podlozim

3.1. Kontaktni tiloha s dokonale tuhym podlozim

Nejprve se budeme zabyvat kontaktni tlohou pro Gaiiv nelinedrni nosnik a dokonale
tuhé podlozi. Predpokldadame, ze ve vzdalenosti g pod nosnikem je umisténa dokonale tuha
prekazka neboli podlozi. Mezera mezi nosnikem a podlozim je tedy obecné popsana funkci
g(x). Poznamenejme, ze v pripadé kontaktu s dokonale tuhym podlozim nedochazi k za-
boreni nosniku do podlozi. Uvazujme tedy rovnici Gaova nosniku spolecné s kontaktnimi

podminkami

Elw" =3Etb(1—v") () w"+P(1—=v)uw" = 1=v")g+T(w) v (0,L), (12)

w > g,
T(w) > 0,} v (0,L), (13)
(w—g)T(w) =0,



kde T'(w) je kontaktni sila mezi nosnikem a podlozim, kterd zavisi na nezndmém prui-
hybu w. Je zfejmé, zZe mohou nastat pouze dvé situace s ohledem na velikost prihybu w.
Je-li w(z) = g(z) pro x € (0, L), pak nastavad v bodé x kontakt a T'(w(z)) > 0. Jestlize
w(z) > g(z) pro x € (0,L), pak v bodé x ke kontaktu nedochézi a je tedy zfejmé, Ze
T(w(z)) = 0. Podminky (13) jsou znamé z literatury jako Signoriniho podminky. Samo-
ziejmé i v kontaktni tloze je tfeba s ohledem na fyzikalni realitu uvazovat jesté ctyri
okrajové podminky. I v tomto piipadé tedy budeme volit jednu z moznosti (B1), (B2),
(B3) nebo (B4) uvedenych na strané 15.

Slaba formulace tulohy (12), (13) je pak déna ve tvaru varia¢ni nerovnice

{Najit w € K takové, Ze (14)

a(w,v —w) +7(w,v —w) > L(v—w), Yv € K,

kde formy a(w,v), w(w,v) a linedrni funkciondl £(v) jsou definovany v (7), K je mnozina

pripustnych prihybi ve tvaru
K={veV:v>gna(0,L)}, (15)

pricemz V' znadi prostor kinematicky pripustnych posunuti a g € C({0, L)), g < 0 na inter-
valu (0, L). V pfipadé potieby rozlisit lohy s ohledem na dané okrajové podminky budeme
pouzivat odpovidajici znaceni prostoru V;, i = 1,...,4, viz str. 15.

Varia¢ni nerovnici (14) lze ekvivalentné vyjadrit jako minimalizaci funkciondlu celkové
potencidlni energie, tj. jako tlohu

Najit we K : Ilg(w) = HélII{l IIg(v), (16)

kde TIg(w) je dany vztahem (9). Pripomenme, Ze za platnosti predpokladua (P1)—(P3) je
funkciondl Ilg(w) ryze konvexni a koercivni, viz Lemma 2.1. Navic mnozina K je ne-
prazdnd, uzaviend a konvexni. Na zakladé toho lze za predpokladi (P1)-(P3) uvedenych

na strané 16 zformulovat podminky pro existenci a jednoznacnost feseni studované tlohy.

Véta 3.1. Necht plati predpoklady (P1)—(P3). Pak dlohy (14) a (16) jsou vzdjemné ekvi-

valentni a maji jediné reseni w € K.

Analogicky jako v predchozi kapitole lze i zde vyslovit obecnéjsi tvrzeni o existenci a jed-

noznacnosti reseni studované kontaktni tlohy v pripadé, ze Younguv modul pruznosti £
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a Poisonova konstanta v jsou po ¢astech kladné konstantni funkce a misto predpokladi (P2)

a (P3) jsou splnény predpoklady (P2)* a (P3)* uvedené na strané 18.

Véta 3.2. Necht plati predpoklady (P1), (P2)* a (P3)*. Pak ulohy (14) a (16) jsou vzdjemné

ekvivalentni a maji jediné reseni w € K.

3.2. Kontaktni 1loha s elasticky deformovatelnym podlozim

V pripadé deformovatelného podlozi budeme uvazovat nejcastéjsi a nejjednodussi mo-
del, coz je tzv. Winkleruv model podlozi, viz napt. [20] a [77]. Jedna se o jednoparametricky
model, ktery 1ze znézornit jako soubor pruzin samostatné ptisobicich na kontaktu nosniku
a podlozi. V tomto pripadé predpoklddame, ze podlozi je umisténo ve vzdéalenosti g < 0
pod nosnikem. Je-li g = 0, pak nosnik na podlozi lezi. V porovnani s dokonale tuhym pod-
lozim vsak muze v tomto pripadé dojit k zabofeni nosniku do podlozi, tedy w(z) < g(z)
v nékterych castech intervalu (0, L). V takovém pripadé lze urcit velikost reakce podlozi
vztahem

Tw) = kb(1—v*)(g —w)" v (0,L),

kde k£ > 0 je modul pruznosti uvazovaného podlozi a
(9(z) —w(@))" = max{0, g(z) — w(z)}.
Toto vyjadreni lze interpretovat jako podminku norméalové poddajnosti.
Kontaktni loha Gaova nosniku a deformovatelného podlozi je pak déana rovnici
Elw"Y —3Etb(1—0v*) (w)?w" +P(1—-v)w" = (1-v*)q+T(w) v (0,L)

spolecné s okrajovymi podminkami (B1), (B2), (B3) nebo (B4) definovanymi na strané 15.
Reseni této tlohy lze najit napt. v élancich [30] a [46]. Pifslusnd varia¢ni formulace je

ve tvaru

{Najit w € V takové, Ze (17)

a(w,v) + m(w,v) — k(w,v) = L(v), Yo eV,

kde a(w,v), m(w,v) a L(v) jsou definovany v (7), kontaktni ¢len x je definovan vztahem

K(w,v) = /OLkb(l—VQ)(g—w)+de (18)
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a V je prostor pripustnych posunuti. I zde v pripadé potreby odlisit tlohy s ohledem
na uvazované okrajové podminky budeme pouzivat odpovidajici znaceni prostoru V;, ¢ =
1,...,4, viz str. 15.

Ulohu (17) 1ze opét ekvivalentné vyjadfit jako minimalizaci funkciondlu celkové potencio-
nalni energie

Najitwe V: II(w) = Hél‘I/l II(v), (19)

pricemz funkcional II(v) je ddn ve tvaru souctu
[I(v) = Tea(v) + Hp(v), (20)

kde Il (v) je definovany vztahem (9) a
1
Mp(v) = 5/@(1},1}).

Je zrejmé, ze funkciondl IIg(v) je nezaporny, konvexni a spojity. Proto lze s vyuzitim

predpokladi (P1)-(P3) uvedenych na strané 16 zformulovat nasledujici vétu, viz [48].

Véta 3.3. Necht plati predpoklady (P1)—(P3) a k > 0. Pak jsou ulohy (17) a (19) vzdjemné

ekvivalentni a maji jediné reseni w € V.

Kontaktni tlohu pro nelinearni Gativ nosnik s deformovatelnym podlozim je mozné zo-
becnit i pro pripad, kdy uvazujeme, ze modul pruznosti podlozi k je dan jako kladna po c¢as-
tech konstantni funkce. Existence jediného feseni ulohy (17) je tedy zajisténa i v tomto

pripadé.

Véta 3.4. Necht plati predpoklady (P1)—~(P3) a k je po cédstech kladnd konstantni funkce.

Pak dlohy (17) a (19) jsou vzdjemné ekvivalentni a maji jediné rveseni w € V.

ProtoZe uvazujeme kontaktni tlohu, tak bychom Eulerovu kritickou silu PZ, zminénou

v predpokladu (P3) a definovanou vztahem (11), méli doplnit ¢lenem predstavujicim vliv

deformovatelného podlozi. Tedy konkrétné bychom méli uvazovat

e JEET (v")?dx + Sy kb (g —v)*da
cr VeV fOL('U/>2 dl‘ )
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kde v¢ C (0, L) predstavuje kontaktni zénu, kterou ovsem predem nezndme. Je ziejmé,
7e PE < PE_ Analogickym zptisobem bychom méli tedy definovat i hodnotu kritické sily

pro nelinearni Gatv nosnik, tedy

L
P 1 pE — minfo E[(U”)zdl;—l—fvckb(l—Vz)(g—v)de‘
Tl T L= ) ()2 o

S ohledem na neznamou kontaktni zénu ¢ je zrejmé, ze se hodnota kritické sily Gaova
nosniku bude nachézet v intervalu (P, P). A protoze velikost kontaktni z6ny ¢ nelze

piedem uréit, budeme v predpokladu (P3) uvaZovat jako horni mez axidln{ sily hodnotu P.
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4. Identifikace neznamych parametri

Uloha identifikace nezndmych parametrii spadd do obecnéjs{ oblasti inverznich tloh,
které maji siroké uplatnéni nejen v matematice, ale i ve strojirenstvi, prirodnich védach,
zdravotnictvi a v mnoha dalsich odvétvich. Obecné inverzni tilohou rozumime proces, kdy
na zakladé znalosti jistych pozorovani, ziskanych napiiklad mérenim, chceme najit od-
povidajici hodnoty vstupnich parametri uvazovaného modelu. V této préaci se zamérime
na identifikaci materialovych parametri Gaova nosniku a v pripadé kontaktni tilohy s de-
formovatelnym podlozim na identifikaci modulu pruznosti podlozi. Uvazovat budeme nej-
prve tlohu ohybu a poté kontaktni iilohy s dokonale tuhym i deformovatelnym podlozim.

K feseni bude pouzita metoda optimalniho fizeni.

4.1. Identifikace neznamych parametrt v iloze ohybu nosniku

Nejprve se budeme zabyvat tlohou identifikace neznamych materidlovych parametri
v uloze ohybu nelinedrniho Gaova nosniku, konkrétné Youngova modulu E a Poissonovy
konstanty v. Jak jiz bylo zminéno, pouzijeme metodu optimalniho fizeni, pricemz F a v
budou hrat roli idici proménnych. Predpokladejme tedy, ze interval (0, L) je rozdélen na r

otevienych vzajemné disjunktnich podintervala K;, i =1,...,r, tedy K; N K; =0, Vi # j
K;.

=

a (0,L) =

i=1

Poznamka 4.1. Pro zjednoduseni zapisu budeme ddle dvojici materidlovych parametri

(E,v) znacit jako parametr p := (E,v).
Pro dalsi ucely definujme mnozinu pripustnych hodnot pro fidici proménnou p = (E,v)

vztahem

Uw = {p=(E,v) | pe L>*((0,L)) x L((0,L)) : 0 < Epin < E < Epax <oov (0,L),

0 S v S 0.5v (O,L), p|Kz € Po(KZ> X Po(KZ>,Z = 1,.. .,T’}, (21)

kde Fuin < Fnax jsou dané konstanty a Py(K;) je mnozina po ¢astech konstantnich funkei
na K;. Je tedy zfejmé, ze U,y je uzaviend konvexni mnozina dvojic funkci, které jsou

na daném déleni intervalu (0, L) po ¢astech konstantni. Abychom zduraznili, ze je Gauv

model nosniku parametrizovan hodnotou parametru p € Uy, budeme v dalsim textu formy
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definované v (7) znacit symboly a,, 7, a L£,. Prislusna stavova tloha je tedy tvaru

Pro dané p € U,y
najit w(p) € V takové, ze (22)
ap(w,v) + mp(w,v) = L,y(v), Yv e V.

S ohledem na zobecnéni uvedené v zavéru Kapitoly 2 lze tvrdit, ze existence jediného reseni

stavové tlohy (22) je splnéna za platnosti predpokladi
(P1) g€ L*((0, L)),
(P2)’ ¢, b jsou kladné konstanty,

o o 72 Emzn I 72 Emzn I
P3) P Pmin7 kd Pm'm = = )
(P3) 1 < ‘ (= Za)K-LP ~ (K-Ly

kde v, = 0 je minimalni pripustnd hodnota Poissonovy konstanty v. Poznamenejme, ze

72 Ein I mEI
<

Pnin = K-L)2 ~ (1=K L)?

V(E, V) c Uad,

kde konstanta K je dand v Tabulce 1 podle typu uvazovanych okrajovych podminek (B1),
(B2), (B3) nebo (B4). Lze tedy zformulovat nasledujici vétu.

Véta 4.1. Necht jsou spinény predpoklady (P1), (P2)" a (P3)’, pak md dloha (22) jediné
resent pro libovolné p € Uyg.

Nyni muzeme prikroc¢it k formulaci tlohy identifikace, kterd ma podobu tlohy optimalniho
Iizeni, viz napt. [15], [73]:

Najit p* € U,q takové, ze
J(w(p*)) = min J(w(p)),
pEUad

(23)
kde w(p) je fesenim stavové tlohy (22)
aJ:V — R je cenovy funkcional.
Je-li p* Tesenim identifika¢niho problému (23) a w* := w(p*) Tesi stavovy problém (22)

pro dané p*, pak (p*, w*) nazyvame optimdini dvojice tlohy (23). Pro dalsi ucely budeme

potiebovat zavést pojem konvergence v pripustné mnoziné U,;. Budeme chtit ukazat, ze
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feseni ulohy (22) zavisi spojité na p. Je zrejmé, ze prvky p € U,q jsou po ¢astech konstantni
vektorové funkce na déleni intervalu (0, L). Lze je tedy psat jako vektor p = (p1,...,pr) €
R?", kde p; = p
stejny symbol pro vektor p € R?" a funkci p € U,y). Podobné, pro p, € U je p, =

k, = (Eyv), i = 1,...,r (pro zjednoduseni zapisu budeme pouzivat

(Pnts- - Pnr) € R, kde pi = plg, = (Ei,v), @ = 1,...,7. Konvergenci v pifpustné

mnoziné U,y budeme rozumét konvergenci slozek vektori posloupnosti {p,}, tedy:

def. .
pnrl_}—gop <~ (Emn—>—o>oEZ> A (an_}—goVi)VZ—l,..‘,?” <=
<= Ipn —pllz=o.r))° v 0. (24)

Piipustnd mnozina U,y je ohrani¢end a uzaviend podmnozina R*", tedy Uy,q je kompaktni

mnozina.

Poznamenejme jesté pro tuplnost, ze pro p, € U,y uvazujeme stavovou tlohu tvaru

Pro dané p,, € Uyy
najit w(p,) € V takové, ze (25)
ap, (w,v) + 1, (w,v) = L, (v), Yv e V.

Spojita zavislost Teseni w(p) stavové tlohy (22) na materidlovém parametru p € Uy
pro volbu okrajovych podminek (B1), a tedy prostor Vi, je dokdzana v nasledujicim lem-
matu, viz [60]. Pro zbyvajici typy okrajovych podminek (B2), (B3) a (B4) je tvrzeni lem-

matu dokazano v Dodatku 9, viz Lemma 9.1.

Lemma 4.1. Necht jsou splnény predpoklady (P1), (P2)" a (P3)’ a ddle necht p, € Uuq,

n=12... ap€ Uy jsou takové, Ze

pn —> p v (L®((0,L)))%

n—oo

Pak
w, — w(p) € V,

n—oo

kde w,, := w(py), resp. w(p), je resenim tlohy (25), resp. (22).

Diikaz. Nejprve ukézeme, Ze posloupnost {w,} je ohranicena ve V. Necht tedy w,, € V; je
fesenim tlohy (25), pak plati
g (100, 0) + T (W00, 0) = L, (0), V0 € V5. (26)
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Polozme v = wy,, pak z (26) dostaneme
p,, (Wny Wy) + Tp, (Wn, wy) = L, (w5,). (27)
Déle je z definice (21) pripustné mnoziny U,q ziejmé, ze
0<1—12<1, (28)

nebof 0 < v, < 0.5. Tedy plati

T (W, wy,) = tb/ L1 =3 (w)de > 0, Vp,=(Envn) € Ud. (29)
Dale budeme chtit odhadnout bilinearni formu
(W, wn) / Bl (w!) / P(1—v2)(w!)? da.

ap

Je ziejmé, ze HZ((0,L)) C Vi C H?*((0,L)) a plati, ze Soboleviiv prostor H*((0, L)),
k = 1,2,..., je spojité vnofeny do prostoru spojitych funkei C*-1((0, L)), viz [1], [42].
Tedy

Je¢>0: max [V'(2)] > cllv]la Vv € H*((0,L)),

z€(0,L)
kde || ||z, K = 0,1,..., zna& normu v prostoru H*((0, L)). Dale také pouZijeme nerovnost
Je>0: PW'(@)§ > clvll; Yvev, (30)

dokézanou v Dodatku 9, viz (181).
Necht P > 0, pak z (28) a (179) dostavame pro ¢len s axialni silou

[ POl @) dr < (5) PRyl d (31)

™

Celkem tedy muzeme s vyuzitim (29), (31) a (30) psat

ap,, (W, wy) + 7y, (W, Wy, /E[ " /P(l—y)( ') da +

+tb/ (1= 12) )dx>/ B, I(w!)? d —P<£>2/OL(w;;)2dxz

™

L IN2 (L
> [M Bt de = P(2) [C@ifde = elullp > celluwliy, (2)
0 0

™
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2
pricemz ¢y := Epinl — P <£> > 0 vzhledem k predpokladu (P3)’ s konstantou K = 1.
Pokud je axialni sila P < 0, pak (32) plati trividlné a ¢; = E,,;, /. Pouzitim Holderovy

nerovnosti a (28) dostaneme odhad pro pravou stranu rovnosti (27) ve tvaru

L
Ly, (wn) = /0 (1= v)gwndz < |lgll 2o,y llwnllvi- (33)

Z (32), (27) a (33) je zfejmé, ze posloupnost {w,} je ohranicena ve V;. Existuje tedy

vybrand podposloupnost, pro zjednoduseni budeme znadit stejné jako {w,}, takova, ze

w, — w (slabé) ve V. (34)

n—oo

Déle ukézeme, ze w je feSenim stavové tlohy (6). Nejprve dokdzeme, ze

L L
/ E,[w!v"dx — [ EIw"v"dz, (35)
0 n—oo 0
L L
/ Ea(1—2)(wl) v de — [ B —v*)(w)* ' da, (36)
0 n—o0 Jo
L L
/ P(1—v2)w v dz — / P(1—v*)w' v da. (37)
0 n—= Jo

Vyuzitim (24), tedy E, — E v L>((0, L)) a (34) dostavame platnost tvrzeni (35):

L L
/ E,Twiv"dzx — / Ew"v" dx’ —
0 0

L L L
/ E,Tw)v"dzx + / ETwiv"dx — / Elw”v"dx’ <
0 0 0

— 0.

n—oo

L L
< / |E, — E|[Tw)v"|dz + ’/ ET(w) —w")v"dz
0 0

Podobné s vyuZitim (24), kompaktnfho vnofeni Sobolevova prostoru H2((0, L)) do prostoru
spojitych funkei C1((0, L)), (34) a vzorce a® —b3 = (a —b)(a?+ ab+b?), a,b € R dostaneme
platnost tvrzeni (36):
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/OLEn(l—V,%)( W) dx—/LE(l_yz>( s /dx’:

/OLE(l_V) dIﬂ:/ l—y >3U/dx_/OLE(l_Vz)(w/)3U/dx <

IN

[ 1B = B) + (B — B () o' da +

+

L
[ B =) () - @) dx’ <
0
< ([[En — Ellp + || EV? — B} || [[wnl[&n [Vl +
= n Le((0,L)) n¥n [|L>((0,L)) n{lC1((0,L)) c1((o,L))

+ |E(L = v*)||zee(o.0)) 10l oro.2)) lwn — wllergo,ny)
| ((wy,)? + wiv' + (v ))||01((0,L))n_>_o>00‘

Obdobnym zptsobem lze dokazat i vztah (37). Celkem tedy pro n — oo mame
L
/ E, [w/v"dx + tb/ (1 — A (W) da —/ P(l1—v)w, v de =
0
L
= / (1—v})quda — / Elvw"v" dz + tb/ (1— 1) (w3 do —
n (o.) 0
L
—/ (1—1? /’U/dl’:/ (1 —v?) qudz,
0

tedy, ze w je TeSenim stavové tlohy (6). Protoze existuje pravé jedno feseni této tlohy, je

ziejmé, ze celd posloupnost {w,} konverguje slabé k w € V;.

Abychom dokézali silnou konvergenci posloupnosti {w, } k w, sta¢i dokazat, ze
[[w,]] = [[w]] pron — oo ve Vi,

kde
[w]]? = /0 EI(w")? dz
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je energeticka norma prostoru V; a vzhledem k ni je tento prostor uplny. Pak
L L
[[wa])? = / BI(w))?de = [(B—B)Iw))?de + [ EJ(w))*dz =
0
—/ (E— E)I(w)) dx—i—/ l—V)qwndx—tb/ (1 — v (w))* do

+/ (1 —vH) (W) de — (1—V2)qwd1’ - tb/o Bl — ) (w)*dz +

n—oo
L
+ / (1— 1) (W) de = / Elw"?de = [[u])?
0
a tedy posloupnost {w,} konverguje silné k w ve V. O

Déle dokazeme, ze existuje alespon jedno feseni uvazované identifikacni tlohy (23). Pritom

budeme predpokladat, ze cenovy funkcional J je spojity, tedy, ze plati

wpn) —2 wlp) = J(wpn)) =2 J(w(p)). (38)

n—oo

Véta 4.2. Necht U,y je pripustnd mnozina definovand vztahem (21), necht jsou splnény
predpoklady (P1), (P2) a (P3)" a cenovy funkciondl J spliuje (38). Pak identifikacni
dloha (23) md alespon jedno Tesent.

Diikaz. Necht {p,}, pn € U.q je minimalizujici posloupnost funkciondlu J v pripustné

mnoziné U, tj.

G = inf J(w(p)) = lim J(w(p,)). (39)

pEU4q n—oo

Protoze je mnozina U,4 kompaktni, tak pro kazdou vybranou podposloupnost {p, } (pro zjed-

noduseni je pouzito stejné znaceni) existuje takovy prvek p* € U,q, pro ktery plati

pn —> p* v (L2((0,L1)))%

n—oo

Z Lemmatu 4.1 dale plyne, ze

w(pn) — w(p*) ve V.

n—oo

Odtud a s vyuzitim (38), (39) dostdvame

G = inf J(w(p)) = J(w(p*)) > G,

pEUad
tj. p* je Tesenim ulohy (23). O
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Poznamenejme, ze Véta 4.2 bude platit i pro zbyvajici tii typy okrajovych podminek s vy-
uzitim Lemmatu 9.1 uvedeného a dokazaného v Dodatku 9.
Funkcionalu, které splnuji podminku (38), je celd fada. Takovym standardnim prikladem

funkcionalu je
J(w(p)) = Sllw(p) — 2| (40)

kde w(p) je TeSeni stavové tlohy (22) pro dané p € U,g, 2z je dany priuhyb nosniku a
|| - || znaci normu prostoru V. Je ziejmé, ze funkcionédl J je spojity jestlize napiiklad
z € L*((0,L)) a -] je L*((0, L)) norma. V praktickych aplikacich je vétSinou prithyb z dan
v podobé diskrétnich hodnot z; ziskanych nejcastéji z experimentalniho méreni v bodech ¢;.

V takovém ptipadé je cenovy funkciondl dan ve tvaru
‘](y> = Z(y(t2> - Z’i>27 Z = (Zb s 7Zm>T € Rm? (41>

kde t; € (0,L), i = 1,...,m. ProtoZe je prostor H?((0, L)) kompaktné vnoten do prostoru
spojitych funkef C1((0, L)), viz [1], je y € V spojita funkce. Tedy funkcional J je spojity.

4.2. Identifikace neznamych parametra v kontaktni tiloze nosniku
s dokonale tuhym podlozim

Nyni se budeme vénovat identifikaci neznamych materialovych parametri Gaova nos-
niku v kontaktni tloze s dokonale tuhym podlozim, pricemz nosnik je umisténym ve vzda-
lenosti ¢ nad podlozim. I v tomto pripadé predpokladame, ze je interval (0, L) rozdélen

na r otevienych, vzajemné disjunktnich segmentt K;, i =1,...,r, tedy K;NK; =0, Vi # j
a{0.L) = UK.

i=1
Podobné jako v predchozim budeme i zde pro dvojici materidlovych parametrii, Youngova

modulu F a Poissonovy konstanty v, pouzivat jednodussi oznaceni p := (E, v). Analogicky

je definovana i mnozina pripustniych hodnot

Uw = {p=(E,v)|pe L=((0,L)) x L=((0,L)) : 0< Epin < E < Epax <o0ov(0,L),
0<v<05v(0,L),p

K, € Po(Ki) x Po(Ky), i = 1,7}, (42)

kde Fuin < Fnax jsou dané konstanty a Py(K;) je mnozina po ¢astech konstantnich funkei

na jednotlivych segmentech nosniku Kj;. I zde budeme parametrizaci nosniku parametrem
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p zduraznovat pouzitim dolniho indexu u prislusnych forem. Tedy stavova tloha pro neli-

nearni Gauv nosnik s dokonale tuhym podlozim je tvaru

Pro dané p € Uy

najit w(p) € K takové, ze (43)
ay,(w,v —w) + m(w, v —w) > L,(v—w), Yv € K,
kde
K={veV:v>gna(0,L)} (44)

S ohledem na vysledky predchozich kapitol je ziejmé, ze predpoklady (P1), (P2)” a (P3)’
uvedené na strané 25 zajistuji existenci jediného reseni a lze tedy zformulovat nasledujici

vetu.

Véta 4.3. Necht jsou splnény predpoklady (P1), (P2) a (P3)’, pak md dloha (43) jediné

resent pro libovolné p € U,g.

Nyni mtzeme prikrocit k formulaci tlohy identifikace pro kontaktni ilohu s dokonale tuhym

podlozim, kterd ma i v tomto pripadé podobu tlohy optiméalniho Fizeni:

Najit p* € U,q4, takové, ze
J(wp)) = min J(w(p)), (45)
kde w(p) je Tesenim stavové tulohy (43)

aJ:V — R je cenovy funkciondl dany vztahem (40).

Analogicky jako v predchozi podkapitole i zde pouzivime pro (p*,w*) pojem optimdlni
dvojice tlohy (45), je-li p* TeSenim tlohy (45) a w* := w(p*) Tesi stavovy problém (43)
pro dané p*. I v tomto ptipadé jsou prvky p € U,q po ¢astech konstantni vektorové funkce

na délen{ intervalu (0, L). Lze je tedy opét psit jako vektor p = (pi,...,p,) € R?" kde

pi = plx, = (Ei,v), i = 1,...,r . Podobng, pro p, € Usq je pn = (Puty-- -, Pur) € R*,

kde p,; = p

k, = (Ei,vi), i = 1,...,r. A analogicky, konvergenci v pripustné mnoziné

U,q budeme rozumét konvergenci slozek vektoru posloupnosti {p,}, tedy:

def,

<= Ipn —pllz=o.r))° == 0 (46)
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Déle ukazeme, ze feseni w(p) stavové tlohy (43) spojité zavisi na materidlovém parametru
p € Uuq, nyni pro volbu okrajovych podminek (B2), a tedy prostor V3, viz [62]. Pro zbyvajici
typy okrajovych podminek (B1), (B3) a (B4) lze spojitou zavislost samozrejmé dokazat
také, viz Dodatek 9, Lemma 9.2.

Pfipomenime, ze piipustnd mnozina U,y je ohrani¢end a uzaviena podmnoZina R?", tedy je

to kompaktni mnozina. Pro tplnost si jesté také uvedeme stavovou tlohu pro p, € Uyg:

Pro dané p,, € Uy
najit w(p,) € K takové, ze (47)
ap, (w,v —w) +m, (w,v—w) > L, (v—w), Vv e K,

kde K je dand vztahem (44). Nyni jiz muzeme piistoupit k formulaci spojité zavislosti.

Lemma 4.2. Necht jsou splnény predpoklady (P1), (P2)" a (P3)’. Ddle necht p, € Uy,

n=12... ap€ Uy jsou takové, Ze

pu =2 p o (L2((0, L))"

n—oo

Pak

w
n—00

kde w,, := w(p,), resp. w(p), je resent ulohy (47), resp. (43).

Diikaz. Dikaz tohoto lemmatu je veden obdobné jako dikaz Lemmatu 4.1 v odstavci 4.1.

Nejprve dokézeme, ze posloupnost {w,} je ohranic¢end ve V,. Z (43) vime, zZe
ap,, (W, v — wy) + 7 (W, v —wy) > L, (v—w,) YveK. (48)

Protoze g < 0 na (0, L), je zfejmé, ze 0 € K. Dosadime-li za v = 0 do vztahu (48) obdrzime

nasledujici nerovnost
apn (wn? wn) S apn (wn? wn) + an (wn? wn) S Epn (wn>7 (49>

kde jsme vyuzili toho, ze
L
Ty (W, W) = / E,tb(1—v2) (w)*de >0  VneN.
0
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Analogicky jako v dikazu Lemmatu 4.1 ziskdme nésledujici odhady. Necht P > 0, pak
s ohledem na (184) a (181) dostaneme

L "n\2 L 2 /\2
ap, (Wn, wy,) = /0 E,I(w)) dx—/o P(1—v)(w)) dz >

n n —

2

Y

/OL Bpin I(w!)*dz — P <2£> /OL(UJZ)Q dr — (50)

™
= 2 [lwill§ > ez fJwally,,

L 2
kde ¢ = Epinl — P <2—> > 0 vzhledem k predpokladu (P3)’ s konstantou K = 0.5 a
T

¢ > 0 je konstanta z nerovnosti (181). V pripadé zdporné axidlni sily P < 0, plati vyse

uvedeny odhad automaticky, pficemz co = Epnl > 0. Déle z (49), (50) a odhadu

L) = [ (0= 12)awedz < lgllisgony
plyne, ze posloupnost {w,} je ohrani¢end v prostoru Va. Lze z ni tedy vybrat podposloup-
nost (opét pro jednoduchost znac¢ime stejné) takovou, ze
wp = w  (slabé) ve V5. (51)
Déle ukézeme, ze w je FeSenim tulohy (43). Je zfejmé, Ze konvexni a uzaviend mnozina

K je slabé uzaviena a tedy w € K. Podobné jako v dikazu Lemmatu 4.1 lze ukazat, ze

pro kazdé v € K plati

nggoapn(wn,v) = a,(w,v), Ji_ggoﬁpn(wn,v) = p(w,v) (52)
a
i £,,(0) = £,(0) (53

Z (46) a (51) plyne, ze

T £, () = £y(0). (54
Dale plati
h&g}f%n(wmwn) > a,(w,w), (55)

nebot
lim inf a,, (Wp, wy) = lim inf (ap, (Wn, wy) £ ap(wp, wy,)) >
> lim inf (ap,, (Wn, wy) — ap(wp, wy)) + lim inf ap(Wp, wy,) > ap(w,w).
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Zde jsme vyuzili jednak toho, ze symetricka, V-eliptickd bilinedrni forma a, je slabé zdola

polospojita ve V4 a déle pak, ze z (46) a (51) plyne

lim (ay, (Wn, wy) — ap(wn, wy,)) = 0.

n—oo
Nyni dokazeme, ze plati

lim 7, (W, wy,) = m,(w, w). (56)

n—oo

Miuzeme tedy psat

/OL E,tb(1— V,%)(w:l)4dx _ /OLEtb(l B y2)(w/)4dl” _

[Tpn (W W) — mp(w, )| =

L L L
[ Batb =)y ® [ Eeb (- ) wl)ide — [ Erb(1 - Vz)(w’)4dx’ <
0 0 0

IN

/OL(En 1—-vH—-FE(1 - VQ))tb(w;)“dx’ .

/OL Etb(1—v*)((w)* - (w’)4)dx’ <

< c(|En = Ellz=o.ry) + 1BV = Eav2llz(o.)) [t bllwnllén .0+
L
+ [T (= vl = @) de — 0,
0 n (o.)

kde ¢ > 0 je konstanta, kterou dostdvame uzitim (46), (51), algebraického a topologic-
kého vnofen{ prostoru H?((0,L)) do prostoru C*((0, L)) a Lebesgueovy véty. Ze stavové
tlohy (47) déle plyne

lim sup (ay,, (W, v — wy) + 7p, (Wn, v — wy,)) > limsup £, (v —w,) Yve K.  (57)

n—o00 n—o0

Déle z (53) a (54) dostavame

limsup £, (v —w,) = L,(v—w). (58)

n—oo
Pro levou stranu nerovnosti (57) dostaneme uzitim (52), (55) a (56) néasledujici odhad

lim sup (ap, (W, v — wy,) + 7p, (Wn, v —wy,)) <
n—roo

< limsup ay, (wp, v — w,) + limsup 7, (w,, v — w,) <

n—oo n—oo

< limsup ay, (Wn, v) + lim sup(—a,, (Wn, wy,)) + lim sup m,, (wy,, v) +
n—roo

T n—ooo n—00

+ lim sup(—mp, (W, wy,)) = ap(w,v) — lim inf a, (Wy, wy,) + Tp(w, v —w) <

n—oo

< ay(w,v —w) + mp(w, v — w). (59)
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Z (58) a (59) dale plyne, ze w € K spliluje nerovnost
ap(w,v —w) + mp(w,v —w) > L,(v—w), Yo € K,

tedy, ze w je TeSenim stavové tlohy (43). Protoze tato tloha ma jediné feseni, je ziejmé,
ze cela podposloupnost {w,} slabé konverguje k w v prostoru V5.

K dukazu silné konvergence posloupnosti {w,} k w ve V; staci dokazat, ze

[[wn = w]]* — 0,

n—oo

kde

[w]]? = ay(w,w)
je energeticka norma prostoru V5. Vzhledem k ni je tento prostor uplny. Pak lze psat
0 < [[w, —w]]* = ap(w, —w,w, —w) =
= ap(w, —w,w, —w) — a,, (W, — W, W, — W) + ap, (W, W, — W) — ap, (W, W, —w) <
< ay(w, —w,w, —w) — ap, (W, —w,w, —w) — L, (w—w,) + 7, (W, W —w,)—

— ap, (w,w, —w) — 0,

n—oo
kde jsme pouzili w, — w(p) € Va, pn —> p v (L2((0,L)))* a (48) a (52). O
[ v tomto pripadé lze dokazat, ze pro identifika¢ni tilohu (45) existuje alespon jedno feseni.

Véta 4.4. Necht U,q je pripusind mnozina definovand vztahem (42). Necht plati predpo-
klady (P1), (P2)’, (P3)’ a cenovy funkciondl J splruje (38). Pak identifikacni dloha (45)

md alespon jedno resent.
Diikaz. Necht {p,}, pn € Usq je minimalizujici posloupnost J v pripustné mnoziné U, :

G = inf J(w(p)) = lim J(w(pn)). (60)

pEUyq n—oo

Protoze je mnozina U,,; kompaktni, tak pro kazdou podposloupnost {p, } (pro jednoduchost

pouzivame stejné znaceni) existuje prvek p* € U,q, takovy, ze

pn —> p* v (L2((0,L1)))%

n—oo
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Z Lemmatu 4.2 dale plyne, ze

w(p,) — w(p*) ve Va.

n—oo

Odtud a uzitim (38), (60) déle plyne, ze

G = f J(w(p))=J(wp)) =7,

PEUq

a tedy p* je Tesenim tlohy (45). O

4.3. Identifikace neznamych parametri v kontaktni iloze nosniku
s elasticky deformovatelnym podlozim

V tomto odstavci se budeme zabyvat identifikaci neznamych parametri v kontaktni
uloze nelinearniho Gaova nosniku s elasticky deformovatelnym podlozim. V tomto pripadé
je mozné uvazovat dvé ulohy identifikace, a to identifikaci neznamych materialovych para-
metri Gaova nosniku nebo identifikaci koeficientu tuhosti podlozi. Vzhledem k tomu, Ze,
ze jsme identifikaci neznamych parametrii nosniku tesili jiz v predchozich dvou odstavcich,
zamérime se nyni pouze na ulohu identifikace koeficientu tuhosti podlozi. Predpokladejme
dale, ze Younguv modul pruznosti £ a Poissonova konstanta v jsou konstantni na celém
intervalu (0, L) a ze koeficient tuhosti podlozi je po ¢astech konstantni funkce na daném
déleni intervalu. Konkrétné uvazujme, ze je interval (0, L) rozdélen na s otevienych, vza-

jemné disjunktnich segmentts F;, i = 1,...,stj. ;N F; = 0,Vi # j a (0,L) = U F,.

1w

Pripustnd mnozina U,y je definovana vztahem

Usg = {k€ L=((0,L)): 0 < kpin <k < kpax <00 v (0,L),klp, € Po(F;),i=1,...,s},
(61)
kde kmin, kmax jsou dané konstanty a Py(F;) je mnozina po Castech konstantnich funkei
na Fj. Stavovou tlohu nyni budeme parametrizovat parametrem k € Uy, coz zduraznime

dolnim indexem u prislusné formy, tedy x;. Stavova tloha je tedy tvaru

Pro dané k € U,y
najit w(k) € V takové, ze (62)
a(w,v) + m(w,v) — kk(w,v) = L(v), Yv e V.

S ohledem na vysledky odstavce 3.2 lze zformulovat nasledujici tvrzeni.
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Véta 4.5. Necht plati predpoklady (P1)—(P3), pak ma tloha (62) jediné resent pro libovolny
parametr k € Uyg.

Nyni mizeme zformulovat tlohu identifikace koeficientu tuhosti podlozi uvazované kon-

taktni tlohy:

Najit k* € U,y takové, ze
J(w(k?)) = min J(w(k)), (63)
kde w(k) je FeSenim stavové ulohy (62)

aJ :V — R je cenovy funkcional dany vztahem (40).

Je-li k* fesenim tlohy (63) a w* := w(k*) Fesi stavovy problém (62), pak (k*, w*) nazyvame
optimdlni dvojice tlohy (63). Obdobné jako v predchozich odstavcich 1ze i v tomto pripadé
kazdou funkci k € U,q pséat jako vektor k = (ky,...,ks) € R® k; = k|p, i = 1,...,s.

Konvergenci v pripustné mnoziné U,y definujeme také obdobné:

def. .
kn n_>—0>0 k <~ (km n_>—0>0 k,) Vi = 1, o, S < ||/€n — k||Loo((07L)) n_>—0>0 O, (64)

kde Ky = (kn,... kns) € RS, ki = ki

stavové tlohy (62) spojité zavisi na koeficientu tuhosti podlozi k& € U,4, a to opét pro volbu

F, © = 1,...,s. Dale ukdzeme, ze feseni w(k)

okrajovych podminek (B2). Pro zbyvajici typy okrajovych podminek (B1), (B3) a (B4) Ize
spojitou zavislost samoztejmé dokazat také, viz Dodatek 9, Lemma 9.3.
Je ziejmé, ze U,y je opét ohranicena a uzaviena podmnozina v R®, tedy je kompaktni.
Pro uplnost jesté zformulujme stavovou tlohu pro k, € Uyg:
Pro dané k,, € U,q
najit w(k,) € V; takové, ze (65)
a(w,v) + m(w,v) — kg, (w,v) = L(v), Yo € Vs.
Nyni jiz mizeme pristoupit k formulaci spojité zavislosti.

Lemma 4.3. Necht jsou splnény predpoklady (P1)—(P3). Ddle necht ky, € Ugq, n = 1,2, ...
a k € Uyq jsou takové, Ze
k, — kv L*>((0,L)). (66)

Pak
Wp —2 w(k) € Vs,

kde w,, := w(ky,), resp. w(k), je resent ulohy (65), resp. (62).
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Diikaz. Dikaz tohoto lemmatu lze provést analogicky jako dikazy Lemmat 4.1 a 4.2. Proto
uvedeme pouze stézejni ¢asti dukazu. Nejprve je tieba dokéazat, ze posloupnost {w,} je

ohrani¢ena ve Va. Ze stavové tlohy (65) plyne
a(Wp, Wy) + T( W, Wy) — K, (Wh, W) = L(wy,). (67)
Pritom analogicky jako v Lemmatu 4.2. 1ze v ptipadé, ze P > 0 s ohledem na (184) psat

a(wy, wy,) = /OLE[(wZ)de— /OLP(I — ) (w))?dz >

n -

> /OLEJ(w;;)2dx . <%>2/0L(w;;)2dx - (68)

= e |walf, > cex fJwally,,

L 2
kde o = EI — P <2—> > 0 vzhledem k predpokladu (P3)’ s konstantou K = 0.5 a
T

¢ > 0 je konstanta z nerovnosti (181). V pripadé zdporné axidlni sily P < 0, plati vyse
uvedeny odhad automaticky, pricemz ¢ = Ey;, ] > 0. Déle lze dokazat, ze w(w,,, w,) >0
a K, (W, w,) < 0 pro kazdé n € N, pricemz jsme vyuzili toho, Ze g < 0 na intervalu (0, L).
Odtud, z (33), (68) a (67) dostavame:

ECQHUJHH%/Q < a(wn7wn> <
< a(wn, wn) + T (Wn, wn) — fik, (W, wn) = L(wa) < llallzzo.r)-

Tedy posloupnost {w,} je ohranic¢ena ve Vi, tudiz existuje jeji podposloupnost {w,}

(pro prehlednost znac¢ime stejnym symbolem) a prvek w € V; takovy, ze
Wp = W Ve V5. (69)
Abychom déle dokézali, ze w je Tesenim stavové tlohy (62) je potfeba dokazat, ze
Kk (Wny 0) — kp(w,v) Vv € V. (70)

To je dusledkem (64), (69) a Lebesgueovy véty. Limitnim prechodem pro n — oo v (65),
uzitim (52) a (70) dostaneme, ze w = w(k) je Fesenim tlohy (62) a Ze nejen podposloupnost,
ale 1 celd posloupnost {w,}, konverguje slabé k w. Silnou konvergenci {w, } k w ve V, lze

dokazat analogicky jako v dikazu Lemmatu 4.1. O
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Jako diusledek pravé dokdzaného lemmatu dostavame nasledujici existencni vétu.

Véta 4.6. Necht U, je pripustnd mnoZina definovand vztahem (61). Necht plati pred-
poklady (P1)—(P3) a cenovy funkciondl J spliuje (38). Pak identifikacni tiloha (63) md

alespon jedno resent.

Diikaz. Dukaz lze provést analogicky jako dikaz Véty 4.2 resp. 4.4. O
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5. Diskretizace a konvergenc¢ni analyza

Ulohy identifikace nezndmych parametri, které jsme zformulovali v predchozi kapi-
tole, nelze exaktné vytesit. Proto pouzijeme aproximaci ilohy metodou konecnych prvki.

Uvazujme, ze je dano ekvidistantni déleni
Dy : 0= x(()t) < x(lt) < ... < xit) = L,

intervalu (0, L) na t podintervali Z; = (xg?l,xgt)> délky h; = xgt) - xg?l, j=1--,t

a necht h := ,mlaxt{hj}. Predpokladejme také, ze déleni D), je konzistentni s délenim
J=150

nosniku {K;} nebo podlozi {F;} pro libovolné h > 0. Tedy, ze hranice K;, : = 1,...,r a
F,i=1,...,s patii do Dy pro kazdé h > 0. Déle predpokladejme, ze existuje konstanta
B > 0, kterd nezavisi na diskretiza¢nim parametru h, takova, ze h/h; < 3, 5 =1,--- ,t.

Dale definujme diskrétni prostory

Vi ={vn € CH((0,L)) : onlz, € P3(Z;), 5 = 1,1, vn(0) = wy(L) = 0},

Vi ={on € C'((0, L)) s wnlz; € P3(Zy), 5 = 1., t, vn(0) = v,(0) = w(L) = v,(L) = O},
Vi ={u, € C'({0, L)) : vz, € P5(Z;), = 1,...,t, vu(0) = v},(0) = vn(L) = 0},

Vit = {vn € C'({0, L)) : vz, € P5(Z;), 5 = 1,...,t, va(0) = v},(0) = 0},

kde P3(Z;) je prostor kubickych polynomi definovanych na Z;, j = 1,---,t. Pritom je
Vic Viproi=1,---,4. Pro libovolné h > 0 déle plati
dimV}' =2¢t, dimV? =2(t — 1), dimV;? =2t —1, dimV; =2t

V pripadech, kdy nebudou okrajové podminky jasné specifikovany, budeme pouzivat jed-

notné oznaceni V, C V a dimV} = N.

5.1. Diskretizace tlohy identifikace pro ohyb nosniku

Nejprve se budeme zabyvat diskretizaci tlohy identifikace neznamych parametri v tiloze
prihybu nosniku (23) a budeme uvazovat okrajové podminky (B1), a tedy prostor V;.
Protoze pripustnd mnozina U,y definovand vztahem (21) je sama o sobé diskrétni mnozinou,

neni tieba provadeét jeji diskretizaci.
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Nejprve si uvedme pro dané h > 0 diskretizaci stavové tlohy (22):

Pro danép € U,y
najit wy, := wy,(p) € V; takové, Ze (71)
ap(wp, vp) + mp(wp, vy) = L, (vp), Vo, € Vi

nebo ekvivalentné

Najit w, € V! : Tg(wy) = min Hg(vy),
'UhEV}}

pricemz funkciondl Il je definovan vztahem (9). S ohledem na tvrzeni Véty 4.1 lze formu-
lovat tvrzeni o existenci jediného feseni tlohy (71).

Véta 5.1. Nechl jsou splnény predpoklady (P1), (P2) a (P3)’. Pak tloha (71) md jediné

resent pro libovolné p € Uyq a h > 0.

Diskretizaci dlohy (23) pro dané h > 0 dostaneme

Najit p* € U,qtakové, ze
J(wn(p")) = min J(wn(p)), (72)
kde wp(p) je FeSenim stavové ulohy (71)

aJ :V — R je cenovy funkcional dany vztahem (40).

Analogicky jako v kapitole 4.1 lze zformulovat tvrzeni o existenci alespon jednoho feseni
ulohy (72).

Véta 5.2. Necht U,y je pripustnd mnozina definovand vztahem (21), necht jsou splnény
predpoklady (P1), (P2)" a (P3)” a cenovy funkciondl J spliuje (38). Pak identifikacni dloha

(72) md alesponi jedno reseni pro kazdé h > 0.
Diikaz. Dikaz této véty lze provést podobnym zptsobem jako dikaz Véty 4.2. O

Déle se podivdme na vztah tlohy identifikace (23) a jeji diskretizace (72) pro h — 0+.
Budeme pouzivat znaceni p”, abychom zdtraznili, ze p" € U,q je uvazovano ve stavové
tiloze s danym p := p". Piipomeiime také, Ze pifpustnd mnozina U,y na diskretizacnim

parametru h nezavisi. Tedy pro dané h > 0 uvazujeme stavovou tlohu

Pro danép” € U,y
najit wy, := wy,(p") € Vil takové, ze (73)
apn (Wh, ) + Tpn (Wi, va) = Lon(vp), Vo, € VL.
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A obdobné tlohu identifikace

Najit p** € U,q, takové, Ze
*h _ : h
J(wn(p™)) = nin J(wn(p")), (74)

ad

kde wy,(p") je FeSenfm stavové tilohy (73).

Pro porozuméni vzajemného vztahu uloh (23) a (72) je dulezité nédsledujici lemma.

Lemma 5.1. Necht jsou splnény predpoklady (P1), (P2)" a (P3)’. Ddle necht {p"} C U

je takovd posloupnost, Ze p* — p € U,q. Pak
h—0+

w, — w wve Vi,
h—0t+

kde wy, := wy,(p"), resp. w := w(p), je vesend tilohy (73), resp. (22).

Diikaz. Dikaz tohoto lemmatu lze provést obdobné jako ditkaz Lemmatu 4.1. Protoze po-
sloupnost {wy,(p")} je ohrani¢end v prostoru V;, existuje vybrand podposloupnost {wy,(p")}

(znacime opét stejné) takova, ze

wp(p") — wve Vi, (75)

h—0*+

Necht ¥ € V je libovolné, ale pevné. Pak existuje posloupnost {v,}, 7, € Vil, Vh > 0

takova, ze

v, — T veV, (76)

coZ plyne z toho, Ze systém diskrétnich prostorti {V;1}, h > 0, je husty ve V. Ze stavové
tlohy (73) méme

Qph (wh, Uh) + Tpn (wh, Uh) = Eph (Uhn).
Odtud limitnim pfechodem pro h — 0+ a uzitim (75) a (76) dostavame

a(w,?7) + m(w,v) = L(T), YveW.

Dokézali jsme tedy, ze w := w(p) je feSenim tlohy (22) a Ze celd posloupnost {wy,(p")} slabé

konverguje k w ve V. Silné konvergence se dokaze analogicky jako v Lemmatu 4.1. O
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Je-li p* € U,q Teseni ulohy (23) a w(p*) fesi tlohu (22), pak dvojici (p*, w(p*)) nazyvame
optimalni dvojici tlohy (23). Stejné konvence se budeme také drzet také v pripadé diskrétni

tlohy, tj. (p**,w}) nazveme optimélni dvojici tlohy (74).

Nyni muzeme pristoupit k hlavnimu tvrzeni tohoto odstavce, a to je konvergencni véta.

Pro jednoduchost budeme posloupnost a podposloupnost znacit stejné.

Véta 5.3. Necht jsou splnény predpoklady (P1), (P2), (P3)” a (38). Ddle necht {(p*", w})},
wi = wy(p*") je posloupnost optimdlnich dvojic diskrétni dlohy (74), h — 0%. Pak existuje
podposloupnost {(p™, w;)} takovd, e

Pt — pt o (L2((0, 1)), wy —> w(p®) ve W, (77)
h—0t+

h—0t+

kde (p*,w(p*)) je optimdlni dvojice ilohy (23). Kromé toho kazdy hromadny bod posloup-

nosti {(p*", wi)} ve smyslu (77) md tuto vlastnost.

Diikaz. Existence podposloupnosti {p™, w*} spliujici (77) je zfejma z diivodu kompakt-
nosti pripustné mnoziny U,q a toho, ze

*h *
>h$ UJ(p ) ve ‘/17

wn(p
coz plyne z Lemmatu 5.1. Necht p € U,q4 je libovolné, ale pevné. Vime, ze

wy(p) — w(p) ve V.

Navic z definice tlohy (74) plyne

J(wn(p™)) < J(wn(p))

a ze spojitosti funkcionalu J ve Vi dostaneme

tedy, ze (p*,w(p*)) je optimalni dvojice ulohy (23). Z dikazu je ziejmé, ze kazdy jiny
hromadny bod posloupnosti {p*", w;} je také optiméalni dvojicf tlohy (23). O
S ohledem na odstavec 4.1 a Lemma 9.1 lze platnost tvrzeni tohoto odstavce samoziejmé
dokézat i pro ostatni typy okrajovych podminek (B2), (B3) a (B4).
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5.2. Diskretizace tlohy identifikace v kontaktni tiloze s dokonale
tuhym podlozim

Nyni se budeme vénovat diskretizaci tlohy identifikace nezndmych parametria v kon-
taktni tloze (45) nosniku s dokonale tuhym podlozim s okrajovymi podminkami (B2).
I v tomto pripadé je pfipustnd mnozina U,y definovand vztahem (42) diskrétni mnozinou.
Zbyva tedy diskretizovat mnozinu K definovanou vztahem (15). Necht tedy Kj C V2,
h — 0% jsou uzaviené, konvexni podmnoZiny, které nemusi byt nutné podmnoZinami mno-

ziny K definované vztahem

Ky = {on € Vi s op(@) > g(@l), vj=1,-- [t — 1}, (78)

J J

kde x(lt), . ,xit_)l jsou uzlové body déleni Dj,. Diskretizace stavové tlohy (43) pro dané

h > 0 je tvaru

Pro danép € U,y
najit wy, := wy(p) € K, takové, ze (79)
ap(wp, vy, — wp) + Tp(wh, v, — wp) > Ly(vy, — wp), Yoy, € K.

Ekvivalentné lze tlohu formulovat jako minimalizaci cenového funkcionalu Il , definova-

ného vztahem (9), na konvexni mnoziné Kj,:

Naﬁt wy, € K, : Hg(’wh) = min Hg(’Uh).
v, €K}

Analogicky jako v odstavci 4.2 1ze zformulovat vétu o existenci jediného feseni.

Véta 5.4. Nechl jsou splnény predpoklady (P1), (P2)" a (P3)’. Pak tloha (79) md jediné

resent wy, € Ky pro libovolné p € Uyq a h > 0.

Diskretizaci tlohy identifikace (45) budeme pro dané h > 0 rozumét tlohu

Najit p* € U,q, takové, ze
J(wn(p")) = min J(wn(p)), (50)
kde wp(p) je FeSenim stavové ulohy (79)

aJ :V — R je cenovy funkcional dany vztahem (40).
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Na zakladé vysledki odstavce 4.2 1ze zformulovat nasledujici vétu.

Véta 5.5. Necht U,y je pripusind mnozina definovand vztahem (42). Necht plati predpo-
klady (P1), (P2)’, (P3)’ a cenovy funkciondl J splruje (38). Pak identifikacni iloha (80)

md alespon jedno reseni pro kazZdé h > 0.
Diikaz. Tvrzeni se dokéze analogicky jako tvrzeni Véty 4.4. O

Nyn{ se zaméfime na vztah feseni tlohy (45) a (80) pro h — 0". K tomu budeme potrebovat

nasledujici lemma.
Lemma 5.2. Plati:
- systém {Kp}, h — 0+ je husty v K v normé prostoru V., tj.

Yo e K, Ve >0 Juy € K3, Ky € {Ky} takové, Ze |[v —vz|ly <e, (81)

- jestlize vy, — v ve V, v, € Ky, YVh >0, pakv € K. (82)

h—0

Diikaz. Necht v € K. Nejprve predpokladejme, ze v > g na celém intervalu (0, L). Protoze
jsou obé funkce v i g na intervalu (0, L) spojité, existuje d—okoli Os([v]) grafu [v], § > 0,
funkce v takové, ze Os([v]) N [g] = 0. Protoze je prostor C§°((0, L)) husty ve V, existuje
posloupnost {v,}, v, € C§°((0, L)) takova, ze

v, — v ve V.
—00

n

Odtud a ze spojitého vnoreni prostoru V' do Cy((0, L)) pak dostavame:

v, = v na(0,L). (83)
n—oo
Necht € > 0 je libovolné malé. Z (83) je ziejmé, Ze existuje vy € {v,} takové, ze jeho graf

lezi v Os([v]) tak, ze vy € K a

3
v —vzllv < 3. (84)

[\

Necht rpv7 € Vj, je Hermitova interpolace vz, tedy rpvs € Kj. Navic vime, viz [1], ze plati
nerovnost
|va —rvally < chllvallmso.r),
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kde ¢ > 0 a norma ||vg||gs(o,zy) nezavisi na diskretizacnim parametru h. Tudiz existuje

ho > 0 takové, ze

™

lvr —mvsllvy < 5 a g € Ky, Vh < hy. (85)

[\

Déle z (84), (85) a trojuhelnikové nerovnosti plyne
o —rpvally < e

za predpokladu, 7e A > 0 je dostatené malé. Nyni necht v € K je takové, ze v > ¢
na intervalu (0, L). Ze spojitosti funkci v, g, okrajovych podminek kladenych na v a funkci
g < 0mna (0, L) je zfejmé, ze v > g na okoli I, resp. I5, krajnich bodu x = 0, resp. x = L.
Oznac¢me P = I; U 5. Necht ¢ € C§°((0, L)) je takova funkce, ze pro ni plati p(z) =0
Ve € P a p(x) >0 Ve € (0, L)\P. Dale pro libovolné 6 > 0 definujme vy = v + .
Je ziejmé, ze vp(z) = v(z) > g(z) Vo € P a vy(x) > g(x) Yo € (0,L)\P, tj. vg > g
na intervalu (0, L) a
o —wellv = Bllellv-
Tudiz pro libovolné € > 0 existuje € > 0 takové, ze

€
lo = vollv < 3.

[\

Déle bychom postupovali obdobnym zptusobem jako vyse pro vy > g na intervalu (0, L).
Tim se dokdze tvrzeni (81).

Zbyva tedy dokazat tvrzeni (82). Necht vy, — vveV, v, € Ky, Vh > 0. Protoze je

h—0

prostor V' kompaktné vnoren do prostoru spojitych funkei C' ({0, L)) dostavame, ze

vy, = v na(0,L). (86)
h—0+

Chceme dokézat, ze v € K. Predpokladejme opak, tedy ze v ¢ K, tj. existuje T € (0, L)
takové, ze v(T) < g(T). Ze spojitosti funkei v a g pak plyne, ze existuje § > 0 takové, ze

v(z) < g(x) Va e OsT), (87)

kde Os(T) je d-okoli bodu T. ProtoZze norma déleni Dj jde limitné k 0, existuje A > 0

dostatecné malé a uzlovy bod xf) € Os(7) takovy, ze vﬁ(l’f)) < g(l’f)), coz plyne z (86) a

(87). To je ovsem ve sporu s predpokladem, ze vy € K7. Tedy v > gna (0, L), tj.v € K. O
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Doposud jsme uvazovali pevny diskretizac¢ni parametr h > 0. Nyni budeme predpokladat,
Ze h — 01, Pfipomertime, Ze tento parametr je vizany na konecné dimenziondlni prostor V4,
nikoli na pripustnou mnozinu U,4, ktera je i v tomto pripadé diskrétni. Na druhou stranu
by méla byt volba konkrétniho parametru p € U,; v diskretizované tloze néjak oznacena.

Pro dané h > 0 budeme tedy uvazovat diskretizovanou stavovou tlohu ve tvaru

Pro danép” € U,y
najit wy, := wy(p") € K, takové, Ze (88)
ph (W, Uy — Wh) + Tpn (W, v, — wp) 2> Lon (v — wy), Yoy, € K.

Podobné pro dané h > 0 je identifikac¢ni tloha tvaru

Najit p** € U,q, takové, Ze
J(wn(p™)) = min J(wy(p")),
P EUad

(89)
kde wy,(p") je fesenim stavové tilohy (88)

aJ :V — R je cenovy funkcional dany vztahem (40).

Pro porozuméni vzajemného vztahu uloh (45) a (89) je dulezité nédsledujici lemma.

Lemma 5.3. Necht jsou splnény predpoklady (P1), (P2)’, (P3)" a necht {p"} C U,y je
takovd posloupnost, Ze p" — p € U,q. Pak
h—0+

w, — w ve Vs,
h—07F

kde wy, := wy,(p"), resp. w := w(p), je vesend tilohy (88), resp. (43).

Diikaz. Analogicky jako v dikazu Lemmatu 4.2. 1ze dokédzat, ze posloupnost {wy,} je ohra-
nicena ve V5. Tudiz z ni 1ze vybrat slabé konvergentni podposloupnost (opét pro prehlednost

pouzijeme stejné znaceni {wy,}) takovou, ze

wy, h:ﬁ w ve V. (90)

Pak z (82) plyne, ze w € K. Dale ukdzeme, Ze w je TeSsenim stavové tlohy (43). Necht

7 € K je libovolné a necht posloupnost {7}, 7, € K}, je takova, ze

U v . 1
Uh — Dve Vs (91)
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Existence takové posloupnosti plyne z (81). Z diskrétni stavové tlohy (88) mame
Qph (wh,Uh — wh) + Tpn (wh,Uh — wh) > Eph (Uh — wh).

Odtud pak limitnim pfechodem pro h — 0+ a uzitim (90) a (91) dostavame

hli}%l_‘_ aph (Wh, Tp) = ap(w, ), hl_i}%l_‘_ Tph (Wh, Tp) = T, (w, D) (92)
a
hli}%l_‘_ Lo (T —wy) = Lp(T —w). (93)

Z (92), (93) a uzitim dukazu Lemmatu 4.2 lze déle dokazat

h;fgéﬂf apn (Wp, wp) > ap(w,w) a hli}%l_‘_ Tph (Wh, wp) = Tp(w, w).

Analogicky jako v dikazu Lemmatu 4.2 1ze také dokazat, ze
ap(w, 7 —w) + mp(w, 7 —w) > L,(T —w),
tedy, Zze w je TeSenim tlohy (43). Protoze ma tato uloha jediné Teseni, je ziejmé, Ze celd
posloupnost {wy,} konverguje slabé k w ve V,. Nyni zbyva ukazat, ze wy, T wy normé
—

prostoru V;. Z predpokladu (81) plyne, ze existuje posloupnost {w,}, w, € K, YVh > 0
takova, ze

w, — w ve Vs
h—0t

Protoze je bilinearni forma a,, pro p € U,q4, stejnomérné V—eliptickd na pfipustné mno-

ziné U,q, existuje konstanta o > 0 nezavisla na parametru p € U,y takova, ze plati nerovnost
a||wh — wh||%/2 < T ph (wh,wh — wh) — Eph (wh — wh) — Qph (wh,wh — wh), (94)
pricemz jsme také vyuzili (88). Z (90), (94) a toho, ze

P — p v (L2((0, L))

h—0t

plyne, ze prava strana nerovnosti (94) konverguje k 0. Tudiz
||wh — wh||v2 — 0+.

Odtud a z trojuhelnikové nerovnosti ihned plyne tvrzeni lemmatu. O
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Na zakladé predchoziho lemmatu 1ze dokézat nasledujici tvrzeni. Pro jednoduchost budeme

posloupnost a podposloupnost znacit opét stejné.

Véta 5.6. Necht jsou splnény predpoklady (P1), (P2), (P3)” a (38). Ddle necht {(p*" w})},

w; = wy(p™) je posloupnost optimdlnich dvojic diskrétni stavové tilohy (89), h — 0%. Pak

existuje podposloupnost {(p*, w;)} takovd, Ze

P p o (L2((0,0)))%, wy —> w(p’) ve Va, (95)

h—0+ h—0+

kde (p*,w(p*)) je optimdlni dvojici ulohy (45). Kromé toho kazdy hromadny bod posloup-

nosti {(p*", wi)} ve smyslu (95) md tuto vlastnost.

Diikaz. Necht {p**} je posloupnost fegeni tlohy (80), h — 0+. Z kompaktnosti piipustné

mnoziny U,q v prostoru (L>((0,L)))? plyne existence podposloupnosti {p*"} takové, ze

P — pt v (L2((0, L))

h—0t+

Déle podle Lemmatu 5.3 je

wp(p™) — w(p*) ve Va. (96)

h—0t+

Necht p € U, je libovolny pevné zvoleny parametr. Z definice tlohy (80) mame

J(wn(p™)) < J(wn(p)).

Limitnim prechodem pro h — 0+, ze spojitosti funkcionalu J, (96) a skutecnosti, ze

wp (D) o w(p) ve Vo dostaneme nerovnost

ktera dokazuje tvrzeni. O

S ohledem na odstavec 4.2 a Lemma 9.2 lze platnost tvrzeni tohoto odstavce samoziejmé

dokézat i pro ostatni typy okrajovych podminek (B1), (B3) a (B4).
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5.3. Diskretizace ulohy identifikace v kontaktni tloze s elasticky
deformovatelnym podlozim

Nynise budeme vénovat diskretizaci tilohy identifikace koeficientu tuhosti podlozi v kon-
taktni tloze nosniku s deformovatelnym podlozim (63) s okrajovymi podminkami (B2).
Ptipustnd mnozina U,y definovand vztahem (61) je i v tomto piipadé diskrétni mnozinou.
Uvazujme dale pro dané h > 0 diskrétn{ prostor V2 C V. PFislusnd diskretizace stavové

tlohy (62) je tvaru

Prodané k € U,y
najit wy, 1= wy(k) € V;? takové, ze (97)
a(wp, vp) + m(wp, v) — Kk (w, vy) = L(vg), Yo, € V2.

Ekvivalentné lze ulohu (97) zformulovat jako minimalizaci cenového funkcionalu ve tvaru

Najit w, € V2 :  II(w,) = min (vy),

Vp, EV}?

pricemz funkciondl II(v) je definovan vztahem (20). Analogicky jako v odstavci 4.3 lze

zformulovat vétu o existenci jediného reseni.

Véta 5.7. Necht jsou splnény predpoklady (P1)—(P3). Pak tloha (97) md jediné reseni
pro libovolné k € U,y a h > 0.

Diskretizaci tlohy (63) budeme pro dané h > 0 rozumét tlohu

Najit k* € U,y, takové, ze
J(wn(k*)) = min J(wn(k)),

kde wp(k) je Tesenim stavové tulohy (97)
aJ :V — R je cenovy funkcional dany vztahem (40).

Véta 5.8. Necht U,y je pripustnd mnozina definovand vztahem (61), necht jsou splnény
predpoklady (P1)—(P3) a cenovy funkciondl J spliuje (38). Pak tdloha (98) md pro kazdé

h > 0 alespon jedno resen.

Diikaz. Dikaz lze provést analogicky jako diukaz Véty 4.2 resp. 4.4. O
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Nyni budeme opét zkoumat vzajemny vztah feSeni tloh (63) a dlohy (98) pro h — 0.
Stejné jako v predchozi kapitole budeme i zde parametr k € U,y v diskrétni varianté stavové

tlohy (97) znacit jako k. Tedy pro dané h > 0 uvazujeme stavovou tilohu ve tvaru

Pro dané k" € U,y
najit wy, 1= wy, (k") € V;2 takové, Ze (99)

a(wp, vp) + (W, vy) — Kgr(Wh, v) = L(vp), Yoy, € V2.
Podobné pro dané h > 0 je diskretizovana tloha identifikace tvaru

Najit k*" € U,q, takové, Ze

*h _ : h
Jn(k™) = ain Ty (), .
kde wy, (k") je Fesenim stavové tlohy (99)

aJ :V — R je cenovy funkcional dany vztahem (40).

Analogicky jako v predchozich odstavcich zformulujeme lemma tykajici se Teseni stavové

ulohy a jeji diskretizace.
Lemma 5.4. Necht jsou splnény predpoklady (P1)-(P3) a {k"} C U,q, k € Uuq je takovd

posloupnost, ze k" — k € L>((0,L)). Pak
h—0+

w, — w ve Vi,
h—0+

kde wy, := wy,(k"), resp. w := w(k), je resend tilohy (99), resp. (62).

Diikaz. Postupujeme analogicky jako v dikazu Lemmatu 4.3. Lze tedy dokéazat, ze po-

sloupnost {wy,(k")} je ohrani¢end ve V. TudiZ existuje slabé konvergentni podposloupnost

wy, (k") — w ve Vs (101)

h—0

Necht © € V5 je libovolné, ale pevné zvolené. Protoze systém {V;2}, h — 0+ je husty ve V5,

existuje posloupnost {v,,}, 7, € V2 takova, Ze
Uy, — U ve Va. (102)
Z definice stavové tlohy (99) plyne, ze

a(wh,@h) + T(wh,Uh) — Kgh (wh,Uh) = E(@h>

52



Odtud limitnim pfechodem pro h — 0+ a vyuzitim (101), (102) a k* — kv L>((0,L))

h—0t+

obdrzime

a(w,v) + m(w, ) — ke(w,v) = L(7).

Tedy w := w(k) je Tesenim stavové tlohy (62). Protoze je toto feseni urceno jednozna¢né,
je ziejmé, Ze i celd posloupnost {wy,(k")} konverguje slabé k w ve Va. Silnou konvergenci

dokazeme stejnym zptisobem jako v dikazu Lemmatu 4.1. O

Nyni mtuzeme analogicky jako v predchozich odstavcich pristoupit k formulaci konvergenéni

véty. I zde budeme pro jednoduchost posloupnost a podposloupnost znacit stejné.

Véta 5.9. Necht jsou spinény predpoklady (P1)—(P3) a (38). Ddle necht {(k*", w;)}, w; =
wy, (k) je posloupnost optimdlnich dvojic diskrétni tilohy (100), h — 0%. Pak existuje
podposloupnost {(k*",w;)} takovd, Ze

Bt — k* o L°((0,L)), w; — w(k*) ve Vi, (103)

h—07F h—0t+

kde (k*,w(k*)) je optimdlni dvojici ilohy (63). Kromé toho kazdy hromadny bod posloup-

nosti {(k*", w;)} ve smyslu (103) md tuto vlastnost.

Diikaz. Protoze je pripustnd mnozina U,y kompaktni v prostoru L*>°((0, L)) vime, Ze exis-

tuje podposloupnost {k*"} takova, Ze

K s k" v L((0,1)).

h—0t+

Navic z Lemmatu 5.4 plyne

wy (k™) o w(k™) ve Va.

Déle necht k € Uy je libovolné ale pevné zvolené. Z definice tilohy identifikace (98) plyne,
ze J(wy(p™) < J(wy(p)). Zbytek diikazu se vede stejné jako v dikaze Véty 5.6. O

S ohledem na odstavec 4.3 a Lemma 9.3 lze platnost tvrzeni tohoto odstavce samoziejmé

dokézat i pro ostatni typy okrajovych podminek (B1), (B3) a (B4).
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6. Algebraicka formulace identifikacnich dloh

V této kapitole se budeme zabyvat maticovou resp. algebraickou formulaci diskrétnich
uloh identifikace (72), (80) a (98) pouzitim metody kone¢nych prvki. Pro vSechny stu-
dované ulohy budeme uvazovat cenovy funkcional J definovany v (40), jehoz algebraicka

reprezentace je
1 T N m
j(w)zﬁ(SW—z) (Sw—1z), weR" zecR™ (104)

kde matice S reprezentuje operator restrikce z RN do R™ a z = (21,...,2,)" je vektor

danych, napriklad namérenych, hodnot.

6.1. Algebraicka formulace dlohy identifikace pro ohyb

Pripomenme, ze p := (E,v) € Uy, je po ¢éastech konstantni vektorova funkce na inter-
valu (0, L). Lze ji tedy psat jako vektor p = (p1,---,p2r)" € R?", pro jehoZ komponenty
plati po; 1 = E; := Elk, a po; = v; == V|g,, i = 1,--- ,r. Podobné pfipustnou mnozinu U,

definovanou vztahem (21) lze psat jako kompaktni mnozinu U C R ve tvaru:
U = {p = (plv' te 7p2r>T € R2T | 0< Emin §p2i—1 < Emax < 00,
OSin §O5, 1= 1,...,7‘}. (105)

Protoze ma prostor V}, konecnou dimenzi, lze kazdou funkci v, € V), psat ve tvaru linearni

kombinace bazovych funkci, tedy jako

vp(T) = Zl v; (),

kde dim(V},) = N, ¢; jsou bazové funkce prostoru V;, av; € R, i =1,..., N.
Diskretizovand stavova uloha (71) vede na systém nelinearnich algebraickych rovnic
Pro dané p € U,

najit w := w(p) € RY takové, ze (106)
(I Ki(p) — P Ka(p)) w + Ks(p,w)w = q(p),

kde w € RY je vektor jehoz slozky w; jsou koeficienty linearni kombinace bazovych

funkei, pficemz se jednd vlastné o hodnoty wy a wj v uzlovych bodech déleni Dj,. Déle
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pak (I Ki(p) — PKa(p))w, Ks(p,w)w a q(p) je postupné algebraické vyjadreni forem
a,(wp, vp), Tp(wn, vp) a Ly(vy). Matice Kq(p), Kao(p) a vektor q(p) jsou pro p € U defi-

nované nasledovné,[63], [64]:

Ki(p) = (k) (P) -1, k)= [ Bl ) dr
Ka(p) = (k) ()2 kﬁ@z/ruﬂﬂﬁw@@ma (107)
a(p) = (@GP, wp) = [ (1=r)al) eio) dr,

pricemz M;; = supp ¢; N supp ¢;. Matice K;(p) a Ka(p) jsou pocitany exaktné, zatimco
vektor q(p) pocitame slozenym lichobéznikovym pravidlem. Pro algebraické vyjadieni ne-

linedrniho formy m,(wp, vs), definujme zobrazeni{ 7 : U x RY x RY — R predpisem
L
w(p,w,v) = tb/ E(1 —v*)(w),)?v, do =

=1b Z w,vj/ (1 —v?)(wy,) ¢y da = w' Ks(p, w)v,

1,5=1

kde

Klp.w) = (K ow) . KD pow) = 6 [ B0-0) (wh () el e (108)

7.7:

Pro samotny vypocet nelinedrni matice Ks(p, w) pouzijeme slozené lichobéznikové pravi-
dlo. Nyni mtzeme prikrocit k algebraické formulaci tlohy identifikace pro prihyb neline-

arntho Gaova nosniku, ktera je v tomto pripadé dana tvarem

Najit p* € U takové, ze
J(w(p)) = minJ(w(p)),
peU
kde w(p) je fesenim (106)
aJ :RY — R je funkce dand vztahem (104).

(109)

2. Algebraicka formulace tlohy identifikace pro kontakt s doko-
nale tuhym podlozim

Analogicky jako v predchozim odstavci zavedeme nyni algebraickou formulaci tlohy

identifikace kontaktni tlohy s dokonale tuhym podlozim. Pfipomenme, ze i v této casti
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prace je p := (E,v) € Uy po Castech konstantni vektorova funkce a lze ji tedy psat jako

T ¢ R, piitemz pro jeho slozky plati py; 1 = E; := F

vektor p = (p1, -, por)

P2 = Vi =V

K;»

K, © = 1,--+ r. Pfipustnou mnozinu U,; definovanou vztahem (42) lze

chépat jako kompaktni mnozinu U C R?" ve tvaru:

U= {p=@{p,,p) €ER|0< Enin < pai-1 < Epax < 00,
0<py <05 i=1...,r} (110)
Daéle si uvedeme algebraicky tvar mnoziny Kj, ktery je dan ve tvaru:
K = {veR": Bv>g},

-
kde g = <g(1’(1t)), ce g(xit_)l)> je vektor funkénich hodnot funkce g ve vnitinich bodech

déleni intervalu Dj. Matice B € RN piedstavuje zobrazeni z RY na RE-D | které

vybere funkéni hodnoty Uh(xgt)), i=1,...,t—1zvektoruv € RV. Pfitom slozky v; tohoto
vektoru jsou vlastné hodnoty vy, a v}, v uzlovych bodech déleni Dy, tedy v = (v1,...,vn) ",
Vi1 = vp(z), v = vy (2, i=1,...,t—1

Diskretizovand stavova ulohy (79) vede na systém nelinearnich algebraickych nerovnic

Pro dané p € U,
najit w := w(p) € K takové, ze Vv € K plati (111)
w' (1K (p) — PKy(p)) (v —w) + W K3(p,w)(v—w) > q'(p)(v—w),

kde w' (I K;(p) — P Ky(p)) (v — w), w' K3(p,w)(v — w), q' (p)(v — w) je postupné
algebraické vyjadreni forem a,(wp, vy, —wp), T (wWh, vy, — wp) & Ly(vy, —wy). Matice K (p),
Ks(p) a vektor q(p) pro p € U jsou definované vztahy (107) uvedenych v predchozim
odstavci. Matice Ksz(p, w) je definovana vztahem (108). K jejimu vypoctu a k vypoctu

q(p) pouzijeme slozené lichobéznikového pravidlo.

Na zakladé vysSe uvedeného lze nyni zformulovat maticovou formulaci tlohy identifikace

pro kontaktni tlohu nosniku s dokonale tuhym podlozim. Ta méa nésledujici podobu

Najit p* € U takové, ze

J(w(p®)) = minJ(w(p)),

kde w(p) € K je fesenim (111)

aJ :RY — R je funkce dand vztahem (104).

(112)
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Tato tloha vsak predstavuje nehladky optimalizacni problém, [19], nebof minimalizovana
funkce neni obecné spojité diferencovatelna. Ztrata diferencovatelnosti je zptisobena sta-
vovou ulohou (111), kterd je ve tvaru varia¢ni nerovnice, [26]. Jednou z moznosti, jak tuto
obtiz prekonat, je nahradit varia¢ni nerovnici posloupnosti hladkych rovnic uzitim vhodné
penalizace, ktera je detailnéji popsana v Dodatku 10.1 Z tvaru penalizované stavové tlohy
(194) a vyuzitim penaliza¢niho funkcionédlu j(v) ve tvaru (195) dostaneme algebraickou

formulaci penalizované stavové tulohy (111), tj. ilohu

Prodané p e U ae > 0,
najit w. := w.(p) € RY takové, ze (113)

(IKs(p) - P Ka(p))w. + Kalp.wo)w. + 5/(w.) = a(p),

kde
§'we) = Glwa)Le i) = = [ (o - wa)) pde,

Pro vypocet derivace penaliza¢niho c¢lenu j'(w.) bylo uzito slozené lichobéznikové pravidlo

na ekvidistantnim déleni supp ;.
Na zakladé vyse uvedeného mizeme zformulovat penalizovanou tlohu identifikace
Najit pZ € U takové, ze
J(we(pl)) = minJ(we(p)),
peU

kde w.(p) € RY je fesenim (113)
aJ : RY — R je funkce dand vztahem (104).

(114)

Protoze jsme puvodni stavovou tilohu (111) ve tvaru nerovnice nahradili systémem neline-
arnich rovnic (113), nejsou tlohy (114) a (112) vzajemné ekvivalentni. Lze vSak dokazat,
ze z libovolné posloupnosti feseni {p?} tlohy (114) lze vybrat podposloupnost, kterd kon-

verguje k feSen{ p* dlohy identifikace (112) pro e — 0", podrobnéjsi informace lze najit
napr. v [34], [35].

6.3. Algebraicka formulace tlohy identifikace pro kontakt s elas-
ticky deformovatelnym podlozim

Podobné jako tomu bylo v predchozich dvou kapitolach, zavedeme nyni algebraickou

formulaci ulohy identifikace kontaktni dlohy s elasticky deformovatelnym podlozim (98).
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V tomto pripadé je kazdé k € U,y po Castech konstantni vektorova funkce na intervalu
(0, L). Lze ji tedy psét jako vektor k = (ky,--- ,ks)" € R?, kde pro slozky vektoru k plati
ki =k
kompaktni mnozinu U C R® ve tvaru:

U = {k=(k, k) €ER* |0 < kpin < ki <hkpax <00,i=1,...,s}. (115)

F,t=1,---,s. Pripustnou mnozinu U,y definovanou vztahem (61) lze chépat jako

Nyni muze rovnou pristoupit k algebraické formulaci stavové tlohy (99), ktera je ve tvaru

systému nelinearnich rovnic

Pro dané k € U,
najit w := w(k) € RY takové, Ze
(EIK, — P(1—12) Ka)w + E (1 —12) t bKs(w)w —
b1 — gk, w) = (1-17)q,

(116)

kde matice K, Ko, K3(w) a vektor g jsou dané obdobnymi vztahy jako v predchozich
odstavcich, tedy

K, = (k)N K = [ el@) @) de,
Ky = (k)N K = [ el@) (@) de, (117)
3) ()| N ®) Lone iy g
Ko (w) = (k' (W), K (w) = [ (wh)? ¢l(@) o) () da,
q= (qi>z‘]\i17 Qi = / qpi(z)dz,
Supp @;

a M;; = supp ¢; N supp ¢;. Prvky matic K; a Ky jsou vypocteny exaktné. Pro vypocet
prvki nelinedrni matice K3(w) a vektoru q pouzijeme slozené lichobéznikové pravidlo.

Algebraicky tvar nelinedrniho kontaktniho ¢lenu g(k,w) je definovan jako vektor

glkw) = (g:(k W)Xy glkw) = [ klg—w) ede,  (118)

supp @;

jehoz slozky spocitame opét uzitim slozeného lichobéznikového pravidla. Maticova formu-
lace problému identifikace v kontaktni tloze s elasticky deformovatelnym podlozim je nyni
tvaru

Najit k* € U takové, ze

T(wik) = min T (wik)).

kde w(k) € R" je feSenim (116)

aJ :RY — R je funkce dand vztahem (104).

(119)
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Tato tloha je vsak tlohou nehladké optimalizace, nebot ¢len g(k, w) neni spojité diferen-
covatelny. To lze vyTesit uzitim regularizacni metody uvedené v Dodatku 10.2. Stavovou

tlohu (116) tedy nahradime regularizovanou tlohou tvaru

Prodané k e U ad > 0,

najit ws := ws(k) € RY takové, Ze

(EIK; — P(1—12) Ka)ws + E (1 — 12) £ bKs(ws)ws —
—b(1—v?)gs(k,w;) = (1—1%)q,

(120)

kde matice K;, Ko, K3(ws) a vektor q jsou definovany v (117). Uzitim vztahu (200) do-

staneme regularizovany ¢len gs(k, ws) ve tvaru

95(k7 W5> = (g5i(k7 W5))z‘]\i17

kde

1
gsi(k, ws) = k((g —wn) + /(g — wn)? + 02) p; da.

2 Jsuppy;

Regularizovana tloha identifikace je pak tvaru

Najit kj € U takové, Ze

T (wilks)) = min T (wi(k),

kde ws(k) € RY je feSenim (120)

aJ :RY — R je funkce dand vztahem (104).

(121)

Protoze jsme puvodni stavovou tlohu (116) v tloze identifikace (119) nahradili regularizova-
nym systémem rovnic (120), nejsou tlohy (119) a (121) vzdjemné ekvivalentni. Analogicky
jako v predchozim odstavci lze i v tomto ptripadé dokazat, ze z libovolné posloupnosti re-
seni {kj} ulohy (121) lze vybrat podposloupnost, kterd konverguje k feseni k* ulohy (119)

v/

pro 6 —» 0+, podrobnéjsi informace lze najit napr. v [35].
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7. Citlivostni analyza

V predchozich kapitolach jsme se zabyvali spojitou zavislosti feSeni stavovych tloh
na fidicich proménnych, coz byly materidlové parametry nosniku nebo podlozi. Tato spo-
jita zavislost zajistuje existenci reseni uvazovanych identifikac¢nich tloh. Pro vypocetni
ucely vsak bude jesté uziteéna znalost gradientu diskretizovaného cenového funkcionalu.
Podivame se tedy postupné na vypocet gradientu funkcionalu ve vsech trech studovanych

ulohach. Pripomenme, ze uvazujeme algebraickou reprezentaci J funkcionédlu J ve tvaru

J(v) = %(SV —2z) (Sv—2z), veRY zcR™ (122)

7.1. Citlivostni analyza ulohy identifikace pro ohyb

V této casti se budeme zabyvat analyzou citlivosti tlohy identifikace pro prihyb neli-

nearniho Gaova nosniku. Definujme funkci :7\ : U — R predpisem

—

J(p) = J(w(p), peU,

kde w(p) € RY je TeSeni stavové tilohy (106) a mnoZina U je ve tvaru (105). Nasim cilem

—

je nyni vypocitat parcidlni derivace J(p) podle proménnych p;, i = 1,...,2r. Je zlejmé,
ze
_ 9
Ji(p) = apj(p) = (VyJ(w(p)))"wi(p), (123)
. . N 0 .. y .
kde V, znadi gradient J: v — J(v), v € RY a w;(p) = 5 w(p). Pripomerime, ze
Di

w(p) € RY Tesi nelinearn{ stavovou tilohu (106), coZ lze zapsat jako systém nelinedrnich

rovnic ve tvaru
R(p,w(p)) = 0, (124)

kde R : U x RY — R¥ je funkce definovand predpisem

R(p,v) == (IKi(p) — PKs(p))v + Ks(p,v)v — a(p), (125)

pricemz jsme pouzili stejné znaceni matic a vektoru jako v odstavci 6.1. Derivovanim

vztahu (124) podle p;, i = 1,...,2r, dostaneme néasledujici systém rovnic

VR(p,w(p))wi(p) = —R:(p,w(p)), (126)
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0
kde R; := 5 R a VR znadi gradient R podle v. Z definice (125) pritom plyne, ze
Di

Ri(p,v) = (I Ki(p) — PK2(P)),iV + Ks(p,v)iv — q.(p)

Vi R(p,v) = I Ki(p) — PK;(p) + V(Ks(p, v)v).

Pro vycisleni ¢lenu V (Ks(p, v)v) si staci uvédomit, ze K3(p, v)v je algebraické vyjadieni
nelinearni formy 7(w, v), definované v (7), na prostoru V. Protoze jsou vSechny materialové
parametry po ¢astech konstantni funkce lze uvazovat nelinearni formu 7 v nasledujicim

tvaru

L L
7(vp, 2n) = /0 (vp)? 2, da = /0 (v},)* v}, 2, da, U,y 2n € Vi (127)

Pak

L
oy, (Uny 20) (Wp) 1= (vn, + twp, 2p)|i=0 = 3/0 () wy zpde wy € Vi (128)

—
dt
Dosadime-li do tohoto vztahu za wy, = ¢;, 2, = @;, kde {¢;} jsou bazové funkce diskrétniho

prostoru Vj, a pouzijeme-li vztah (108) dostaneme
VV(K3(p7V>V> = 3K3(p,V>, (p7 V) e U x RN‘
Déle pouzijeme k eliminaci ¢lenu w ;(p) ve vyrazu (123) tzv. adjungovanou tlohu ve tvaru

(VVR(p,w(p)) 'm(p) = (VvJ(w(p)))", (129)

kde
V.J(w) = ST(Sw —z).

Vynésobime-li rovnici (129) vyrazem w ;(p) dostaneme

—

(m(p)) "V R(p, w(p) wi(p) = (VvJ (W) w(p) = T(p)-

Odtud a z (126) dostédvame
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7.2. Citlivostni analyza tlohy identifikace pro kontakt s dokonale
tuhym podlozim

Nyni se zaméfime na analyzu citlivosti ulohy identifikace pro kontakt Gaova nosniku
s dokonale tuhym podlozim. S ohledem na vysledky odstavce 6.2 nebudeme provadét ana-
Iyzu citlivosti pro puvodni tlohu identifikace (112) se stavovou tlohou ve tvaru nerovnosti
(111), ale zamérime se jiz na ulohu (114) s penalizacnim parametrem ¢ > 0, kterd bude

nasledné pouzita i pro numerické vypocty. Definujme nyni funkci J:U—R predpisem

J(p) = J(w(p)), peU,

kde w.(p) € R¥ je fesenim penalizované stavové tilohy (113) a mnozina U je dand vztahem

(110). Pak
9]

Tilp) = 5-T0) = (FuT(wp) wesp). (130)
o . N d Lo
kde V, znaci gradient J : v — J(v), v € RY a w_,;(p) = a—pwa(p). K vyeliminovani

¢lenu w. ; ve vztahu (130) pouzijeme i v tomto pfipadé adjungovanou ulohu. Pro tyto tcely

nejprve definujme funkci R : U x RY — RY piedpisem

R(p.v) = (IKi(p) ~ PEo(p) v + Ks(p,v)v + 55/(v) —a(p),  (131)

s pouzitim stejného znaceni matic a vektoru jako v odstavci 6.2. Je zfejmé, ze w.(p) je

feseni ulohy (113) pravé tehdy, kdyz plati rovnost

R(p, w.(p)) = 0.
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