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Uvod

V dnesni dobé jsou data vSude kolem nas a existuje mnoho metod, jak
je analyzovat. Velmi ¢asto je cilem schopnost predikovat data pro budouci
pozorovéani, ale pomérné bézné je i situace, kdy data obsahuji néjaka chybé-
jici pozorovani a tyto hodnoty je tfeba néjakym zptisobem doplnit. Hlavnim
cilem diplomové prace je popsat pouziti splajni v klasické i penalizované
metodé nejmensich ¢tvercu a nasledné nastudovat nékteré algorimy pro pre-
dikci. Popsané algoritmy jsou aplikovany na ptikladech a v zavéru prace také
na konkrétni datové sadé. Kody jsou psany v programovacim jazyku Matlab
a predpokladé se, ze ¢tenar zna zakladni prikazy a umi pracovat se softwarem
Matlab.

Prvni kapitola je vénovana zakladni teorii, priCemz se predpoklada, ze
¢tenéal je seznamen se zakladnimi koncepty z oblasti linearni algebry. Né-
které podstatné definice a véty z této oblasti matematiky jsou zminény v od-
stavei 1.1. Nésleduje ¢ast préace, ve které jsou definovany a kratce popsany
B-splajny. Posledni ¢ast prvni kapitoly se zabyva pouzitim splajnt v klasické
metodé nejmensich ¢tvercu, pricemz v celé praci predpokladéame, zZe splajny
jsou dany jako linearni kombinace B-splajni.

Ve druhé kapitole je popsano pouziti splajni v penalizované metodé
nejmensich ¢tverci, konkrétné se ve zbyvajici Casti prace vénujeme tzv. P-
splajnum. Nasleduje treti kapitola, ve které je popséna predikce v penali-
zované regresi. Tzv. pristup chybéjici hodnoty je teoreticky popsan piede-
v8im pro situaci, kdy chceme predikovat hodnoty pro budouci pozorovani.
V prikladech je déle rozebrana i situace, kdy je treba predikovat hodnoty
pro pozorovani z minulosti, nebo situace, kdy data obsahuji néjaka chybéjici

pozorovani.



Posledni teoreticka kapitola se vénuje predikci pomoci hladkych modela
smiSenych efekti, které predstavuji propojeni P-splajni a linedrnich smiSe-
nych modeli. Proto jsou v prvni ¢asti popsany pravé linedrni smiSené mo-
dely a duraz je kladen pfedevsim na odhadovani pevnych a ndhodnych efekt
a také parametru rozptyli ndhodné slozky a nahodnych efekti. Poté jiz na-
sleduje cast, ktera se zaméruje primo na hladké modely smiSenych efektii.
Pro predikci hodnot jsou zde zminény dva piistupy. Nejprve je popsén tzv.
dvoufazovy piistup, ktery je zaloZen na tom, Ze se nejprve vytvori model
a az poté se provadi predikce. Princip druhého piistupu, tzv. jednofazového,
spociva v tom, zZe tvorba modelu a predikce jsou provadény soucasné.

Prace obsahuje také praktickou ¢ast. K dispozici méame data obsahujici
chybéjici ¢asti, které je tfeba doplnit. Nejprve je predikce provedena pomoci

pristupu chybéjici hodnoty a poté pomoci hladkych modeli smiSenych efekti.



1. Zakladni teorie

V této kapitole uvedeme definice zakladnich pojmi, které budeme v di-

plomové praci vyuzivat.

1.1. Zakladni poznatky z linearni algebry

Nejprve si uvedeme zékladni definice z teorie matic, které jsou vyuzity
v dalsich ¢astech prace. Pokud neni uvedeno jinak, vychazime z [9]. Za¢neme

definicemi ortogonélni matice a zobecnéné inverze matice.

Definice 1.1. Necht A € R™". Matici A nazveme ortogonalni, jestlize plati
ATA=AAT =1,

Definice 1.2. Necht A € R™". Zobecnéna inverze matice A je kazda matice

A~ € R™™ takova, ze AAA = A.
Nyni si zadefinujeme sloupcovy a fadkovy prostor matice.

Definice 1.3. Necht A € R™". Sloupcovy prostor matice A, ktery zna-
¢ime C(A), je linearni obal sloupcovych vektora matice A, tj. C(A) =
{y e R"|3x € R" : y = Ax}. Analogicky definujeme i fadkovy prostor ma-
tice A, ktery zna¢ime R (A), jako linearni obal fadkovych vektort matice A,

tj. R(A) = {x" e R"|Fy e R™: xT = yTA}.

Dimenzi sloupcového prostoru C (A) nazyvame sloupcovou hodnosti ma-
tice A a podobné fadkovou hodnosti matice A rozumime dimenzi fadkového
prostoru R (A). Jestlize se sloupcova a Ffadkova hodnost rovnaji, jejich spo-
le¢nou hodnotu nazyvame hodnosti matice a znac¢ime ji h (A). Ekvivalentné

lze hodnost matice definovat nasledovné.
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Definice 1.4. Necht A € R™". Hodnosti matice A rozumime ¢islo h (A) €
N, které udavd maximalni pocet linedrné nezavislych fadkia nebo sloupcu

matice A.

Definice 1.5. Necht A € R™". Rekneme, 7e matice A je plné radkové hod-
nosti, jestlize h (A) = m. Analogicky fekneme, Ze matice A je plné sloupcové

hodnosti, jestlize h (A) = n.
Hodnost matice je vyuzita i v definici regularni matice.

Definice 1.6. Necht A € R™". Matice A je regularni pravé tehdy, kdyz
h(A) =n.

Nez budeme pokracovat s vétami, uvedeme néasledujici lemma.
Lemma 1.1. Pro requldrni matici A plati A=! = A~.

Nyni uvedeme nékolik vét, které jsou v préaci pozdéji vyuzity. Ditkaz prvni

z nich muZe ¢tenar najit v [9] na strané 125.

Véta 1.1. Necht jsou dany matice T € R™P, U € R™4, V € R™ a W €
R™4. Definugme matici Q = W — VT U a predpokldadejme, Ze C(U) C C(T)
a R(V) C R(T). Pak plati

T U b WV
VW UuT

Navic plati, Ze matice

T-+T-UQ VT~ —-T-UQ™ T 0,, -T-U
Q Q = g + Q_ [—VT_, In:| 5
—-Q° VT~ Q™ 0gm Ogn I,

11



respektive

Q™ —-Q° VT~ Ogn Ogm I
= ! ! + ! Q_ |:In> _VT_:| 9
T UQ T +T UQ VT~ 0,, T- | |-T-U
. _ |T U _ WYV
Jjsou zobecnéné inverze matic , respektwe
VW UT

Abychom mohli vyuzit predchozi vétu, je tfeba ovérit vSechny jeji pied-
poklady. K tomu ndm muze pomoci nasledujici lemma, které lze najit v [9]

na strané 30.

Lemma 1.2. Necht T € R™?, U e R™? a V€ R™. Pak C(U) C C(T)
pravé tehdy, kdyz existuje F € RP? takovd, Ze U= TF a analogicky R (V) C
R (T) prdvé tehdy, kdyz existuje L € R™™ takovd, Ze V= LT.

Za predpokladu, Ze jsou blokové matice uvazované ve Vété 1.1 regularni,
lze misto zobecnéné inverze uvazovat klasickou inverzi. K ovéreni, zda jsou
tyto matice regularni, muzeme vyuzit nasledujici véty, kterou lze najit v [9]

na strané 99.

Véta 1.2. Necht T € R™™, U € R™", V. € R™ a W € R™" a predpo-

kladejme, Ze matice T je requldrni. Pak jsou matice

T U _ WV
, respektive

VW UT

requldrni prdvé tehdy, kdyz je requldrni matice Q = W — VT~ 1U.
Nyni jiz prejdeme ke tieti vété, ktera je uvedena v [9] na strané 424.

Véta 1.3. Necht jsou ddany matice W € R™, Se€ R™™, T e R™™ a U €
R™"™. Predpoklddejme, Ze matice W a T jsou requldrni. Pak W + STU je
12



requldrni prdavé tehdy, kdy? je requldrni matice T-' + UW™1S, a plati

(W+STU) ' =W —W IS (T + UW!8) ' UW .

1.2. Polynomialni splajny

V této ¢asti kapitoly si uvedeme zékladni teorii tykajici se splajnt, pricemz
pokud neni stanoveno jinak, ¢erpame z [3] a [4]. Nejprve uvedeme definici sité

uzli potfebnou k definovani polynomického splajnu.

Definice 1.7. Necht je dan uzavieny interval [aq, as]. Siti uzld, kterou zna-

¢ime A\, rozumime body \; € [a1,as], kde i =0, 1, ..., g + 1, které spliuji
A)\:al:)\0<)\1<---<)\g<)\g+1:a2. (11)

Definice 1.8. Na siti uzli A\ nazveme funkci si(x) splajnem stupné k&, kde

k € Ny, jestlize splnuje:

1. sg(x) je na kazdém intervalu [A;, A\iy1], 7 = 0, ..., g, polynom stupné

nejvyse k,

2. si(z) je na intervalu [aq,as] spojitd a ma na tomto intervalu spojité

derivace az do radu k — 1.

Symbolem S&*[ay, az] znacime linearni prostor splajni sj(x) stupné k defi-

novanych na intervalu [a;, as] na dané siti uzla A\.

Dimenze tohoto prostoru je dle [4] rovna

dim (Sp*ar, as]) = g+ k + L. (1.2)

13



Splajn lze tedy vyjadfit jako linedrni kombinaci bézovych funkei uvazova-
ného prostoru S&*[ay, as]. My budeme jako bazové funkce pouzivat B-splajny,

které jsou definované pomoci funkce zvané useknuta mocnina.

Definice 1.9. Funkce (t — :1:)"fF proménné t s danym x, kterd je definované
jako

( % (t— )k, jestlizet > x
t—x)) =
+

0, jestlize t < x,

se nazyva useknutéd mocnina.

Nez se dostaneme k definici B-splajnu, je nutné definovat pomérnou di-

ferenci. V této ¢asti jsme opét vychazeli z [3].

Definice 1.10. Necht je dan interval [a1, as] a na ném sit uzla A\, ve kterych
je funkce f definovana. Pomérné diference k-tého radu, k£ € N, funkce f na siti

uzla A\, viz (1.1), je definovana vztahem

f[)\i—l—la ) )\H—k] - f[)\m ) )\i—l—k—l]

f[)\l,>)\z+k] = )\+k_)\

proi=0,...,9 — k+ 1, pficemz pomérna diference 1. fadu funkce f na siti

uzla A\, viz (1.1), je definovana jako

J(Niga) = f(\)
N1 — N

f[)\w )\i—f—l] =

Pro pomérnou diferenci k-tého fadu f[A;, ..., Aizx), 1 =0,...,9 — k+ 1,

plati, Ze ji lze vyjadrit jako linedrni kombinaci funkénich hodnot funkce f

14



v uzlech A\;;; pro j = , k, konkrétné

k
F - diek] =D = i) (1.3)
J=0 H( ity T Z+l)

=0
l#y

Nyni jiz muzeme piejit k definici B-splajnu.

Definice 1.11. B-splajn B¥!(xz) stupné k € Ny s uzly A, Aiv1, - -+ ikt

je definovan jako funkce
B (@) = Niprer — M) (t — x)i [Ais Aty ooy Aipi] -

Uzitim explicitniho vyjadieni pro pomeérné diference (1.3) lze psat

k+1

Bf“( )— itk+1 — Zk+1 Zﬂ .
=0 H( it — Ni1)

l#y

B-splajny maji nékolik vyhodnych vlastnosti, mezi které patii napiiklad
numericka stabilita, jejich linearni nezéavislost nebo kone¢ny nosi¢. Proto je
vhodné tyto funkce pouzit jako bazové funkce pro vyjadieni splajnu.

Necht je dana sit uzla A\, viz (1.1). Na této siti uzla je mozné sestrojit
pouze g — k + 1 linearn& nezavislych B-splajni B¥™ (), kde i = 0,...,9—k,
ale dimenze prostoru Si*[ay,as] je rovna g + k + 1, viz (1.2). Abychom
ziskali celou bazi tohoto prostoru, je nutné pridat jesté 2k linearné nezavis-
Iych funkci, konkrétné tedy 2k linedrné nezévislych B-splajnii. Toho doci-

lime tak, ze priddme 2k tzv. pomocnych uzli, které oznacime A_j, ..., A_;

15



a Agyo, ..., Agyit1, tak, aby platilo

Ak <A1 < <A < A,

)\g—f—l S )\g+2 S e S )\g—i—k S )\g—f—k—f—la

¢imz ziskdme tzv. rozsitenou sit uzli. Tyto pomocné uzly mohou byt nasobné.
Pak plati, Ze kazdy splajn s(z) € S&*ay, as] 1ze vyjadiit jako linedrni kom-

binaci B-splajnu, t;j.

si(z) = Y biBf (@),

i=—k

coz lze maticové zapsat jako
si(z) = Cry1(z)b,

kde b je vektor B-splajnovych koeficientu b;, tj. b = (b_g, . . . ,bg)T, aCri1(x)
je tzv. koloka¢ni matice, kterd ma pro realny bod x podobu fadkového vek-

toru Cpyi(2) = (B (2),..., BM ().

1.3. Splajny v metodé nejmensich ¢tvercii

Nyni jiz pfejdeme k pouziti splajnii v metodé nejmensich ¢tverci. Predpo-
kladejme, Ze jsou dany body x;, které jsou navzajem rtzné a lez v uzavieném
intervalu [aq, as], a v nich funkéni hodnoty y; pro j = 1,...,n. Nasim cilem
je aproximovat tato data vhodnym splajnem.

Uvazujme sit uzla A\ definovanou na intervalu [aq, as], viz. (1.1),ak € Ny
jako stupen splajnu. Aby méla aproximace smysl, tj. aby nebylo mozné ziskat
splajn, ktery pfesné prochazi danymi body, predpokladejme, Ze pocet bodu
je vétsf nez dimenze prostoru S&ag, ag), tj. n > g+ k + 1.

Nagim tkolem je najit splajn sy(z) € S&*ay, as], ktery minimalizuje vy-

16



raz
n

>y — sulay))?, (1.4)

j=1
ktery odpovida souctu ¢tvercu odchylek, proto metodu oznacujeme jako me-
todu nejmensich étvercia. Protoze budeme uvazovat splajny si(x) ve tvaru

linearni kombinace B-splajnii, 1ze tento vyraz zapsat jako

> [%’ - b “(%)]

j=1 i=—k
a oznacit jej 0 (b_y, ..., by).
Dale zavedeme znaceni pro sloupcové vektory y = (v, ... ,yn)T ax =
(1, .. ,xn)T, koloka¢ni matici Cyy1(x), kterad je pro vektor x ve tvaru
BE (@) -+ B (1)
Cri1(x) = : : :

a odpovidajici vektor B-splajnovych koeficienta b = (b_y, ... ,bg)T. Potom

muzeme pomoci Euklidovské normy minimalizovany vyraz prepsat do tvaru
5(b) = [ly = Ci1(3)b]> = (y = Cry1(x)b)" (y = Cra(x)b) . (1.5)

Roznésobenim pak lze ptejit k nasledujicimu tvaru minimalizovaného vyrazu,

ze kterého je patrné, Ze se jednéa o kvadratickou funkci proménné b
3(b) = yTy — 2y"Cpy1(x)b + b'CL,, (x)Cpy1 (x)b.

Dle [14] plati, Ze jestlize je matice Cy,1(x) plné sloupcové hodnosti, pak

existuje pravé jeden splajn dany vektorem b, ktery minimalizuje vyraz 6(b),

17



neboli kvadratickd funkce 0(b) je ryze konvexni. Abychom zjistili, kdy je
tato matice plné sloupcové hodnosti, vyuzijeme tzv. Schoenberg-Whitneyho
podminku z [4], dle které plati, Ze matice Cg11(x) je plné sloupcové hodnosti
pravé tehdy, kdyz n > g + k + 1 a existuje mnozina bodt {u_g,...,us} C
{z1,... 2.}, kde u; < ugyq, i = —k,...,g— 1, takova, ze \; < u; < Njjpi1,
i = —k,...,g. Z toho plyne, ze matice Cp 1(x) je plné sloupcové hodnosti
prave praveé tehdy, kdyzn > g+k+1, coz jsme predpokladali, a kdyZz v nosici
kazdého B-splajnu lezi alespoi jeden bod z;, kde j =1,...,n.

Za téchto podminek tedy existuje jediny splajn dany vektorem b, ktery

minimalizuje vyraz §(b). Vektor b lze uréit z rovnice pro stacionarni bod
_2CZ;—|—1 (X)y + 2CZ;+1(X)C]§+1 (X)f) = 0’

kterou jsme obdrzeli tim, ze jsme derivaci funkce §(b) podle b” polozili rovnu

nulovému vektoru. Resenfm této rovnice je
- -1
b = (Cg—f—l(x)ck-i—l(x)) Cg+1(X)Y> (1.6)

pficemz vime, Zze diky plné sloupcové hodnosti matice Cy,1(x) je matice
Cj.1(x)Cyy1(x) pozitivng definitni [9], str. 213, a tedy je regularni a existuje

k ni inverzni matice. Hledany splajn, ktery minimalizuje (1.4), je pak ve tvaru

g
Si(x) = Y LB (),

i=—k

. . . . AT
kde b;, @ = —k, ..., g, jsou prvky vektoru b, tj. b = (b_k, e ,bg> . O tako-
vém splajnu fekneme, Ze aproximuje dana data ve smyslu metody nejmensich

Ctvercu.
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Priklad 1.1. Metodu nejmensich ¢tverci nyni ilustrujeme na p¥ikladu. Uva-
Zujme situaci, kdy méme dan vektor bodi x a vektor funkénich hodnot y,

konkrétné

x=[0,1,2,4,6,8,9,11,13,15,16,17,18,19,20]"

y = [47 2767 67 87 5737 5747 67 673747 574]T7

tj. n = 15, a chceme najit splajn stupné 3, tj. k = 3, takovy, Zze aproximuje
data ve smyslu metody nejmensich ¢tvercua. Sit uzla A\ zvolime jako vektor
0,2,5,7,10, 12,14, 16, 18, 20], tedy g = 8. Jak jsme zminili v této kapitole, je
tfeba vytvorit tzv. rozsitenou sit uzli. V nasem pripadé to znamena piidat
6 uzli, které mohou byt i nasobné. K tomu vyuzijeme program MATLAB

a jeho funkci augknt, pomoci které ziskime rozsitenou sit uzla
0,0,0,0,2,5,7,10, 12, 14, 16, 18, 20, 20, 20, 20] .

Dale vyuzijeme funkci spcol k vytvoreni kolokaéni matice Cy(x), ktera je
typu 15 x 12, nebot g+ k+1 = 12. Protoze je splnéna Schoenberg-Whitneyho
podminka, je tato matice plné sloupcové hodnosti, coz lze ovérit i pomoci
funkce rank.

Matici C4(x) nésledné pouzijeme k uréeni vektoru B-splajnovych koefici-
entii b prostfednictvim rovnice (1.6), neboli Cgﬂ(x)CkH(x)f) = Ci,,(x)y.
Regenf ziskdme pomoci funkce 1insolve, abychom se vyhnuli pfimému po-
¢itani inverzni matice. Pomoci funkce spmak vytvorime splajn, na ktery
aplikujeme funkci fnplt, ¢imz ziskame grafickou reprezentaci vysledného
splajnu, viz obrazek 1. Nakonec by nés mohla zajimat hodnota minimalizo-

vaného vyrazu (1.5), ta je v naSem piipadé rovna 6.576.
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Obrazek 1: Aproximace splajnem ve smyslu metody nejmensich ¢tvercu

|
Vysledny splajn
® Zadane body

Obrazek 2: Aproximace splajnem ve smyslu metody nejmensich ¢tvercu

Pro porovnani mtzeme vyzkouset jinou volbu uzli. Uvazujme g =5 a sit
uzla [0,3,6,11,13,17,20]. Déle pokracujeme analogicky, vysledny splajn je
zobrazen na obrazku 2. Hodnota minimalizovaného vyrazu je v tomto pfipadé
15.628, dostali jsme tedy vétsi hodnotu nez s prvni volbou uzli, coz lze

pozorovat i porovnanim grafi, tj. porovnanim velikosti ¢tvercti odchylek.
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Celkem jsme tedy na jednoduchém piikladu ukazali, jak volit stupen
splajnu a uzly tak, aby existovalo pravé jedno feSeni rovnice (1.6), a tedy
aby existoval pravé jeden splajn, ktery dané data aproximuje ve smyslu me-
tody nejmensich ¢tverci. V Prikladu 1.1 jsme navic ukazali, jak tlohy to-
hoto typu fesit v programu MATLAB a jak graficky znézornit jejich feSeni.
Dale jsme také naznadili, ze je vhodné vyzkouSet rizné volby sité uzlu a také
stupné splajnu, a z nich poté vybrat vhodnou variantu s ohledem na hodnotu

minimalizovaného vyrazu (1.5).
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2. Splajny v penalizované metodé nejmensich
Ctverci

V této kapitole se zaméfime na pouziti splajni v penalizové metodé
nejmensich ¢tverci. Tato metoda slouzi k nalezeni splajnu, ktery aproxi-
muje danad data ve smyslu metody nejmensSich ¢tvercu stejné, jako tomu
bylo v podkapitole 1.3, pficemz na vysledny splajn navic klademe podminky
na jeho hladkost prostfednictvim penaliza¢niho ¢lenu. Tento penalizacni ¢len
lze volit rizné.

Necht jsou dany body x; z intervalu |a;, as] a v nich funkéni hodnoty y;
pro j =1,...,n. Oznaéme x = (a:l,...,a:n)T ay = (yl,...,yn)T

Jedna moznost, jak u penalizované metody nejmensich ¢tverci penali-
zovat minimalizovany vyraz, je pomoci Lo normy [-té derivace. Necht p je
tzv. vyhlazujici parametr, kde p > 0, a [ je uvazovany tad derivace, kde [ €
{0,1,...,k — 1}. Potom hledame splajn s(x) € St ay, as), ktery minimali-

zuje vyraz

n az

>l e+ [ [s0@)] o

i=1 2
pricemz prvni ¢len odpovida minimalizovanému vyrazu v metodé nejmensich
¢tvercu a druhy clen slouzi pro dosazeni pozadované hladkosti. Podrobnosti

lze najit v [14]. My se dale zamétime na tzv. P-splajny, které pro penalizaci

vyuzivaji diference, pfi¢emz budeme vychazet z [6].
2.1. P-splajny

V této casti se zaméfime na P-splajny. Nasim tkolem je najit splajn

sk (x) € S8 ay, ag], ktery minimalizuje vyraz

5(b) = [ly — Cer(x)b|]2 + pbT P, (2.1)
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kde prvni ¢len odpovidd minimalizovanému vyrazu v metodé nejmensich
¢tverct (1.5) a druhy c¢len slouzi k dosazeni pozadované hladkosti vysled-
ného splajnu. Parametr p > 0 je tzv. vyhlazujici parametr, ktery ovliviiuje
silu penalizace na tkor aproximace dat ve smyslu metody nejmensich ¢tvercii.
S rostoucim parametrem p klademe vétsi diraz na penalizaci, a vysledna
kiivka je tedy hladsi.

Hladkost kiivky je déale ovlivnéna tzv. penaliza¢ni matici P, ktera je v p¥i-
padé P-splajnt tvorena pomoci diference vektoru b. Diferenci prvniho fadu
vektoru b = (b_y, ... ,bg)T rozumime vektor Ab = (Ab_jq,... ,Abg)T, kde
Abj = b; —bj_1, j = =k +1,...,g. Diferenci vyssich fadi ziskdme pomoci
opakovaného aplikovani operatoru A, tedy napiiklad diference druhého radu
vektoru b je vektor A?b = (A%b_j,o,. .. ,Ang)T, kde A%b; = A(bj —bj_1) =
Abj — Abj_y =b; —2bj_1 +bj_9, ] =—-k+2,...,9.

Uvazujme nyni obecny ad diference d € {1,2,...,g + k}. Diference d-
tého fadu vektoru b je pak vektor A%b, ktery je sloupovy a délky g+k—d+1.
Vektor A%b lze maticové zapsat jako soucin Dyb, kde Dy € RItE—d+Loth+l

Pro predstavu nyni uvedme, jak tyto matice vypadaji pro d = 1,2

-1100---00 0
0 -110---0 0 O

0 000---0-11

1-2100---00 0 0
01 -210---00 0 O

00 000---01-21
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Obecné lze nenulové prvky matice D, vyjadrit pomoci kombinacnich &isel.

Pro prvek Dy (7, j) matice Dy v i-tém fadku a j-tém sloupci plati

/4
(—1)d+l_’(. .), jestlize i < j <i+d
j—i

Dy (i,j) = (2.4)

0, jinak,

kdei=1,...,9+k—d+1laj=1...,9+k+ 1
Matice Dy je pak vyuZita v minimalizovaném vyrazu (2.1) tak, ze ma-
tice P ma pro dané d podobu souc¢inu D} Dy, piicemz d € {1,...,g + k}.

Minimalizovany vyraz pak lze pfepsat do tvaru
3(b) = (¥ = Cr1(x)b)" (y = Cry1(x)b) + pb" DiDyb. (2.5)

Jeho tpravou lze dojit k nasledujicimu tvaru, ze kterého je ziejmé, Ze se jedna

o kvadratickou funkci proménné b,
d(b) =y"y — 2bTCL,(x) + bT (Ci11(})Cpui(x) + pDgDa) b, (2.6)

Nyni postupujeme analogicky jako v odstavci 1.3, pri¢emz naSim cilem
je minimalizovat vyraz (2.6). Opét nas zajima, kdy je funkce § (b) ryze kon-
vexni, a tedy kdy existuje pravé jedno jeji minimum.

Jiz v odstavci 1.3 jsme uvedli, kdy je matice Ci41(x) plné sloupcové hod-
nosti, a tedy vime, kdy je matice CJ, ;(x)Cp+1(x) pozitivné definitni. V tom
piipadé je pozitivné definitni i matice Cj_(x)Cj1(x) + pDjD,. Plati totiz,
7e matice Dy je plné radkové hodnosti, protoze jeji fadky jsou linedrné neza-
vislé, pficemz vime, Zze pocet fadku této matice je mensi nez pocet sloupcu.
Hodnost matice Dy je tedy mensi nez pocet sloupcti matice, a proto je soucin

D! D, pozitivné semidefinitni [9], str. 213. Soucet pozitivné definitni a pozi-
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tivné semidefinitni matice je matice pozitivné definitni [9], str. 212, a proto

je funkce 0 (b) ryze konvexni a existuje pravé jedno jeji minimum.
Abychom toto minimum nasli, vyraz (2.6) zderivujeme podle proménné

b”, vyslednou derivaci polozime rovnu nulovému vektoru a z této rovnice

vyjadiime proménnou b. Tim dojdeme ke vztahu
. -1
b = (CL,1(x)Chsi(x) + pDID,) " L, (X)y. (2.7

pricemz tedy plati, ze existuje pravé jeden splajn dany vektorem b ve tvaru
(2.7), ktery dana data aproximuje ve smyslu penalizované metody nejmensich

Ctvercu.

Piiklad 2.1. Nyni metodu penalizovanych nejmensich ¢tverct ilustrujeme
na pifkladé, pficemz pouzijeme data, stupen splajnu a prvni uvazovanou sit
uzli z Piikladu 1.1, tedy & = 3, n = 15 a ¢ = 8. Ulohu budeme opét fesit
v matematickém softwaru MATLAB.

Nejprve budeme uvazovat diference prvntho fadu, tj. zvolime d = 1.
Matici D; vytvorime pomoci funkce diff, kterou aplikujeme na jednot-
kovou matici Iz (obecné I, j41). Za parametr p postupné volime hodnoty
0.01,0.1,1 a 10. Stejné jako v Prikladu 1.1 plati, Ze je splnéna Schoenberg-
Whitneyho podminka a koloka¢ni matice C4 (x), kterou jsme vytvorili po-
moci funkce spcol, je tedy plné sloupcové hodnosti. Poté vyfesime soustavu
(CI(x)Cu(x) + pD] Dy) b = CT(x)y vyuzitim funkce 1insolve, &im# ur-
¢ime vektor B-splajnovych koeficienti b. Vysledné splajny ziskané za po-
moci funkce spmak jsou zobrazeny v grafech na obrazku 3. Lze pozorovat,
Ze ¢im vétsi je vyhlazujici parametr p, tim hladsi je vysledny splajn. Naopak
s klesajicim p se splajn blizi splajnu ziskanému nepenalizovanou metodou

nejmensich ¢tvercl, viz obrazek 1.
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Obrazek 3: Penalizovanid metoda nejmensich ¢tverct s ruznou volbou p

Nyni budeme ménit fad diference d, konkrétné uvazujeme hodnoty 1,2, 5
a 8. Aby byly vysledné grafy jednoduse porovnatelné, zvolime p = 10. Pro vy-
razné mensi hodnoty p nelze pouhym okem porovnavat vysledné splajny.
Matice Dy urc¢ujeme opét pomoci funkce diff, pri¢emz ji na jednotkovou
matici aplikujeme d-krat. Naptiklad pro d = 2 bychom matici D4 ziskali jako
diff (diff (eye (g+k+1))) nebo lépe pomoci diff (eye (g+k+1),2)
(obecné diff (eye (g+k+1),d)).

Vysledkem jsou splajny zobrazené na obrazku 4. Pro dostatecné velkou
hodnotu vyhlazujicitho parametru p lze pozorovat, zZe ¢im mensi je fad di-
ference d v penaliza¢nim ¢lenu, tim hladsi je vysledny splajn. Tento jev je
v souladu s tim, ze dle [6] plati, Ze pro velké p se vysledny splajn ziskany
jako aproximace ve smyslu penalizované metody nejmensich ¢tvercu blizi po-

lynomu stupné d—1. Jak jiz bylo naznaceno, bézné fad diference d neovliviiuje
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3. Predikovani v penalizované regresi

V této kapitole se dostavame k hlavnimu tématu prace, coz je schopnost
predikce pro nova pozorovani, pricemz uvazujeme predikovani nejen pro po-
zorovani tzv. mimo rozsah, ale i pro chybé&jici hodnoty z historie, a uvazujeme
penalizaci zalozenou na diferencich, viz kapitola 2.1. Pokud neni uvedeno ji-

nak, vychazime z [1].

3.1. Pristup chybéjici hodnoty

V této ¢asti se budeme zabyvat tzv. pristupem chybé&jici hodnoty, anglicky
the missing value approach. Predpoklddejme, Ze jsou dany hodnoty vysvét-
lujici proménné x; z intervalu [as, as] a hodnoty vysvétlované proménné y;
pro 7 = 1,...,n, a ozna¢me sloupcové vektory délky n obsahujici tyto hod-
noty jako x a y. Zvolme stupenn splajnu k& € Ny a ve shodé s ¢lankem |[1]

uvazujeme sit uzla
AN ap = )\0 < )\1 < - K< >\c—k—1 < )\c—k = ag, (31)

na které je mozné zkonstruovat ¢ — 2k linearné nezavislych splajnt. Protoze
plati dim (SkA’\ [al,ag]) = ¢, je tfeba piidat 2k pomocnych uzld, které nyni
volime tak, Ze k pomocnych uzli pridanych vlevo od sité uzli (3.1) muze byt
nasobnych, ale k£ pomocnych uzli pfidanych napravo od sité uzla (3.1) vo-
lime jako nenésobné, abychom je poté mohli vyuzit v siti uzli uvazované pri
predikci neznamych hodnot lezicich vpravo od intervalu [aq, as], a aby byla
splnéna Schoenberg-Whitneyho podminka. Jak konkrétné zvolit téchto k po-

mocnych uzli popiSeme v nasledujicich odstavcich. Vysledkem je rozsifenéd
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sit uzla
A g S SA S A <AL < < Ak < Aok < Aepgr < <A,

ktera obsahuje c+k+1 uzli a lze na ni sestrojit celou bazi B-splajni prostoru
S2Aay, as). Nasim tkolem je pak najit splajn si(z) € S&*ay, as), ktery apro-
ximuje data (z;,y;), 7 = 1,...,n, ve smyslu penalizované metody nejmensich
¢tverct. Splajn si(x) budeme hledat opét jako linedrni kombinaci B-splajnii,
t].

c—k—1

sp(x) = Z b; BF T (z).

i=—k
Maticové lze tedy pro cely vektor x psat sp(x) = Cii1(x)b, kde b =
(T ,bc_k_l)T je vektor B-splajnovych koeficienti a Cpyq (x) € R™ je

koloka¢ni matice, ktera je ve tvaru

Bﬁ?(wl) ijkl_1(il71)
Ci1 (X) =

B () - Bty (wn)

Na popsanou aproximaci lze nahliZet i tak, Zze uvazujeme model
y = Cpi1(x)b + €, (3.2)

kde Cg11(x) je vySe zminéné koloka¢ni matice a b je vektor B-splajnovych
koeficientl a € je ndhodna chyba, ktera se fidi normélnim rozdélenim s nu-
lovou stiedni hodnotou a varian¢éni matici 021, tj. € ~ N (0, 02L,).
Definujme nyni sloupcovy vektor y, délky n,, ktery je tvoren hodno-
tami vysvétlované proménné, které chceme predikovat pomoci hodnot vy-

svétlujici proménné uloZenych ve vektoru x,, ktery je opét sloupcovy stejné
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délky. Obecné plati, Ze jeho hodnoty se nachézi bud vpravo (predikce vpied)
nebo vlevo (predikce vzad) od intervalu [a;, as] nebo uvnitt intervalu [aq, as).
Jak jiz bylo naznac¢eno pii vytvareni rozsifené sité uzli, dale budeme v této
teoretické ¢asti predpokladat situaci, kdy se hodnoty x, nachazi vpravo od in-
tervalu [aq, as|, konkrétné v intervalu [ag, as). Pii tzv. predikci vzad bychom

uvazovali rozsifenou sit uzla
A< <A< A<M < <A1 <Ak S A S <A

a podobné bychom postupovali i v pfipadé, kdy chceme predikovat chybéjici
hodnoty uvnitf intervalu [a;, as]. Tyto situace pozdéji ilustrujeme na piikla-
dech.

T T

Definujme nyni vektor znamych hodnot x, = (X , X

p)T a vektor, ktery

obsahuje pozorované hodnoty vysvétlované proménné y a neznamé hodnoty
Y, které chceme predikovat, tj. y, = (yT, yZ)T . Délku téchto vektort ozna-
¢ime jako ny, tedy ny =n + n,.

Nasim tkolem je aproximovat data (z;,y;) pro j = 1,...,n ve smyslu
penalizované metody nejmensich ¢tverct, viz odstavec 2.1, a model (3.2)

rozsirit na model

Y. =Cl (1) by + ey, (3.3)

kde e, ~ N (0,03+In .), pomoci kterého budeme predikovat hodnoty vy-
svétlované proménné y,. Matice C}, | (x4)! je nova kolokacnf matice, ktera
vyuziva novou sit uzli, konkrétné puvodni uzly pokryvajici rozsah hodnot x;

pro ¢ = 1,...,n, tj. sit uzla (3.1), a ¢, — k + 1 novych uzli pokryvajicich

!'Horni index T u matic v této kapitole znagi, Ze se jedna o rozsifené matice.
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rozsah x, , kde j = 1,...,n,,
)\c—k—l—l < )\c—k+2 < < )\c+cp—2k < )\c+cp—2k+1>

kde prvnich k uzld, tj. Ae_pi1 < -+ < A, je rovno pravé pomocnym uzlim

pfidanym napravo od ptvodni sité uzla (3.1) a plati
Aetep—2k < a3 < Acye,—2k41-
Spojenim s puvodni siti uzla (3.1) ziskdme novou sit uzl
ap =X <A\ <--- < >\c+c,,—2k < >\c+c,,—2k+1 = ags,

kterou je opét tieba rozsirit o 2k pomocnych uzli, které mohou byt nasobné.

Rozsifena sit uzlt s ¢ + ¢, + 2 uzly je pak dana jako
A s S A0 <A < < Agepakt 1 S Acrep—2k42 S0t S gk

Rozsitenéa koloka¢ni matice matice je tvaru

Ck+1 (X) On,cp

(3.4)
Cllc+1 (xp) Cz+1 (xp)

C:—l—l (x4) =

a typu ny X c4, kde ¢ = ¢ + ¢, protoze Cy1(x,) € R™* a Ci;(x,) €
C; 1 (x4), ktera diky vyuziti novych uzli umoziwje predikei novych n, hod-
not vektoru y,. Matici C/ 1 odpovida novy vektor B-splajnovych koeficientt
b, = (bT, bZ)T, ktery je délky c,. ProtoZze uvazujeme aproximaci ve smyslu

penalizované metody nejmensich ¢tvercu, je tfeba definovat i matici penali-
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zace P € R+ tvaru
P, P
P. = ; 1, (3.5)
kde Py € R%¢, Py € R a P3 € R kterou lze opét ziskat pomoci ma-

tice D € Re+~4+ d-tych diferenci B-splajnovych koeficient b, , konkrétné

P+ = (DZIF)TDZI’—>

D Oc— c
Dj=| ¢ |, (3.6)
1 2
D; Dy
piicemz Dy € Re%¢, DI € R%° a D3 € R%%. Matici P, tedy lze psat

ve tvaru

DID,+ (D))" D} (D))" D}

P, = (D) D=
+ ( d) d (Dfl)TDcll (D?l)TD?l

kde v porovnani se vztahem (3.5) dostavame

P, = D!D, + (D))" D, (3.7a)
P, = (D)) D2, (3.7b)
P, = (D3)" D2 (3.7¢)

. N s 2 ¥ v e > . P
Nyni se zaméfime na matici D}, pfi¢emz chceme ovéfit, Ze se jedna o re-
gularni matici, protoze pozdéji budeme pracovat s jeji inverzi. Ze vztahu

(2.4) pro prvky matice Dy, ktery lze vyuZit i pro prvky matice D}, plyne,
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7e pro prvek D? (i, j) matice D3 v i-tém fadku a j-tém sloupci plati

o (—1)i_j(»_? J), destlizei—d <j<i
D} (i,j) = m

0, jinak.

7 toho je ziejmé, ze matice D3 ma na diagonale samé jednicky a je to dolni
trojuhelnikova matice, pro kterou dle [9], str. 180, plati, Ze jeji determinant
je roven soucinu vSech prvka na diagonale. Proto plati ‘Dfl‘ = 1, a matice
D? je tedy regularni a existuje jeji inverze.

Uvedme nyni, jak konkrétné vypadaji submatice matice D} pro rady

diference zvolené jako d =1 a d = 2.

e Pro d = 1 je matice D] € R 1+ ve tvaru

-1100---00 0|0 000---00 0
0 -110---00 00 000---0 0O

000---0-1170 0O00---
000---00 —-1}]1 0 00---
000---00 O0}|-1100---
000---00 O0}]0 —-110---

o o O | O
o o O | O
o o O | O
o o O | O

0o 000---00 O[O0 O0O00---0-11

kde jsou ¢arami oddéleny jednotlivé submatice dle vztahu (3.6), a tedy
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plati, ze D; je dana vztahem (2.2),

D;

a tedy Dy je dana vztahem (2.3),

1 00---0 00
0---0-1
-1 10---0 00
0.0 0 )
Di=(0 -11---000
0---0 0
0O 00---0-11
e Pro d =2 je matice D] € R =2+ ve tvaru
1-210---000 0{0 O0O0---00 00
01 -21---000 0}0 O0O0---00 00
o0 00---01-21}0 0O0---00 00
o0 00---001-21 00---00 00
oo o0---000 1}-210---0000
oo o0---000 O0O}]1 =21---00 00
oo o00---000 O}]O0 O0O0---01-21
1 0 000---00 0O
01 -2
-21 000---00 00
-00 1
, |1 =2100-0000
000 |, Di=
0 1 -210---00 00
-00 0
0O 0 000---01-21
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Abychom ziskali pozadovany odhad f)+ vektoru B-splajnovych koefici-

entl b, ktery pak vyuZijeme pro predikci vektoru y, dle vztahu

v, =C}, (xy)by, (3.9)

je tfeba minimalizovat vyraz

T
04 (by) = (Y+ - C:+1(X+)b+) M (Y+ - C:+1(X+)b+) + Pb£P+b+>

(3.10)

kde matice M € R"+"+ je diagonalni matice s prvky m;, j = 1,...,n4,

na diagonale, pro které plati

1 proj=1,....n
mj:

0 proj=n+1,...,n4.

Tedy diagonala matice M je slozena z 0 pro chybéjici hodnoty, tj. pro y,,
a 1 pro pozorované hodnoty, tj. pro y. Matici M lze tedy zapsat ve tvaru

In On,np

M = (3.11)

Onp,n Onp sMp

Za ufelem minimalizace zderivujeme funkei (3.10) podle proménné bi

a polozenim vysledné derivace rovno nulovému vektoru ziskdme pro b, na-

sledujici odhad

B+ = ((C:+1(X+))TMC:+1(X+) + PP+>_1 (C:+1(X+))TMY+- (3.12)

Protoze se v tomto vztahu vyskytuje inverzni matice, mohlo by dojit k pro-

blému s jeji existenci. Dosazenim vztahu (3.4), (3.5) a (3.11) do matice, jejiz
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inverze se ve vztahu (3.12) vyskytuje, dojdeme k tvaru

T

Cg+1(x) (Cllc—f—l(xp)) I, Oupn, Cri1(x) On.c, o P, P,
T

Oc,.n (Ci-ﬂ(xp)) 0npn Onpny, Cllc-q-l(xp) Ci+1(xp) Pg Py

Po vynéasobeni a nasledném secteni matic dostavame matici tvaru

Ciri1(X)Crya(x) + pP1 pPs

i , (3.13)
PP PP
do které jesté dosadime za Py, Py a P3 dle vztahu (3.7), tedy
T T
Ciii(x)Crir(x) + pDgDa + p (Dy) Dy p(Dy)” D} (3.14)

p (D)’ D} p(D3)" D3

O matici D? jiz vime, Ze je regularni, a proto je dle [9], str. 214, regularni
i matice (Dfl)T D2, ¢imz jsou splnény piedpoklady Véty 1.2. Dle této véty je,

WV
za predpokladu regularity matice T, matice regularni pravé tehdy,

urT
kdy7 je regularni matice Q = W—VT 'U. V nasem piipadé tedy polozime-li

W = C[,,(0)Cp1(x) + pDi Dy + p (D) D},

ziskdme
Q= CI,,(x)Cyy1(x) + pDI D,y + p (D) DY —
-1
~p(D}) D3 (p(D3)"DE) (D) D,
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Vyuzitim vztahii pro inverzni matice platnych dle [9], str. 82, 1ze vztah (3.15)

upravit nasledovné

T
Q= Ci1(x)Cri1(x) + pDiDy + p (D) Dy —
1

T -1 ™\ ! T
~p (D))"} (D) (D)) (DF)" D
Poté vyuzitim definice inverzni matice, viz [9], str. 81, a naslednym odectenim

totoznych ¢lent lze dojit ke vztahu
Q = €7, (X)Crpi (x) + pDI Dy, (3.16)

ze kterého je ziejmé, Ze se za ur¢itych podminek muze jednat o regularni
matici. Jiz v odstavci 1.3 jsme se vénovali tomu, jak zvolit uzly tak, aby
byla matice Cj,;(x)Cj1(x) pozitivné definitni, a také jiz vime, Ze matice
pDXDy je pozitivné semidefinitni, viz odstavec 2.1. Soucet pozitivné defi-
nitni a pozitivné semidefinitni matice je matice pozitivné definitni, a tedy je
i regulérni.

Existenci inverzni matice obsazené ve vztahu (3.12) mame tedy za da-
nych podminek zarufenu a vyuzitim vztahu (3.9) lze vztah pro odhad by
vektoru B-splajnovych koeficientt b, (3.12) vyuzit pro predikci y, hodnot

vysvétlované proménné y  , konkrétné

pfi¢emz pomoci upravené matice (3.13) lze tento vztah prepsat do tvaru

-1

Cii1(%)Crya(x) + pP1 pPy

T
pT p (C:+1(X+)) My, .
PE 2 pE3

(3.17)

5’4— = C:—f—l (X+)
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Tento zépis lze jesté zjednodusit vyuzitim tzv. hat matice. Oznacime-li

H, = C:+1(X+) ((C:+1(X+))TMC:+1(X+) + PP+>_1 (C:+1(X+))TM>

pak lze psat

y,=H,y,.

Nynf se zamé¥Fime vztah (3.17), konkrétng na souéin (Cj,, (x+))T My .
Dosadime do né&j vztahy (3.4), (3.11) a vztah pro y,, tj. y, = (yT,yZ)T,

a vynasobime. Vyslednou matici dosadime do (3.17), ¢imz dojdeme ke vztahu

-1

Cii (x)Cria(x) + pP1 pPy Cl(x)y

. . (3.18)
pP; pP3 0

5’4— = C:+1(X+)

ProtoZe uvazujeme situaci, kdy je inverzni matice obsazena ve vztahu (3.18)
regularni, lze vyuzit Lemma 1.1 i Vétu 1.1, pokud ovéfime platnost vSech

jejich predpokladi. Budeme chtit vyuzit toho, Ze matice

0,7 04 1
B R + ! Q_ |:In> _VT_:| )
0,, T -T U
WV
kde Q = W — VT U, je inverzni matici k matici , viz Véta 1.1,
UuT

s tim, ze hledame pravé inverzni matici obsazenou ve vztahu (3.18), tj. volime

W = Cf,4(x)Ciia () + pP)

V = pPg
U = pP?
T = pPg
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Nyni vyuzijeme Lemma 1.2 a ovéfime, Ze je splnéno C (U) C C(T)
aR (V) C R(T), v nasem p¥ipadé tedy C (P3) C C(P3) a R (Ps) C R (P3).
Tyto vztahy lze dle (3.7) upravit do tvaru

¢((m3)"Di) cc((ph)"p3).
(3.19)
a®((D})"D}) c R ((D3)"D3).
O matici D? jiz vime, Ze je regularni, a tedy existuje jeji inverze (Dfl)_1
-1
a proto dle [9], str. 82, existuje i ((D?l)T> . Protoze pak existuji matice
-1
(D2) ' DjeReea (DY) ((D3)") € R takove, 7

(D?)" D} = (D) D} (D}) ' D,

a (D) D3 = (D) ((03)") " (%)" D3

je dle Lemmatu 1.2 platnost vztaha (3.19) ovéfena.

Predpoklady Véty 1.1 jsou tedy splnény a vétu muzeme pouzit k nalezeni
inverzni matice ze vztahu (3.18). O matici T = pPs = p (Dfl)TDfl jiz vime,
7e je regularni, a proto dle Lemmatu 1.1 plati, ze T~ = T~'. Hledan4 inverzni

matice ze vztahu (3.18) je pak ve tvaru

Oc,c Oc,cp Ic

e oo | Q7 [T =P (0Py) 7.
0c,.c (PP3) — (pP3) " pP;

Nyni opét vyuZijeme vztahy pro inverzni matice platné dle [9], str. 82, a tim

dojdeme k tvaru

Oc,c Oc,cp Ic
+

Q [L,-P,P3'],
P ~P;'P]
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kde matice Q je dana vztahem (3.16).
Celkem tedy plati

-1

Cf—l—l(X)Ck-l-l(x) + pPl PPQ . Oc,c Oc,cp
pPg pP3 Ocp,c %Pgl
L T T -1 -1
+ (Ck—i-l(x)ck-i-l(x) + pDy Dd) [Ica _P2P3 }
~P;'P;

a dosazenim do vztahu (3.18) a roznasobenim dostaneme

0. O, | |Cl. (x)y

§’+ = C:+1(X+> B +
0c,.c 5 P; ! 0
+ L T T -1
+ C(xy) - (Cry1(x)Cri1 (%) + pD Dy) (3.20)
~P;'P;
[I _P2P_1:| Cngl (X)y
C 3
0

Nyni dosadime za C;, (x) dle (3.4) a pro prvni ¢len na pravé strané (3.20)

dostaneme
Ck—i—l (X) On,cp Oc,c Oc,cp Cz-H (X)y . 0
Cri1(xp) Ciir(x0) | | Ocy e Pt 0 0

Ve druhém ¢lenu na pravé strané (3.20) vyuzijeme toho, Ze

C
L, -P,P;1] | = Cl,(x)y.
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Tim dojdeme k vyslednému vztahu

. c -1
¥, =Clabco)| |(CLa(x)Cun )+ pDED,) 'L, ().
—P; Py
(3.21)
Vyuzitim (3.9) zjistime, Ze z (3.21) plyne, Ze prvnich ¢ prvka vektoru b

(tj. téch odpovidajicim y) je rovno
- -1
b= (CLy (x)Cen(x) + pDID,) ' €L, () y. (3:22)

Obdrzeli jsme tedy stejny vztah jako je (2.7) z kapitoly o penalizované me-
todé nejmensich ¢tverci, coz znamena, ze odhady prvnich ¢ B-splajnovych
koeficienti z modelu (3.3) jsou stejné jako odhady B-splajnovych koeficientii
v zékladnim modelu (3.2).

Odhady zbylych ¢, B-splajnovych koeficientii (tj. téch odpovidajicich y,)
jsou dle vztahu (3.21) rovny

. _ -1
by = —P;PT (G, (x)Cyn (%) + pP) ' €L, (),
a tedy uzitim vztahu (3.22) lze psat

b, = —P;'PIb.
Vyuzitim vztahu (3.7) a jiz vySe pouzitych uprav dle [9], str. 82, lze tento
vztah prepsat do tvaru

b, = — (D2) ' Dlb. (3.23)

Dusledkem vztahu (3.23) je fakt, ze odhady B-splajnovych koeficientu

odpovidajicich neznaAmym hodnotém y,, tj. vektor f)p, zévisi vzdy pouze

41



na poslednich d vypoctenych koeficientech, kde d je rad diference pouzity
v penaliza¢nim ¢lenu. To si nyni ukdZzeme pro d = 1 a poté pro d = 2.

Dosadme do vztahu (3.23) za matice D] a D7 dle (3.8), tj.

-1

1 00---0 00 0--- 0 —1
-1 10---000 0---0 O

b=—|0 -11---00 0 0---0 0 b. (3.24)
0 00---0-11 0---0 O

Rekurzivnim algoritmem popsanym v [9] na strané 97 najdeme inverzni ma-

tici k dolni trojuhelnikové matici D? a zjistime, Ze plati

-1

1 00---00 0 100---00
110000 110---00
M) =0 -11--000]| =|111---00
0 00---0-11 111---11

Obdrzeny tvar matice dosadime do vztahu (3.24) a matice vynésobime.

Oznac¢ime-li i-ty prvek vektoru b jako Z;i, kdei=1,...,c, ziskdime
0---0-1 1
. 0---0-11. |1
b, = — b = b, . (3.25)
0---0-1 1

Odhad f)p tedy opravdu zéavisi pouze na poslednim odhadnutém koefici-

entu b.. Analogicky bychom postupovali pro diference druhého ¥adu. Protoze
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plati

1 0 000---00 0 O
-21 000---000 0

0---01-2

0---00 1
. 1 =21 00---00 0 0 X
b, = — 0---00 0 |Db,
0 1 —210---00 0 0

0---00 0
0 0 000---01-21
pricemz
~1
1 0 000---00 0 O 1 0 0 0 ---0
-2 1 000---00 00 2 1 0 0 ---0
1 1 =21 00---00 0 O 3 2 1 0 ---0
(Dg) = =
0 1 =210---00 0 0 4 3 2 1 -0
0 0 000---01-21 cp cp—1 =2 ¢p—=3---1
dospéli bychom ke vztahu
0---01 -2 1 1
. 0---02-31] - 1 2
b, = — b =0 + (b — ;) , (3.26)
0---03—4 1 3

skutecné se tedy jedné o linedrni kombinaci poslednich dvou odhadnutych
koeficientu.
Existuje mnoho pfipadu, kdy vysledny splajn neni fadem diference ovliv-

nén néjak vyznamneé, ale jak bylo uvedeno vyse, mezi jeho podobou a fadem
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diference existuje piima souvislost.

Predikovani v penalizované regresi si ilustrujeme na piikladu.

Piiklad 3.1. Necht jsou dana data zobrazené na obrazku 5. Vektor bodu x je
vygenerovan pomoci funkce 1inspace tak, aby obsahoval 100 rovnomérné
rozlozenych bodu v intervalu [1,10], tj. n = 100, a; = 1 a ay = 10. Vektor

y je vytvoren za pomoci funkci sin a abs a funkce randn pro generovani

Sumu.
35
3F )
.
.
e ®
25 % % .
o
2 ~ - . °
o. L4 *
> oo . *®
L o
1.5 ° °Te o . ® ® e e o
] L4 ®
1+ L ] ° L]
X4 . - o Jeo e
.. °® [ ) L) Y [
0.5 o @ o . ®
[ ] ] » .
0 | o o® @ I \-’. ..I ! | L L
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Obrézek 5: Zadané data

Predpokladejme, Ze budeme chtit predikovat hodnoty vektoru y, prislu-
Sejici hodnotam vektoru x,, jehoZ slozky lezi napravo od sloZek vektoru x,
a ktery obsahuje 20 hodnot generovanych podobné jako hodnoty vektoru x,
tj. pomoci funkce linspace tak, aby byla zachovana konstantni vzdale-
nost mezi body a byl jich pozadovany pocet, tj. n, = 20, a proto n; = 120
aaz = 12.

Nejprve budeme chtit znama data (x;,y;), 7 = 1,...,100, aproximovat
splajnem ve smyslu penalizované metody nejmensich ¢tverci. Postupujeme
tedy analogicky jako v Ptikladu 2.1, pficemz volime stupen splajnu 3, tj. k =
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3, a sit uzli jako posloupnost bodu od 1 do 10 s krokem 0.5, tj. [1: 0.5 : 10].
Nyni je tfeba pridat 6 pomocnych uzli, které 1ze zvolit tak, Ze rozsifené sit

uzli je dana jako

[—0.5,0,0.5,1:0.5: 10,10.5,11,11.5],

tj. ¢ = 21. Poté pomoci funkce spcol vytvorime koloka¢ni matici Cy (x) €
RI021 Zvolime vyhlazujici parametr p = 0.1 a fad diference v penaliza¢nim
¢lenu jako d = 1. Vysledny splajn je zobrazen na obrézku 6.

350 L !
Vysledny splajn

® Zadane body

Obrazek 6: Aproximace dat ve smyslu metody penalizovanych nejmensich
Ctvercl

Nyni jsou nasim cilem predikce, konkrétné chceme odhadnout neznamé
hodnoty y,. Nova sit uzli je zvolena tak, ze obsahuje ptvodni uzly [1 :
0.5 : 10] a nové uzly tak, aby pokryvala cely rozsah hodnot vektoru x, =
(x7, T

X', X

p)T, tj. interval [1,12]. Uvazujeme tedy sit uzli

[1:0.5:10,10.5,11,11.5, 12]
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a pridanim 6 pomocnych uzli poté vytvorime rozsitenou sit uzli
[—0.5,0,0.5,1:0.5: 10,10.5, 11,11.5,12, 12.5, 13, 13.5).

Pomoci téchto uzlii a vektoru x, vytvoifme koloka¢ni matici C; (x;) €
R12024 3 nasledné i matici diferenci D € R??4, éim7 ziskame i matice D] €
R32 DI e R*®aP, = (D}L)T D;. Poté miizeme ovéfit, Ze prvni blok ma-
tice D] odpovid4 matici D a stejné tak prvni blok matice C; (x,) odpovida
koloka¢ni matici Cy4 (x) pro puvodni data. Pomoci funkce 1insolve pak mu-
Zeme prostiednictvim vztahu (3.23) ur¢it odhad f)p vektoru B-splajnovych
koeficientd b, a polozit f)+ = (BT, BZ)T. Poznamenejme, Ze by bylo mozné
postupovat i tak, ze uréime vahovou matici M a k odhadu b vektoru B-
splajnovych koeficienti b vyuZzijeme vztah 3.12. Tento postup je praktiko-
van v Prikladu 3.2 a Pfikladu 3.3. Aproximované a predikované hodnoty
V.= (jfT,jfZ)T Ize poté ziskat vyuzitim vztahu (3.9), pficemz predikované

hodnoty y, jsou zobrazeny na obrazku 7 véetné vysledného splajnu.

350 0 0
Vysledny splajn T T T T R T S T B
e  Zadane body T T R R
B [ T T N T T R o
3 @ Predikovane body | | I o ] | I | I I | 1 .‘ I I o
—— —-Uzly [ T T S T B R I N
—— 0 0 11 * o I N T
25 [ Y T O T R B Lo [ N B B
[ N T R B [ N T [ N A
I N N T A N T [ N A
[ Y N T T R R P i o [ N A
2 - [ T B A T W A R [ N A
- e 11 1 f o\ [ N A
[ 4 T N R T I [ [ N A
[ AT VA T I # [ [ N A
1.5 I | T Iole\ . | [ N A
I | I T - | [ N T
I (| W T Y T PR | T T N T
I oMer 1 0 » T T N T
1 [ S T T W T I A B | T T N T
4 [ AR T WA S A B * T T N T
if 0 e\ Lo P T T T T T
oo I T T e T R T
0.5 | o » T T T T T R R
ol e 11 | T T T T T R R
S T A T B T T T T B
0 g 10 B®® | | | ig | T S S S S R SN R S
1 2 3 4 5 6 T 8 9 10 11 12

Obrézek 7: Predikce dat v penalizované regresi
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Na zavér ukdzeme, jak se na vysledném splajnu odrazi jina volba fadu
diferenci v penaliza¢nim ¢lenu. Na obrazku 8 jsou vykresleny vysledné splajny

pro d=1,2 a 3, coz jsou obvyklé volby tohoto parametru.

| I |
Vysledny splajn prod = 1 ! ! I
Vysledny splajn prod =2 } : }
6 Vysledny splajn prod = 3 | 1 ]
®  Zadane body | | I
. | | |
5L Uzly | | ‘
| | |
| | |
| | |
41 [ I
| | |
| | |
| | |
| |
* |

.

g~ ——mmm—— oo

|
|
1 | y
® I o [ o/ e
1 L [ I e\e */‘ I I Ao |
4 el 181 11\ [ ol
'chw e o |%& [ ?H-| I
ol h‘L e | 1 1 [ T N T T T R
0 TR S N SN NN SR B
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

Obrazek 8: Vysledné splajny pro ruzné d

Dosud jsme uvazovali tzv. predikei vpred, tedy predikei pro hodnoty x,,
které se nachazi vpravo od vektoru x, tedy v intervalu [as, as|. V praxi bychom
mohli chtit predikovat i hodnoty vlevo od vektoru x, tj. z intervalu [ao, a4],

piipadé chybéjici hodnoty z intervalu [a1, as].

Priklad 3.2. V tomto prikladu si ukdzeme tzv. predikci vzad, neboli pre-
dikei pro hodnoty x, nachéazejici se vlevo od vektoru x. Vyuzijeme data z Pri-
kladu 3.1, ktera jsou zobrazena na obrazku 5, a predpokladame, Ze chceme
predikovat hodnoty vektoru y,, prisluSejici hodnotam vektoru x,. Vektor x,
obsahuje opét 20 hodnot generovanych tak, aby byla zachovana konstantni
vzdalenost mezi body, byl jich pozadovany pocet, tj. n, = 20, a aby se jeho
slozky nachazely vlevo od slozek vektoru x. Plati tedy ap = —1, a3 = 1

a ay = 10.
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Nalezenim splajnu stupné 3, tj. £ = 3, ktery aproximuje data (x;,¥;),
1=1,...,100, ve smyslu penalizované metody nejmensich ¢tverct pro d = 1
a p = 0.1, jsme se zabyvali jiz v Piikladu 3.1 a vysledny splajn je zobrazen
na obrazku 6. Muzeme tedy rovnou prejit k predikovani hodnot vektoru y,.
Nejprve zvolime sit uzli, kterd bude pokryvat rozsah vsech hodnot vektoru
x,, tedy budeme uvazovat napiiklad [—1,—0.5,0,0.5,1 : 0.5 : 10]. Nyni je

tfeba pridat 6 pomocnych uzli, ¢imz ziskdme rozsitenou sit uzla
[—2.5,-2,—1.5,—1,-0.5,0,0.5,1: 0.5 : 10,10.5, 11, 11.5].

Dale vytvorime matici D, aplikovanim funkce diff na matici Io5 a vyuzi-
tim rozsifené sité uzlu a vektoru x; vytvorime rozsifenou koloka¢ni matici
Cy (x4).

Aby bylo moZné ziskat odhad f)+ vektoru B-splajnovych koeficientu b
dle vztahu (3.12), je tfeba jesté ur¢it matici M, pro kterou opét plati, ze jeji
diagonala je slozena z 0 pro chybéjici hodnoty vektoru y, a 1 pro pozorované
hodnoty, tj. pro hodnoty vektoru y. Matice M je tedy ve tvaru

02020 010020
M= | T

020,100 T100
Poté jiz mizeme vyuzit vztah (3.12) a pomoci funkce 1insolve ur¢it vek-
tor f)+, pficemz za y, dosadime vektor (07, yT)T, ktery obsahuje 0 na pozi-
cich odpovidajicich nezndmym hodnotém y,, nebot dle vySe popsané teorie
vime, Ze vztah lze upravit tak, Ze na téchto hodnotach nezavisi. Vysledny

splajn vytvofeny a vykresleny pomoci funkci spmak a fnplt je zobrazen

vcetné predikovanych hodnot y, vektoru y, na obrazku 9.
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Obrézek 9: Predikce vzad v penalizované regresi

Posledni moznosti, kterou se v této ¢asti prace budeme zabyvat, je situ-
ace, kdy data obsahuji néjaka chybéjici pozorovani uvnitf intervalu [aq, as).

Konkrétné uvazujeme pouze jednu skupinu chybé&jicich pozorovani.

Priklad 3.3. Pro ukazku predikce chybéjicich pozorovani budeme opét uva-
zovat data z Prikladu 3.1. Predpokladéame tedy, ze je dan vektor x, takovy,
ze obsahuje 100 hodnot generovanych rovnomérné na intervalu [1,10], ale
pro vSechny hodnoty vektoru x; nezname odpovidajici hodnoty, tj. vektor
¥, nybrz zname pouze vektor x a odpovidajici hodnoty y. Data dand vek-
tory x a y jsou zobrazena na obrazku 10, pficemz plati n = 80. Nasim tko-
lem je nejprve najit splajn, ktery tato data aproximuje ve smyslu penalizo-
vané metody nejmensich ¢tvercii, a poté predikovat hodnoty y, odpovidajici
hodnotam vektoru x,, ktery je tvoien hodnotami vektoru x, neobsazenymi
ve vektoru x.

Nejprve tedy budeme chtit najit splajn, ktery data aproximuje ve smyslu
penalizované metody nejmensich ¢tvercii. Zvolime stupen splajnu k = 3 a vy-

jdeme ze sité uzla pokryvajici cely rozsah vektoru x., , tedy uvazujeme sit uzla
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Obrézek 10: Zadana data

obsahujici 30 uzlid rovnomérné pokryvajicich interval [1,10], ktera je zobra-

zena na obrazku 11.

N
S
g —
]

L
o

| 1
2 3

1 |
8 9 10 "

Obrézek 11: Sit uzli pokryvajici cely rozsah vektoru x

Aby byla splnéna Schoenberg-Whitneyho podminka a koloka¢ni matice
byla plné sloupcové hodnosti, musi v nosi¢i kazdého B-splajnu lezet alespon
jeden bod z;, kde ¢ = 1,...,80. Proto je tfeba z této sité uzli odebrat
uzly, které pokryvaji rozsah vektoru x,, a tedy tuto podminku porusuji. Tim

ziskame sit uzlu zobrazenou na obrazku 12.

1 1
7 8

I
9 10 1

-
o
o

1
2 3

Obréazek 12: Sit uzli pokryvajici hodnoty vektoru x
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Z této sité uzli vytoiime pridanim 6 pomocnych uzlt rozsitenou sit uzl,
kterou vyuzijeme spolu s vektorem x k vytvofeni koloka¢ni matice Cy, (x)
za pomoci funkce spcol. Po ovéfeni plné sloupcové hodnosti kolokacni ma-
tice zvolime Fad diference v penalizacnim ¢lenu d = 2 a vyhlazujici parametr
p = 0.1 a pomoci funkce diff vytvoiime matici Dy € R?%?7. Dale jiz mii-
zeme ur¢it odhad b vektoru B-splajnovych koeficientii b tak, ze za pomoct
funkce 1insolve vyfesime rovnici danou vztahem (2.7). Splajn dany obdr-
7enym vektorem b je zobrazen na obrazku 13.

35, 0 0
Vysledny splajn

®  Zadane body
—— —-Uzly

e e e e 2 g —— =

o
o

Obrazek 13: Aproximace splajnem ve smyslu penalizované metody nejmen-
sich ¢tvercu

Nyni jiz prejdeme k predikovani pozadovanych hodnot. Sit uzli zvolime
tak, aby pokryvala cely rozsah vektoru x,, tedy sit uzli zobrazenou na ob-
razku 11, pri¢emz je tfeba opét pfidat 6 pomocnych uzli, ¢imz ziskdme roz-
Sffenou sit uzli. Nasledné vytvorime matice CJ (x), D}, P, a matici M,
ktera je diagonalni a na diagonile obsahuje 1 na pozici odpovidajici hod-
notam vektoru x a 0 na pozici odpovidajici hodnotam vektoru x,. Poté jiz

muZeme uréit odhad b vektoru B-splajnovych koeficientt b dle vztahu (3.12)
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za pomoci funkce 1insolve. Vysledny splajn dany vektorem b je zobrazen

na obrézku 14 vcetné predikovanych hodnot y .

|
Vysledny splajn
® Zadane body

vani v penalizované regresi

s

7

&jici pozoro

~

Obrézek 14: Predikce pro chyb

Vysledny splajn pro predikci chybejicich pozorovani
= = - Splajn aproximujici data bez chybejicich pozorovani

Chybejici data

Zadana data

35

3

251

10

Obrézek 15: Porovnani splajnii

lajn z obrazku 14 porovnat se splaj-

ysledny sp

eV

r by bylo vhodné

ave

2

Na z

v,

nem, ktery aproximuje ve smyslu penalizované metody nejmensich ¢tverctu
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data, ktera neobsahuji zadné chybéjici pozorovani, tedy data zobrazena na ob-
razku 5. Tento splajn ziskame analogicky jako v Prikladu 2.1, pficemz uva-
Zujeme stejnou sit uzli, stupen splajnu, vyhlazujici parametr a fad diferenci
v penaliza¢nim ¢lenu jako doposud. Na obrazku 15 lze pozorovat, Ze porov-
navané splajny jsou velmi podobné, a opét se potvrzuje, Zze v intervalech

zndmych hodnot jsou dokonce totozné.
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4. Predikce pomoci hladkych modelii smiSenych

efektu

Uz pred vice nez triceti lety bylo zkoumano, jak by bylo moZzné propojit
penalizované vyhlazovani a smiSené modely. Klicovym bodem tohoto pro-

pojeni je nastaveni vyhlazujiciho parametru na hodnotu poméru parametru

qu|mqw

rozptyli ndhodné chyby € a ndhodnych efekti «, tedy ve tvaru p =
Pri¢emz oba parametry rozptylt lze odhadnout pomoci tzv. restringované

metody maximélni vérohodnosti (REML).

4.1. LineArni smiSeny model

Nejprve si uvedeme, co je to linearni smiSeny model neboli linedrni mo-
del smiSenych efektt (anglicky linear mized model nebo linear mized-effects
model). Od regresniho linearntho modelu y = X3 + € (viz [2]) se lisi tim,
Ze jeho ndhodna slozka je rozlozena do dvou komponent. Jiz tedy nepfedpo-
kladame, ze variabilita je tvorena pouze nahodnou chybou €, ale pridavame
do modelu dalsi nahodnou slozku reprezentovanou tzv. ndhodnymi efekty
(anglicky random effects). Vektor regresnich koeficientu 3 pak nazyvame
vektorem pevnych efektu (anglicky fized effects).

Necht je dano m subjektii a pro kazdy z nich vektor pozorovani y, délky
n;, © = 1,...,m. Nejprve uvazujme pevnou ¢ast modelu, tj. r vysvétlujicich
proménnych, jejichZz hodnoty pro i-té pozorovani jsou obsazeny v matici X; €
R™" ¢=1,..., m, pficemz predpokladame, Ze vSechny tyto matice jsou plné
sloupcové hodnosti, tj. obsahuji linearné nezévislé sloupce. Nyni se zaméime
na ndhodnou ¢ast modelu a obdobné uvazujme matici hodnot s vysvétlujicich

proménnych pro i-té pozorovani Z; € R"™* ¢ = 1,...,m. Linearni smiSeny
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model pro i-ty subjekt, ¢ = 1....,m, je ve tvaru
yi =XiB+Zia; + €, (4.1)

kde B je vektor pevnych efekti délky r, tedy vektor regresnich koeficienti
prislusejicich k r vysvétlujicim proménnym, ktery je stejny pro vSechny sub-
jekty, a; je vektor ndhodnych efektu délky s pro i-ty subjekt, tedy vektor
regresnich koeficient piislusejicich k s vysvétlujicim proménnym a €; je vek-
tor reziduf délky n;. Navic predpokladejme, Ze a; ~ N'(0,D) a €; ~ N(0, R;),
pricemz varian¢ni matice D € R*® a R; € R™"™ i =1,...,m, jsou symet-
rické a pozitivné definitni, a a; a €; jsou nezavislé pro vsechna i = 1,...,m.

Pak lze vytvorit linedrni smiSeny model pro vSechny subjekty
y=XB+Za + €, (4.2)

kdey = (y7,... ,y?n)T je vektor délky n = >"" n;, X = [Xf, o ,an}T je

matice typu n x r, Z € R™™* je blokové diagonalni matice, jejiz diagonala je

tvorena jednotlivymi maticemi Z;, o = (a{, e ,a?n)T je vektor nahodnych
efektt délky ms a € = (e{, e ,efn)T je vektor rezidui délky n. Dale vime, Ze

a ~ N(0,G)ae~N(0,R), kde G € R™™* je blokové diagonalni matice,
jejiz diagonéla je tvofena m maticemi D a podobné R € R™" je blokové

diagonalni matice, jejiz diagonala je tvorena maticemi R;, ¢ =1,...,m.

4.1.1. Odhad pevnych efektu

Nyni se zamérime na to, jak odhadnout pevné efekty, tj. vektor 8. Jednou
moznosti je prepsat model (4.2) do tvaru y = X3 + €, kde €¢* = Za + €.
ProtoZze jsou a a € nezavislé, dle [13| vime, Ze varian¢éni matice souctu

je soucet varian¢nich matic, tj. Var (Za+ €) = Var (Za) + Var (€), kde
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Var (Za) = ZVar (o) Z*. Pro varianéni matici €* oznagenou jako V tedy
plati
V = Var (¢*) = ZGZ" + R. (4.3)

Protoze jsme ptredpokladali, Ze matice D a R,; jsou pozitivné definitni, jsou
dle [9], str. 89, pozitivné definitni i blokové diagonéalni matice z téchto matic
slozené, tedy matice G a R. Nasledné vyuzijeme toho, Ze potom je matice
ZGZ" dle [9], str. 213, také pozitivné definitni. Protoze soucet dvou pozi-
tivné definitnich matic je dle [9], str. 212, matice pozitivné definitni, plati,
Ze varian¢ni matice V je pozitivné definitni, a tedy i regularni.

Pomoci metody maximéalni vérohodnosti uréime odhad pevnych efekti.

Dle [13] vime, Ze sdruZzené hustota vektoru y ~ N (X3, V) je dana jako

1 1 Txr—1
fy(y) = Wexp (—5 (y—XB) V' (v —Xﬁ))

a zlogaritmovanim dojdeme k tzv. logaritmické funkci vérohodnosti

Ly X8V (y - XB). (44)

In(fy(y)) =In(1) - g In(27) —In (|V]) — 5

Tuto funkci chceme maximalizovat, a proto ji zderivujeme podle proménné
BT a vyslednou derivaci polozime rovnu nulovému vektoru, ¢im# ziskdme
rovnici

X'vly - X'V~'X3 =0,

a tedy
B=(X"V'X)" X"Vl (4.5)

Protoze je matice V pozitivné definitni, jeji inverze V' je dle [9], str. 214,
také pozitivné definitni. Pfedpokladali jsme, ze matice X;, 7 = 1, ..., m, maji
linearné nezéavislé sloupce, a proto plati, Ze i matice X mé linedrné nezavislé
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sloupce, a je tedy plné sloupcové hodnosti. Diky plné sloupcové hodnosti
matice X a pozitivni definitnosti matice V™! pak plati, ze XT V!X je také
pozitivné definitni [9], str. 213, tedy i regularni.

4.1.2. Odhad nadhodnych efekti

Néasledné nas zajimé, jak najit odhad nahodnych efekti. Za timto tcelem
vyuzijeme [2]| a zjistime, Ze jej lze ziskat jako nejlepsi linedrni nestranny
odhad (BLUP) jako podminénou stfedni hodnotu E (a | y). Poznamenejme
ale, ze zde je nestrannost myslena ve smyslu E (&) = E (a) = 0 a obvykle
definovana nestrannost neplati, tj. E (&) # a. Nyni uvedme vétu, kterou lze

vietné dikazu najit v [12].

Véta 4.1. Necht X ~ N (u,X), kde

X i X
X — 1 = M1 = 11 2412
Xy Mo Yo Yoo

Pak plati Xy ~ N (g, 211), Xo ~ N (py, Xa) a navic
Xy | (Xg =%2) ~ N (py + B1235) (%2 — 1), V11 — B123555 Ban) -

Nejprve je t¥eba uréit kovarianci y a «, tj. Cov (y, ). Dle [13], str. 129,
vime, ze plati

Cov(y,a) = E(ya) - E(y) E (), (4.6)

a proto lze dokazat, ze plati

Cov (y,a) = Cov (XB +Za+ €, ) =

= Cov (X3, ) + Cov (Za, ) + Cov (€, ) .
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Diky nezavislosti X3, a a €, a plati, ze Cov (X3,a) = 0, Cov (€,x) = 0,
a vyuzitim (4.6) dostaneme Cov (Zar, ) = E (Zaa™) —E (Za) E (a¥). Pro-
toze stfedni hodnota nahodnych efekti je nulova a matice Z je nendhodné,
plati

Cov (y,a) = ZE (aa”) = ZVar (a) = ZG.

Pak Cov (a,y) = GTZ" = GZ”, a tedy celkem plati

o 0 G Gz"
~N ,
X3 ZG V

a tedy dle Véty 4.1 plati, ze
aly~N(GZ'"V''(y-XB),G-GZ"V'ZG).
Odhad néahodnych efektt pak lze ziskat jako
a=E(a|y)=GZ'V' (y - XB), (4.7)

priem? v praxi nahrazujeme 3 jejim odhadem 3, viz (4.5).

Maximalné vérohodné odhady B a & lze ziskat i jinak. Vyjdeme ze sdru-
zené hustoty y a o, tj. fy.a(y, ). Tulze dle [13], str.122, ziskat vynasobenim
hustot podminéného pravdépodobnostniho rozdéleni y | a a pravdépodob-

nostniho rozdéleni o, tj.

fy,a(Y>a) = fyla(y | a)fa(a)' (4'8)
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Nyni se zaméfime na podminéné rozdéleni y | a. Vime, Ze plati

X VvV ZG
y N B’
0 GZ" G

a proto dle Véty 4.1 vime, zZe

yla~N (XB+ZGG ' (a—0),V-ZGG 'GZ"),

coz lze vyuzitim (4.3) upravit do tvaru

y|a~N(XB+Za,R). (4.9)

Vyuzitim (4.9) a a ~ N(0, G) lze odvodit hustoty téchto rozdéleni

Fialy | @) = ey (5 v = X6 - 20 R (y - X6~ 2 ).
fa(a) = 1%

1 T —1
SR —~a"G .
eni |Gl " ( 2 “)

Dosazenim téchto funkei do vztahu (4.8) a zlogaritmovanim dostaneme

Zderivovanim této funkce podle proménnych 3 a a za tcelem jeji maximali-

zace a polozenim téchto derivaci rovnych nule ziskdme tzv. rovnice smiSeného
modelu

XTR'X X"R'Z B XTR 1y
T -1 -1 | T T -1 ’ (4.10)
Z'"R7'Z +G & Z"R 'y

ZTR'X
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ze kterych lze také urcit odhady pevnych a nahodnych efektii pomoci metod

pro TeSeni soustav linearnich rovnic.

4.1.3. Odhad parametri rozptyld o2 a o2

Dosazenim odhadu pevnych efekti (4.5) do (4.4) ziskdme pii zanedbani

konstant funkci proménné V, kterou lze upravit do tvaru

lur (V) = —% In (|[V]) — %yT (V—1 ~ VX (XTVX) T XTV—1> y.
(4.11)
Maximalizaci této funkce bychom ziskali prostiednictvim odhadnuté matice
V maximalné vérohodné odhady parametri rozptyli o2 a o2 .

Dle [2] ale plati, Ze maximalné vérohodné odhady jsou vychylené smérem
dold, tj. stfedni hodnota odhadu parametru je mensi nez skuteéna hodnota
tohoto parametru, proto se ¢asto vyuzivaji odhady ziskané metodou REML,
tj. restringovanou metodou maximalni vérohodnosti. V této metodé vychéa-
zime z modifikované funkce vérohodnosti, ktera odpovida hustoté transfor-
movanych dat. Konkrétné se jedna o transformaci LTy, kde matice L spliuje
podminku L”X = 0. Dle [10] pak plati, Ze odhady roztyli o2 a o lze ziskat

metodou REML prostiednictvim maximalizace funkce
1 1 _ 1 _
lrpn (V) = =50 (V) = S In (|X"V'X]) - Sy - X3)"V(y -Xg).

Do této funkce muzeme opét dosadit odhad pevnych efektu (4.5) a porovna-

nim s funkei (4.11) dojdeme ke vztahu

1
lrenr (V) = Ly (V) — 5 (|IxX"V'X]).
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4.2. Hladké modely smiSenych efektt

Nyni se jiz zaméFime na propojeni P-splajnt, viz odstavec 2.1, a linarnich
smiSenych modelt, tedy na tzv. hladké modely smiSenych efektii. Uvazujme
linedrni smiSeny model

y=XB+Za + €, (4.12)

kde a ~ N(0,02G) a € ~ N(0,021,). Existuje mnoho moznosti, jak prevést
puvodni model (3.2) na tento smiSeny model. Cilem je najit transformaci €2

takovou, ze
Cep(x)Q=[X|Z] a Qb=[8"|a"]",

kde €2 je ortogonalni matice. Transformace je zvolena tak, abychom ziskali
pravé Cpiq (x) b = X3 + Zo.
Matici €2 rozdélime na dvé submatice, které odpovidaji pevnym, respek-

tive ndhodnym slozkam, tj. Q@ = [Qf | Q,]. Tedy plati

X = Crn (X2,
Z = Cpp1(x)92.. (4.13)

Existuje vice moznosti, jak zvolit submatici €2,, my vyjdeme ze spektralniho
rozkladu matice penalizace P € R¢, o které jiz vime, Ze je pozitivné semide-
finitni, viz odstavec 2.1. Tedy uvazujeme rozklad P = USUT, kde 3 € R¢
je diagonélni matice, jejiz diagonala je tvorena vlastnimi ¢isly matice P sera-
zenymi vzestupné, a matice U € R¢ obsahuje odpovidajici vlastni vektory.
Dle [9] plati, ze vlastni ¢isla semidefinitni matice P jsou nezaporna a ze strany
551 vime, ze pocet kladnych vlastnich ¢isel matice P je roven hodnosti ma-

tice P. Hodnost matice P je dle [9], str. 75, rovna hodnosti matice Dy, nebot
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plati P = DYD,. ProtoZe vime, Ze matice Dy € R°~%¢ je plné fadkové hod-
nosti, plati, ze pocet kladnych vlastnich ¢isel matice P € R¢ je c—d, a tedy
pocet nulovych vlastnich ¢isel matice P je roven d. Matici ¥ pak lze zapsat

ve tvaru
O0ga Oge—q

Oc—ga X

Py

kde 3 € R4 je diagonalni matice, jejiz diagonala obsahuje kladna vlastni
¢isla matice P, a matici U lze zapsat ve tvaru U = [Uy, U, ], kde matice Uy
obsahuje vlastni vektory odpovidajici nulovym vlastnim ¢islim matice P
a U, obsahuje vlastni vektory odpovidajici kladnym vlastnim ¢islim matice

P. Matici €2, pak lze zvolit jako €2, = UTE_%. Minimalizovany vyraz
8 (b) = (y = Cp41 (x)b)" (y — Cp1 (x) b) + pb"Pb

prislusejici modelu (3.2), pak 1ze v kontextu smiSeného modelu (4.12) piepsat

do tvaru
§(b)=(y—XB—Za)" (y — XB — Za) + pb'Pb.

Predikce v kontextu smiSenych modelt se bézné provadi tzv. dvoufazove,
tj. nejprve se vytvoii model a poté se provadi predikce. Stejné se na to zamé-
fime v kontextu hladkych smiSenych modeli. Zde bude platit, ze varian¢ni
matice ndhodnych efekti je pfimym rozsifenim této matice ve vytvareném
modelu. Poté pfedstavime i tzv. jednofazovy pristup. V tom dochézi k tvoreni
modelu a predikcim soucasné a vyhodou je, ze muze byt zvolena libovolnéa

transformace.
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4.3. Dvoufazovy priistup
4.3.1. Standardni metodologie pro predikce

Metodu popsanou v této kapitole oznac¢ujeme jako piistup smiSeného mo-
delu. K predikci novych pozorovani muzeme vyuzit [7], kde je rozebrana
predikce v linearnich smiSenych modelech. Predikce je dana linearni funkci
nejlepsiho linearniho nestranného odhadu nahodnych efekta (BLUP) a nej-
lepsiho linearniho nestranného odhadu pevnych efekti (BLUE) v modelu.

Vysledky jsou zaloZené na nésledujicim rozsifeném smiSeném modelu

=X B+ Lo ey, (4.14)

ktery lze rozepsat do tvaru

y X Z 0 a €
= B+ + , (4.15)

Yy Xp Z1 Zg (875 €p
kde ( e T~ N(0,071,, ), B jsou pevné efekty z pivodniho modelu (4.12)
a o, = ( T Z)T je rozsiteny vektor ndhodnych efekti s varianéni matici

G G,
GPO GPP

Var (o) = 062G, =02,

(4.16)
kde 02G je varian¢ni matice nahodnych efekti z piivodniho modelu (4.2)
pro pozorované data, 02,G,, je matice kovarianci ndhodnych efektii pro po-
zorované data a pro nepozorovana data (02 G, je naopak matice kovarianci
nahodnych efekti pro nepozorované data a pro pozorovana data) a 02 G, je
varian¢ni matice nahodnych efekti pro nepozorovani data. Parametry roz-

ptylt 02 a 02 jsou odhadnuté pomoci metody REML popsané vyse.
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Nyni potfebujeme prevést rozsiteny P-splajnovy model (3.3) na rozsifeny

smiSeny model (4.14). Proto definujeme rozsifenou matici transformace

kde €2, je matice transformace pro pozorovand data a €2, je matice transfor-
mace pro nepozorovana (tj. predikovand) data. Pak plati Z, = C},; (x4) Q;,
t].

Z 0 Crr1(x) 0 Q. 0

AW Clls—f—l(xp) Ci+1(xp) 0 Q,

tedy matice Z je dana vztahem (4.13), Z; = Cj,, (x,) 2, aZy = Cj,; (x,) §2,,,.

Opét existuje vice variant, jak € zvolit. My ji volime tak, Ze €, =
UTE_%, pri¢emz opét vychézime ze spektralniho rozkladu penaliza¢ni ma-
tice P = DID,; = UXU’, a matice 2, je zvolena jako Q, = (Dfl)_l,
kde D, a D? jsou submatice matice D}, viz (3.6). Pomoci rozifené matice
transformace 2 jsme ziskali varianéni matici o2 G rozsifenych nahodnych
efektii a; jako rozsifeni matice o2 G, viz (4.16).

Ze vztahu (4.15) lze odvodit vztah pro predikované hodnoty
V, = X,8 + Z1& + Lo, (4.17)

ktery bychom radi upravili tak, aby se v ném vyskytovaly pouze odhady
pevnych efekti B a nahodnych efektti &. Proto je tieba odvodit vztah pro é,,
coz provedeme pomoci Al algoritmu popsaném v [8]. Stejné jako v [7] vyjdeme
z rozsiteného modelu

Yo = Fp + Koo + €4,
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y 0, X Z 0
Yo = ) F = 5 a =
0 Inp Xp Zl Z2
B
B €
TCL: o = N €+: N
(8 2 €p
ap

1 je vektor pevnych efektt délky n,, Var(ay) = 602G, viz (4.16), a opét
plati Var(e€,) = o2I,,. Rovnice tohoto rozsifeného smiSeného modelu lze
fesit pravé pomoci Al algoritmu (tj. pomoci absorpce a zpétné substituce)

matice

yiR.'Y, ViR, 'K, yIR;'F
K'R;'y, K'R;'K,+G: K'R;'F|. kdeGj=
FTRglya FTR;IKCL FTRglF

0
0G !

a

Absorpci ziskdme matici smiSeného modelu

y'R7l'y  y"TR'X yIR™'Z 0
X"R'y X'R7'X X"R'Z 0 . G» G
,kde G~ =
Z'Rly Z'R'X Z'R'Z+G* G Gr° Gr?

0 0 Gr° GrP

Z poslednich fadku lze dle |7] ziskat pozadovany vztah
&, = — (G")' G"& = G,,G 'a. (4.18)

Absorpci posledni ¢ésti odpovidajici &, bychom dosli k matici pivodniho
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smiSeného modelu (4.2), tj. k matici

=Yy 2y (X1 7Z] reg— |00
Lx" 2"y L [XT 27" (X |2+ &G | 0 LG

Za &, tedy dosadime dle (4.18) do (4.17) a tim dojdeme ke vztahu
¥, =X,B+ Zyé, (4.19)

kde Z,) = Z; + ZQGPOG’_l a B je BLUE a & je BLUP odhaduté z pozorova-
nych dat, viz (4.5) a (4.7). Rovnice smiSeného modelu (4.12) jsou dle (4.10)

ve tvaru

SX"X 5X"Z Bl | =Xy
#Z'X LZ'Z+ 5G| | & =2y

Jestlize oznac¢ime matici koeficientt jako Q, tj.

ULEXTX C}—EXTZ
ULEZTX ULEZTZ + éG‘l

pak pro odhady B a a plati

A

B L Xt
| =qQ %ZT y. (4.20)
(84 —

Dle [7] je vhodné vytvorit interval spolehlivosti pomoci varianéni matice roz-
dilu y, —y,, tj. Var (jfp — yp), misto obvyklého vyuziti varian¢ni matice y,),

tj. Var (jfp), tedy jako

y, + 1.96\/diag (Var (3, - v,)), (4.21)
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kde hodnota 1.96 odpovida 0.975-kvantilu normovaného normalniho rozdeé-

leni. Vyuzitim vztahu (4.19) a 'y, = X,8 + Z,)a + €, ziskdme

: B B
Var (yp - yp) = Var [Xp | Z(p)] | T [Xp | Z(p)] — €
a a
- o
= [X, | Z(] Var A=B Pl =0, (4.22)
A T
a— Z(p)
. o B-8 B ,
Nyni je tedy treba urcit Var , pricemz si nejprve odvodime
a—«o

vztah pro A=B . Dle (4.20) a (4.12) vime, ze
a—a

5 X7
P ﬁ :Q_l - (X,@+ZCX+€)—

a—o Z o

Néaslednymi tupravami dojdeme ke vztahu

B=B| _gu|0 O B X7

& —« 0-LG!'| |« yAl
Ué
ktery vyuzijeme k urceni varian¢ni matice, tj.

3 - 0 0 X7
Var P=F =Var [ Q! B
& —a 002G | |« z"

Tento vztah Ize nékolika upravami zjednodusit do tvaru

Var ? B =o2Q7! (4.23)
a— o
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Pro interval spolehlivosti potom dosazenim (4.22) do (4.21) s vyuzitim

(4.23) plati

XT
y, £1.96 |diag | [X, | Zp)] Q" qu’ . (4.24)
()

4.3.2. Predikce zaloZena na podminéném rozdéleni y, |y

Nyni se na tento problém podivame z hlediska podminéného rozdéleni.
Vyjdeme z rozsifeného smiSeného modelu (4.14), tj. uvazujeme sloupcovy

vektor y, = (yT, yZ)T s varian¢ni matici, kterou oznacime V, tj.

Var (y+) = V+ = 0-121Z+G+Z£ + UgIn+>
piicem?Z plati, Ze ji 1ze zapsat blokové pomoci matic odpovidajicich y, resp. y,,
jako

Voo Vop

V+ = )
VPO Vpp

t.

Voo = 02ZGZ" + 01,
Vop =V, = 022GZ] + 0 ZG,,Z],

V,p = 02Z1GZ] + 022G 2] + 027:1GopZsy + 021, .
Podminéné pravdépodobnostni rozdéleni je pak dle Véty 4.1 ve tvaru

Yy |y ~ N (Xpﬁ + VPOV;} (y —XB) s Vipp — VpoV;olvozp) .
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Jestlize se zamérime na ¢tvercovou chybu predikce, zjistime, Ze odpovida

podminénému rozptylu Var (yp | y), protoze

E ((yp _yp)2> =L (E ((yp _yp)2 | y>> - E(Var (yp | y))

= Var (y, | y),

pricemz jsme vyuzili zédkon anglicky nazyvany Law of Total FExpectation,
dle kterého podle [16] obecné plati E (X) = E (E (X | Y)), a toho, Ze pro nor-
mélni rozdéleni plati, Ze podminény rozptyl nezavisi na hodnoté podminky.

Predikéni interval pak lze zkonstruovat jako

y, £1.96/Var (y, | y), (4.25)

kde Var (yp | y) = V,, — V,,V,'V,,. Viimnéme si, ze u standardni me-
todologie pro predikce (viz odstavec 4.3.1) bylo moZné sestavit jen interval
spolehlivosti, zatimco u pifstupu pomoci podminéného rozdéleni y, | y lze
sestrojit predikéni interval, ktery je vhodné pouzit pro predikci novych hod-

not.

4.4. Jednofazovy pristup

Tento pristup, narozdil od dvoufédzového piistupu rozebraném v kapitole
4.3, lze pouzit s libovolnou volbou reparametrizace a pro vhodné zvolené
transformace dostaneme stejné vysledky jako pouzitim zminéného dvoufazo-
vého pristupu. Tuto metodu nazyvame také piistup rozsifeného smiSeného

modelu, protoze do modelu rovnou zahrnujeme y,, ale s nekone¢nym rozpty-
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lem (tj. nulovou vahou). Uvazujeme tedy model
Y, = X+,6 + Z+a+ + €y, (426)

pricemz

a, ~N(0,02G,) a e ~N(0,0/Ry),

kde R, € R"+™* je diagonalni vahova matice, jejiz diagonalni prvek je roven
1, jestlize odpovida pozorovanym dattm, tj. y, a jejiz diagonalni prvek je ro-
ven nekone¢nu pro data predikovana, tj. pro y,. Nekonetna hodnota v matici
R, pak odpovida tomu, Ze o datech, ktera chceme odhadovat, neméme zadné
informace. Dle [11] jsou pak odhady pevnych a ndhodnych efektt dany vztahy
vyplyvajicimi z rovnic rozsifeného smiseného modelu. Vysledné odhady jsou

dany vztahy?
2 ~ -1 ~
5::(X§V;X4> XTV.y.,
A 7 . (4.27)
a=02C. 2V, (v, ~X.B).

kde Vi = 02Z,G,Z" + o2R,. Protoze jsou splnény predpoklady Véty 1.3,
~ 1 ~
miiZzeme tuto vétu vyuzit k urceni inverzni matice V_ k matici V. Konkrétné

volime

S = Z+>

T = UiG+>
T

U=12",

W = 03R+,

2Symbol ’ znadi, ze odhady jsou zaloZené na tom, Ze neznamé hodnoty y, maji neko-
necny rozptyl.
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¢im7Z dostaneme

~ 1 J 1
V+ :0—3R+ —%

1 1 -
R,'Z, (U—QG;I + Zf;R;1Z+) ZTR.'. (4.28)

Dale opét plati Z, = Cf,; (x4) Q;7, kde ;" je ortogonélni matice transfor-

mace takové, ze spliiuje

C:H (x4) [Q}L | Qﬂ = X4 | Z4]
a [ 9] b =[8"aT]".

Pro pifpad penalizaci zaloZenych na diferencich volime matici . na zakladé
spektralniho rozkladu penaliza¢ni matice D£D+. Tim dosdhneme pozado-
vané rovnosti Ci; (x)by = X8+ Z . Déle ze vztahu (4.28) plyne,
ze pro urceni pevnych a nahodnych efektti nepotiebujeme matici R,, ale
matici k ni inverzni, tj. matici R:Ll. Pro Rjrl dle [9], str. 81, plati, ze je
také diagonalni a na diagonale mé 1 na pozici, na které byla 1 v matici R,
a 0 na pozici, na které bylo nekonecno v matici R .

Abychom dokazali popsat vztah mezi touto jednofazovou metodou a me-
todou dvoufazovou popsanou v kapitole 4.3, je tfeba znat vztah mezi variac¢ni
matici ndhodnych efekti a rozsifenou varianéni matici. S tim ndm pomiize

nasledujici véta, jejiz dikaz muze ¢tenaf najit v dodatku ¢lanku [1].

Véta 4.2. Uvazujme model (3.2) s penalizaci zaloZenou na diferencich B-
splagnovych koeficienti. JestliZe je matice transformace pouzitd k ziskdni od-

hadi (4.27) primygm roz$iFenim pivodni matice transformace

(4.29)
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kde Q2, = UTE_% af), = (Dfl)_l, viz odstavec 4.3.1, pak jsou aproximované
pozorované hodnoty a predikované hodnoty ziskané pomoct jednofdzového pri-
stupu stejné jako ty, které jsou dané standardni metodologii dvoufdzového
pristupu, viz odstavec 4.3.1.

Zdroverni také plati, Ze odhady parametri rozptyli o2, a o? ziskané meto-
dou REML, viz odstavec 4.1.3, jsou stejné pro zdkladni i rozsiteny model,
t7. mazimalizact ndsledujicich funkci bychom ziskali stejné odhady parametri

rozptyli o2, a o?

s (V) == 5 (VD) ~ S1n((XTV X)) = 5 (v = XB) V" (y - XB).

e (\7+> :—%ln(‘v+‘> —%ln(‘XT\?:LlXD —%(y—Xﬁ)T\?;l(y—Xﬁ) :

Stejnych vysledki bychom dosdhli i pouZitim metody mazimdlni vérohodnosti,

kterda md ale vyse zminené nevijhody.

Dusledkem Véty 4.2 je to, Ze oba pfistupy (jednofazovy i dvoufazovy)
davaji vzdy stejné feSeni bez ohledu na zvolenou transformaci. Vétu 4.2 jsme
formulovali pro konkrétni transformaci, abychom obdrzeli vztah mezi obéma
metodami. Posledni tvrzeni ve Vété 4.2 znamenad, Ze odhady parametri roz-
ptyli pouzité k predikci jsou stejné jako ty, které byly pouzity k vytvoreni
modelu. Jinymi slovy, predikce lze nejen provést soucasné, ale dokonce bude

stejny i parametr vyhlazovani.

Piiklad 4.1. Predpokladejme, Ze mame dana data generovana podobné jako
v Prikladu 3.3, tj. vektor x je vytvoren pomoci funkce 1insolve a vektor
y pomoci funkci randn, abs a sin. Data jsou zobrazena na obrazku 16,
pricemz plati n = 179, a; = 1 a ay = 40. Nasim tkolem je doplnit chy-
bé&jici pozorovani pomoci jednofdzového piistupu a poté se budeme vénovat

predikcim pro budouci pozorovani.
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Obrazek 16: Zéakladni pohled na data

Obecné bychom postupovali nasledovné. Uvazujme model popsany v [5]

J
(yz | xz - + Z gj xz COS ]CU(L’Z) + h (xz) SIH(]wxz))> (430)

j=1
kde f je hladka funkce popisujici trend, g a h jsou hladké funkce zachycujici
amplitudy kosinovych a sinovych vln a w = 2?”, kde p je perioda. J je pocet
uvazovanych funkei, pricemz se obvykle uvazuje J = 1 nebo J = 2. Pro volbu
J =1, kterou budeme uvazovat v tomto prikladu, lze model (4.30) prepsat

do maticového tvaru

= Cb + ¢, (4.31)

kde € ~ N(0,021,), C = [Cry1(x) | KCiy1(x) | SCri1(x)] a b = (b, by, by),
pricemz K je diagonalni matice, jejiz diagonéla je tvofena vektorem cos(wx)
a S je diagonalni matice, jejiz diagondla je tvofena vektorem sin(wx), a sym-
bol ® znadi tenzorovy soucin téchto matic.

Abychom ziskali odhad vektoru koeficientit b, je tfeba minimalizovat
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funkci

5(b) = (y — Cb)" (y — Cb) +b
kde P = p@DTD, pricemz p je diagonélni matice, jejiz diagonala je tvorena
vektorem (p, pi, ps), a D je blokové diagonalni matice, jejiz diagonalu tvoif
matice DDy a matice I, ® Ddistks. My zvolime d = 2 a dis = 1, nebot je
to dle [1| obvykla volba.

Protoze uvazujeme jednofazovy piistup, je tfeba model (4.31) rozsirit.

Definujme tedy matici
C+ = [C:H(X) | K+C:+1(X+) | S+C:+1(X+)} ) (4.32)

kde K je diagonalni matice, jejiz diagonala je tvorena vektorem cos (wx, )
a Sy je diagonalni matice, jejiz diagonala je tvofena vektorem sin (wx. )
a rozsifenou penalizatni matici P, ktera je blokové diagonalni s maticemi
p (Dj)T D}, pk (DC};)T D, a p; (DCJ{S)T D na diagonale. Poté jiz mizeme
vyuzit vztah (3.12), ve kterém nahradime matici G, (x,) matici C, a ma-

tici pP, matici P_.. Pro matice X a Z plati, ze jsou dany jako

X = (1, | x| x* |-+ | x¥" | cos (wx) | sin (wx)] (4.33)
7 =

1Z | KZys | SZy4] (4.34)

pricemz cos (wx) a sin (wx) jsou sloupcové vektory stejné délky jako vektor

X, pro matici Z opét plati vztah (4.13) a matici Zy, 1ze ziskat pomoci vztahu

st = Ck+1 (X) Qr (435)

NI

kde Q, = U,X 2 a U, a X jsou opét ziskany z matic tvoficich spektraln

rozklad matice Ddistks. Vyhlazujici parametry p, p, a ps uréime opét jako

74



poméry parametru rozptylu ndhodného ¢lenu a parametru rozptylu nahod-
nych efektt 02, 07 a 2. Pro varianéni matici G plati, Ze je blokové diagonalni

s maticemi

G = O'QIC_d,
Gy =014, (4.36)
Gs = Uglc—l

na diagonale.

Nyni jiz pfejdeme ke konkrétnimu postupu. Uvazujeme stupen splajnu 3,
tj. k = 3, a jak jiZ bylo zminéno vyse, zvolime d = 2 a d, = 1. Protoze uva-
Zujeme jednofézovy piistup, definujeme vektor x, délky 200, ktery obsahuje
slozky vektoru x a slozky vektoru x,, pro ktery chceme predikovat nezndmé
hodnoty y,. Dale vytvorime rozsirenou sit uzli, kterd je zobrazena na ob-
razku 17, a vyuzitim této sité uzli, vektoru x, a stupné splajnu 3 vytvorime
L0
| |
| |
| |
| |

I [
I [
I [
I [
I [
I [
1 1 1 1

10

1 I
5 20 25 3

I
35 40 45

I
I
I
I
I
I
L
1

[T e ——

I
0

=]
=]

Obrazek 17: Rozsifena sit uzli pokryvajici interval [1,40]

pomoci funkce spcol kolokaéni matici G, (x) € R*™. Poté vytvoiime
matici D pomoci funkce diff aplikované na matici I3 a vyuZitim funkce
svd uréime spektralni rozklad matice (D})T D, tj. vytvofime matice U,
a 53+ a tedy i matice U a X, . Tyto matice poté vyuZzijeme k uréeni matice
transformace €2, pomoci které uréime matici Z, .

Déle vytvotrime matici X+ dle upraveného vztahu (4.33), pficemz volime
p =, tj. w =2, a matici DC};S, pro kterou budeme chtit opét najit matice,
které tvor{ spektralni rozklad matice (DC};S)T D . Pomoci nich mizeme opét
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vytvorit matici transformace oznacenou jako Q: a poté jiz mizeme urcit ma-
tici Z;, dle upraveného vztahu (4.35). Po vytvoreni matic K, a S, mtzeme
urcit i matici Z, dle upraveného vztahu (4.34).

Protoze jiz zname matice X, a Z,, miZeme k nalezeni odhadi para-
metru rozptylu pomoci metody REML vyuzit tzv. SOP algoritmus popsany
v [15]. K tomu vyuzijeme kod z piilohy ¢lanku [1], ktery je i soucasti prilohy

diplomové prace, a dojdeme k hodnotam

oe = 0.0997,
o? = 0.8256,
o2 = 0.0000,
0?2 =0.0425,

pomoci kterych uréime matici p jako diagonalni matici s diagonalnimi prvky

pP=%5pr=25aps = g—é Nasledné mizeme vyuzitim upravenych vztahi

9k
(4.36) urcit matice G, G} a GI a z nich poté vytvofit blokové diagonalni
matici G. Poté vytvorime matici R:Ll € R2%0:20 tak  7e na diagonéle bude

mit - na pozicich odpovidajicich slozkam vektoru x a 0 na pozicich odpo-

o2
vidajicich slozkdm vektoru x,,.
Z rovnic smiSeného modelu (viz (4.10)) uréime odhady pevnych a ndhod-

nych efektid, které poté vyuZijeme k urceni odhadu y, vektoru y ., konkrétnée

plati

ST 1~ ST —1r -1 ST —1

kg | XRTX X"R'Z, X'Rly,

Y+_|: +| +:| . 1 =T 15 < —1 5T 1
Z'R7X, Z'R]\Z,+G, Z Ry,
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Poté jiz mtuzeme prejit k nalezeni intervalu spolehlivosti

-1

- T - - T - - T
. .| XCRIIX X.R:'7Z X

y,+1.96 |diag [ [X|2] |} :ﬁ I +_1 BERP
Z.R7'X, Z.R;]'Z,+G] Z,

ktery byl vytvoren podobné jako interval spolehlivosti (4.24). Analogicky 1ze
ur¢it i kfivky pro samotnou trendovou a sezénni slozku a jejich intervaly
spolehlivosti. Vysledné kifivky vcéetné zadanych bodi jsou zobrazeny na ob-

rédzku 18.

®  Zadanadata

Vysledny splajn y

10 7| — = —-Interval spolehlivosti b
Trendova slozka

8 Interval spolehlivosti pro trendovou slozku f

Sezonni slozka

— — — -Interval spolehlivosti pro sezonni slozku

Obrézek 18: Vysledny graf

Nyni bude nasim cilem predikovat hodnoty pro budouci pozorovani, kon-
krétné hodnoty odpovidajici 40 novym hodnotdm na ose x lezicich napravo
od intervalu [1, 40|, konkrétné v intervalu [40, 48]. Tim vznika novy rozsifeny
vektor, ktery oznac¢ime jako Xey délky 240, pomoci kterého vytvorime rozsi-
fenou kolokac¢ni matici C$™ (X ) € R*%?7, pricemz opét uvazujeme k = 3
a sit uzla pokryvajici cely interval [1,47.8392]. Pfidanim 6 pomocnych uzli

vytvofime rozsifenou sit uzli zobrazenou na obrazku 19.
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Obrazek 19: Rozsifena sit uzli pokryvajici interval [1,47.8392]

Po vytvofeni roziifené kolokatni matice C§ (Xext) lze ovéfit, ze prvni
blok matice odpovida ptivodni kolokaéni matici CJ (x, ). Nésledné miZzeme
vytvorit vahovou matici Mgy € R?40240, ktera je diagonalni a na diagonale
obsahuje 1 na pozicich odpovidajicich znd&mym hodnotam y a 0 na pozi-
cich odpovidajicich nezndmym hodnotdm y,. Abychom mohli k urceni ma-
tice Cexe € R?198! vyuzit upraveny vztah (4.32), je t¥eba jesté urcit matice
Ko € R?0240 5 S, € R*0240 Ty budou vytvoreny jako diagonalni ma-
tice s vektory cos (wXext), resp. sin (wWXext), na diagonéle. Vytvoifime matice
D; € R?%?2" a Dy, € R¥? a poté vyuzijeme vztah (4.29) a vytvoffme matici

transformace pro trendovou slozku

Qext _ Q:— 0
T 0 (D}

kterou vyuZijeme k uréeni matice Zg € R*%? dle vztahu
ext ext
Zext = C4 (Xext) Qr :

Analogicky bychom vytvorili i matici transformace pro sezoénni slozku, kte-
rou bychom vyuZili pro uréenf matice Z$<'. Poté jiz miZzeme piejit k urceni
matice Zey € R0 dle vztahu Zey = [Zext | Kext Z:, | SeXtZZ’;t] . Protoze

uvazujeme d = 2, vyuZijeme nyni k uréeni matice Xy € R?4%4 vztah

X = [1,, | Xext | OS (WXext) | SIn (WXext)] -
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Déle vytvofime blokovou matici Gey € R7777, jejiz diagonala je tvofena
maticemi Ge € R¥P%, G € R0 4 G € R¥:20 které vytvoiime
na zékladé vztahu G™! = QTPQ, platného dle [1]. Déle vyuZijeme vahovou
matici Mey a parametr rozptylu ndhodné slozky o2 a vytvorime matici Rexs
a nasledné i jejf inverzi R}

Nakonec muzeme urcit intervaly spolehlivosti a predikéni intervaly. Inter-
valy spolehlivosti uré¢ime podobné jako v pfedchozi ¢asti prikladu, tj. pomoci
vztahu (4.24). K urceni predikénich intervalt dle vztahu (4.25) je tfeba jesté
uré¢it varianéni matici Ve, = ZextGethZ;t +021,,,, a jednotlivé bloky, ze kte-
rych je tato matice slozena slozena.

Vysledny splajn, interval spolehlivosti a predikéni intervaly jsou pak zob-

razeny na obrazku 20, pficemz interval spolehlivosti je nyni znazornén plo-

chou 8edé barvy.

®  Zadane body
s Vysledny splajn
mm—— |nterval spolehlivosti
8k — — — - Predikcni intervaly
1 I | 1 1 | | 1
5 10 15 20 25 30 35 40 45

Obrézek 20: Vysledny splajn s intervaly spolehlivosti a predikénimi intervaly
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5. Prakticka cast

V této casti prejdeme k praktickému vyuziti vySe probrané teorie. V praci
budou pouzita data, ktera jsou jednorozmérné a maji nasledujici charakter.
Data popisuji zavislost miry reflektance (osa y) na vinové délce svétla (osa x)
pro 120 stromii. Na ose x jsou dany hodnoty v nanometrech, konkrétné v me-
zich od 440.7 do 2337.5, pfi¢emz nejsou déany rovnomérné, ale data z né-
kterych intervali chybi, coz lze pozorovat v grafu na obrizku 21. K témto
hodnotam na ose x mame prifazeny hodnoty na ose y, a to pro kazdy ze 120
stromti. Tomu odpovida 120 kfivek zobrazenych v grafu 22, které vznikly
spojenim jednotlivych bodi pomoci tsecek. Znamena to, Ze jsme pro dopl-
néni chybéjicich ¢asti vyuzili linearni aproximaci, tj. body jsme jednoduse
spojili iseckami, které jsou znazornény modfe.

.
25 - R |

20 -

A ||||| "l
Il "llll
0

1 1
600 800 1000 1200 1400 1600 1800 2000 2200

Obrazek 21: Zéakladni pohled na data

P1i blizs§im pohledu na data si lze vSimnout, ze prubéh funkei reprezen-
tovanych tseckami na obrazku 22 neni pro vSechny objekty stejny. Pro lepsi

prehlednost pii nasledném vykreslovani dat spolu se splajny, které data apro-
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Obrazek 22: Linearni aproximace pro chybéjici ¢asti

ximuji, jsme se rozhodli data intuitivné rozdélit do Sesti skupin podle vyvoje
miry reflektance v zévislosti na vlnové délce svétla, viz obrézek 23. Toto roz-
déleni neni zalozeno na presnych matematickych kritériich, ale spiSe na sub-
jektivnim posouzeni pribéhu funkci. Poznamenejme, Ze déleni by mohlo byt
presnéjsi a mohlo by byt vytvoreno vice skupin, ale pro nase tcely je toto
déleni postacujici. Takovy pohled na data nam také ukazuje, Zze u nékolika
objektu (konkrétné napiiklad jedno dobfe viditelné ve skupiné 6) se vysky-
tuji odlehla pozorovéani, na které by bylo vhodné se zamérit, nebo naptiklad
u penalizované metody nejmensich ¢tverci pridat jednotlivym pozorovanim

vahy a tim snizit vliv téchto odlehlych hodnot na vysledny splajn.

5.1. Nalezeni splajnu, ktery data aproximuje ve smyslu

penalizované metody nejmensich ¢tverci

Predpokladejme tedy, ze jsou dany sloupcové vektory x a y,,¥s,-- -, Y120

délky 75, tj. n = 75, a interval [a;, as] = [440.7,2337.5]. Nejprve budeme chtit
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Skupina 1 Skupina 2

500 1000 1500 2000 500 1000 1500 2000

Skupina 3 Skupina 4

500 1000 1500 2000 500 1000 1500 2000

Skupina 5 Skupina 6
25

15
10

500 1000 1500 2000 500 1000 1500 2000

Obrazek 23: Rozdéleni dat do skupin

tato data aproximovat splajnem ve smyslu penalizované metody nejmensich
¢tverci. Zvolime stupen splajnu 3, tj. k& = 3, a vytvorime sit uzli, ktera

rovnomérné pokryva rozsah hodnot z vektoru x. Konkrétné uvazujeme uzly,

které nabyvaji hodnot od a; do ay s krokem “%5%, ¢imz ziskdme sit uzla

[440.7,503.93,567.2, . . ., 2211.0, 2274.3, 2337.5), (5.1)

které je zobrazena na obazku 24.
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Obrazek 24: Sit uzla pokryvajici cely interval [ay, as]

Aby byla koloka¢ni matice plné sloupcové hodnosti, musi v nosi¢i kazdého
B-splajnu lezet alespon jeden bod x; proi =1,...,75. Je tedy tieba ze sité
uzla (5.1) odebrat uzly, které tuto podminku porusuji. Tim ziskdme sit 21
uzlt zobrazenou na obrazku 25, ke které je tfeba pridat 6 pomocnych uzli.
Tim dostaneme celkem 27 uzli, a tedy plati ¢ = 23. Poté jiz miizeme pomoci
funkce spcol vytvorit koloka¢ni matici Cy(x) a ovéfit, Ze je plné sloupcové

hodnosti.

2200

1 1l 1l 1 L 1 L
600 800 1000 1200 1400 1600 1800 2001

1
i
1
1
Obrézek 25: Sit uzli pokryvajici hodnoty vektoru x

Déle zvolime p = 0.01 a d = 2 a pomoci funkce diff aplikované na jed-
notkovou matici Iy3 vytvoiime matici Ds. Nyni jiz muzeme piejit k uréeni
odhadt vektori B-splajnovych koeficienti pro kazdy objekt. Jednotlivé od-
hady ziskdme vyfeenim soustav (C] (x)C, (x) + pDjDs) b = CT(x)y,
pro i =1,...,120 za pouziti funkce 1insolve. Odhady B-splajnovych ko-
eficientt nyni vyuZzijeme pro vytvoreni splajni pomoci funkce spmak a jejich
vykresleni pomoci funkce fnplt. Vysledné splajny pro jednotlivé objekty
jsou zobrazeny na obrazku 26. Je zfejmé, Ze doplnéni chybéjicich hodnot
hodnotami danymi vyslednymi splajny by nebylo vhodné. To lze pozorovat
predevsim na intervalech, kde je velké mnozstvi chybé&jicich hodnot, tedy

predevsim na intervalech [1317.5,1527.5] a [1737.5,2052.5].
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Obrazek 26: Aproximace dat ve smyslu penalizované metody nejmensich
Ctvercl

5.2. Doplnéni chybéjicich hodnot pomoci pristupu chy-
bé&jici hodnoty

Nyni se chybéjici data pokusime doplnit vyuzitim p¥istupu chybéjici hod-
noty popsaného v kapitole 3.1. Zacneme tim, Ze vytvoiime vektor x,, ktery
obsahuje hodnoty na ose z, pro které chceme predikovat hodnoty y,. Na-
sledné budeme uvazovat vektor x,, ktery obsahuje vzestupné serazené hod-
noty vektoru x a vektoru x,. Sit uzli nyni volime tak, aby pokryvala cely
rozsah hodnot vektoru x., tedy uvazujeme sit uzla (5.1), kterou rozsirime
o 6 pomocnych uzli, tedy plati ¢ = 33. Poté jiz mizeme vyuzitim této sité
uzltt a vektoru x, vytvoiit rozsifenou koloka¢ni matici Cj (x), o které je
vhodné opét ovérit, ze je plné sloupcové hodnosti. Aplikovanim funkce diff
na matici Is3 miZeme vytvoiit matici D3 .

Aby bylo mozné pro odhad vektoru B-splajnovych koeficientu vyuzit
vztah (3.12), je ti¥eba jesté urc¢it vahovou matici M, kterd je diagonalni

a na pozicich odpovidajicich znamym hodnotam, tj. hodnotam vektoru x,
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mé 1 a na pozicich odpovidajicich nezndmym hodnotam, tj. hodnotam vek-
toru x,, ma 0. Ve vztahu (3.12) se jesté vyskytuje vektor y , , ktery vytvoiime
tak, ze bude obsahovat hodnoty na ose y odpovidajici hodnotam vektoru x.,
pri¢emz misto nezndmych hodnot, které chceme predikovat, bude obsahovat

nuly. Pro i-ty prvek y, (i) vektoru y_,i=1,...,129, tedy plati

. y; jestlize existuje j € {1,...,75} takové, ze z,, = x;,
y+ (i) =
0 jinak,

kde pro j =1,...,75 je x; j-ty prvek vektoru x a y; je j-ty prvek vektoru y.
Pak jiz lze vyuzit vztah (3.12) pro odhad vektoru B-splajnovych koefi-
cienti a nasledné dle vztahu (3.9) urcit predikované hodnoty y,. Nejprve

se podivame, jak vypadaji vysledné splajny pro dva vyrazné odlisné stromy,

jeden strom ze skupiny 1 a jeden strom ze skupiny 6. Na obrazku 27 lze pozo-

30 ENN T TR S T TN T NN O B

Vysledny splajn pro objekt ze skupiny 1
Zadane body pro objekt ze skupiny 1
Vysledny splajn pro objekt ze skupiny 6

*  Zadane body pro objekt ze skupiny 6
—— —-Uzly
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Obrazek 27: Aproximace splajny dle ptistupu chybé&jici hodnoty pro dva vy-
brané stromy

rovat, ze vysledny splajn pro objekt ze skupiny 1 pomérné dobfe aproximuje
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dana data, ale vysledny splajn pro objekt ze skupiny 6 je vyrazné ovlivnén
odlehlou hodnotou, ktera je v grafu zakrouzkovana, proto by bylo vhodné
jednotlivym pozorovanim pridat vahy a sniZit tim vliv odlehlého pozorovani.
Nakonec se podiviame na vysledné splajny pro vSechny objekty, které jsou
zobrazeny na obrazku 28.

Zadane body
———-Uzly

25 &

I
|
|
|

20 |

|

|
|
|
|

|

(I

(I

L1

1000 1200 1400 1600

__________J

Obrazek 28: Aproximace splajny dle pristupu chybé&jici hodnoty

5.3. Doplnéni chybé&jicich hodnot pomoci hladkych mo-

delt smiSenych efekti

Nyni budeme chtit chybé&jici hodnoty doplnit pomoci hladkych modela
smiSenych efekti, konkrétné pomoci jednofazového pristupu, viz ¢ast 4.4.
Pro nazornost uvazujme nejprve data pro prvni objekt, ktera jsou zobrazena
na obrazku 29. Jsou tedy dany vektory x a y délky 75. Uvazujme opét stupen
splajnu 3, tj. £k = 3, a fad diference v penalizacnim ¢lenu 2, tj. d = 2. Poté
postupujme podobné jako v Piikladu 4.1, pfi¢emz uvazujeme rozsifenou sit

uzli s 27 uzly z obrazku 30. Pomoci této sité uzli a rozsifeného vektoru x
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Obrazek 29: Zadané data pro prvni objekt
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Obrazek 30: Rozsitens sit uzlu

délky 129 vytvoiime koloka¢ni matici CJ (x,) € R 2. Vyuzitim funkce
diff vytvofime matici Dy € R*?® a najdeme matice X a U,, které tvori
spektralni rozklad matice D2 Dy. Poté uréime matice > a U, které vyuZijeme
k vytvoreni matice transformace 2,.. Nasledné pomoci vztahu (4.13) uréime
matici Z a pomoci vztahu (4.33) matici X, pii¢emz volime p = 200.

Dale urc¢ime matici Dy, _, kde dis = 1, a vyuzitim matic tvoricich spekt-
ralni rozklad matice Ddistks vytvoreny za pomoci funkce svd ur¢ime matici
transformace Q,. Poté vyuzijeme vztah (4.34) pro uréeni matice Z. Pro ur-
¢enf parametri rozptylt o, 02, 07 a 0> metodou REML vyuZijeme tzv. SOP
algoritmus blize popsany v [15], pticemz kod, ktery je prevzaty z prilohy

¢lanku [1], lze najit v piiloze diplomové prace. Pomoci algoritmu ziskédme
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néasledujici hodnoty

o? = 0.0700,
o = 18.7797,
o7 = 3.3348,
o? = 16.9877.

Dalsi postup je analogii k postupu popsanému v Piikladu 4.1, proto rov-

nou prejdeme k vyslednému grafu zobrazenému na obrazku 31. Lze pozoro-

30 -

25 - s

20 -

\ -

Zadana data
Vysledny splajn
Interval spolehlivosti
Trendova slozka

Interval spolehlivosti pro trendovou slozku

Sezonni slozka

Interval spolehlivosti pro sezonni slozku

Obrazek 31: Vysledny splajn, trendova a sezénni slozka a intervaly spolehli-

vosti pro prvni objekt

vat, ze vysledny splajn lze opravdu rozlozit na trendovou slozku, ktera se bl
splajnu, ktery data aproximuje ve smyslu penalizované metody nejmensich
¢tverci s pomérné velkou hodnotou vyhlazujicitho parametru, a na sezénni
slozku. Protoze pracujeme s daty, u kterych neni pfimo viditelna perioda,

jako tomu bylo napiiklad v Pfikladu 4.1, je vhodné vyzkouset rizné volby

periody (tj. parametru p).
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Tento graf lze vytvorit pro kazdy ze 120 objekti, ale zobrazeni v jednom
vysledném grafu by nebylo prehledné. Podivame se proto pouze na vysledné

splajny pro kazdy objekt, které jsou pro nés podstatné, viz obrazek 32.
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Obrézek 32: Vysledné splajny pro vSechny objekty

5.4. Srovnani obou pristupiti

Lze pozorovat, ze v porovnani s obrazkem 28, kde jsme chybéjici data
doplnili pomoci pristupu chybéjici hodnoty, jsou vysledné splajny zobrazené
na obréazku 32 odlisné predevsim v ¢astech chybéjicich dat, coz je zptisobeno
pridanim uvazované sezénni slozky.

Podivejme se ale nyni na srovnani vyslednych splajni ziskanych pomoci
pristupu chybéjici hodnoty a pomoci hladkych modeli smiSenych efektu
pro objekty z jednotlivych skupin.

Zaméiime se na 2 skupiny nejvice odlisnych objekti, tedy na skupinu 1
a skupinu 6. Pro skupinu 1 jsou zadana data a vysledné splajny zobrazeny
na obrazku 33 a obrézek 34 zobrazuje zadana data a vysledné splajny pro sku-

pinu 6.
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Obrazek 33: Vysledné splajny pro objekty ze skupiny 1

30 -

25

20

Zadana data
Vysledne splajny - hladke modely smisenych efekiu
Vysledne splajny - pristup chybejici hodnoty

1 | | | 1

1
600 800 1000 1200 1400 1600 1800 2000 2200

Obrézek 34: Vysledny splajny pro objekty ze skupiny 6

Lze pozorovat, ze volbou vyhlazujictho parametru p = 0.01 jsme ziskali
splajny, které jsou v Castech, kde se vyskytuji zadana data, velmi podobné
tém ziskanym pomoci hladkych modelt smiSenych efekti. Nejvyraznéjsi od-

liSnosti mezi splajny ziskanych témito dvéma piistupy jsou stéle v intervalech
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chybéjicich dat, coz lze pozorovat u obou dvou skupin objektu, pri¢emz nej-

vetsi rozdily jsou konkrétné na intervalech [1317.5,1527.5] a [1737.5, 2052.5].
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ZAveér

V diplomové praci jsem se zaméfila na aplikaci splajnu v klasické me-
todé nejmensich ¢tvercu a také jejich vyuziti v penalizované metodé nejmen-
Sich ¢tvercu pro ucely predikce a doplnéni chybéjicich dat. Prace poskytuje
prehled teoretickych zakladu potifebnych pro pochopeni a pouziti splajni
ve zminénych metodéach, véetné detailnéjsiho popisu B-splajni a nasledné
i P-splajni. Dale jsem se vénovala nastudovéani algoritmu pro predikeci a do-
plnéni chybéjicich dat, coz jsou v dnesni dobé, kdy data hraji klicovou roli
ve velkém mnozstvi riznych odvétvi, oblasti s bohatym praktickym vyuzitim.

Diky praktické ¢asti prace, kde byly popsané metody aplikovany na kon-
krétni data, jsem se pokusila ukazat, jak mohou splajny efektivné fesit pro-
blémy spojené s dopliovanim chybéjicich dat. Vysledky praktické casti uka-
zaly, ze splajny predstavuji flexibilni nastroj, ktery je schopen se pfizptsobit
riaznym strukturam dat a poskytovat predikce i v pripadech, kdy data nejsou
uplna. V prikladech bylo také ilustrovano, jak pomoci splajni predikovat
hodnoty pro budouci i minula pozorovéni.

Pouziti matematického softwaru Matlab se ukazalo jako vhodny zpusob
implementace algoritmi. Kody, které byly v ramci této prace vytvoreny, mo-
hou slouzit jako zéklad pro dalsi vyzkum nebo jako uzite¢ny nastroj pro prak-
tické aplikace v ruznych oblastech.

Tato prace prinasi dalsi pohled na vyuziti splajnt v analyze a zpracovani
dat a rozsifuje zékladni poznatky o penalizované metodé nejmensich ¢tvercii.
Béhem prace jsem narazila na otazky, na které se lze zamérit detailnéji,
napfiiklad jak optiméalné volit uzly a jejich pocet, jak urcit optimalni hodnotu
vyhlazujiciho parametru v penalizované metodé nejmensich ¢tverci nebo jaké
lze vyuzit algoritmy pro urceni odhadu parametri rozptyli nahodné slozky

a ndhodnych efektt v hladkych modelech smiSenych efefktti pomoci metody
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REML. V budoucnu by bylo také mozné se zamérit na otézky, které vedou
k rozsiteni teorie uvedené v této préaci. Jednou z nich je napiiklad moznost
rozsiteni této aplikace splajni i na vicedimenzionalni data.

Zéveérem lze Fici, Ze penalizovana metoda nejmensich ¢tverci i splajny
obecné maji Siroké spektrum uplatnéni a pravé nékteré z nich byly popsany
v této praci. Domnivam se, Ze cile diplomové préce stanovené v tvodu byly
splnény a teoreticka ¢ast i kody obsazené v priloze diplomové prace mohou
ostatnim slouzit k pochopeni a aplikovani popsanych metod na vlastnich

datech.
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Seznam kodu v priloze

hladke_modely_smis_ef_prvni_objekt .m—doplnéni chybéjicich po-
zorovani pro prvni objekt pomoci hladkych modeli smisenych efekt
(viz odstavec 5.3)

mnc.m — funkce pro metodu nejmensich ¢tverct

penalizovana_mnc.m — funkce pro penalizovanou metodu nejmensich
Ctvercl

prakticka_cast.m—kdd k praktické ¢asti (viz kapitola 5)

predikce_uvnitr.m - funkce pro pristup chybé&jici hodnoty pro predikci
chybéjicich pozorovani uvniti intervalu

predikce_vpred.m — funkce pro pfistup chybéjici hodnoty pro predikci
budoucich pozorovéani (predikci vpied)

predikce_vzad.m — funkce pro piistup chybé&jici hodnoty pro predikci
minulych pozorovani (predikci vzad)

prikladl_1.m — kéd k Prikladu 1.1
priklad2_1.m — kéd k Prikladu 2.1
priklad3_1.m — kéd k Prikladu 3.1
priklad3_2.m — koéd k Prikladu 3.2
priklad3_3.m — koéd k Prikladu 3.3

priklad4_1.m — koéd k Prikladu 4.1
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rozdel_na_skupiny.m — funkce pro rozdéleni objektt do skupin dle je-
jich pribéhu

sop.fit.R — funkce pro SOP algoritmus prevzata z piilohy clanku [1]

vyuziti_SOP_algoritmu.R —kod k prevodu mezi matematickymi soft-
wary MATLAB a R a vyuziti SOP algoritmu
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