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Úvod 

V dnešní době jsou data všude kolem nás a existuje mnoho metod, jak 

je analyzovat. Velmi často je cílem schopnost predikovat data pro budoucí 

pozorování, ale poměrně běžná je i situace, kdy data obsahují nějaká chybě

jící pozorování a tyto hodnoty je t ř e b a ně jakým způsobem doplnit. Hlavním 

cílem diplomové práce je popsat použi t í splajnů v klasické i penal izované 

me todě nejmenších čtverců a nás ledně nastudovat některé algorimy pro pre

dikci. Popsané algoritmy jsou aplikovány na př íkladech a v závěru práce také 

na konkré tn í da tové sadě. Kódy jsou psány v programovac ím jazyku Mat lab 

a p ředpok ládá se, že č tenář zná základní příkazy a u m í pracovat se softwarem 

Matlab. 

P r v n í kapitola je věnovaná základní teorii, př ičemž se předpokládá , že 

č tenář je seznámen se základními koncepty z oblasti l ineární algebry. Ně

které p o d s t a t n é definice a věty z t é t o oblasti matematiky jsou zmíněny v od

stavci 1.1. Následuje část práce , ve které jsou definovány a k rá tce popsány 

.B-splajny. Poslední část p rvn í kapitoly se zabývá použ i t ím splajnů v klasické 

me todě nejmenších čtverců, př ičemž v celé práci p ředpok ládáme , že splajny 

jsou dány jako l ineární kombinace .B-splajnů. 

Ve d ruhé kapitole je popsáno použi t í splajnů v penal izované m e t o d ě 

nejmenších čtverců, konkré tně se ve zbývající části práce věnujeme tzv. P-

spla jnům. Následuje t ře t í kapitola, ve které je p o p s á n a predikce v penali

zované regresi. Tzv. p ř í s tup chybějící hodnoty je teoreticky popsán přede

vším pro situaci, kdy chceme predikovat hodnoty pro budouc í pozorování. 

V př íkladech je dále rozebrána i situace, kdy je t ř e b a predikovat hodnoty 

pro pozorování z minulosti, nebo situace, kdy data obsahují nějaká chybějící 

pozorování. 
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Poslední teoret ická kapitola se věnuje predikci pomocí h ladkých modelů 

smíšených efektů, k teré předs tavuj í p ropojení P - sp la jnů a l ineárních smíše

ných modelů . Proto jsou v p rvn í části popsány právě l ineární smíšené mo

dely a důraz je kladen předevš ím na odhadování pevných a n á h o d n ý c h efektů 

a t aké p a r a m e t r ů rozptylů n á h o d n é složky a náhodných efektů. Po té již ná

sleduje část , k t e rá se zaměřuje p ř ímo na hladké modely smíšených efektů. 

Pro predikci hodnot jsou zde zmíněny dva přís tupy. Nejprve je popsán tzv. 

dvoufázový p ř í s tup , k t e rý je založen na tom, že se nejprve vytvoř í model 

a až p o t é se provádí predikce. Pr incip d ruhého př í s tupu , tzv. jednofázového, 

spočívá v tom, že tvorba modelu a predikce jsou prováděny současně. 

P ráce obsahuje také praktickou část . K dispozici m á m e data obsahující 

chybějící části , k teré je t ř e b a doplnit. Nejprve je predikce provedena pomocí 

p ř í s tupu chybějící hodnoty a po t é pomocí h ladkých mode lů smíšených efektů. 
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1. Základní teorie 

V t é t o kapitole uvedeme definice základních po jmů, k te ré budeme v di

plomové práci využívat . 

1.1. Základní poznatky z lineární algebry 

Nejprve si uvedeme základní definice z teorie matic, k teré jsou využi ty 

v dalších částech práce. Pokud není uvedeno jinak, vycházíme z [9]. Začneme 

definicemi or togonální matice a zobecněné inverze matice. 

Definice 1.1. Nechť A G lZn,n. Ma t i c i A nazveme or togonální , jestl iže p la t í 

Definice 1.2. Nechť A G lZm,n. Zobecněná inverze matice A je každá matice 

A " G 1ln>m taková, že A A " A = A . 

Nyní si zadefinujeme sloupcový a řádkový prostor matice. 

Definice 1.3. Nechť A G lZm,n. Sloupcový prostor matice A , k te rý zna

číme C (A), je l ineární obal sloupcových vektorů matice A , tj. C (A) = 

{y G M m | 3x G MP : y = Ax}. Analogicky definujeme i řádkový prostor ma

tice A , k te rý značíme 1Z (A), jako l ineární obal řádkových vektorů matice A , 

tj. TZ(A) = {x T G W11 3y G M.m : x T = y T A } . 

Dimenzi sloupcového prostoru C (A) nazýváme sloupcovou hodnos t í ma

tice A a p o d o b n ě řádkovou hodnos t í matice A rozumíme dimenzi řádkového 

prostoru 1Z (A). Jestl iže se sloupcová a řádková hodnost rovnají , jejich spo

lečnou hodnotu nazýváme hodnos t í matice a značíme j i h (A). Ekvivalentně 

lze hodnost matice definovat následovně. 
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Dennice 1.4. Nechť A G lZm,n. Hodnos t í matice A rozumíme číslo h (A) G 

N , k teré udává maximáln í počet l ineárně nezávislých ř ádků nebo sloupců 

matice A . 

Dennice 1.5. Nechť A G lZm,n. Řekneme, že matice A je plné řádkové hod

nosti, jestliže h (A) = m. Analogicky řekneme, že matice A je plné sloupcové 

hodnosti, jestl iže h (A) = n. 

Hodnost matice je využ i ta i v definici regulární matice. 

Dennice 1.6. Nechť A G lZn,n. Matice A je regulární právě tehdy, když 

h (A) = n. 

Než budeme pokračovat s vě tami , uvedeme následující lemma. 

Lemma 1.1. Pro regulární matici A platí A - 1 = A~. 

Nyní uvedeme několik vět, k teré jsou v práci později využity. Důkaz první 

z nich může č tenář naj í t v [9] na s t raně 125. 

V ě t a 1.1. Nechť jsou dány matice T G TZm'p, U G 1lm>q, V G TZn'p a W G 

lZn,q. Definujme matici Q = W — V T ~ U a předpokládejme, že C(U) C C(T) 

a Tl(V) C Tl(T). Pak platí 

T U 

V W 

Navíc platí, že matice 

W V 

U T 
h ( T ) + h ( Q ) 

T + T U Q V T - - T U Q 

- Q - V T - Q " 

T " Op,n - T U 
= 

Op,n 
+ 

0<jr,m 
Q - [ - V T - , I „ ] 
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respektive 

Q " - Q - V T -
+ = + 

T U Q - T + T U Q V T - 0 T ~ - T U 
Q - [ I „ , - V T - ] 

jsow zobecněné inverze matic 
T U 

V W 
, respektive 

W V 

U T 

Abychom mohli využí t předchozí větu, je t ř e b a ověřit všechny její před

poklady. K tomu n á m může pomoci následující lemma, k teré lze nají t v [9] 

na s t raně 30. 

Lemma 1.2. Nechť T G TZm'p, U G TZm'q a Ve TZn'p. Pak C (U) C C (T) 

právě tehdy, když existuje F G W,q taková, že U = TF a analogicky 1Z (V) C 

1Z (T) právě tehdy, když existuje L G 7^n'm taková, že V = LT. 

Za p ředpok ladu , že jsou blokové matice uvažované ve Vě tě 1.1 regulární , 

lze mís to zobecněné inverze uvažovat klasickou inverzi. K ověření, zda jsou 

tyto matice regulární , můžeme využí t následující věty, kterou lze naj í t v [9] 

na s t raně 99. 

V ě t a 1.2. Necht T G TZm'm, U G TZm'n, V G TZn'm a W G TZn'n a předpo

kládejme, že matice T je regulární. Pak jsou matice 

T U 

V W 
respektive 

W V 

U T 

regulární právě tehdy, když je regulární matice Q = W — V T 1 U . 

Nyní již pře jdeme ke t ře t í větě, k t e rá je uvedena v [9] na s t raně 424. 

V ě t a 1.3. Nechť jsou dány matice W G TZn'n, S G TZn'm, T G TZm'm a U G 

TZm'n. Předpokládejme, že matice W a T jsou regulární. Pak W + S T U je 
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regulární právě tehdy, když je regulární matice T 1 + U W 1S, a platí 

(W + S T U ) " 1 = W 1 - W _ 1 S (T" 1 + U W ^ S ) " 1 U W " 1 . 

1.2. Polynomiální splajny 

V té to části kapitoly si uvedeme základní teorii týkající se splajnů, př ičemž 

pokud není stanoveno jinak, čerpáme z [3] a [4]. Nejprve uvedeme definici sítě 

uzlů p o t ř e b n o u k definování polynomického splajnu. 

Definice 1.7. Nechť je d á n uzavřený interval [01,02]. Sítí uzlů, kterou zna

číme A A , rozumíme body A« G [ai, 02], kde i = 0, 1, . . . , g + 1, k teré splňují 

Definice 1.8. N a síti uzlů A A nazveme funkci Sk{x) splajnem s tupně k, kde 

k G No, jestliže splňuje: 

1. Sfc(x) je na každém intervalu [Aj, Aj+i], z = 0, . . . , g, polynom s tupně 

nejvýše k, 

2. Sfc(x) je na intervalu [01,02] spoj i tá a m á na tomto intervalu spoji té 

derivace až do ř á d u k — 1. 

Symbolem 5 ^ [ai, 02] značíme l ineární prostor splajnů Sfc(x) s tupně defi

novaných na intervalu [oi, 02] na dané síti uzlů A A. 

Dimenze tohoto prostoru je dle [4] rovna 

A A : o i = AQ < A i < • • • < Xg < A s + i = 02. (1.1) 

d i m ( ^ A [ o i , a 2 ] ) = g + k + 1. (1.2) 

13 



Splajn lze tedy vyjádř i t jako l ineární kombinaci bázových funkcí uvažova

ného prostoru S£x[ai, a 2]. M y budeme jako bázové funkce používat 5splajny, 

které jsou definované pomocí funkce zvané useknu tá mocnina. 

Definice 1.9. Funkce (t — x)k

+ proměnné t s d a n ý m x, k te rá je definovaná 

jako 

V , ) » , J e s t M e ř > * 

0, jestliže t < x, 
(t-x) 

se nazývá useknu tá mocnina. 

Než se dostaneme k definici 5-splajnu, je n u t n é definovat p o m ě r n o u di

ferenci. V t é t o část i jsme opět vycházeli z [3]. 

Definice 1.10. Nechť je d á n interval [a\, 02] a na n ě m síť uzlů A A , ve k terých 

je funkce / definovaná. P o m ě r n á diference fc-tého řádu , k EN, funkce / na síti 

uzlů A A , viz (1.1), je definovaná vztahem 

m 1 _ f[\+l, • • • 1 \+k\ — f[\, • • • 1 \+k-l] 
J [\i • • • , \+k\ — 7 7 

\+k — \ 

pro i — 0,... ,g — k + 1, př ičemž p o m ě r n á diference 1. ř á d u funkce / na síti 

uzlů A A, viz (1.1), je definovaná jako 

j[Ai,Ái+i\ — . 

Pro poměrnou diferenci fc-tého ř á d u f[\,..., Xi+k], i = 0 , . . . , g — k + 1, 

plat í , že j i lze vyjádři t jako l ineární kombinaci funkčních hodnot funkce / 

14 



v uzlech A pro j = 0 , . . . , k, konkré tně 

A: 

(1.3) 
J=0 U(\+J-\+i) 

1=0 

Nyní již můžeme přejít k definici .B-splajnu. 

Definice 1.11. 5-splajn B*+1(x) s tupně k e N 0 s uzly \ , Xi+Í,..., A í + f e + i 

je definován jako funkce 

.B-splajny maj í několik výhodných vlas tnost í , mezi k teré p a t ř í např ík lad 

numerická stabilita, jejich l ineární nezávislost nebo konečný nosič. Proto je 

vhodné tyto funkce použí t jako bázové funkce pro vyjádření splajnu. 

Nechť je d á n a síť uzlů A A , viz (1.1). N a t é t o síti uzlů je možné sestrojit 

pouze g — k + 1 l ineárně nezávislých 5 - s p l a j n ů Bk+1(x), kde i — 0 , . . . , g — k, 

ale dimenze prostoru S£x[ai,a,2] je rovna g + k + 1, viz (1.2). Abychom 

získali celou bázi tohoto prostoru, je n u t n é p ř ida t ješ tě 2k l ineárně nezávis

lých funkcí, konkré tně tedy 2k l ineárně nezávislých £?splajnů. Toho docí

líme tak, že p ř idáme 2k tzv. pomocných uzlů, k te ré označíme A _ f c , . . . , A _ i 

Bl+1{x) = (\t+k+1-\t)(t-x)k

+[\t,\ • • •, Aj+fc+i]. 

Uži t ím explici tního vyjádření pro poměrné diference (1.3) lze psá t 

3 = 0 I K A i + i - A i + j ) 
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a A s + 2 , • • •, Xg+k+i, tak, aby platilo 

A-fe < A_fc+i < • • • < A _ i < A 0 , 

čímž získáme tzv. rozšířenou síť uzlů. Ty to pomocné uzly mohou být násobné . 

Pak plat í , že každý splajn Sk(x) G S^x[ai, a2] lze vyjádři t jako l ineární kom

binaci .B-splajnů, tj. 

8k(x)= Y^hB^ix), 
i=—k 

což lze mat icově zapsat jako 

sk(x) = C f c + i ( x ) b , 

kde b je vektor 5 -spla jnových koeficientů bi, tj. b = (b-k, • • •, bg) , a Ck+i{x) 

je tzv. kolokační matice, k t e rá m á pro reálný bod x podobu řádkového vek-

toru C f c + 1 (a ; ) = (Bk_+\x),... ,Bk+\x)). 

1.3. Splajny v metodě nejmenších čtverců 

Nyní již pře jdeme k použi t í splajnů v m e t o d ě nejmenších čtverců. P ř edpo 

kládejme, že jsou dány body Xj, k teré jsou navzá jem různé a leží v uzavřeném 

intervalu [ai, 02], a v nich funkční hodnoty y j pro j — 1,... ,n. Naš ím cílem 

je aproximovat tato data v h o d n ý m splajnem. 

Uvažujme síť uzlů A A definovanou na intervalu [ai, a 2], viz. (1.1), a k G N 0 

jako s t upeň splajnu. A b y měla aproximace smysl, tj. aby nebylo možné získat 

splajn, k te rý přesně prochází danými body, předpokláde jme, že počet b o d ů 

je větší než dimenze prostoru S^x[ai, 02], tj. n > g + k + 1. 

Naš ím úkolem je naj í t splajn Sk(x) G S£x[a,i, a 2], k te rý minimalizuje vý-
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raz 

;i-4) 

k te rý odpov ídá součtu č tverců odchylek, proto metodu označujeme jako me

todu nejmenších čtverců. P ro tože budeme uvažovat splajny Sk(x) ve tvaru 

l ineární kombinace .B-splajnů, lze tento výraz zapsat jako 

J'=I 
- I ] hiB, fe+i, 

a označit jej 5 ... ,bg). 

Dále zavedeme značení pro sloupcové vektory y = (y1,... ,yn)T a x 

(xi,..., i „ ) , kolokační matici Cfc+i(x), k t e rá je pro vektor x ve tvaru 

C f c +i(x) 

M J Bk+i{ 

a odpovídaj ící vektor 5 -spla jnových koeficientů b = . . . , bg)T. Potom 

můžeme pomocí Euklidovské normy minimal izovaný výraz p řepsa t do tvaru 

5(b) = ||y - C f c + 1 ( x ) b | | 2 = (y - C f c + 1 ( x ) b ) T (y - C f c + 1 ( x ) b ) 1.5) 

Roznásoben ím pak lze přejít k následujícímu tvaru minimal izovaného výrazu, 

ze k te rého je pa t rné , že se j e d n á o kvadratickou funkci p roměnné b 

5(b) = yTy - 2 y T C f c + 1 ( x ) b + b T C ^ + 1 ( x ) C f c + 1 ( x ) b . 

Dle [14] pla t í , že jestl iže je matice Cfc+i(x) plné sloupcové hodnosti, pak 

existuje právě jeden splajn daný vektorem b, k t e rý minimalizuje výraz S(b), 
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neboli kvadra t ická funkce ô (h) je ryze konvexní. Abychom zjistili , kdy je 

tato matice plné sloupcové hodnosti, využijeme tzv. SchoenbergWhitneyho 

p o d m í n k u z [4], dle které plat í , že matice Cfc+i(x) je plné sloupcové hodnosti 

právě tehdy, když n > g + k + l a existuje množ ina b o d ů {u-k,... ,ug} C 

{x1,..., £ „ } , kde Ui < ui+1, i = -k,..., g  1, taková, že Aj < u{ < Xi+k+i, 

i = —k,... ,g. Z toho plyne, že matice Cfc + i (x ) je plné sloupcové hodnosti 

právě právě tehdy, když n > g + k+1, což jsme předpokládal i , a když v nosiči 

každého 5-splajnu leží a lespoň jeden bod Xj, kde j — 1,... ,n. 

Za těchto p o d m í n e k tedy existuje jed iný splajn d a n ý vektorem b, k te rý 

minimalizuje výraz S(h). Vektor b lze urči t z rovnice pro s tac ionární bod 

- 2 C £ + 1 ( x ) y + 2 C £ + 1 ( x ) C f c + 1 ( x ) b = 0, 

kterou jsme obdrželi t ím, že jsme derivaci funkce 6(h) podle b T položili rovnu 

nulovému vektoru. Řešením t é t o rovnice je 

b = ( C Í ' + 1 ( x ) C H . 1 ( x ) ) - 1 C ^ + 1 ( x ) y , (1.6) 

přičemž víme, že díky plné sloupcové hodnosti matice Cfc + i (x ) je matice 

C ^ + 1 ( x ) C f c + i ( x ) pozi t ivně definitní [9], str. 213, a tedy je regulární a existuje 

k ní inverzní matice. Hledaný splajn, k te rý minimalizuje (1.4), je pak ve tvaru 

Šk(x)=J2^+1(x), 
i=—k 

kde bi, i = —k,..., g, jsou prvky vektoru b , tj. b = (h-k, • • •, bg^j . O tako

vém splajnu řekneme, že aproximuje d a n á data ve smyslu metody nejmenších 

čtverců. 
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P ř í k l a d 1.1. Metodu nejmenších čtverců nyní ilustrujeme na př íkladu. Uva

žujme situaci, kdy m á m e d á n vektor b o d ů x a vektor funkčních hodnot y, 

konkré tně 

x = [0,1,2,4, 6, 8,9,11,13,15,16,17,18,19, 20] T , 

y = [4, 2,6, 6, 8, 5,3, 5,4, 6, 6 , 3 , 4 , 5 , 4 ] T , 

tj. n = 15, a chceme naj í t splajn s tupně 3, tj. k = 3, takový, že aproximuje 

data ve smyslu metody nejmenších čtverců. Síť uzlů A A zvolíme jako vektor 

[0, 2, 5, 7,10,12,14,16,18, 20], tedy g = 8. Jak jsme zmínili v t é to kapitole, je 

t ř e b a vytvoř i t tzv. rozšířenou síť uzlů. V našem př ípadě to z n a m e n á p ř ida t 

6 uzlů, k te ré mohou být i násobné. K tomu využijeme program M A T L A B 

a jeho funkci a u g k n t , pomocí k teré získáme rozšířenou síť uzlů 

[0, 0,0, 0, 2, 5, 7,10,12,14,16,18,20, 20, 20, 20]. 

Dále využijeme funkci s p c o l k vytvoření kolokační matice C z l ( X ) , k t e rá je 

typu 15 x 12, neboť g + k+1 = 12. Pro tože je splněna Schoenberg-Whitneyho 

podmínka , je tato matice plné sloupcové hodnosti, což lze ověřit i pomocí 

funkce r a n k . 

Ma t i c i C4(x) nás ledně použijeme k určení vektoru .B-splajnových koefici

en tů b p ros t ředn ic tv ím rovnice (1.6), neboli C^ + 1(x)Cfc +i(x)b = C^ + 1(x)y. 

Řešení získáme pomocí funkce l i n s o l v e , abychom se vyhnuli p ř ímému po

čí tání inverzní matice. Pomocí funkce spmak vytvoř íme splajn, na k te rý 

aplikujeme funkci f n p l t , čímž získáme grafickou reprezentaci výsledného 

splajnu, viz obrázek 1. Nakonec by nás mohla za j ímat hodnota minimalizo

vaného výrazu (1.5), ta je v našem př ípadě rovna 6.576. 
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Obrázek 2: Aproximace splajnem ve smyslu metody nejmenších čtverců 

Pro porovnán í můžeme vyzkoušet j inou volbu uzlů. Uvažujme g = 5 a síť 

uzlů [0,3,6,11,13,17,20]. Dále pokračujeme analogicky, výsledný splajn je 

zobrazen na obrázku 2. Hodnota minimal izovaného výrazu je v tomto př ípadě 

15.628, dostali jsme tedy větší hodnotu než s p rvn í volbou uzlů, což lze 

pozorovat i po rovnán ím grafů, tj. po rovnán ím velikostí č tverců odchylek. 
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Celkem jsme tedy na j e d n o d u c h é m př ík ladu ukázali , jak volit s t upeň 

splajnu a uzly tak, aby existovalo právě jedno řešení rovnice (1.6), a tedy 

aby existoval právě jeden splajn, k t e rý d a n á data aproximuje ve smyslu me

tody nejmenších čtverců. V Př ík ladu 1.1 jsme navíc ukázali , jak úlohy to

hoto typu řešit v programu M A T L A B a jak graficky znázorni t jejich řešení. 

Dále jsme také naznačil i , že je vhodné vyzkoušet různé volby sítě uzlů a t aké 

s tupně splajnu, a z nich po té vybrat vhodnou variantu s ohledem na hodnotu 

minimal izovaného výrazu (1.5). 
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2. Splajny v penalizované metodě nej menších 

čtverců 

V té to kapitole se zaměř íme na použi t í splajnů v penalizové m e t o d ě 

nejmenších čtverců. Tato metoda slouží k nalezení splajnu, k te rý aproxi

muje d a n á data ve smyslu metody nejmenších čtverců stejně, jako tomu 

bylo v podkapitole 1.3, př ičemž na výsledný splajn navíc klademe p o d m í n k y 

na jeho hladkost p ros t ředn ic tv ím penal izačního členu. Tento penal izační člen 

lze volit různě . 

Nechť jsou dány body x j z intervalu [ai, a 2] a v nich funkční hodnoty y j 

pro j = 1 , . . . , n. Označme x = (xu . . . , xn)T a y = (ylt..., yn)T. 

Jedna možnost , jak u penalizované metody nejmenších čtverců penali

zovať minimal izovaný výraz , je pomocí L 2 normy /-té derivace. Nechť p je 

tzv. vyhlazující parametr, kde p > 0, a / je uvažovaný ř ád derivace, kde / G 

{ 0 , 1 , . . . , k — 1}. Potom h ledáme splajn Sk(x) G S^x[ai, a 2], k t e rý minimali

zuje výraz 

přičemž prvn í člen odpovídá minimal izovanému výrazu v m e t o d ě nejmenších 

čtverců a d ruhý člen slouží pro dosažení požadované hladkosti. Podrobnosti 

lze naj í t v [14]. M y se dále zaměř íme na tzv. P-splajny, k te ré pro penalizaci 

využívají diference, př ičemž budeme vycházet z [6]. 

2.1. P-splajny 

V t é t o části se zaměř íme na P-splajny. Naš ím úkolem je nají t splajn 

Sk (x) G S , ^ A [ a i , a 2 ] , k t e rý minimalizuje výraz 
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kde prvn í člen odpov ídá minimal izovanému výrazu v m e t o d ě nejmenších 

čtverců (1.5) a d ruhý člen slouží k dosažení požadované hladkosti výsled

ného splajnu. Parametr p > 0 je tzv. vyhlazující parametr, k te rý ovlivňuje 

sílu penalizace na úkor aproximace dat ve smyslu metody nejmenších čtverců. 

S ros toucím parametrem p klademe větší důraz na penalizaci, a výsledná 

křivka je tedy hladší . 

Hladkost kř ivky je dále ovl ivněna tzv. penal izační mat ic í P , k t e rá je v pří

padě P - sp la jnů tvořena pomocí diference vektoru b . Diferencí p rvn ího ř á d u 

vektoru b = (&_&, . . . , bg) rozumíme vektor A b = ( A 6 _ f c + 1 , . . . , Abgy , kde 

Abj = bj — bj-i, j = —k + 1 , . . . ,g. Diferenci vyšších ř á d ů získáme pomocí 

opakovaného aplikování ope rá to ru A , tedy např ík lad diference d ruhého ř á d u 

vektoru b je vektor A 2 b = ( A 2 6 _ f c + 2 , . . . , A2bgf', kde A2bó = A ( 6 i - bj-i) = 

Ab, - A6j-_i = b3 - 26 J _ 1 + 6 j _ 2 , j = -k + 2 , . . . , g. 

Uvažujme nyní obecný ř á d diference cřG {1,2,... ,g + k}. Diference či

tého ř á d u vektoru b je pak vektor A d b , k te rý je sloupový a délky g+k — d+1. 

Vektor A d b lze mat icově zapsat jako součin D ^ b , kde G 7£s+ f c - d + 1 >s+ f c + 1 . 

Pro p ř eds t avu nyní uveďme, jak tyto matice vypada j í pro d — 1,2 

í - 1 1 0 0 ••• 0 o o 

0 - 1 1 o ••• o o o 
D i (2.2) 

\ 0 0 0 0 ••• 0 - 1 1) 

(l - 2 1 0 0 ••• 0 0 0 0 

0 1 - 2 1 0 • • • 0 0 0 0 
D 2 (2.3) 

\0 0 0 0 0 • • • 0 1 - 2 1J 
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Obecně lze nenulové prvky matice vyjádři t pomocí kombinačních čísel. 

Pro prvek Dd matice D d v z-tém ř ádku a j-tém sloupci p la t í 

Í (_1)«H-Í-J ( d \ jestl iže i<j<i + d 
\J ~ V (2.4) 

0, jinak, 

kde i — l,...,g + k — d+1 a j = 1 , . . . , g + k + 1. 

Matice Dd je pak využi ta v minimal izovaném výrazu (2.1) tak, že ma

tice P m á pro dané d podobu součinu D j D á , př ičemž d G { 1 , . . . ,g + k}. 

Minimalizovaný výraz pak lze p řepsa t do tvaru 

5(b) = (y - C f c + 1 ( x ) b ) T (y - C f c + 1 ( x ) b ) + pbTBT

dBdb. (2.5) 

Jeho úpravou lze dojít k následujícímu tvaru, ze k te rého je zřejmé, že se j e d n á 

o kvadratickou funkci p roměnné b, 

í ( b ) = y T y - 2 b T C £ + 1 ( x ) + b T ( C £ + 1 ( x ) C f e + 1 ( x ) + P D j D d ) b . (2.6) 

Nyní postupujeme analogicky jako v odstavci 1.3, př ičemž naš ím cílem 

je minimalizovat výraz (2.6). Opě t nás zaj ímá, kdy je funkce ô (b) ryze kon

vexní, a tedy kdy existuje právě jedno její minimum. 

Již v odstavci 1.3 jsme uvedli, kdy je matice Cfc+i(x) plné sloupcové hod

nosti, a tedy víme, kdy je matice C^ + 1 (x )Cfc+i (x ) pozi t ivně definitní. V tom 

př ípadě je pozi t ivně definitní i matice C^ + 1 (x )Cfc+i (x ) + p D j D d . P l a t í tot iž , 

že matice je plné řádkové hodnosti, protože její ř ádky jsou l ineárně nezá

vislé, př ičemž víme, že počet ř ádků t é to matice je menší než počet s loupců. 

Hodnost matice je tedy menší než počet s loupců matice, a proto je součin 

D j D r f pozi t ivně semidefinitní [9], str. 213. Součet pozi t ivně definitní a pozi-

24 



t ivně semidefinitní matice je matice pozi t ivně definitní [9], str. 212, a proto 

je funkce ô (b) ryze konvexní a existuje právě jedno její minimum. 

Abychom toto minimum našli , výraz (2.6) zderivujeme podle p roměnné 

b T , výslednou derivaci položíme rovnu nulovému vektoru a z t é t o rovnice 

vyjádř íme p roměnnou b. T í m dojdeme ke vztahu 

b = ( C £ + 1 ( x ) C f e + 1 ( x ) + P D j D d ) - 1 C r + 1 ( x ) y , (2.7) 

přičemž tedy plat í , že existuje právě jeden splajn daný vektorem b ve tvaru 

(2.7), k te rý d a n á data aproximuje ve smyslu penalizované metody nejmenších 

čtverců. 

P ř í k l a d 2 .1 . Nyní metodu penal izovaných nejmenších čtverců ilustrujeme 

na př íkladě, př ičemž použi jeme data, s t u p e ň splajnu a první uvažovanou síť 

uzlů z Př ík ladu 1.1, tedy k — 3, n — 15 a g — 8. Úlohu budeme opět řešit 

v m a t e m a t i c k é m softwaru M A T L A B . 

Nejprve budeme uvažovat diference p rvn ího řádu , tj. zvolíme d — 1. 

Mat i c i D i vy tvoř íme pomocí funkce d i f f, kterou aplikujeme na jednot

kovou matici I12 (obecně Ig+k+i). Za parametr p po s tupně volíme hodnoty 

0.01,0.1,1 a 10. Stejně jako v Př ík ladu 1.1 pla t í , že je splněna Schoenberg-

Whitneyho podmínka a kolokační matice C ^ x ) , kterou jsme vytvořil i po

mocí funkce s p c o l , je tedy plné sloupcové hodnosti. Po té vyřešíme soustavu 

(C4 (x)Czi(x) + p D ^ D i ) b = C4 (x)y využ i t ím funkce l i n s o l v e , čímž ur

číme vektor 5 -spla jnových koeficientů b. Výsledné splajny získané za po

mocí funkce spmak jsou zobrazeny v grafech na obrázku 3. Lze pozorovat, 

že čím větší je vyhlazující parametr p, t í m hladší je výsledný splajn. Naopak 

s klesajícím p se splajn blíží splajnu získanému nepenalizovanou metodou 

nejmenších čtverců, viz obrázek 1. 
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Obrázek 3: Penal izovaná metoda nejmenších čtverců s různou volbou p 

Nyní budeme měni t ř ád diference d, konkré tně uvažujeme hodnoty 1, 2, 5 

a 8. A b y byly výsledné grafy j ednoduše porovnate lné , zvolíme p = 10. Pro vý

razně menší hodnoty p nelze p o u h ý m okem porovnávat výsledné splajny. 

Matice Dd určujeme opět pomocí funkce d i f f, př ičemž j i na jednotkovou 

matici aplikujeme cř-krát. Např ík lad pro d = 2 bychom matici D2 získali jako 

d i f f ( d i f f ( eye (g+k+1) ) ) nebo lépe pomocí d i f f ( eye (g+k+1) , 2) 

(obecně d i f f ( eye (g+k+1) , d ) ) . 

Výsledkem jsou splajny zobrazené na obrázku 4. Pro dos ta tečně velkou 

hodnotu vyhlazujícího parametru p lze pozorovat, že čím menší je ř ád di

ference d v penal izačním členu, t í m hladší je výsledný splajn. Tento jev je 

v souladu s t ím, že dle [6] pla t í , že pro velké p se výsledný splajn získaný 

jako aproximace ve smyslu penal izované metody nejmenších čtverců blíží po

lynomu s tupně d—1. Jak již bylo naznačeno, běžně ř ád diference d neovlivňuje 
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O 5 10 15 20 0 5 10 15 20 

Obrázek 4: Penal izovaná metoda nejmenších čtverců s různou volbou ř á d u 
diference d 

výsledný splajn nějak výrazně . Obecně je doporučeno volit d — 1 nebo d = 2. 

p ř ípadně nejvýše d = 3. 
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3. Predikování v penalizované regresi 

V t é t o kapitole se dos táváme k h lavnímu t é m a t u práce, což je schopnost 

predikce pro nová pozorování, př ičemž uvažujeme predikování nejen pro po

zorování tzv. mimo rozsah, ale i pro chybějící hodnoty z historie, a uvažujeme 

penalizaci založenou na diferencích, viz kapitola 2.1. Pokud není uvedeno j i 

nak, vycházíme z [1]. 

3.1. Př ís tup chybějící hodnoty 

V té to část i se budeme zabývat tzv. p ř í s t u p e m chybějící hodnoty, anglicky 

the missing value approach. P ředpokláde jme , že jsou dány hodnoty vysvět

lující p roměnné x j z intervalu [01,02] a hodnoty vysvětlované p roměnné y j 

pro j = 1 , . . . , n , a označme sloupcové vektory délky n obsahující tyto hod

noty jako x a y. Zvolme s tupeň splajnu k G No a ve shodě s č lánkem [1] 

uvažujeme síť uzlů 

A A : ai = A 0 < A i < • • • < A c _ f c - i < \c-k = 02, (3.1) 

na které je možné zkonstruovat c — 2k l ineárně nezávislých splajnů. P ro tože 

pla t í d im (S£x[ai, a 2]) = c, je t ř e b a p ř ida t 2k pomocných uzlů, k teré nyní 

volíme tak, že k pomocných uzlů p ř idaných vlevo od sítě uzlů (3.1) může být 

násobných, ale k pomocných uzlů p ř idaných napravo od sítě uzlů (3.1) vo

líme jako nenásobné , abychom je po té mohli využí t v síti uzlů uvažované při 

predikci neznámých hodnot ležících vpravo od intervalu [01,02], a aby byla 

splněna Schoenberg-Whitneyho podmínka . Jak konkré tně zvolit těchto k po

mocných uzlů popíšeme v následujících odstavcích. Výsledkem je rozšířená 
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síť uzlů 

X-k < • • • < A _ i < AQ < Ai < • • • < A c_fc_i < \c-k < A c-fc+l < • • • < A R 

k te rá obsahuje c+k + 1 uzlů a lze na ní sestrojit celou bázi 5 -sp la jnů prostoru 

S£x[ai, a 2]. Naš ím úkolem je pak naj í t splajn Sk(x) G S£x[ai, a 2], k te rý apro

ximuje data (XJ, yj), j , n, ve smyslu penal izované metody nejmenších 

čtverců. Splajn Sk(x) budeme hledat opět jako l ineární kombinaci S-sp la jnů , 

tj-
c-fc-l 

sk(x) = hB*+\x). 
i=—k 

Maticově lze tedy pro celý vektor x psá t Sfc(x) = C^+i (x) b, kde b = 

(b-k, • • •, bc-k-i) je vektor 5 -spla jnových koeficientů a C^+i (x) G lZn,c je 

kolokační matice, k t e r á je ve tvaru 

Cfc+i (x) 

N a popsanou aproximaci lze nahlížet i tak, že uvažujeme model 

y = C f c + i ( x ) b + e, (3.2) 

kde Cfc+i(x) je výše zmíněná kolokační matice a b je vektor 5 -spla jnových 

koeficientů a e je n á h o d n á chyba, k t e rá se řídí no rmá ln ím rozdělením s nu

lovou s t řední hodnotou a var ianční mat ic í <JgIn, tj. e ~ A/"(0, <TgIn). 

Definujme nyní sloupcový vektor yp délky np, k t e rý je tvořen hodno

tami vysvětlované p roměnné , k teré chceme predikovat pomocí hodnot vy

světlující p roměnné uložených ve vektoru x p , k t e rý je opět sloupcový stejné 
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délky. Obecně pla t í , že jeho hodnoty se nachází buď vpravo (predikce vpřed) 

nebo vlevo (predikce vzad) od intervalu [ai, a2] nebo uvn i t ř intervalu [ai, a 2]. 

Jak již bylo naznačeno při vy tvářen í rozšířené sítě uzlů, dále budeme v t é to 

teoretické části p ředpok láda t situaci, kdy se hodnoty x p nachází vpravo od in

tervalu [ai ,a 2 ] , konkré tně v intervalu [a 2 ,a 3 ] . P ř i tzv. predikci vzad bychom 

uvažovali rozšířenou síť uzlů 

A-fc < • • • < A _ i < Ao < A i < • • • < A c_fc_i < Xc-k — Ac_fc+i < • • • < A c 

a p o d o b n ě bychom postupovali i v př ípadě , kdy chceme predikovat chybějící 

hodnoty uvn i t ř intervalu [ai ,a 2 ] . Tyto situace později ilustrujeme na příkla

dech. 

Definujme nyní vektor známých hodnot x + = ( x T , x J ) T a vektor, k te rý 

obsahuje pozorované hodnoty vysvětlované p roměnné y a neznámé hodnoty 

yp, k te ré chceme predikovat, tj. y + = ( y T , yp)T • Délku těch to vektorů ozna

číme jako ra+, tedy n+ = n + np. 

Naším úkolem je aproximovat data (xj,yj) pro j = 1,. . . , n ve smyslu 

penalizované metody nejmenších čtverců, viz odstavec 2.1, a model (3.2) 

rozšířit na model 

kde e+ ~ A/"(0, cr̂  I n + ) , pomocí k te rého budeme predikovat hodnoty vy

světlované p roměnné yp. Matice C ^ + 1 ( x + ) 1 je nová kolokační matice, k t e rá 

využívá novou síť uzlů, konkré tně původn í uzly pokrývající rozsah hodnot Xi 

pro i = 1, . . . ,7i, tj. síť uzlů (3.1), a cp — k + 1 nových uzlů pokrývajících 

1Horní index + u matic v této kapitole značí, že se jedná o rozšířené matice. 

(3.3) 
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rozsah xPj, kde j = 1 , . . . , n pi 

Ac-fc+l < A c_fc +2 < • • • < A c + C p _2fc < A c + C p_2fc+1, 

kde prvních k uzlů, tj. A c _fc + i < • • • < A c , je rovno právě p o m o c n ý m uz lům 

p ř i d a n ý m napravo od původn í sítě uzlů (3.1) a pla t í 

Ac+cp-2fc < O3 < A c + C p_2fc+1. 

Spojením s původn í sítí uzlů (3.1) získáme novou síť uzlů 

a i = Ao < Ai < • • • < A c + C p _2fc < A c + C p _2fc+i = 03, 

kterou je opět t ř eba rozšířit o 2k pomocných uzlů, k te ré mohou být násobné . 

Rozšířená síť uzlů s c + cp + 2 uzly je pak d á n a jako 

A-fc < • • • < AQ < A i < • • • < A c + C p _2fc+i < A c + C p_2fc+2 < • • • < A c + C p _ f c + i . 

Rozšířená kolokační matice matice je tvaru 

Cfc+i(x) 0 „ i C p 

Cfc+i( xp) C ^ + 1 ( x p 

(3.4) 

a typu n+ x c+, kde c+ — c + c p , protože CjJ . + 1 (x p ) a C ^ + 1 ( x p ) e 

lZnp,Cp. Ty to matice rozšiřují původn í kolokační matici C^+i (x) na matici 

C / ľ + 1 ( x + ) , k t e rá díky využi t í nových uzlů umožňuje predikci nových np hod

not vektoru yp. Ma t i c i C^+1 odpovídá nový vektor £>splajnových koeficientů 

b + = ( b T , b J ) T , kte rý je délky c+. Pro tože uvažujeme aproximaci ve smyslu 

penalizované metody nejmenších čtverců, je t ř e b a definovat i matici penali-
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zace P_i_ G 1ZC+,C+ tvaru 

P i P 2 

P í P s 
(3.5) 

kde P i G 7ZC'C, P2 G 7Zc'Cp a P3 G TZCp'Cp, kterou lze opět získat pomocí ma

tice G TZc+~d>c+ d-tých diferencí 5-splaj nových koeficientů b + , konkré tně 

P+ = ( D + ) T D + 

kde 

D ; 
Drf Oc-d,cv 

(3.6) 

přičemž D d G ftc-d'c, G 7 ^ ' c a G TZCp'Cp. Ma t i c i P+ tedy lze psá t 

ve tvaru 

P+ = ( D + ) T D j 

kde v porovnán í se vztahem (3.5) dos táváme 

D j D d + ( D » J D $ ( D » r D 2 

( D ^ ) T D 2 

P 1 = D j D d + ( D ^ ) T D ^ 

P 2 = ( D ^ ) T D 2 , 

P 3 = ( D 2 ) T D 2 . 

(3.7a) 

(3.7b) 

(3.7c) 

Nyní se zaměř íme na matici D d , př ičemž chceme ověřit, že se j edná o re

gulární matici, pro tože později budeme pracovat s její inverzí. Ze vztahu 

(2.4) pro prvky matice D ^ , k te rý lze využít i pro prvky matice D j " , plyne, 
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že pro prvek D 2 , matice D 2 , v z-tém řádku a j - t é m sloupci p la t í 

' -l^'G-td)' jestliže z - d < j < i 
jinak. 

Z toho je zřejmé, že matice D 2 , m á na diagonále samé jedničky a je to dolní 

t rojúhelníková matice, pro kterou dle [9], str. 180, plat í , že její determinant 

je roven součinu všech p rvků na diagonále. Proto p la t í JD2,] = 1, a matice 

D 2 , je tedy regulární a existuje její inverze. 

Uveďme nyní, jak konkré tně vypada j í submatice matice D j " pro ř ády 

diference zvolené jako d = 1 a d = 2. 

• Pro d — 1 je matice G TZC+~1'C+ ve tvaru 

- 1 1 0 0 ••• 0 0 o 

0 - 1 1 o ••• o o o 

0 0 0 0 ••• 0 - 1 1 

0 0 0 0 -

0 0 0 0 -

0 0 0 0 -

0 0 - 1 

0 0 0 

0 0 0 

o o o o ••• o o o 

0 0 0 0 - - - 0 0 0 ^ 

o o o o ••• o o o 

o o o o ••• o o o 

1 0 0 0 

- 1 1 0 0 

0 - 1 1 0 

• 0 0 0 

• 0 0 0 

• 0 0 0 

0 0 0 0 ••• 0 - 1 1 

kde jsou čárami odděleny jednot l ivé submatice dle vztahu (3.6), a tedy 
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plat í , že Di je d á n a vztahem (2.2), 

D l 

O • 

O • 

• 0 - l \ 
• o o 

o ••• o o 

TV 
) 1 v 1 

/ 

1 o o ••• o o o 

- 1 1 o ••• o o o 

O - 1 1 ••• o o o 

v O O O ••• O - 1 1 

Pro d = 2 je matice e 7 ? . c + _ 2 ' c + ve tvaru 

A - 2 1 0 - 0 0 O O 

O 1 - 2 1 ••• O O O O 

D ; 

0 0 O O ••• O 1 - 2 1 

0 0 0 0 -

0 0 0 0 -

0 0 0 0 -

0 0 1 - 2 

0 0 0 1 

0 0 0 o 

o o o ••• o o o o \ 

o o o ••• o o o o 

o o o ••• o o o o 

1 o o 

- 2 1 O 

1 - 2 1 

•0 0 0 0 

•0 0 0 0 

•0 0 0 0 

\0 O O 0 - 0 0 O O O O O ••• O 1 - 2 1J 

a tedy D 2 je d á n a vztahem (2.3), 

/ 1 n n n n . . . n n n n \ 
0 • • 0 1 - 2 

0 • • 0 0 1 

0 • • 0 0 0 

0 • • 0 0 0 

) J-'2 

1 0 0 0 0 

- 2 1 0 0 0 

1 - 2 1 0 0 

O 1 - 2 1 0 

•0 0 0 0 

•0 0 0 0 

•0 0 0 0 

•0 0 0 0 

O O O O O ••• O 1 - 2 1 
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Abychom získali požadovaný odhad b+ vektoru .B-splajnových koefici

en tů b + , k t e rý pak využijeme pro predikci vektoru y + dle vztahu 

ý + = C + + 1 ( x + ) b + , (3.9) 

je t ř e b a minimalizovat výraz 

5+ ( b + ) = (y + - C + + 1 ( x + ) b + ) T M (y + - C+ + 1 (x+)b+) + p b + P + b + , 

(3.10) 

kde matice M G TZn+>n+ je diagonální matice s prvky rrij, j = l , . . . , n + , 

na diagonále, pro které p la t í 

( 1 pro j — 1,... ,n 

0 pro j = n + 1 , . . . , 7 i + . 

Tedy diagonála matice M je složena z 0 pro chybějící hodnoty, tj. pro yp, 

a 1 pro pozorované hodnoty, tj. pro y. M a t i c i M lze tedy zapsat ve tvaru 

(3.11) 

Za účelem minimalizace zderivujeme funkci (3.10) podle p roměnné b ^ 

a položením výsledné derivace rovno nulovému vektoru získáme pro b+ ná

sledující odhad 

b+ = ( ( C + + 1 ( x + ) ) T M C + + 1 ( x + ) + p P + ) _ 1 ( C + + 1 ( x + ) ) T M y + . (3.12) 

Pro tože se v tomto vztahu vyskytuje inverzní matice, mohlo by dojít k pro

blému s její existencí. Dosazením vz t ahů (3.4), (3.5) a (3.11) do matice, jejíž 

M 
Ir, 0 

0T-> 77 0 

35 



inverze se ve vztahu (3.12) vyskytuje, dojdeme k tvaru 

c £ + 1 ( x ) ( C J U i M 

Cfe+l(Xp)) 

In 0 C f c +i(x) 

Cfe+i( xp) 

On,cp P l P 2 

Cfc+l(Xp) P í P 3 

Po vynásobení a nás ledném sečtení matic dos táváme matici tvaru 

C j ^ M C f c + i M + p P x p P 2 

P P Í P P 3 

do které ješ tě dosadíme za P i , P 2 a P 3 dle vztahu (3.7), tedy 

(3.13) 

C r + 1 ( x ) C f c + 1 ( x ) + p D j D d + p ( D i ) 

2\T T\l P ( D 2 ) J D P ( D ^ ) T D 2 

(3.14) 

0 matici D 2 , již víme, že je regulární , a proto je dle [9], str. 214, regulární 

1 matice ( D ^ ) T D 2 , , čímž jsou splněny p ředpok lady Věty 1.2. Dle t é to věty je, 

W V 
za p ředpok ladu regularity matice T , matice 

U T 
regulární právě tehdy, 

když je reg ulární matice Q = W - V T _ 1 U . V našem př ípadě tedy položíme-li 

W = C r + 1 ( x ) C f c + 1 ( x ) + pBT

dBd + p ( D j ) r D j , 

V = p ( D ^ ) T D 2 , 

U = p ( D 2 ) T D ^ , 

T = p ( D 2 ) T D 2 , 

získáme 

Q = C r + 1 ( x ) C f c + 1 ( x ) + p D j D , + p {Vd)TVd -

-p(Bd)TBd ( p ( D 2 ) T D 2 ) " 1 p ( D 2 ) T D ^ . 
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Využi t ím vz t ahů pro inverzní matice p la tných dle [9], str. 82, lze vztah (3.15) 

upravit následovně 

Q = C r + 1 ( x ) C f c + 1 ( x ) + p D j D d + p ( D ä T D ^ 

Po té využ i t ím definice inverzní matice, viz [9], str. 81, a nás ledným odeč ten ím 

to tožných členů lze dojít ke vztahu 

Q = C r + 1 ( x ) C f c + 1 ( x ) + p D j D d , (3.16) 

ze k te rého je zřejmé, že se za urči tých podmínek může jednat o regulární 

matici. J iž v odstavci 1.3 jsme se věnovali tomu, jak zvolit uzly tak, aby 

byla matice C ^ + 1 ( x ) C f c + i ( x ) pozi t ivně definitní, a t aké již víme, že matice 

/ o D j D d je pozi t ivně semidefinitní, viz odstavec 2.1. Součet pozi t ivně defi

n i tn í a pozi t ivně semidefinitní matice je matice pozi t ivně definitní, a tedy je 

i regulární . 

Existenci inverzní matice obsažené ve vztahu (3.12) m á m e tedy za da

ných podmínek zaručenu a využ i t ím vztahu (3.9) lze vztah pro odhad b + 

vektoru S-spla jnových koeficientů b + (3.12) využí t pro predikci ý + hodnot 

vysvětlované p roměnné y + , konkré tně 

y + = C+ + 1 (x+) ( ( C + + 1 ( x + ) ) T M C + + 1 ( x + ) + P P+)~ ( C + + 1 ( x + ) ) T M y + , 

př ičemž pomocí upravené matice (3.13) lze tento vztah p řepsa t do tvaru 

ý + = c + + 1 ( x + ; 
PPI PP3 

n -1 

( C Í + 1 ( x + ) ) T M y + . 

(3.17) 
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Tento zápis lze ješ tě zjednoduši t využ i t ím tzv. hat matice. Označíme-li 

H + := C+ + 1 (x+) ( ( C + + 1 ( x + ) ) T M C + + 1 ( x + ) + ppX ( C + + 1 ( x + ) ) T M , 

pak lze psá t 

ý + = H + y + -

Nyní se zaměř íme vztah (3.17), konkré tně na součin ( C / ľ + 1 ( x + ) ) M y + . 

Dosadíme do něj vztahy (3.4), (3.11) a vztah pro y + , tj. y + = ( y T , y p " ) T , 

a vynásobíme. Výslednou matici dosadíme do (3.17), čímž dojdeme ke vztahu 

ý+ = C 7 ľ + 1 ( x H 

Cl+1(x)Ck+1(x) + pPi pP2 

-1 r 
fc+iwy 

o 
. (3.18) 

Pro tože uvažujeme situaci, kdy je inverzní matice obsažená ve vztahu (3.18) 

regulární , lze využít Lemma 1.1 i V ě t u 1.1, pokud ověříme platnost všech 

jejích p ředpokladů . Budeme chtít využí t toho, že matice 

Q " [ I „ , - V T - ] + + 
0 T ~ - T U 

kde Q = W — V T U , je inverzní mat ic í k matici 
W V 

U T 
viz V ě t a 1.1. 

s t ím, že h ledáme právě inverzní matici obsaženou ve vztahu (3.18), tj. volíme 

W = C r + 1 ( x ) C f c + 1 ( x ) + p P 1 

V = p P 2 

U = pP^ 

T = pP 3 -
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Nyní využijeme Lemma 1.2 a ověříme, že je splněno C (U) C C (T) 

a (V) C (T), v na šem př ípadě tedy C (P^) C C (P 3) a 1Z (P 2) C (P 3). 

Tyto vztahy lze dle (3.7) upravit do tvaru 

C ( ( D 2 ) T D ^ ) C C ( ( D 2 ) T D 

a ^ ( ( D ^ ) T D 2 ) c ^ ( ( D 2 ) T D 

d I • 
(3.19) 

O matici D 2 , již víme, že je regulární , a tedy existuje její inverze (D 2 ,) 1 

a proto dle [9], str. 82, existuje i í ( D ^ ) T j . P ro tože pak existují matice 

( D 2 ) " 1 ^ e 1Z^ a (D j ) ' J ' ( ( D 2 ) " ) " e 7 ^ takové, že 2\ T 

( D 2 ) T D ^ ( D 2 ) T D 2 ( D 2 ) - 1 D ^ 

a ( D a T D 2 = ( D y T ( ( D 2 ) T ) " 1 ( D 2 ) T D 

je dle Lemmatu 1.2 platnost vz t ahů (3.19) ověřena. 

P ř e d p o k l a d y Věty 1.1 jsou tedy splněny a vě tu můžeme použí t k nalezení 

inverzní matice ze vztahu (3.18). O matici T = p P 3 = p ( D ^ ) T D ^ již víme, 

že je regulární , a proto dle Lemmatu 1.1 plat í , že T ~ = T _ 1 . Hledaná inverzní 

matice ze vztahu (3.18) je pak ve tvaru 

0C p, c (pPs)"1 + Q " [ l c , - p P 2 (pPa)"1] 

Nyní opět využijeme vztahy pro inverzní matice p la tné dle [9], str. 82, a t í m 

dojdeme k tvaru 

Ic 
+ 

_0C p j C ^ P 3

 1 ^ _ p l p T 
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kde matice Q je d á n a vztahem (3.16). 

Celkem tedy pla t í 

C ^ + 1 ( x ) C A ; + 1 ( x ) + p P 1 p P 2 

p P 3 

-i - i 

I, 

_ p - l p T 
( C £ + 1 ( x ) C f c + 1 ( x ) + p D j D , ) - 1 [I c , - P 2 P - ! ] 

a dosazením do vztahu (3.18) a roznásobením dostaneme 

C f c

+

+ 1 ( x + ) 
Orr 0 

0Cp,c p P 3 

C^ + 1 (x)y 

0 

+ C + + 1 ( x + 

[Ic - P 2 P 3 *] 

_ p l p T 
( c fc+i( x ) c fc+i(x) + p D j D d ) _ 1 (3.20) 

C r + 1 ( x ) y 

0 

Nyní dosad íme za CjJ" + 1 ( x + ) dle (3.4) a pro první člen na pravé s t raně (3.20) 

dostaneme 

Cfc+i(x) 0 „ i C p 

Cfc+i( xp) C ^ + 1 ( x p ) Ocp,c ^ P 3 

fc+ux)y 

o 

Ve d r u h é m členu na pravé s t raně (3.20) využijeme toho, že 

[ Ic - P 2 P 3 *] 
C ľ + 1 ( x ) y 

0 
C£ + i (x)y. 
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T í m dojdeme k výs lednému vztahu 

ý+ = c + + 1 ^ 
p l p T 

( ^ ( x J C f c + x C x J + p D j D , , ) - 1 ^ (x)y 

(3.21) 

Využi t ím (3.9) zjistíme, že z (3.21) plyne, že prvních c p rvků vektoru b H 

(tj. těch odpovídaj íc ím y) je rovno 

b={CT

k+1(x)Ck+1(x)+pBT

dBd)-1CT

k+1(x)y. (3.22) 

Obdržel i jsme tedy stejný vztah jako je (2.7) z kapitoly o penal izované me

todě nejmenších čtverců, což znamená , že odhady prvních c £?splajnových 

koeficientů z modelu (3.3) jsou stejné jako odhady 5sp la jnových koeficientů 

v zák ladn ím modelu (3.2). 

Odhady zbylých cp 5sp la jnových koeficientů (tj. těch odpovídajících y ) 

jsou dle vztahu (3.21) rovny 

bp = -P^pT ( C £ + 1 ( x ) C f e + 1 ( x ) + pP)"
1 CT

k+1 (x) y, 

a tedy uži t ím vztahu (3.22) lze psá t 

bp = -P^PÍb. 

Využi t ím vztahu (3.7) a již výše použi tých úprav dle [9], str. 82, lze tento 

vztah p řepsa t do tvaru 

b p = - ( D 2 ) _ 1 D j b . (3.23) 

Důsledkem vztahu (3.23) je fakt, že odhady 5-sp la jnových koeficientů 

odpovídajících n e z n á m ý m h o d n o t á m y , tj. vektor bp, závisí vždy pouze 
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na posledních d vypoč tených koeficientech, kde d je ř á d diference použi tý 

v penal izačním členu. To si nyní ukážeme pro d — 1 a po t é pro d = 2. 

Dosaďme do vztahu (3.23) za matice D{ a dle (3.8), tj. 

/ 1 0 0 ••• 0 0 0 

-1 1 o ••• o o o 

0 -1 1 ••• o o o 

0 0 0 ••• 0 -1 1 

\ _ 1 / o - - - 0 -1 \ 

o ••• o o 

o ••• o o 

o ••• o o / v 

b. (3.24) 

Rekurz ivn ím algoritmem p o p s a n ý m v [9] na s t raně 97 najdeme inverzní ma

tici k dolní t rojúhelníkové matici a zjistíme, že pla t í 

( D i ) 
2\"1 

0 0 • • 0 0 o\ 
-1 

4 0 0 - • 0 0̂  

-1 1 0 • • 0 0 0 l i o  • 0 0 

0 -1 1 • • 0 0 0 = n i - • 0 0 

0 0 0 • • 0 -1 v > 1 1 1 • •1 v v 

Obdržený tvar matice dosadíme do vztahu (3.24) a matice vynásobíme. 

Označíme-li z-tý prvek vektoru b jako bi, kde i — 1,... ,c, získáme 

(o- • 0 - l \ fl\ 

0 • • 0 -1 
b = bc 

1 

0 • • 0 -1 1 

v ' V 7 

(3.25) 

Odhad bp tedy opravdu závisí pouze na pos ledním o d h a d n u t é m koefici

entu bc. Analogicky bychom postupovali pro diference d ruhého řádu . P ro tože 
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plat í 

1 O O O O -

- 2 1 0 0 0-

1 - 2 1 0 0-

O 1 - 2 1 0 -

0 0 0 0 

0 0 0 0 

0 0 0 0 

0 0 0 0 

X " 1 

O O O O O ••• O 1 - 2 1 

0 • • 0 1 - 2 

0 • • 0 0 1 

0 • • 0 0 0 

0 • • 0 0 0 

pricemz 

( o r 1 

1 0 0 0 0 

- 2 1 0 0 0 

1 - 2 1 0 0 

0 1 - 2 1 0 

0 0 0 0 

0 0 0 0 

0 0 0 0 

0 0 0 0 

v 1 

0 0 0 0 0 ••• 0 1 - 2 1 

í l 0 0 0 • . . o \ 

2 1 0 0 • •• 0 

3 2 1 0 • •• 0 

4 3 2 1 • •• 0 

\cP 
cp-l Cp 2 Cp 3 • •v 

dospěli bychom ke vztahu 

b„ = -

0 • • •0 1 -2\ 

0 • ••0 2 - 3 

0 • • • 0 3 - 4 

V 

b = 6* 

/ 

í l \ 

1 

1 

V 7 

í i \ 

2 

3 

V 7 

(3.26) 

skutečně se tedy j edná o l ineární kombinaci posledních dvou odhadnu tých 

koeficientů. 

Existuje mnoho p ř ípadů , kdy výsledný splajn není ř á d e m diference ovliv

něn nějak významně , ale jak bylo uvedeno výše, mezi jeho podobou a ř á d e m 
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diference existuje p ř ímá souvislost. 

Predikování v penal izované regresi si ilustrujeme na př íkladu. 

P ř í k l a d 3.1. Nechť jsou d á n a data zobrazená na obrázku 5. Vektor b o d ů x je 

vygenerován pomocí funkce l i n s p a c e tak, aby obsahoval 100 rovnoměrně 

rozložených b o d ů v intervalu [1,10], tj. n = 100, a\ = 1 a a 2 = 10. Vektor 

y je vy tvořen za pomocí funkcí s i n a a b s a funkce r a n d n pro generování 

šumu. 

1.5 

• 

» 

tm • 

1 

Obrázek 5: Zadaná data 

Předpokláde jme , že budeme chtít predikovat hodnoty vektoru yp příslu

šející h o d n o t á m vektoru x p , jehož složky leží napravo od složek vektoru x , 

a k te rý obsahuje 20 hodnot generovaných p o d o b n ě jako hodnoty vektoru x , 

tj. pomocí funkce l i n s p a c e tak, aby byla zachována kons tan tn í vzdále

nost mezi body a byl j ich požadovaný počet , tj. np — 20, a proto n + = 120 

a 03 = 12. 

Nejprve budeme chtít z n á m á data (xj,yj), j = 1 , 1 0 0 , aproximovat 

splajnem ve smyslu penal izované metody nejmenších čtverců. Postupujeme 

tedy analogicky jako v P ř ík l adu 2.1, př ičemž volíme s tupeň splajnu 3, tj. k = 
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3, a síť uzlů jako posloupnost b o d ů od 1 do 10 s krokem 0.5, tj. [1 : 0.5 : 10]. 

Nyní je t ř eba p ř ida t 6 pomocných uzlů, k te ré lze zvolit tak, že rozšířená síť 

uzlů je d á n a jako 

[-0.5, 0, 0.5,1 : 0.5 : 10,10.5,11,11.5], 

tj. c = 21. Po té pomocí funkce s p c o l vytvoř íme kolokační matici C4 (x) e 

TI100,21. Zvolíme vyhlazující parametr p = 0.1 a řád diference v penal izačním 

členu jako d — 1. Výsledný splajn je zobrazen na obrázku 6. 

3 5 - 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 

3 _ 

Výsledný splajn 
• Zadané body 

Uzly 

1 1 1 1 1 
1 1 1 1 1 
1 1 1 1 1 
1 1 1 1 1 

1 1 1 1 1 
1 1 1 1 1 

Í i i i i * J 

2.5 -

1 1 1 1 1 
1 1 1 1 1 
1 1 1 1 1 
1 1 1 1 1 

2 

1 5 

1 

• • 

1 1 1 1 1 

A * - ! ! ! 7 
ŕ \ : : : •/ 
r • - \ : i : J? 
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! \ I ! ! / • I 
\ 1 1 1 • / 1 

K \ i i i / i 
: * \ . : v , : 
1 \ » 1 / 1 
1 i \ • / • 1 

1 

0 5 

1 \ 1 1 1 / 1 

• \ i 1 «7 
1 i i 1 / 1 
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0 9 ! • » • • < 
• 1 H . 1 

1 1 f 1 "1 1 

1 1 1 1 1 
1 1 1 1 1 

1 
1 2 3 4 5 S 7 8 9 1Q 

Obrázek 6: Aproximace dat ve smyslu metody penal izovaných nejmenších 
čtverců 

Nyní jsou naš ím cílem predikce, konkré tně chceme odhadnout neznámé 

hodnoty yp. Nová síť uzlů je zvolena tak, že obsahuje původn í uzly [1 : 

0.5 : 10] a nové uzly tak, aby pokrývala celý rozsah hodnot vektoru x + = 

( x T , x J ) T , tj. interval [1,12]. Uvažujeme tedy síť uzlů 

[1 : 0.5 : 10,10.5,11,11.5,12] 
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a p ř idán ím 6 pomocných uzlů po t é vy tvoř íme rozšířenou síť uzlů 

[-0.5, 0, 0.5,1 : 0.5 : 10,10.5,11,11.5,12,12.5,13,13.5]. 

Pomocí těch to uzlů a vektoru x + vy tvoř íme kolokační matici C 4 ( x + ) € 

7 1̂20,24 a n 4 s i e c [ n g j matici diferencí G 7? . 2 3 ' 2 4 , čímž získáme i matice D} e 

1Z3'21, D 2 G 1Z3,3 a P + = ( D ^ " ) T D ^ . Po té můžeme ověřit, že p rvn í blok ma

tice D+ odpovídá matici D i a stejně tak p rvn í blok matice C 4 ( x + ) odpov ídá 

kolokační matici C4 (x) pro původn í data. Pomoc í funkce l i n s o l v e pak mů

žeme pros t ředn ic tv ím vztahu (3.23) urči t odhad bp vektoru £?splajnových 
("T ~T\T 

koeficientů hp a položit b + = ( b , hp ) . Poznamenejme, že by bylo možné 

postupovat i tak, že urč íme váhovou matici M a k odhadu b vektoru B-

splajnových koeficientů b využijeme vztah 3.12. Tento postup je praktiko

ván v Př ík ladu 3.2 a P ř ík ladu 3.3. Aproximované a predikované hodnoty 

ý + = ( ý T , ý J ) T lze po t é získat využ i t ím vztahu (3.9), př ičemž predikované 

hodnoty ý jsou zobrazeny na obrázku 7 včetně výsledného splajnu. 

Obrázek 7: Predikce dat v penalizované regresi 
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N a závěr ukážeme, jak se na výs ledném splajnu odraz í j iná volba ř á d u 

diferencí v penal izačním členu. N a obrázku 8 jsou vykresleny výsledné splajny 

pro d — 1, 2 a 3, což jsou obvyklé volby tohoto parametru. 

i i i 

1 2 3 4 5 6 7 B 9 10 11 12 

Obrázek 8: Výsledné splajny pro různé d 

Dosud jsme uvažovali tzv. predikci vpřed, tedy predikci pro hodnoty x p , 

k teré se nachází vpravo od vektoru x , tedy v intervalu [a 2, 03]. V praxi bychom 

mohli chtí t predikovat i hodnoty vlevo od vektoru x , tj. z intervalu [a 0 ,ai] , 

p ř ípadě chybějící hodnoty z intervalu [01,02]. 

P ř í k l a d 3.2. V tomto př ík ladu si ukážeme tzv. predikci vzad, neboli pre

dikci pro hodnoty x p nacházející se vlevo od vektoru x. Využijeme data z Pří

kladu 3.1, k t e r á jsou zobrazena na obrázku 5, a p ředpok ládáme , že chceme 

predikovat hodnoty vektoru yp příslušející h o d n o t á m vektoru x p . Vektor x p 

obsahuje opět 20 hodnot generovaných tak, aby byla zachována kons tan tn í 

vzdálenost mezi body, byl j ich požadovaný počet , tj. np = 20, a aby se jeho 

složky nacházely vlevo od složek vektoru x. P l a t í tedy do — —1, Oi — 1 

a a 2 = 10. 
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Nalezením splajnu s tupně 3, tj. k = 3, k te rý aproximuje data 

i — 1,..., 100, ve smyslu penal izované metody nejmenších čtverců pro d—l 

a p = 0.1, jsme se zabývali již v P ř ík l adu 3.1 a výsledný splajn je zobrazen 

na obrázku 6. Můžeme tedy rovnou přejít k predikování hodnot vektoru yp. 

Nejprve zvolíme síť uzlů, k t e rá bude pokrývat rozsah všech hodnot vektoru 

x + , tedy budeme uvažovat např ík lad [—1,-0.5,0,0.5,1 : 0.5 : 10]. Nyní je 

t ř e b a p ř ida t 6 pomocných uzlů, čímž získáme rozšířenou síť uzlů 

[-2.5, - 2 , - 1 . 5 , - 1 , - 0 . 5 , 0, 0.5,1 : 0.5 : 10,10.5,11,11.5]. 

Dále vytvoř íme matici D + apl ikováním funkce d i f f na matici I25 a využi

t í m rozšířené sítě uzlů a vektoru x + vy tvoř íme rozšířenou kolokační matici 

C 4

+ ( x + ) . 

A b y bylo možné získat odhad b + vektoru £?splajnových koeficientů b + 

dle vztahu (3.12), je t ř e b a ješ tě urči t matici M , pro kterou opět plat í , že její 

d iagonála je složena z 0 pro chybějící hodnoty vektoru y p a 1 pro pozorované 

hodnoty, tj. pro hodnoty vektoru y . Matice M je tedy ve tvaru 

M 
020,20 Oioo,20 

020,100 I100 

Poté již můžeme využít vztah (3.12) a pomocí funkce l i n s o l v e urči t vek

tor b + , př ičemž za y + dosadíme vektor ( 0 T , y T ) T , k t e rý obsahuje 0 na pozi

cích odpovídajících n e z n á m ý m h o d n o t á m yp, neboť dle výše popsané teorie 

víme, že vztah lze upravit tak, že na těch to hodno tách nezávisí. Výsledný 

splajn vy tvořený a vykreslený pomocí funkcí spmak a f n p l t je zobrazen 

včetně predikovaných hodnot yp vektoru yp na obrázku 9. 
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Obrázek 9: Predikce vzad v penal izované regresi 

Poslední možnost í , kterou se v t é t o části práce budeme zabývat , je situ

ace, kdy data obsahují nějaká chybějící pozorování uvn i t ř intervalu [ai ,a 2 ] . 

Konkré tně uvažujeme pouze jednu skupinu chybějících pozorování. 

P ř í k l a d 3.3. Pro ukázku predikce chybějících pozorování budeme opět uva

žovat data z P ř ík l adu 3.1. P ř e d p o k l á d á m e tedy, že je dán vektor x + takový, 

že obsahuje 100 hodnot generovaných rovnoměrně na intervalu [1,10], ale 

pro všechny hodnoty vektoru x + neznáme odpovídaj ící hodnoty, tj. vektor 

y + , nýbrž známe pouze vektor x a odpovídaj ící hodnoty y . Data d a n á vek

tory x a y jsou zobrazena na obrázku 10, př ičemž p la t í n = 80. Naš ím úko

lem je nejprve naj í t splajn, k te rý tato data aproximuje ve smyslu penalizo

vané metody nejmenších čtverců, a po t é predikovat hodnoty yp odpovídaj ící 

h o d n o t á m vektoru x p , k te rý je tvořen hodnotami vektoru x + neobsazenými 

ve vektoru x . 

Nejprve tedy budeme chtít naj í t splajn, k te rý data aproximuje ve smyslu 

penalizované metody nejmenších čtverců. Zvolíme s tupeň splajnu k = 3 a vy

jdeme ze sítě uzlů pokrývající celý rozsah vektoru x + , tedy uvažujeme síť uzlů 
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Obrázek 10: Z a d a n á data 

obsahující 30 uzlů rovnoměrně pokrývajících interval [1,10], k t e rá je zobra

zena na obrázku 11. 

D 1 2 3 4 5 6 7 3 9 10 11 

Obrázek 11: Síť uzlů pokrývající celý rozsah vektoru x + 

A b y byla splněna Schoenberg-Whitneyho podmínka a kolokační matice 

byla plné sloupcové hodnosti, musí v nosiči každého 5-splajnu ležet alespoň 

jeden bod Xi, kde i = 1 , . . . ,80 . Proto je t ř e b a z t é t o sítě uzlů odebrat 

uzly, k teré pokrývaj í rozsah vektoru x p, a tedy tuto p o d m í n k u porušují . T í m 

získáme síť uzlů zobrazenou na obrázku 12. 

i i i i 
i i i i 
i i i i 
i i i i 
i i i i i i i i i i i i i i i i i i i i 
i i i i i i i i i i i i i i i i i i i i 

I I I I U I I U _ l I L_lJ I I j I I I] I I U I I U I I I I 
0 1 2 3 4 5 6 7 3 9 10 11 

Obrázek 12: Síť uzlů pokrývající hodnoty vektoru x 
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Z t é to sí tě uzlů vy toř íme p ř idán ím 6 pomocných uzlů rozšířenou síť uzlů, 

kterou využijeme spolu s vektorem x k vytvoření kolokační matice C4 (x) 

za pomocí funkce s p c o l . Po ověření plné sloupcové hodnosti kolokační ma

tice zvolíme ř á d diference v penal izačním členu d = 2 a vyhlazující parametr 

p — 0.1 a pomocí funkce d i f f vy tvoř íme matici D 2 G TZ25,27. Dále již mů

žeme urči t odhad b vektoru .B-splajnových koeficientů b tak, že za pomocí 

funkce l i n s o l v e vyřešíme rovnici danou vztahem (2.7). Splajn d a n ý obdr

ženým vektorem b je zobrazen na obrázku 13. 

Obrázek 13: Aproximace splajnem ve smyslu penalizované metody nejmen-
ších čtverců 

Nyní již pře jdeme k predikování požadovaných hodnot. Síť uzlů zvolíme 

tak, aby pokrývala celý rozsah vektoru x + , tedy síť uzlů zobrazenou na ob

rázku 11, př ičemž je t ř eba opět p ř ida t 6 pomocných uzlů, čímž získáme roz

šířenou síť uzlů. Následně vytvoř íme matice C4 (x), Dj", P + a matici M , 

k te rá je diagonální a na diagonále obsahuje 1 na pozici odpovídaj ící hod

n o t á m vektoru x a 0 na pozici odpovídaj ící h o d n o t á m vektoru x p . Po té již 

můžeme určit odhad b vektoru £?splajnových koeficientů b dle vztahu (3.12) 
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za pomocí funkce l i n s o l v e . Výsledný splajn d a n ý vektorem b je zobrazen 

na obrázku 14 včetně predikovaných hodnot ý . 

Obrázek 14: Predikce pro chybějící pozorování v penal izované regresi 

Obrázek 15: Porovnání splajnů 

N a závěr by bylo vhodné výsledný splajn z obrázku 14 porovnat se splaj-

nem, k te rý aproximuje ve smyslu penal izované metody nejmenších čtverců 

52 



data, k t e r á neobsahují ž ádná chybějící pozorování, tedy data zobrazená na ob

rázku 5. Tento splajn získáme analogicky jako v Př ík ladu 2.1, př ičemž uva

žujeme stejnou síť uzlů, s tupeň splajnu, vyhlazující parametr a ř ád diferencí 

v penal izačním členu jako doposud. N a obrázku 15 lze pozorovat, že porov

návané splajny jsou velmi podobné , a opět se potvrzuje, že v intervalech 

známých hodnot jsou dokonce to tožné . 
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4. Predikce pomocí hladkých modelů smíšených 

efektů 

Už před více než tř icet i lety bylo zkoumáno , jak by bylo možné propojit 

penalizované vyhlazování a smíšené modely. Klíčovým bodem tohoto pro

pojení je nas tavení vyhlazujícího parametru na hodnotu p o m ě r u p a r a m e t r ů 
2 

rozptylů n á h o d n é chyby e a náhodných efektů a, tedy ve tvaru p — ^f. 
°OL 

Př ičemž oba parametry rozptylů lze odhadnout pomocí tzv. res t r ingované 

metody max imáln í věrohodnost i ( R E M L ) . 

4.1. Lineární smíšený model 

Nejprve si uvedeme, co je to l ineární smíšený model neboli l ineární mo

del smíšených efektů (anglicky linear mixed model nebo linear mixed-effects 

model). O d regresního l ineárního modelu y = X /3 + e (viz [2]) se liší t ím, 

že jeho n á h o d n á složka je rozložena do dvou komponent. Již tedy nepředpo

k ládáme, že variabilita je tvořena pouze n á h o d n o u chybou e, ale p ř idáváme 

do modelu další n á h o d n o u složku reprezentovanou tzv. n á h o d n ý m i efekty 

(anglicky random effects). Vektor regresních koeficientů (3 pak nazýváme 

vektorem pevných efektů (anglicky fixed effects). 

Nechť je dáno m sub jek tů a pro každý z nich vektor pozorování yi délky 

rii, i — 1,... ,m. Nejprve uvažujme pevnou část modelu, tj. r vysvětlujících 

proměnných , jejichž hodnoty pro z-té pozorování jsou obsaženy v matici X j e 

7Zni'r, i = 1 , . . . , m, př ičemž p ředpok ládáme , že všechny tyto matice jsou plné 

sloupcové hodnosti, tj. obsahují l ineárně nezávislé sloupce. Nyní se zaměřme 

na n á h o d n o u část modelu a obdobně uvažujme matici hodnot s vysvětlujících 

p roměnných pro z-té pozorování Zj G TZni,s, i = 1, . . . ,m. Lineární smíšený 
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model pro i-tý subjekt, i — 1 , m, je ve tvaru 

y , = Xi / 3 + ZiOi + Si, (4.1) 

kde (3 je vektor pevných efektů délky r, tedy vektor regresních koeficientů 

příslušejících k r vysvětlujícím p r o m ě n n ý m , k te rý je stejný pro všechny sub

jekty, cti je vektor náhodných efektů délky s pro i-tý subjekt, tedy vektor 

regresních koeficientů příslušejících k s vysvětlujícím p r o m ě n n ý m a e* je vek

tor reziduí délky nj. Navíc předpokláde jme, že cti ~ A/"(0, D ) a e, ~ A/"(0, R j ) , 

př ičemž var ianční matice D G 7?.s's a R j G 7?. n i ' n i , i = 1, . . . ,m, jsou symet

rické a pozi t ivně definitní, a aij a 6j jsou nezávislé pro všechna i — 1,... ,m. 

Pak lze vytvoř i t l ineární smíšený model pro všechny subjekty 

y = X /3 + Za + e, (4.2) 

kde y = ( y f , . . . , y ^ ) T je vektor délky n = Yľ=in^ X = [ X ľ > • • • > X m ] T J e 

matice typu n x r , Z G TZn>ms je blokově diagonální matice, jejíž d iagonála je 

tvořena jednot l ivými maticemi Z j , o; = ( a r f , . . . , C K ^ ) T je vektor náhodných 

efektů délky ms a e = ( e f , . . . , e ^ ) T je vektor reziduí délky n. Dále víme, že 

a ~ jV(0, G ) a e - jV(0, R ) , kde G G ftms'ms je blokově diagonální matice, 

jejíž d iagonála je tvořena m maticemi D a podobně R G 72.™'" je blokově 

diagonální matice, jejíž d iagonála je tvořena maticemi R j , i — 1,... ,m. 

4.1.1. Odhad p e v n ý c h e f e k t ů 

Nyní se zaměř íme na to, jak odhadnout pevné efekty, tj. vektor (3. Jednou 

možnost í je p řepsa t model (4.2) do tvaru y = X /3 + e*, kde e* = Zet + e. 

P ro tože jsou ct a e nezávislé, dle [13] víme, že var ianční matice součtu 

je součet variančních matic, tj. Var (Zet + e) = Var ( Z a ) + Var(e) , kde 
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Var (Za) = Z V a r (a) Z T . Pro var ianční matici e* označenou jako V tedy 

plat í 

V = Var (e*) = Z G Z T + R . (4.3) 

Pro tože jsme předpokládal i , že matice D a R ; jsou pozi t ivně definitní, jsou 

dle [9], str. 89, pozi t ivně definitní i blokově diagonální matice z těchto matic 

složené, tedy matice G a R . Následně využijeme toho, že potom je matice 

Z G Z T dle [9], str. 213, t aké pozi t ivně definitní. P ro tože součet dvou pozi

t ivně definitních matic je dle [9], str. 212, matice pozi t ivně definitní, plat í , 

že var ianční matice V je pozi t ivně definitní, a tedy i regulární . 

Pomoc í metody max imáln í věrohodnost i urč íme odhad pevných efektů. 

Dle [13] víme, že sdružená hustota vektoru y ~ A/"(X/3, V ) je d á n a jako 

/ y ( y ) = p í ) W x p ( " 5 ( y " X / 3 ) T v " ( y " X / 3 ) ) 

a z logar i tmováním dojdeme k tzv. logaritmické funkci věrohodnost i 

ln (/y(y)) = ln ( l ) - £ ln(27r)  l n (|V|) - \ (y - X(3)T V "
1 (y - X/3) . (4.4) 

Tuto funkci chceme maximalizovat, a proto j i zderivujeme podle proměnné 

/3
T a výslednou derivaci položíme rovnu nulovému vektoru, čímž získáme 

rovnici 

x T v-V - X T V _ 1 X / 3 = 0, 

a tedy 

(3 = ( X T V _ 1 X ) _ 1 X T V _ 1 y - (4.5) 

Pro tože je matice V pozi t ivně definitní, její inverze V - 1 je dle [9], str. 214, 

t aké pozi t ivně definitní. P ředpokláda l i jsme, že matice X j , i — 1,... ,m, maj í 

l ineárně nezávislé sloupce, a proto plat í , že i matice X m á l ineárně nezávislé 
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sloupce, a je tedy plné sloupcové hodnosti. Díky plné sloupcové hodnosti 

matice X a pozi t ivní definitnosti matice V - 1 pak pla t í , že X T V _ 1 X je také 

pozi t ivně definitní [9], str. 213, tedy i regulární . 

4.1.2. Odhad n á h o d n ý c h e f e k t ů 

Následně nás zaj ímá, jak nají t odhad n á h o d n ý c h efektů. Za t í m t o účelem 

využijeme [2] a zjistíme, že jej lze získat jako nejlepší l ineární ne s t r anný 

odhad ( B L U P ) jako podmíněnou s t řední hodnotu E (ex | y). Poznamenejme 

ale, že zde je nestrannost myšlena ve smyslu E (ex) = E (ex) = 0 a obvykle 

definovaná nestrannost nepla t í , tj. E (éx) ^ ex. Nyní uveďme větu, kterou lze 

včetně důkazu naj í t v [12]. 

V ě t a 4.1. Nechť X~ j V ( / u , S ) ; kde 

X = 
M i M i 

_x2_ M2 S 2 i £22 

Pak platí X i ~ J\í (/j,1, S i i ) , X 2 ~ M (/x2, £22) a navíc 

X i I ( X 2 = x 2 ) - M + S12S22 1 ( x 2 - A* 2 ) , S11 - S12S22S21) • 

Nejprve je t ř e b a urči t kovarianci y a a , tj. Cov (y, ex). Dle [13], str. 129, 

víme, že pla t í 

Cov (y, ex) = E (yex) - E (y) E (ex), (4.6) 

a proto lze dokázat , že pla t í 

Cov (y, ex) = Cov (X/3 + Zex + e, ex) = 

= Cov (X/3, ex) + Cov ( Z a , a ) + Cov (e, ex). 
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Díky nezávislosti X/3, a a e, a p la t í , že Cov (X/3, a) = 0, Cov (e, a) = 0, 

a využ i t ím (4.6) dostaneme Cov (Za, a) = E ( Z a a T ) — E (Za) E ( a T ) . Pro

tože s t řední hodnota n á h o d n ý c h efektů je nulová a matice Z je nenáhodná , 

plat í 

Cov (y, a) = Z E ( a a T ) = Z V a r (a) = Z G . 

Pak Cov (a, y) = G T Z T = G Z T , a tedy celkem pla t í 

a 
~ M í 

0 G G Z T 

) 
y V X/3 Z G V ) 

a tedy dle Vě ty 4.1 p la t í , že 

a | y - A/" ( G Z ^ " 1 (y - X/3) , G - G Z ^ V ^ Z G ) . 

Odhad náhodných efektů pak lze získat jako 

a = E (a | y) = G Z ^ V 1 (y - X/3), (4.7) 

přičemž v praxi nahrazujeme /3 jej ím odhadem /3, viz (4.5). 

Maximálně věrohodné odhady /3 a á lze získat i jinak. Vyjdeme ze sdru

žené hustoty y a a , tj. / y , a (y , a). T u lze dle [13], str.122, získat vynásoben ím 

hustot podmíněného p ravděpodobnos tn ího rozdělení y | a a p ravděpodob

nos tn ího rozdělení a , tj. 

/y,a(y, ") = /y|a(y I " ) / « ( " ) • ( 4 -§) 
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Nyní se zaměř íme na podmíněné rozdělení y | a. Víme, že pla t í 

y 
~ M í 

X/3 V Z G 
) 

a v 0 G Z T G ) 

a proto dle Vě ty 4.1 víme, že 

y | a ~ A/" (X/3 + Z G G " 1 (a — 0), V — Z G G _ 1 G Z T ) , 

což lze využ i t ím (4.3) upravit do tvaru 

y | a ~ A/" (X/3 + Z a , R ) . (4.9) 

Využi t ím (4.9) a a ~ A/"(0, G) lze odvodit hustoty těchto rozdělení 

/yi«(y I ") 

fa (a) 

1 exp ( - ^ ( y - X / 3 - Z a ) T R " 1 ( y - X / 3 - Z a ) ) , 
(27r)f |R 

1 

2 

1 
( 2 . ) ! | G | e X P V 2 " G " a l -

Dosazením těchto funkcí do vztahu (4.8) a z logar i tmováním dostaneme 

1 
In ( / y , « (y , a ) ) = ln ( — Í 

V (27TJ 2 | K | 

+ ln 
(2TT)5 | G | 

(y - X/3 - Z a ) ' R 1 (y - X/3 - Za) 

2 

Zderivováním t é to funkce podle p roměnných /3 a a za účelem její maximali

zace a položením těchto derivací rovných nule získáme tzv. rovnice smíšeného 

modelu 

(4.10) 
X T R " X X X T R _ 1 Z X T R "V 
Z T R 

xx Z T R _ 1 Z + G " 1 á Z T R 
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ze k te rých lze také urči t odhady pevných a n á h o d n ý c h efektů pomocí metod 

pro řešení soustav l ineárních rovnic. 

4.1.3. Odhad p a r a m e t r ů r o z p t y l ů a\ a 

Dosazením odhadu pevných efektů (4.5) do (4.4) získáme při zanedbán í 

konstant funkci p roměnné V , kterou lze upravit do tvaru 

IML ( V ) = - \ l n ( |V | ) - \yT ( V " 1 - V - ' X ( X ^ V ^ X ) " 1 X ^ V " 1 ) y. 

(4.11) 

Maximalizací t é t o funkce bychom získali p ros t ředn ic tv ím o d h a d n u t é matice 

V max imá lně věrohodné odhady p a r a m e t r ů rozptylů a\ a a2

a. 

Dle [2] ale plat í , že max imá lně věrohodné odhady jsou vychýlené směrem 

dolů, tj. s t řední hodnota odhadu parametru je menší než skutečná hodnota 

tohoto parametru, proto se často využívají odhady získané metodou R E M L , 

tj. restringovanou metodou maximáln í věrohodnost i . V t é t o m e t o d ě vychá

zíme z modifikované funkce věrohodnost i , k t e rá odpovídá hus to tě transfor

movaných dat. Konkré tně se j e d n á o transformaci L T y , kde matice L splňuje 

p o d m í n k u L T X = 0. Dle [10] pak plat í , že odhady roztylů a2 a (j2

a lze získat 

metodou R E M L pros t ředn ic tv ím maximalizace funkce 

IREML ( V ) I l n ( | V | ) - | ln flX^Xl) - \ (y - X / 3 ) T V " 1 (y - X /3) . 

Do t é t o funkce můžeme opět dosadit odhad pevných efektů (4.5) a porovná

n ím s funkcí (4.11) dojdeme ke vztahu 

IREML ( V ) = lML ( V ) - ^ ln ( | X T V r - 1 X | ) . 
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4.2. Hladké modely smíšených efektů 

Nyní se již zaměř íme na propojení P-sp la jnů , viz odstavec 2.1, a Unárních 

smíšených modelů , tedy na tzv. hladké modely smíšených efektů. Uvažujme 

l ineární smíšený model 

y = X/3 + Z a + e, (4.12) 

kde a. ~ A/"(0, cr^G) a e ~ A/"(0, <7gln). Existuje mnoho možnost í , jak převést 

původn í model (3.2) na tento smíšený model. Cílem je naj í t transformaci řž 

takovou, že 

C f c + 1 (x) ft = [X | Z] a ftTb = [/3T | aT]T , 

kde řž je or togonální matice. Transformace je zvolena tak, abychom získali 

právě Cfc +i (x) b = X/3 + Za. 

Mat ic i řž rozdělíme na dvě submatice, k te ré odpovídaj í pevným, respek

tive n á h o d n ý m složkám, tj. fl — [Qf \ flr]- Tedy pla t í 

X = C f c + 1 ( x ) í í / , 

Z = Cfc+i(x)0.. (4.13) 

Existuje více možnost í , jak zvolit submatici flr, my vyjdeme ze spekt rá ln ího 

rozkladu matice penalizace P G TZC,C, o které již víme, že je pozi t ivně semide-

finitní, viz odstavec 2.1. Tedy uvažujeme rozklad P = U S U T , kde Š G TZC'C 

je diagonální matice, jejíž d iagonála je tvořena v las tn ími čísly matice P seřa

zenými vzes tupně , a matice U G 1ZC,C obsahuje odpovídaj ící v las tn í vektory. 

Dle [9] pla t í , že vlas tn í čísla semidefinitní matice P jsou nezáporná a ze strany 

551 víme, že počet k ladných vlastních čísel matice P je roven hodnosti ma

tice P. Hodnost matice P je dle [9], str. 75, rovna hodnosti matice D d , neboť 
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pla t í P = DjDrf. P ro tože víme, že matice G Jlc~d'c je plné řádkové hod

nosti, p la t í , že počet k ladných vlastních čísel matice P G 1ZC,C je c —d, a tedy 

počet nulových vlastních čísel matice P je roven d. Ma t i c i S pak lze zapsat 

ve tvaru 

~ O^d ®d,c-d 
^ — J 

0c-d,d S 

kde S G fZc~d,c~d je diagonální matice, jejíž diagonála obsahuje k l adná vlas tní 

čísla matice P, a matici U lze zapsat ve tvaru U = [U/, U r ] , kde matice U / 

obsahuje vlas tní vektory odpovídaj ící nulovým v las tn ím číslům matice P 

a U r obsahuje vlas tn í vektory odpovídaj ící k l adným v las tn ím číslům matice 

P. Ma t i c i flr pak lze zvolit jako flr = U r S ~ 2 . Minimalizovaný výraz 

5 (b) = (y - C f c + 1 (x) b ) T (y - C f c + 1 (x) b) + p b T P b 

příslušející modelu (3.2), pak lze v kontextu smíšeného modelu (4.12) přepsa t 

do tvaru 

5 (b) = (y - X /3 - Zaf (y - X /3 - Za) + p b T P b . 

Predikce v kontextu smíšených modelů se běžně provádí tzv. dvoufázově, 

tj. nejprve se vytvoř í model a po t é se provádí predikce. Stejně se na to zamě

říme v kontextu h ladkých smíšených modelů . Zde bude platit, že varianční 

matice n á h o d n ý c h efektů je p ř í m ý m rozšířením t é to matice ve vy tvá řeném 

modelu. Po té p ředs tav íme i tzv. jednofázový p ř í s tup . V tom dochází k tvoření 

modelu a predikcím současně a výhodou je, že může být zvolena libovolná 

transformace. 
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4.3. Dvoufázový přístup 

4.3.1. S t a n d a r d n í metodologie pro predikce 

Metodu popsanou v t é to kapitole označujeme jako p ř í s tup smíšeného mo

delu. K predikci nových pozorování můžeme využí t [7], kde je rozebrána 

predikce v lineárních smíšených modelech. Predikce je d á n a l ineární funkcí 

nejlepšího l ineárního nes t r anného odhadu náhodných efektů ( B L U P ) a nej-

lepšího l ineárního nes t r anného odhadu pevných efektů ( B L U E ) v modelu. 

Výsledky jsou založené na následujícím rozšířeném smíšeném modelu 

y + = X+/3 + Z+a+ + eH 

kte rý lze rozepsat do tvaru 

(4.14) 

y X 
(3 + 

Z 0 a e 
= (3 + + 

X p Tii Z 2 

(4.15) 

kde (e T , e J ) T ~ A/"(0, cr^ln+), (3 jsou pevné efekty z původn ího modelu (4.12) 

a CK + = (CK T , C K J ) T je rozšířený vektor n á h o d n ý c h efektů s var ianční mat ic í 

Var (a.* 
G G Op 

^po ^pp 
(4.16) 

kde cr^,G je var ianční matice n á h o d n ý c h efektů z původn ího modelu (4.2) 

pro pozorovaná data, <7^G o p je matice kovariancí n á h o d n ý c h efektů pro po

zorovaná data a pro nepozorovaná data ( ( T ^ G p o je naopak matice kovariancí 

náhodných efektů pro nepozorovaná data a pro pozorovaná data) a o"^G p p je 

var ianční matice náhodných efektů pro nepozorovaná data. Parametry roz

pty lů a\ a <7̂  jsou o d h a d n u t é pomocí metody R E M L popsané výše. 
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Nyní po t řebu jeme převést rozšířený P-sp la jnový model (3.3) na rozšířený 

smíšený model (4.14). Proto definujeme rozšířenou matici transformace 

Qr 0 

0 fž Pr 

kde fž r je matice transformace pro pozorovaná data a QPr je matice transfor

mace pro nepozorovaná (tj. predikovaná) data. Pak p la t í Z 

tj-

C f c + i ( x Z 0 

Z i z 2 

o 

Cfe+l(Xp) C f c + 1 ( x p ) 

n r o 

o n Pr 

tedy matice Z je d á n a vztahem (4.13), Z1 = C\+1 (x p ) fž r a Z 2 = C ^ + 1 (x p ) f ž P r . 

Opě t existuje více variant, jak fž+ zvolit. M y j i volíme tak, že fž r = 

U r S _ 2 ; př ičemž opět vycházíme ze spekt rá ln ího rozkladu penal izační ma

tice P U S U T , a matice flPr je zvolena jako řž 

kde D d a jsou submatice matice D j " , viz (3.6). Pomoc í rozšířené matice 

transformace jsme získali var ianční matici <T^G + rozšířených náhodných 

efektů CK + jako rozšíření matice c r^G, viz (4.16). 

Ze vztahu (4.15) lze odvodit vztah pro predikované hodnoty 

ý_ = X „ / 3 + Z i á + Z 2 á „ , (4.17) 

k te rý bychom rádi upravili tak, aby se v n ě m vyskytovaly pouze odhady 

pevných efektů /3 a náhodných efektů á . Proto je t ř e b a odvodit vztah pro áp, 

což provedeme pomocí A I algoritmu p o p s a n é m v [8]. Stejně jako v [7] vyjdeme 

z rozšířeného modelu 

y 0 = F ^ + K 0 T 0 + e+, 
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kde 

y o „ X Z 0 
, F = 

0 X p Z i Z2 

/3 

OL p 

(3 e 
> e + = 

a 2 G + , viz (4.16), a opět 

<jgl n + . Rovnice tohoto rozšířeného smíšeného modelu lze 

if) je vektor pevných efektů délky np, Var (a 

pla t í Var (ea) 

řešit právě pomocí A I algoritmu (tj. pomocí absorpce a zpě tné substituce) 

matice 

Y a Y a 

K K ' y a 

F T R ; 1 K „ 

y ľ R ^ F 

K l R ^ F 

F T R ~ 1 F 

, kde G : 
0 0 

0 G " 1 

Absorpcí získáme matici smíšeného modelu 

y T R _ 1 y y T R - x X y T R 1 Z 0 

X T R _ 1 y X T R _ 1 X X T R _ 1 Z 0 

Z T R _ 1 y Z T R X X Z ^ ^ Z + G 0 0 Gop 

0 0 Gpo Gpp 

kde G ľ 1 
G°° G°p 

Gpo Gpp 

Z posledních ř ádků lze dle [7] získat požadovaný vztah 

áp = - (G^)" 1 Gpoá = GpoG-'á. (4.18) 

Absorpcí poslední části odpovídaj ící áp bychom došli k matici původního 
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smíšeného modelu (4.2), tj. k matici 

1 z] 0 0 
1 J , kde G * = 
1 Z] + ^ G * 

^ OL 

0 4 G " 1 

1 T 
y 

Za CKp tedy dosadíme dle (4.18) do (4.17) a t í m dojdeme ke vztahu 

y p = X p y ä + Z ( p ) á , (4.19) 

kde Z(p) = Z i + Z 2 G p 0 G _ 1 a /3 je B L U E a á je B L U P o d h a d u t é z pozorova

ných dat, viz (4.5) a (4.7). Rovnice smíšeného modelu (4.12) jsou dle (4.10) 

ve tvaru 

^x T z 3 
4z Tx 4 Z T Z + 4 G _ 1 á 

Jestl iže označíme matici koeficientů jako Q , tj. 

Q = 
^x T x l x T z 
4z T x 4 Z T Z + 4 G _ 1 

pak pro odhady /3 a ô p la t í 

0 Q 1 
4x T 

(4.20) 

Dle [7] je vhodné vytvoř i t interval spolehlivosti pomocí var ianční matice roz

dílu ý — y p , tj. Var (ý — y ) , mís to obvyklého využi t í var ianční matice ý p , 

tj. Var ( ý p ) , tedy jako 

ýp ± 1.96 y d i a g (Var ( ý p - y p ) ) , 
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kde hodnota 1.96 odpovídá 0.975-kvantilu normovaného normáln ího rozdě

lení. Využi t ím vztahu (4.19) a yp = X p / 3 + Z ^ a + ep získáme 

Var ( ý p - y p ) = Var |^ [ X p | Z ( p ) 

= [Xp | Z(p)] Var 

Nyní je tedy t ř e b a urči t Var 

(3 

ct 
[ X , | Z (p) 

/3 

a 

/3 - / 3 ) xj 
á — a ) 

* % P - (4-22) 

/3 - / 3 

l á — CK ) 
, přičemž si nejprve odvodíme 

vztah pro 
(3-0 

Čt — OL 
. Dle (4.20) a (4.12) víme, že 

h ~(3 
= Q " 1 

~xT~ h ~(3 
= Q " 1 

OL — OL 
= Q " 1 

Z T 

(X/3 + Z a + e) -
0 

a 

Nás lednými úpravami dojdeme ke vztahu 

Q 1 

f3-(3 

čt — a 

0 

0 

0 

T 9 G " 1 

/3 

a 
Q 1 

x T 

Z T 

k te rý využijeme k určení var ianční matice, tj. 

Í3 -(3 
\ = Var | Q 1 

0 0 (3 
+ Q 1 

~xT" \ 
Var 

Í3 -(3 
\ = Var | Q 1 

-a2

eG~l 

(3 
+ Q 1 

Z T 

e 

l Čt — OL 
\ = Var | Q 1 

0 -a2

eG~l OL Z T / 
Tento vztah lze několika úpravami zjednoduši t do tvaru 

Var | | - a ^ Q " 1 { 0 -(3 ) 
\ á — OL ) 
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Pro interval spolehlivosti potom dosazením (4.22) do (4.21) s využ i t ím 

(4.23) pla t í 

ý „ ± 1 . 9 6 

\ 
diag [X p | Z ( p ) ] Q " 1 p 

7T 

(4.24) 

4.3.2. Predikce z a l o ž e n á na p o d m í n ě n é m r o z d ě l e n í y p | y 

Nyní se na tento prob lém podíváme z hlediska podmíněného rozdělení. 

Vyjdeme z rozšířeného smíšeného modelu (4.14), tj. uvažujeme sloupcový 

vektor y + = ( y T , y J ) T s var ianční mat ic í , kterou označíme V + , tj. 

Var (y + ) = V + = a2

aZ+G+ZT

+ + a\\ 

přičemž pla t í , že j i lze zapsat blokově pomocí matic odpovídajících y, resp. yp, 

jako 

V , V v 
v oo T op 

v v 
' po ' pp tj. 

V c o = a2

a ZGZT + a e

2 I n , 

V o p = V j , = a2

aZGZj + a^ZGopZl, 

V p p = cr^ZiGZ^ + 0"^Z2GpOZ^ + cr^ZiGopZ^ + <J2Inp. 

Podmíněné p ravděpodobnos tn í rozdělení je pak dle Vě ty 4.1 ve tvaru 

yp | y ~ M (Xp(3 + V ^ V " 1 (y - X/3), Vw - V ^ V " 1 V o p ) . 
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Jestl iže se zaměř íme na čtvercovou chybu predikce, zjistíme, že odpov ídá 

p o d m í n ě n é m u rozptylu Var (y | y), protože 

E ( ( ý p - yP)2) = E ( E ( f e - yP)2 \y)) = E ( V a r l y)) 

= Var (y p | y) , 

přičemž jsme využili zákon anglicky nazývaný Law of Total Expectation, 

dle k te rého podle [16] obecně p la t í E ( X ) = E (E ( X | Y ) ) , a toho, že pro nor

máln í rozdělení plat í , že p o d m í n ě n ý rozptyl nezávisí na hodno tě podmínky. 

Predikční interval pak lze zkonstruovat jako 

ý p ± 1 . 9 6 ^ / V a x ( y p | y ) , (4.25) 

kde Var (y | y) = V p p — V p o V ^ V o p . Vš imněme si, že u s t a n d a r d n í me

todologie pro predikce (viz odstavec 4.3.1) bylo možné sestavit jen interval 

spolehlivosti, za t ímco u p ř í s tupu pomocí podmíněného rozdělení yp | y lze 

sestrojit predikční interval, k t e rý je vhodné použí t pro predikci nových hod

not. 

4.4. Jednofázový přístup 

Tento p ř í s tup , narozdíl od dvoufázového p ř í s tupu rozebraném v kapitole 

4.3, lze použí t s libovolnou volbou reparametrizace a pro vhodně zvolené 

transformace dostaneme stejné výsledky jako použ i t ím zmíněného dvoufázo

vého př í s tupu . Tuto metodu nazýváme také p ř í s tup rozšířeného smíšeného 

modelu, protože do modelu rovnou zahrnujeme y p , ale s nekonečným rozpty-
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lem (tj. nulovou váhou) . Uvažujeme tedy model 

y + = X + / 3 + Z + a + + e+, (4.26) 

přičemž 

a + ~ Äí(0, a 2 G+) a e+ ~ jV(0, cr2R+), 

kde R + G TZn+'n+ je diagonální váhová matice, jejíž diagonální prvek je roven 

1, jestliže odpov ídá pozorovaným d a t ů m , tj. y , a jejíž diagonální prvek je ro

ven nekonečnu pro data predikovaná, tj. pro yp. Nekonečná hodnota v matici 

R + pak odpov ídá tomu, že o datech, k t e rá chceme odhadovat, n e m á m e žádné 

informace. Dle [11] jsou pak odhady pevných a n á h o d n ý c h efektů dány vztahy 

vyplývajícími z rovnic rozšířeného smíšeného modelu. Výsledné odhady jsou 

dány vztahy 2 

h = (x^v;x + ) _ 1 x^v; y + , 
V ' , ^ (4-27) 

a = a2

aG+ZT

+V- ( y + - X + ^ J , 

kde V+ = a 2 Z+G+Z^ + a 2 R+. P ro tože jsou splněny p ředpok lady Věty 1.3, 

můžeme tuto vě tu využí t k určení inverzní matice V + k matici V . Konkré tně 

volíme 

S = Z , 

T = a 2 G 

V = ZT

+, 

W = a 2 R , 

2 Symbol " značí, že odhady jsou založené na tom, že neznámé hodnoty yp mají neko
nečný rozptyl. 

70 



čímž dostaneme 

^ R R +

1 z + ( - 2 - G + 1 + ZT

+ —R+

XZ 
OĹ \ OL € ) 

-1 
Z l R (4.28) 

Dále opět p la t í Z + = C ^ + 1 (x +) fž+, kde fž+ je or togonální matice transfor

mace taková, že splňuje 

Pro p ř ípad penal izací založených na diferencích volíme matici na základě 

vaně rovnosti C^+1 (x +) b + = X + / 3 + Z+ct+. Dále ze vztahu (4.28) plyne, 

že pro určení pevných a náhodných efektů nepot řebu jeme matici R+, ale 

matici k ní inverzní, tj. matici R+ 1 . Pro R+ 1 dle [9], str. 81, p la t í , že je 

t aké diagonální a na diagonále m á 1 na pozici, na k te ré byla 1 v matici R + , 

a 0 na pozici, na k teré bylo nekonečno v matici R + . 

Abychom dokázali popsat vztah mezi touto jednofázovou metodou a me

todou dvoufázovou popsanou v kapitole 4.3, je t ř e b a zná t vztah mezi variační 

mat ic í náhodných efektů a rozšířenou var ianční mat ic í . S t í m n á m pomůže 

následující věta , jejíž důkaz může č tenář naj í t v dodatku článku [1]. 

V ě t a 4.2. Uvažujme model (3.2) s penalizací založenou na diferencích B-

splajnových koeficientů. Jestliže je matice transformace použitá k získání od

hadů (4-27) přímým rozšířením původní matice transformace 

a b+ = [(3T 

spekt rá ln ího rozkladu penal izační matice D ^ D + . T í m dosáhneme požado-

n r o 
(4.29) 

0 í l 
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kde Qr = U r S ~ 2 a Qpr = (D^) 1 , viz odstavec 4-3.1, pak jsou aproximované 

pozorované hodnoty a predikované hodnoty získané pomocí jednofázového pří

stupu stejné jako ty, které jsou dané standardní metodologií dvoufázového 

přístupu, viz odstavec 4-3.1. 

Zároveň také platí, že odhady parametrů rozptylů a a\ získané meto

dou REML, viz odstavec 4-1-3, jsou stejné pro základní i rozšířený model, 

tj. maximalizací následujících funkcí bychom získali stejné odhady parametrů 

rozptylů a2

a a a\ 

W L ( V ) = - ^ l n ( | V | ) - Í l n ( | X T V - 1 X | ) - ^ ( y - X / 3 ) T V - 1 ( y - X / 3 ) ; 

^ M L ( v + ) = ~ l n ( | v + ^ 

Stejných výsledků bychom dosáhli i použitím metody maximální věrohodnosti, 

která má ale výše zmíněné nevýhody. 

Důsledkem Věty 4.2 je to, že oba př í s tupy (jednofázový i dvoufázový) 

dávají vždy stejné řešení bez ohledu na zvolenou transformaci. V ě t u 4.2 jsme 

formulovali pro konkré tn í transformaci, abychom obdrželi vztah mezi o b ě m a 

metodami. Poslední tvrzení ve Větě 4.2 znamená , že odhady p a r a m e t r ů roz

pty lů použi té k predikci jsou stejné jako ty, k teré byly použi ty k vytvoření 

modelu. J inými slovy, predikce lze nejen provést současně, ale dokonce bude 

stejný i parametr vyhlazování. 

P ř í k l a d 4.1. P ředpokláde jme , že m á m e d á n a data generovaná p o d o b n ě jako 

v Př ík ladu 3.3, tj. vektor x je vytvořen pomocí funkce l i n s o l v e a vektor 

y pomocí funkcí r a n d n , a b s a s i n . Data jsou zobrazená na obrázku 16, 

přičemž p la t í n = 179, Oi = 1 a o 2 = 40. Naš ím úkolem je doplnit chy

bějící pozorování pomocí jednofázového p ř í s tupu a po t é se budeme věnovat 

predikcím pro budoucí pozorování. 

72 



10 15 20 25 3f' 35 40 

Obrázek 16: Základní pohled na data 

Obecně bychom postupovali následovně. Uvažujme model popsaný v [5] 

E (yi | Xi) = f(xi) + ^ Í9j(xi) cos(ju)Xi) + hj(xi) sm(jujXi)), (4.30) 
3=1 

kde / je h ladká funkce popisující trend, g a h jsou hladké funkce zachycující 

amplitudy kosinových a sinových v ln a w = y , kde p je perioda. J je počet 

uvažovaných funkcí, př ičemž se obvykle uvažuje J = 1 nebo J = 2. Pro volbu 

J = 1, kterou budeme uvažovat v tomto př ík ladu, lze model (4.30) přepsa t 

do mat icového tvaru 

y = Č b + e, (4.31) 

kde e ~ A/"(0,a e

2 I n ) , Č = [C f c + 1(x) | K C f c + 1 ( x ) | SC f e + 1 (x)] a b = ( b , b f c , b s ) , 

př ičemž K je diagonální matice, jejíž d iagonála je tvořena vektorem cos(o;x) 

a S je diagonální matice, jejíž d iagonála je tvořena vektorem sin(o;x), a sym

bol Cg) značí tenzorový součin těch to matic. 

Abychom získali odhad vektoru koeficientů b , je t ř eba minimalizovat 
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funkci 

5(b) = (y - Č b ) T (y - Č b ) + b T P b ; 

kde P = p ® D D , př ičemž p je diagonální matice, jejíž d iagonála je tvořena 

vektorem (p,pk,ps), a D je blokově diagonální matice, jejíž d iagonálu tvoří 

matice D j D á a matice I2 (8) D j f e s D á f e s . M y zvolíme d = 2 a c4s = 1, neboť je 

to dle [1] obvyklá volba. 

P ro tože uvažujeme jednofázový p ř í s tup , je t ř eba model (4.31) rozšířit . 

Definujme tedy matici 

Č+ = [C++ 1(x) I K+C+ + 1 (x + ) I S+C++1(x+)] , (4.32) 

kde K + je diagonálni matice, jejíž d iagonála je tvořena vektorem cos (wx+) 

a S_|_ je diagonálni matice, jejíž d iagonála je tvořena vektorem sin (wx+) 

a rozšířenou penal izační matici P+, k t e r á je blokově diagonální s maticemi 

P ( D Í ) T D Í , Pk ( D + ) T D + a ps ( D + ) T D + na diagonále. Po té již můžeme 

využí t vztah (3.12), ve k t e r ém n a h r a d í m e matici C^" + 1 (x +) mat ic í C + a ma

tici pP+ mat ic í P + . Pro matice X a Z p la t í , že jsou dány jako 

X = [ l n I x I x 2 I • • • I x.0'1 I cos (wx) I sin (wx)] , (4.33) 

Ž = [Z I KZks I SZ f c s ] , (4.34) 

přičemž cos (wx) a sin (a>x) jsou sloupcové vektory stejné délky jako vektor 

x, pro matici Z opět p la t í vztah (4.13) a matici Zks lze získat pomocí vztahu 

Zks = C k + 1 (x) ň r (4.35) 

kde Clr = U r Š 2 a U r a Š jsou opět získány z matic tvořících spekt rá ln í 

rozklad matice D j f e 3 D d f e s . Vyhlazující parametry p, pk a ps urč íme opět jako 
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poměry parametru rozptylu n á h o d n é h o členu a parametru rozptylu náhod

ných efektů a2, a\ a a2. Pro var ianční matici G p la t í , že je blokově diagonální 

s maticemi 

G = cr Lc-d 

Gfe 2 T 
= ° f c A c - l 

G s 

(4.36) 

na diagonále. 

Nyní již pře jdeme ke konkré tn ímu postupu. Uvažujeme s tupeň splajnu 3, 

tj. k — 3, a jak již bylo zmíněno výše, zvolíme d = 2 a dks = 1- P ro tože uva

žujeme jednofázový p ř í s tup , definujeme vektor x + délky 200, k te rý obsahuje 

složky vektoru x a složky vektoru x p , pro k te rý chceme predikovat neznámé 

hodnoty yp. Dále vytvoř íme rozšířenou síť uzlů, k t e rá je zobrazena na ob

rázku 17, a využ i t ím t é t o sítě uzlů, vektoru x + a s tupně splajnu 3 vytvoř íme 

Obrázek 17: Rozšířená síť uzlů pokrývající interval [1,40] 

pomocí funkce s p c o l kolokační matici C ^ + 1 ( x + ) G TZ200,23. Po té vytvoř íme 

matici D J pomocí funkce d i f f aplikované na matici I23 a využ i t ím funkce 

s v d urč íme spekt rá ln í rozklad matice (DJ~) T DJ~, tj. vy tvoř íme matice U+ 

a £ + a tedy i matice Û !~ a S + . Ty to matice po t é využijeme k určení matice 

transformace fž+, pomocí k teré urč íme matici Z + . 

Dále vytvoř íme matici X + dle upraveného vztahu (4.33), př ičemž volíme 

p = n, tj. OJ = 2, a matici Dá f e s , pro kterou budeme chtít opě t naj í t matice, 

k teré tvoří spekt rá ln í rozklad matice (Dj" ) T D j " . Pomocí nich můžeme opět 
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vytvoř i t matici transformace označenou jako Clr a po t é již můžeme urči t ma

t ici Z\s dle upraveného vztahu (4.35). Po vytvoření matic K + a S+ můžeme 

určit i matici Ž + dle upraveného vztahu (4.34). 

P ro tože již známe matice X + a Ž + , můžeme k nalezení o d h a d ů para

m e t r ů rozptylu pomocí metody R E M L využí t tzv. S O P algoritmus popsaný 

v [15]. K tomu využijeme kód z pří lohy č lánku [1], k t e rý je i součást í pří lohy 

diplomové práce, a dojdeme k h o d n o t á m 

ae = 0.0997, 

a2 = 0.8256, 

0.0000, 4 
a2 = 0.0425, 

pomocí k terých určíme matici p jako diagonální matici s d iagonálními prvky 

p — ^2, Pfc = £ f a p s = ^f. Následně můžeme využi t ím upravených vz tahů 

(4.36) urči t matice G + , G^" a G + a z nich po t é vytvoř i t blokově diagonální 

matici G_|_. Po té vytvoř íme matici R+ 1 G 7^. 2 0 0 ' 2 0 0 tak, že na diagonále bude 

mít \ na pozicích odpovídajících složkám vektoru x a 0 na pozicích odpo-

vídajících složkám vektoru x p. 

Z rovnic smíšeného modelu (viz (4.10)) určíme odhady pevných a náhod

ných efektů, k te ré po t é využijeme k určení odhadu ý + vektoru y + , konkré tně 

plat í 

ý + = [ X + | Ž+] 
X I R I ^ X ^ 

~ T 1 ~ 
Z i R , X 

X ^ R ^ Ž - ) . 

Ž , R , 1Ž_i_ + G , 

-1 " -v-Tn, 
X + R H 

- T 
Z + R " V . 
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P o t é již můžeme přejít k nalezení intervalu spolehlivosti 

ý + ± 1-96 diag [X | Ž] 

v T 1 ~ 
X_|_R,_|_ X_ 
~ T 1 ~ 

X_|_R,_|_ Z_)_ 

Ž_1_R,,1Ž_i_ + G , 1 

-1 \ 

kte rý byl vy tvořen podobně jako interval spolehlivosti (4.24). Analogicky lze 

určit i kř ivky pro samotnou trendovou a sezónní složku a jejich intervaly 

spolehlivosti. Výsledné kř ivky včetně zadaných b o d ů jsou zobrazeny na ob

rázku 18. 

Obrázek 18: Výsledný graf 

Nyní bude naš ím cílem predikovat hodnoty pro budouc í pozorování, kon

kré tně hodnoty odpovídaj ící 40 novým h o d n o t á m na ose x ležících napravo 

od intervalu [1,40], konkré tně v intervalu [40,48]. T í m vzniká nový rozšířený 

vektor, k t e rý označíme jako x e x t délky 240, pomocí k te rého vytvoř íme rozší

řenou kolokační matici C ^ * ( x e x t ) G T ? . 2 4 0 , 2 7 , př ičemž opět uvažujeme k — 3 

a síť uzlů pokrývající celý interval [1,47.8392]. P ř i d á n í m 6 pomocných uzlů 

vy tvoř íme rozšířenou síť uzlů zobrazenou na obrázku 19. 
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Obrázek 19: Rozšířená síť uzlů pokrývající interval [1,47.8392] 

Po vytvoření rozšířené kolokační matice C ^ * (x e x t) lze ověřit, že první 

blok matice odpov ídá původn í kolokační matici C 4 (x +). Následně můžeme 

vytvoř i t váhovou matici M e x t £ 7 ? 2 4 0 ' 2 4 0 , k t e rá je diagonální a na diagonále 

obsahuje 1 na pozicích odpovídajících z n á m ý m h o d n o t á m y a 0 na pozi

cích odpovídaj ících n e z n á m ý m h o d n o t á m yp. Abychom mohli k určení ma

tice C e x t G 7 ? 2 4 0 ' 8 1 využí t upravený vztah (4.32), je t ř e b a ješ tě urči t matice 

K e x t G 7^. 2 4 0 ' 2 4 0 a SeXt £ 7^ 2 4 0> 2 4 0. T y budou vy tvořeny jako diagonální ma

tice s vektory cos(a;x e x t) , resp. s in(o;Xe X t ) , na diagonále. Vytvoř íme matice 

D i G Tí26,27 a D2 G Tí25,27 a po t é využijeme vztah (4.29) a vy tvoř íme matici 

transformace pro trendovou složku 

r 
cxt n+ o 

0 ( D 2 ) " 1 

kterou využijeme k určení matice Z e x t G 7 ? 2 4 0 ' 2 5 dle vztahu 

êxt — CT* (x e x t) fž^X t. 

Analogicky bychom vytvořil i i matici transformace pro sezónní složku, kte

rou bychom využili pro určení matice Z^ x t . P o t é již můžeme přejít k určení 

matice Ž e x t G ft240<77 dle vztahu Ž e x t = [ Z e x t | K e x t Z + | SextZe

kf] . P ro tože 

uvažujeme d = 2, využijeme nyní k určení matice X e x t G 7 ? 2 4 0 ' 4 vztah 

X e x t = [1„ I X e x t I COS (wXext) I S i n (wXext)] . 
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Dále vytvoř íme blokovou matici G e x t £ TZ77,77, jejíž d iagonála je tvořena 

maticemi G e x t G ft25'25, G * x t G ft26'26 a G f * G ft26'26, k te ré vytvoř íme 

na základě vztahu G _ 1 = QjPQr p l a tného dle [1]. Dále využijeme váhovou 

matici M e x t a parametr rozptylu n á h o d n é složky a\ a vytvoř íme matici R e x t 

a následně i její inverzi R ^ . 

Nakonec můžeme urči t intervaly spolehlivosti a predikční intervaly. Inter

valy spolehlivosti urč íme p o d o b n ě jako v předchozí části př ík ladu, tj. pomocí 

vztahu (4.24). K určení predikčních intervalů dle vztahu (4.25) je t ř e b a ješ tě 

určit var ianční matici V e x t = Z e x t G e x t Z e x t + <7 2 I n e x t a jednot l ivé bloky, ze kte

rých je tato matice složena složena. 

Výsledný splajn, interval spolehlivosti a predikční intervaly jsou pak zob

razeny na obrázku 20, př ičemž interval spolehlivosti je nyní znázorněn plo

chou šedé barvy. 

5 10 15 20 25 30 35 40 45 

Obrázek 20: Výsledný splajn s intervaly spolehlivosti a predikčními intervaly 
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5. Praktická část 

V té to část i pře jdeme k prak t ickému využi t í výše p rob rané teorie. V práci 

budou použ i t a data, k t e rá jsou j ednorozměrná a maj í následující charakter. 

Data popisují závislost míry reflektance (osa y) na vlnové délce světla (osa x) 

pro 120 s t romů. N a ose x jsou dány hodnoty v nanometrech, konkré tně v me

zích od 440.7 do 2337.5, př ičemž nejsou dány rovnoměrně , ale data z ně

kterých intervalů chybí, což lze pozorovat v grafu na obrázku 21. K t ě m t o 

h o d n o t á m na ose x m á m e př i řazeny hodnoty na ose y, a to pro každý ze 120 

s t romů. Tomu odpovídá 120 křivek zobrazených v grafu 22, k teré vznikly 

spojením jednot l ivých b o d ů pomocí úseček. Z n a m e n á to, že jsme pro dopl

nění chybějících část í využili l ineární aproximaci, tj. body jsme j ednoduše 

spojili úsečkami, k te ré jsou znázorněny modře . 

30 r 

600 800 1000 1200 1400 1600 1800 

Obrázek 21: Základní pohled na data 

P ř i bližším pohledu na data si lze vš imnout , že p r ů b ě h funkcí reprezen

tovaných úsečkami na obrázku 22 není pro všechny objekty stejný. Pro lepší 

přehlednost při nás ledném vykreslování dat spolu se splajny, k teré data apro-
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600 800 1000 1200 1400 1600 1800 2000 2200 

Obrázek 22: Lineární aproximace pro chybějící části 

ximují, jsme se rozhodli data in tui t ivně rozdělit do šesti skupin podle vývoje 

míry reflektance v závislosti na vlnové délce světla, viz obrázek 23. Toto roz

dělení není založeno na přesných ma tema t i ckých kritériích, ale spíše na sub

jek t ivn ím posouzení p růběhu funkcí. Poznamenejme, že dělení by mohlo být 

přesnější a mohlo by být vytvořeno více skupin, ale pro naše účely je toto 

dělení postačující . Takový pohled na data n á m také ukazuje, že u několika 

ob jek tů (konkrétně např ík lad jedno dobře viditelné ve skupině 6) se vysky

tují odlehlá pozorování, na k teré by bylo vhodné se zaměři t , nebo např ík lad 

u penalizované metody nejmenších čtverců p ř ida t j edno t l ivým pozorováním 

váhy a t í m snížit vl iv těch to odlehlých hodnot na výsledný splajn. 

5.1. Nalezení splajnu, který data aproximuje ve smyslu 

penalizované metody nejmenších čtverců 

Předpok láde jme tedy, že jsou dány sloupcové vektory x a y 1 ; y 2 , . . . , y 1 2 0 

délky 75, tj. n = 75, a interval [ai, a2] = [440.7, 2337.5]. Nejprve budeme chtít 
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Obrázek 23: Rozdělení dat do skupin 

tato data aproximovat splajnem ve smyslu penalizované metody nejmenších 

čtverců. Zvolíme s tupeň splajnu 3, tj. k — 3, a vy tvoř íme síť uzlů, k te rá 

rovnoměrně pokrývá rozsah hodnot z vektoru x. Konkré tně uvažujeme uzly, 

k te ré nabývaj í hodnot od ax do a2 s krokem ° 2

3 0

a i , čímž získáme síť uzlů 

[440.7, 503.93, 567 .2 , . . . , 2211.0, 2274.3, 2337.5], (5.1) 

k t e r á je zobrazena na obázku 24. 
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BOO 1000 120D 1400 160D 1800 2000 2200 

Obrázek 24: Síť uzlů pokrývající celý interval [01,02] 

A b y byla kolokační matice plné sloupcové hodnosti, musí v nosiči každého 

£>-splajnu ležet a lespoň jeden bod Xi pro i = 1 , . . . , 75. Je tedy t ř eba ze sítě 

uzlů (5.1) odebrat uzly, k te ré tuto p o d m í n k u porušují . T í m získáme síť 21 

uzlů zobrazenou na obrázku 25, ke k te ré je t ř eba p ř ida t 6 pomocných uzlů. 

T í m dostaneme celkem 27 uzlů, a tedy pla t í c = 23. P o t é již můžeme pomocí 

funkce s p c o l vytvoř i t kolokační matici C ^ x ) a ověřit, že je plné sloupcové 

hodnosti. 

1000 1200 1400 1300 1300 2000 2200 

Obrázek 25: Síť uzlů pokrývající hodnoty vektoru x 

Dále zvolíme p = 0.01 a d = 2 a pomocí funkce d i f f aplikované na jed

notkovou matici I23 vy tvoř íme matici D2. Nyní již můžeme přejít k určení 

o d h a d ů vektorů .B-splajnových koeficientů pro každý objekt. Jednot l ivé od

hady získáme vyřešením soustav ( C 4 (x) C 4 (x) + p D 2

n D 2 ) b = C 4 (x) y^ 

pro 1 120 za použi t í funkce l i n s o l v e . Odhady 5-sp la jnových ko

eficientů nyní využijeme pro vytvoření splajnů pomocí funkce spmak a jejich 

vykreslení pomocí funkce f n p l t . Výsledné splajny pro jednot l ivé objekty 

jsou zobrazeny na obrázku 26. Je zřejmé, že doplnění chybějících hodnot 

hodnotami danými výs lednými splajny by nebylo vhodné . To lze pozorovat 

především na intervalech, kde je velké množs tv í chybějících hodnot, tedy 

především na intervalech [1317.5,1527.5] a [1737.5,2052.5]. 
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Obrázek 26: Aproximace dat ve smyslu penal izované metody nejmenších 
čtverců 

5.2. Doplnění chybějících hodnot pomocí přístupu chy

bějící hodnoty 

Nyní se chybějící data pokus íme doplnit využ i t ím p ř í s tupu chybějící hod

noty popsaného v kapitole 3.1. Začneme t ím, že vytvoř íme vektor x p, k te rý 

obsahuje hodnoty na ose x, pro k teré chceme predikovat hodnoty y p . Ná

sledně budeme uvažovat vektor x + , k te rý obsahuje vzes tupně seřazené hod

noty vektoru x a vektoru x p. Síť uzlů nyní volíme tak, aby pokrývala celý 

rozsah hodnot vektoru x + , tedy uvažujeme síť uzlů (5.1), kterou rozšíříme 

o 6 pomocných uzlů, tedy pla t í c = 33. Po té již můžeme využi t ím t é t o sítě 

uzlů a vektoru x + vytvoř i t rozšířenou kolokační matici C 4 (x), o které je 

vhodné opět ověřit, že je plné sloupcové hodnosti. Aplikováním funkce d i f f 

na matici I33 můžeme vytvoř i t matici D j . 

A b y bylo možné pro odhad vektoru .B-splajnových koeficientů využít 

vztah (3.12), je t ř e b a ješ tě urči t váhovou matici M , k t e rá je diagonální 

a na pozicích odpovídaj ících z n á m ý m h o d n o t á m , tj. h o d n o t á m vektoru x, 
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m á 1 a na pozicích odpovídajících n e z n á m ý m h o d n o t á m , tj. h o d n o t á m vek

toru x p , m á 0. Ve vztahu (3.12) se ješ tě vyskytuje vektor y + , k te rý vytvoř íme 

tak, že bude obsahovat hodnoty na ose y odpovídaj ící h o d n o t á m vektoru x + , 

př ičemž mís to neznámých hodnot, k teré chceme predikovat, bude obsahovat 

nuly. Pro i-tý prvek y+(i) vektoru y + , i — 1,..., 129, tedy pla t í 

Í yj jestliže existuje j G { 1 , . . . , 75} takové, že x+i = Xj. 

0 jinak, 

kde pro j — 1 , . . . , 75 je x j j-tý prvek vektoru x a y j je j-tý prvek vektoru y . 

Pak již lze využí t vztah (3.12) pro odhad vektoru .B-splajnových koefi

cientů a nás ledně dle vztahu (3.9) urči t predikované hodnoty ý + . Nejprve 

se pod íváme, jak vypada j í výsledné splajny pro dva výrazně odlišné stromy, 

jeden strom ze skupiny 1 a jeden strom ze skupiny 6. N a obrázku 27 lze pozo-

Obrázek 27: Aproximace splajny dle p ř í s tupu chybějící hodnoty pro dva vy
brané stromy 

rovat, že výsledný splajn pro objekt ze skupiny 1 poměrně dobře aproximuje 
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d a n á data, ale výsledný splajn pro objekt ze skupiny 6 je výrazně ovlivněn 

odlehlou hodnotou, k t e r á je v grafu zakroužkována, proto by bylo vhodné 

j edno t l ivým pozorováním př ida t váhy a snížit t í m vl iv odlehlého pozorování. 

Nakonec se pod íváme na výsledné splajny pro všechny objekty, k teré jsou 

zobrazeny na obrázku 28. 

600 800 1000 1200 1400 1600 1800 2000 2200 

Obrázek 28: Aproximace splajny dle p ř í s tupu chybějící hodnoty 

5.3. Doplnění chybějících hodnot pomocí hladkých mo

delů smíšených efektů 

Nyní budeme chtít chybějící hodnoty doplnit pomocí h ladkých modelů 

smíšených efektů, konkré tně pomocí jednorázového př í s tupu , viz část 4.4. 

Pro názornost uvažujme nejprve data pro prvn í objekt, k t e rá jsou zobrazena 

na obrázku 29. Jsou tedy dány vektory x a y délky 75. Uvažujme opět s tupeň 

splajnu 3, tj. k — 3, a ř ád diference v penal izačním členu 2, tj. d — 2. Po té 

postupujme p o d o b n ě jako v Př ík l adu 4.1, př ičemž uvažujeme rozšířenou síť 

uzlů s 27 uzly z obrázku 30. Pomocí t é t o sítě uzlů a rozšířeného vektoru x + 
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Obrázek 29: Z a d a n á data pro prvn í objekt 

Obrázek 30: Rozšířená síť uzlů 

délky 129 vytvoř íme kolokační matici C 4 ( x + ) G 7Z129,23. Využi t ím funkce 

d i f f vy tvoř íme matici D 2 G 7Z21,23 a najdeme matice Š a U r , k te ré tvoří 

spekt rá ln í rozklad matice D ^ D 2 . Po té urč íme matice Š a U , které využijeme 

k vytvoření matice transformace řž r . Následně pomocí vztahu (4.13) urč íme 

matici Z a pomocí vztahu (4.33) matici X , př ičemž volíme p = 200. 

Dále určíme matici D d f e s , kde dks = 1, a využ i t ím matic tvořících spekt

rální rozklad matice Ty^kT)dka vy tvořený za pomocí funkce s v d urč íme matici 

transformace flr. Po té využijeme vztah (4.34) pro určení matice Z . Pro ur

čení p a r a m e t r ů rozptylů ae, a2, o\ a a2

s metodou R E M L využijeme tzv. S O P 

algoritmus blíže popsaný v [15], přičemž kód, k te rý je převza tý z pří lohy 

č lánku [1], lze nají t v příloze diplomové práce . Pomocí algoritmu získáme 
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následující hodnoty 

a\ = 0.0700, 

a2 = 18.7797, 

a\ = 3.3348, 

a\ = 16.9877. 

Další postup je analogií k postupu p o p s a n é m u v Př ík ladu 4.1, proto rov

nou pře jdeme k výs lednému grafu zobrazenému na obrázku 31. Lze pozoro-

600 800 1000 1200 1400 1500 1B00 2000 2200 

Obrázek 31: Výsledný splajn, t rendová a sezónní složka a intervaly spolehli
vosti pro první objekt 

vat, že výsledný splajn lze opravdu rozložit na trendovou složku, k t e r á se blíží 

splajnu, k te rý data aproximuje ve smyslu penal izované metody nejmenších 

čtverců s poměrně velkou hodnotou vyhlazujícího parametru, a na sezónní 

složku. P ro tože pracujeme s daty, u k te rých není p ř ímo vidi te lná perioda, 

jako tomu bylo např ík lad v Př ík l adu 4.1, je vhodné vyzkoušet různé volby 

periody (tj. parametru p). 
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Tento graf lze vytvoř i t pro každý ze 120 objektů , ale zobrazení v jednom 

výs ledném grafu by nebylo přehledné. Pod íváme se proto pouze na výsledné 

splajny pro každý objekt, k teré jsou pro nás p o d s t a t n é , viz obrázek 32. 

600 800 1000 1200 1400 1600 1800 2000 

Obrázek 32: Výsledné splajny pro všechny objekty 

5.4. Srovnání obou přístupů 

Lze pozorovat, že v porovnán í s obrázkem 28, kde jsme chybějící data 

doplnili pomocí p ř í s tupu chybějící hodnoty, jsou výsledné splajny zobrazené 

na obrázku 32 odlišné předevš ím v částech chybějících dat, což je způsobeno 

p ř idán ím uvažované sezónní složky. 

Podívejme se ale nyní na srovnání výsledných splajnů získaných pomocí 

p ř í s tupu chybějící hodnoty a pomocí h ladkých mode lů smíšených efektů 

pro objekty z jednot l ivých skupin. 

Zaměř íme se na 2 skupiny nejvíce odlišných objek tů , tedy na skupinu 1 

a skupinu 6. Pro skupinu 1 jsou z a d a n á data a výsledné splajny zobrazeny 

na obrázku 33 a obrázek 34 zobrazuje z a d a n á data a výsledné splajny pro sku

pinu 6. 
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Obrázek 33: Výsledné splajny pro objekty ze skupiny 1 

Výsledné splajny - pristúp chybejici hodnoty 

0 ' 1 1 1 1 1 1 1 1 1  

600 800 1000 1200 1400 1600 1800 2000 2200 

Obrázek 34: Výsledný splajny pro objekty ze skupiny 6 

Lze pozorovat, že volbou vyhlazujícího parametru p = 0.01 jsme získali 

splajny, k te ré jsou v částech, kde se vyskytuj í z a d a n á data, velmi p o d o b n é 

t ě m získaným pomocí h ladkých modelů smíšených efektů. Nejvýraznější od

lišnosti mezi splajny získaných t ěmi to dvěma př í s tupy jsou stále v intervalech 
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chybějících dat, což lze pozorovat u obou dvou skupin objektů , př ičemž nej-

větší rozdíly jsou konkré tně na intervalech [1317.5,1527.5] a [1737.5, 2052.5]. 
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Závěr 

V diplomové práci jsem se zaměři la na aplikaci splajnů v klasické me

todě nejmenších čtverců a t aké jejich využi t í v penal izované m e t o d ě nejmen-

ších čtverců pro účely predikce a doplnění chybějících dat. P ráce poskytuje 

přehled teoret ických základů po t ř ebných pro pochopení a použi t í splajnů 

ve zmíněných me todách , včetně detai lnějšího popisu .B-splajnů a nás ledně 

i P -sp la jnů . Dále jsem se věnovala nas tudován í a lgor i tmů pro predikci a do

plnění chybějících dat, což jsou v dnešní době, kdy data hraj í klíčovou roli 

ve velkém množs tv í různých odvětví , oblasti s b o h a t ý m p rak t i ckým využi t ím. 

Díky prakt ické části práce, kde byly popsané metody aplikovány na kon

kré tn í data, jsem se pokusila ukáza t , jak mohou splajny efektivně řešit pro

blémy spojené s doplňováním chybějících dat. Výsledky prakt ické části uká

zaly, že splajny předs tavuj í flexibilní ná s t ro j , k te rý je schopen se př izpůsobi t 

r ů z n ý m s t r u k t u r á m dat a poskytovat predikce i v př ípadech, kdy data nejsou 

úplná . V příkladech bylo také i lustrováno, jak pomocí splajnů predikovat 

hodnoty pro budoucí i minulá pozorování. 

Použi t í ma temat i ckého softwaru Mat lab se ukázalo jako v h o d n ý způsob 

implementace algori tmů. Kódy, k teré byly v rámci t é t o práce vytvořeny, mo

hou sloužit jako základ pro další výzkum nebo jako uži tečný nás t ro j pro prak

tické aplikace v různých oblastech. 

Tato práce př ináší další pohled na využi t í splajnů v analýze a zpracování 

dat a rozšiřuje základní poznatky o penalizované m e t o d ě nejmenších čtverců. 

Během práce jsem narazila na otázky, na které se lze zaměř i t detailněji , 

např ík lad jak op t imálně volit uzly a jejich počet , jak urči t op t imáln í hodnotu 

vyhlazujícího parametru v penal izované m e t o d ě nejmenších čtverců nebo jaké 

lze využít algoritmy pro určení o d h a d ů p a r a m e t r ů rozptylů n á h o d n é složky 

a náhodných efektů v h ladkých modelech smíšených efefktů pomocí metody 
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R E M L . V budoucnu by bylo také možné se zaměř i t na otázky, k teré vedou 

k rozšíření teorie uvedené v t é t o práci . Jednou z nich je např ík lad možnost 

rozšíření t é t o aplikace splajnů i na vícedimenzionální data. 

Závěrem lze říci, že penal izovaná metoda nejmenších čtverců i splajny 

obecně maj í široké spektrum up la tněn í a právě některé z nich byly popsány 

v t é t o práci . Domnívám se, že cíle diplomové práce s tanovené v úvodu byly 

splněny a teoret ická část i kódy obsažené v příloze diplomové práce mohou 

o s t a t n í m sloužit k pochopen í a aplikování popsaných metod na vlastních 

datech. 
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Seznam kódů v příloze 
h l a d k e _ m o d e l y _ s m i s _ e f _ p r v n i _ o b j e k t . m - doplnění chybějících po

zorování pro p rvn í objekt pomocí h ladkých mode lů smíšených efektů 
(viz odstavec 5.3) 

mne .m - funkce pro metodu nejmenších čtverců 

p e n a l i z o v a n a _ m n c . m - funkce pro penalizovanou metodu nejmenších 
čtverců 

p r a k t i c k a _ c a s t .m - kód k prakt ické části (viz kapitola 5) 

p r e d i k c e _ u v n i t r .m - funkce pro p ř í s tup chybějící hodnoty pro predikci 
chybějících pozorování uvn i t ř intervalu 

p r e d i k c e _ v p r e d . m - funkce pro p ř í s tup chybějící hodnoty pro predikci 
budoucích pozorování (predikci vpřed) 

p r e d i k c e _ v z a d . m - funkce pro p ř í s tup chybějící hodnoty pro predikci 
minulých pozorování (predikci vzad) 

p r i k l a d l _ l . m -

p r i k l a d 2 _ l . m -

p r i k l a d 3 _ l . m -

p r i k l a d 3 _ 2 . m -

p r i k l a d 3 _ 3 . m -

p r i k l a d 4 _ l . m -

kód k P ř ík l adu 1.1 

kód k P ř ík l adu 2.1 

kód k P ř ík l adu 3.1 

kód k P ř ík l adu 3.2 

kód k P ř ík l adu 3.3 

kód k P ř ík l adu 4.1 
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r o z d e l _ n a _ s k u p i n y .m - funkce pro rozdělení ob jek tů do skupin dle je
j ich p r ů b ě h u 

s o p . f i t . R - funkce pro S O P algoritmus p řevza t á z pří lohy č lánku [1] 

v y u z i t i _ S O P _ a l g o r i t m u . R - kód k p řevodu mezi m a t e m a t i c k ý m i soft
wary M A T L A B a R a využi t í S O P algoritmu 
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