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Uvod

Cilem této bakalarské prace je konstrukce IS-LM ekonomického modelu a studium
jeho vlastnosti.

Nejprve uvedeme vybér potiebné teorie diferencialnich rovnic a dynamickych
systémil. A poté tuto teorii aplikujeme na samotny model. Pomoci matematické teorie
chceme tedy odvodit chovani ekonomického modelu.

Jako prvni si ur¢ime studované proménné. Jedinou nezavislou proménnou je cas,
ostatni jsou jeho funkcemi. Zménu proménnych uréuje jejich prvni derivace. Tento model
budeme nejprve vysetfovat z hlediska dynamickych systému a poté také jako diferencialni
rovnici 2. fadu. Na zavér si za proménné navolime konkrétni ¢isla a vyjadiime pocetné i

graficky chovani proménnych v jednotlivych zvolenych ptipadech.



1 Diferencialni rovnice a dynamické systémy
1.1 Obycejné linearni diferencialni rovnice 2. fadu

V této kapitole bylo ¢erpano z [2], [3].

Linearni diferencidlni rovnici 2. fadu nazyvame rovnici

¥ +a(x)y+b(x)y = c(x). €Y)
O funkcich a, b, c obvykle piedpokladame, ze jsou spojité na néjakém intervalu I € R.
Jestlize c(x) # 0, potom rovnici (1) nazyvame nehomogenni linearni diferencialni rovnici
2. tadu. Rovnice

y+alx)y+bx)y=0 (2)
se nazyva homogenni linearni diferencialni rovnice 2. fadu.
Definice 1. Re$enim rovnice (1) rozumime funkci y = ¢ (x) definovanou na né&jakém
intervalu J € [ takovou, ze ¢ je spojitana J a

$(x) + a(x)p(x) + b(x)(x) = c(x)
pro kazdé x € J.
1.1.1 Homogenni rovnice

Véta 1. Jestlize y;(X),y2(x) jsou dvé feSeni homogenni linearni diferencialni rovnice 2.
fadu (2), pak y(t) = C1y1(x) + Cuy2 (%), kde Cq, C; € R, je také feSenim.
Definice 2. Rekneme, Ze y;(x) ay,(x) jsou linearnd zavislé na intervalu J, existuji-li
konstanty C;, C, € R, z nichz alespon jedna je ruzna od nuly, takové, Zze

Ciy1(x) + Gy (x) =0,x €.
V opacném piipad¢€ jsou linearné nezavisleé.
Definice 3. Necht y;(x)ay,(x) jsou funkce diferencovatelné na J. Wronskianem

rozumime determinant ve tvaru

Wiy, y.] = zigg z; g% = y1(0)y2(x) — ¥1 () y2 (x).

Wronskian slouZzi k vySetfeni linearni zavislosti systému funkci.
Véta 2. Necht’ yq,y, jsou dv€ feSeni homogenni linearni diferencidlni rovnice 2. fadu.
Funkce yy,y, jsou linearné nezavislé na | pravé tehdy, kdyz Wly;,y,] # 0 pro nékteré

X € J.



Kazdou dvojici linearné nezavislych fteSeni y;,y, dané homogenni linearni
diferencidlni rovnice 2. fadu nazveme fundamentdlnim systémem feSeni homogenni
linearni diferencialni rovnice 2. fadu (téz baze feseni).

Definice 4. Obecné feSeni linearni diferencialni rovnice 2. fadu ma tvar
y = Cy1 + Gy,

kde C; a C, jsou libovolné konstanty.

Véta 3. Kazdé feseni y rovnice (2) je tvaru
y = Ciy1 + Caya,

pro vhodné zvolené konstanty C;, C,.

Definice 5. Reseni z véty 3 nazyvame partikularnim fe$enim diferencialni rovnice (2).
1.1.2 Nehomogenni rovnice

Véta 4. Je-li Y tfeSeni nehomogenni linearni diferencialni rovnice 2. fadu (1) a ¥ je obecné
feSeni homogenni linearni diferencialni rovnice 2. fadu (2), potom y =y + Y je feseni
nehomogenni linearni diferencialni rovnice 2. fadu.

Definice 6. Protoze feSeni y =y + Y zavisi na dvou libovolnych konstantach Cj, C;,
nazyvame y obecnym feSenim diferencialni rovnice (1). Pro kazdou konkrétni volbu

konstant C;, C, pak dostavame partikularni feseni diferencialni rovnice (1).
1.1.3 Metoda variace konstant

U této metody se snazime v obecném feSeni homogenni rovnice zaménit konstanty
C1, C; vhodnymi funkcemi K; (x), K, (x) a hledat feSeni nehomogenni rovnice ve tvaru
y(x) = K1 ()1 (x) + Kz (x)y2 ().
Uvazujeme diferencialni rovnici (1).
Necht’ y; (x) a y,(x) jsou nezavisla feSeni pfislusné homogenni rovnice (2), tj.
Vi +a()y +b(x)y; =0, i =12 3)
Hledejme feSeni rovnice ve tvaru
y(x) = K1 ()1 (x) + Kz (x)y2 ().
Vypoéteme prvni derivaci a dostaneme.
y = Kiy1 + K1y + K3y, + Koy
Poté uréime za podminky K;y; + K,y, = 0 také druhou derivaci. Pak mame

y =Ky + K2y, = § = K1y1 + Ky + Ky, + K.
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Po dosazeni do rovnice (1) a nasledné upravé dostaneme
Kiy1 + K1y + Kp¥, + K95 + a(Kiyy + Kp¥,) + b(Kiyr + Kpy,) = c(x),
Kiy1 + K>Y, + K (91 + ayy + byy) + K, (9, + ay, + by;) = c(x).
Jestlize plati (3), dostaneme
Kiy1 + Ky, = c(x).
Celkové mame pro derivace funkci K; a K, nasledujici soustavu linearnich rovnic.
Kiyi + Ky, =0
Kiy1 + Ky, = c(x).
Determinant matice soustavy je wronskian

Y1 YZl
Y1 Y2l
ktery je nenulovy, a proto mé soustava jediné feeni. K; a K, dostaneme, kdyz K; a K,

zintegrujeme.
1.1.4 Linearni diferencialni rovnice 2. fadu s konstantnimi koeficienty

Necht’ v diferencialni rovnici (1) jsou funkce a(x) a b(x) konstantni, tj. a(x) = a,

b(x) = b, kde a, b € R. Pak ma rovnice (1) tvar

y+ay+by = c(x) (5)
a prislusna homogenni rovnice ma tvar

y+ay+by=0. (6)

Fundamentalni systém feSeni rovnice (5) Ize uréit nasledujicim zptisobem.
Necht’ mame charakteristickou rovnici ve tvaru

A +al+b=0. (7)
VyieSenim této rovnice ziskame kotfeny A; a A,, Z nichz ziskdme fundamentélni systém
feSeni.

Kofeny rovnice (7) zavisi na diskriminantu, jestlize je kladny, dostaneme dvé
rizna realna Cisla, jestlize je roven nule, dostaneme jeden dvojnasobny kofen a pro
zaporny diskriminant je feSenim dvojce komplexné sdruzenych kotent.

Véta 5. Necht' 11, A, € R a zaroven 4; # A,, pak fundamentalni systém feSeni 1ze zapsat

y1 = el y, = et

a obecné feSeni ma tvar

y(x) = cieMt + cyet2t,



Véta 6. Necht' 1; = 1,, pak fundamentalni systém feSeni ma tvar
y1 = e, y, = te™
a obecné feSeni lze zapsat
y(x) = cie™ + cyxe’t.
Véta 7. Necht' A4, 1, € C, kde A, , = a £ i3, pak fundamentalni systém feSeni ma tvar
y1 = e% cosBx,y, = e sin fx
a obecné feseni lze zapsat
y(x) = c1e? cos Bx + c,e? sin Bx.
Nyni uvazujeme nehomogenni diferencialni rovnici (5). Jeji obecné feSeni ma tvar
y(x) =y+Y,

kde y je obecné feSeni diferencialni rovnice (6) a Y je partikularni feSeni diferencialni
rovnice (5).

Partikularni feSeni rovnice (5) mizeme uréit metodou variace konstant nebo
metodou neurcitych koeficientii. Vzhledem k tomu, ze metoda neurcitych koeficientl je
vyrazn€ rychlejsi nez variace konstant, ddvame ji u téchto rovnic piednost. U této metody

musi mit prava strana rovnice specialni tvar. PopiSeme nésledujici tf1 piipady.
1.1.5 Metoda neurcitych koeficienti

Uvazujeme rovnici ve tvaru

¥+ ay + by = c(x). (8)
Véta 8. Necht’ c(x) = P,(x), kde B,(x) je polynom stupné n. Predpokladame, Ze ¢islo 0 je
k-nasobnym kofenem charakteristické rovnice (7). Pfitom k = 0 znamena, Ze tato
rovnice nema koten 0. Pak rovnice (8) ma partikularni feSeni ve tvaru

yo(x) = x*Q, (%),
kde @Q,, (x) je vhodny polynom stupné n s neznamymi koeficienty.
Véta 9. Necht’ c¢(x) = B,(x)e™, kde B,(x) je polynom stupné n a a € R.
Piedpokladejme, Ze Cislo a je k-nasobnym kofenem charakteristické rovnice (7); k = 0,
nema-li tento kofen. Pak rovnice (8) ma partikularni feSeni tvaru
Yo(x) = x¥Q, (x)e™,

kde Q,, (x) je vhodny polynom stupné n s neznamymi koeficienty.
Véta 10. Necht’ c(x) = B, (x)e™ cos Bx + Q,(x)e™ sin fx, kde P, (x) je polynom
stupné m, Q,,(x) je polynom stupné n a a, 8 € R. Pifedpokladejme, Ze ¢islo a + Bi je k-



nasobny kofenem charakteristické rovnice (7); k = 0, nema-li tento kofen. Pak rovnice
(8) ma partikularni feSeni tvaru

yo(x) = x¥[Rs(x)e™ cos fx + S, (x)e® sin fx],
kde s = max{m,n} (je-li B,,(x) = 0,je s = n,je-liQ,,(x) = 0,je s = m) a R;(x) a S;(x)

jsou vhodné polynomy stupné s S neznamymi koeficienty.

1.2 Stabilita

Nelinearni diferencialni rovnici 2. fddu nazyvame rovnici
y=ftyy). 9)
O funkci f zde piedpokladame, Ze je spojita na jisté mnozing D © | X R?, kde ] = (t,, o).
Dale budeme ptedpokladat, Zze rovnice (9) ma feSeni y, na J, tj. funkce y, ma spojitou
druhou derivaci na J a spliiuje na J rovnici (9).

Pro x = (x1, x,) € R? budeme uzivat normu

x| = [x% + x2

a pro matici

souhlasnou maticovou normu

Rovnici (9) lze pfevést na systém diferencialnich rovnic pomoci substituce

x1(t) = y(@), x2(t) = y(t).

Dostavame
X1 (1) = x,(t), (10)
% (t) = f(t, %1 (1), %2(1)).
Oznacime-li
x(t) = (x1(t), x2(t)) a
9(6.x(®) = (x2(0), (£, 518, %2(0))),
dostavame z rovnice (9) systém
x=g(tx), (11)
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tj. vektorovou diferencialni rovnici 1. fadu.
Polozime-li
x0(t) = (yo(£), Yo (1)),

dostavame vektorovou funkei x¢(t), ktera je feSenim systému (11) na /.
Nyni uvazujeme obecné nelinearni vektorovou funkci

f=U1)
spojitou na D a systém

x = f(t,x). (12)
Definice 7. Re$enim diferencialni rovnice (12) rozumime vektorovou funkci x(t)

definovanou na néjakém intervalu J € I takovou, ze X je spojitana J a
x(t) = f(t,x(t)) prokazdét €.
1.2.1 Ljapunovska stabilita

Definice 8. (Ljapunov) Reseni x, rovnice (12) se nazyva ljapunovsky stabilni (stru¢ngji
stabilni), kdyz ke kazdému € > 0 a t; > t, existuje § = §(g, t;) > 0 tak, ze kazdé feSeni x
rovnice (12) vyhovujici podmince ||x(t;) — xo(t1)]| < & existuje pro t = t; a spliiuje pro
tato t nerovnost ||x(t) — xo(t)|| < e.
Definice 9. Reseni xq rovnice (12) je nestabilni, kdyz existuji t; > t, a € > 0 tak, Ze ke
kazdému & > 0 existuje feSeni x rovnice (12) vyhovujici podmince

llx(t1) — x0(t)Il < 6
a pfitom

lx(t) — x9(t)|| = € pronéjakét > t;.
1.2.2 Stejnomérna stabilita

Definice 10. (Persidskij) Reseni xq rovnice (12) se nazyva stejnomérné stabilni, kdyz ke
kazdému & > 0 existuje § = §(&) > 0 tak, Ze pro kazdé t; > t, vSechna feSeni x rovnice
(12) splnujici podminku [|x(t;) — x¢(t1)]| < § existuji pro vSechna t > t; a spliuji pro
né nerovnost ||x(t) — xo(t)|| < €.

Je-1i systém (12) autonomni a je-li xo konstantni feSeni tohoto systému, pak feseni
Xo je stejnomérné stabilni praveé tehdy, kdyZ je stabilni. Obecné je pojem stejnomérné

stability siln€j$i nez pojem stability.
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1.2.3 Asymptoticka stabilita

Definice 11. (Ljapunov) Reseni xq rovnice (12) se nazyvéa asymptoticky stabilni, kdyz je
stabilni a kdyz ke kazdému t; > t, existuje § = §(t;) > 0 tak, ze pro kazdé feSeni x
rovnice (12) spliujici nerovnost ||x(t;) — x¢(t1)|| < 6 plati
lim 1%(6) — % (DIl = 0.
Nyni uvazujeme specialni ptipady rovnice (12), zejména linearni vektorovou rovnici
y =A@ty (13)

a nelinedrni rovnici

x =A(t)x+ g(t, x), (14)
kde A je ¢tvercova matice fadu 2 spojitd na J a g je vektorova funkce spojita na D takova,

7¢ g(t,0) = 0.

Definice 12. Kazdou dvojici linearné nezavislych feseni x4(t) a x5(t) rovnice (13) na J
nazveme fundamentalni systém feSeni diferencialni rovnice (13).

Maticova funkce Y (t), jejiz sloupce tvoti fundamentalni systém feseni diferencialni
rovnice (13) se nazyva fundamentalni matice diferencialni rovnice (13).

Necht' Y (t) znadi libovolnou fundamentalni matici diferencialni rovnice (13).

Véta 11. Nulové feSeni vektorové rovnice (13) je stabilni pravé tehdy, kdyz existuje
K > 0tak, ze
lY(t)|| <K prot€].
Véta 12. Nulové feseni vektorové rovnice (13), kde A je konstantni matice, je stabilni
pravé tehdy, kdyz kazdy koten charakteristické rovnice matice A ma nekladnou realnou
¢ast a kazdy kofen snulovou redlnou casti je jednoduchého typu (tj. kazdy blok
odpovidajici takovému kofenu v Jordanové kanonickém tvaru ma nenulové prvky jen
v hlavni diagonale).
Véta 13. Nulové feSeni rovnice (13) je stejnomérné stabilni praveé tehdy, kdyz existuje
K > 0 tak, ze
IY@OY ()| <K pro ty<s<t<oo. (15)
Véta 14. Necht plati (15) a necht’
lg@t. Ol <y@®llxll, (¢ x) €D,

kde y je nezaporna spojita funkce takova, ze
f;: y(s)ds < oo,
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Pak je nulové feseni rovnice (14) stejnomérné stabilni.

Véta 15. Nulové feSeni vektorové rovnice (13) je asymptoticky stabilni pravé tehdy, kdyz
IY(®)Il - 0 prot — co.

Véta 16. Nulové feSeni vektorové rovnice (13) s konstantni matici A je asymptoticky

stabilni pravé tehdy, kdyz kazdy kofen charakteristické rovnice matice A ma zapornou

realnou ¢ast.

Véta 17. Necht plati

t
f IlY(@)Y1(s)|lds <K prot=>t,
to

lg(t, )|l < vllxll pro(t,x) €D,

kde y < K~1. Pak je nulové feseni vektorové rovnice (14) asymptoticky stabilni.

Véta 18. (Ljapunov) Necht' A je konstantni ¢tvercova matice fadu n. Jestlize alespon jeden
kofen charakteristické rovnice matice A ma kladnou realnou c¢ast a

lg (&, )l
llxll

= 0 na/prox — 0,

pak nulové feSeni rovnice
x=Ax+ g(t,x)

je nestabilni.

1.3 Dynamické systémy

V této Casti prace je Cerpano z [5].

Dynamicky systém je matematicky model ménici se v ¢ase podle jistych pravidel, ktera
jsou stanovena v nasledujici definici.
Definice 13. Necht G ¢ R",J € Ranecht ¢:] X G = G je spojité zobrazeni s témito
vlastnostmi:

1. @(0,x%) =x°pro (0,x°) €] x G.

2. @(t+5x% =@t @(s,x%)) prokazdé t,s € Jax® € G.

3. Prokazdé t € ] existuje k zobrazeni @(t,-) inverzni zobrazeni @(—t,-).
Pak zobrazeni ¢@:] X G —» G nazveme tok.

Pro kazdé pevné t € J, zobrazeni @(t,): G = G nazveme dynamicky systém.

13



Je-li J interval, hovofime o spojitych dynamickych systémech, je-li J diskrétni
mnozina napf. posloupnost, hovoiime o diskrétnich dynamickych systémech. Diskrétni
dynamické systémy lze ziskat z diferen¢nich rovnic, zatimco spojité dynamické systémy

1ze ziskat z diferencialnich rovnic.

1.3.1 Spojité dynamické systémy generované autonomnimi obycejnymi

diferencialnimi rovnicemi

Uvazujeme diferencialni rovnici
x(t) = f(x(D)), (16)
kde f € C*(G),G c R".
Definice 14. Reenim rovnice (16) na intervalu /] € R rozumime vektorovou funkci
x(t):] » R" takovou, ze x € C1(J) spliiuje (16) pro kazdé t € J.
Obvykle krovnici (16) ptidavame dodate¢né podminky pro feSeni. Pocatecni
Cauchyova podminka ma tvar
x(0) = x°, x° € R™. (17)
Uloha najit feseni diferencidlni rovnice (16) spliujici podminku (17) se nazyva po&ateéni
Cauchyova tloha.
Véta 19. (Zakladni véta o existenci a jednoznacnosti) Necht G c R" je oteviena,
f € CHG), x° € G. Potom tloha (16),(17) ma jediné feseni @(t,x°) definované na
maximalnim intervalu [ 0 = (axo,bxo) obsahujicim 0. Navic ¢ je C2- funkce vt a C!-
funkce v x°.
Rozlisujeme tyto metody studia tlohy (16), (17) resp. rovnice (16):
1) Elementarni metody feSeni. Lze uzit pouze u linearnich diferencialnich rovnic
s konstantnimi koeficienty a n€kterych nelinedrnich.
2) Numerické metody feSeni. ReSeni je nachizeno pouze piiblizné, neni zarudena
spravnost. Vyhoda metody spociva v tom, Ze ji lze uzit na pocitaci.
3) Kvalitativni studium. Nehledame feSeni ani analyticky ani numericky, ale z vlastnosti
funkce f urCujeme vlastnosti feseni ¢(t,x°) pro riizné volby x°. Jednu z moZnosti
takového studia dava teorie dynamickych systémt.

Zpuisob, jakym vznikne z tlohy (16), (17) dynamicky systém popisuje nasledujici véta.
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Véta 20. Je-li @(t,x%) fesenim ulohy (16),(17), pak pokud ho chipeme jako funkci
n + 1 proménnych t,x?, ..., x0 | je ¢ tokem. Pro kazdé pevné t je pak ¢(t,-) dynamickym
systémem
Jednim ze zékladnich cila teorie dynamickych systémil je stanovit fazovy portrét
diferencialni rovnice (16). Tento portrét dava globalni informaci o chovani mnoziny feSeni
rovnice (16).
Nejprve uvedeme zakladni pojmy potiebné k definici fAzového portrétu.
Definice 15. Graf feseni @(t, x°) je mnozina
{(t, p(t, x°) ):t € 0} c R,
Je to hladka kiivka v R**! s parametrickymi rovnicemi
t=1tx =x1(t), ..., X, = x,(t), t € L0,
kde (x1 (t), ...,xn(t)) = @(t,x0).
Definice 16. Orbita feseni ¢ (t,x°) je mnozina
{o(tx%):t € 10} c R™.
Je to hladka kiivka v R" s parametrickymi rovnicemi
X1 = x1(t), o, Xy = x,(t),t € L0.
Orbitu feseni @(t, x°) dostaneme jako projekci grafu tohoto fedeni do prostoru R”.
Orbitu zna¢ime y (x2).
Definice 17. Kladn4 &ast orbity feseni @ (t, x%) je mnozina
Ve (x) = {e@(t, x°):t € [0,by0)}.
Zapornd &st orbity fedeni @(t, x°) je mnozina
Y-(x%) = {@(t, x°): t € (a0, 0]}.
Definice 18. Kriticky bod diferencialni rovnice (16) je bod x € R" spliujici rovnici
f() =0.
Termin kriticky bod je uzivan ve vice vyznamech:
e bod v R" spliujici rovnici f(x) = 0,
e jednobodova orbita konstantniho feSeni @(t, X) = X,
e konstantni feSeni @ (t, X) = X.
V aplikacich uzivame misto terminu kriticky bod nej€ast&ji termin ekvilibrium nebo bod

rovnovahy.
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Definice 19. Fazovy portrét diferencialni rovnice (16) je mnozina vSech orbit diferencialni
rovnice (16) spole¢né se Sipkami na orbitach, které vyznacuji pohyb bodu ¢(t, x%) na

orbité pro rostouci t.
1.3.2 Stabilita ekvilibria

V aplikacich je velmi dilezité védét, zda feseni @(t, x°) s podate¢ni podminkou x°
blizkou ekvilibriu X se s rostoucim ¢asem piiblizuje k ekvilibriu, nebo se od né¢ho vzdaluje.
Toto chovani je charakterizovano vlastnosti, kterou nazyvame stabilita nebo nestabilita

ekvilibria.

Definice 20. Ekvilibrium x € G € R" nazveme stabilni, jestlize ke kazdému & > 0
existuje & > 0 takové, Ze pro kazdé x° € G plati:

|x—x°|| <8 = |t x*) —%|| <& provsechnat > 0.

Plati-li podminka z definice 20, pak graf feseni @(t, x°) ziistava v € — ovém valci

pro vSechna t > 0, pokud feSeni startuje v § — ovém okoli ekvilibria. (obr. 1)

6 o(t,x°) ﬂ Z}
o & & Y
\/

@)

=

Obr. 1

Definice 21. Ekvilibrium X € G © R" nazveme nestabilni, jestliZze neni stabilni.

Existuje takovy € - ovy valec, ze graf kazdého feseni @(t,x%) tento valec opusti

pro n&jaké t > 0. (obr. 2)
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NVAN

>

Obr. 2

Definice 22. Ekvilibrium x € G € R™ nazveme asymptoticky stabilni, jestlize je stabilni a
existuje r > 0 takové, ze pro kazdé x° € G plati:

%~ x| <r = lim[l@(t,x®) — %[ = 0.

Graf ¢(t, x°) konverguje k x. (obr. 3)

o(t,x°)
o S
/ B X
@

Obr. 3

1.3.3Dynamické systémy vznikajici z autonomnich diferenciélnich rovnic

S konstantnimi koeficienty v realné roviné

Vlastni ¢isla matice A
V tomto piipad¢é ma systém tvar x = Ax, t].
X1 = ap1X1 + agpxy,

, (18)
Xy = A1 X1 + Ar2X7.

Oznacme
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S R )

Pak
0 2

Definice 23. Kofeny charakteristické rovnice det(A — Al) = 0 nazveme vlastni Cisla

/11=(

matice A.
Vlastni ¢isla tedy najdeme z rovnice

a;p — A 5V
az; az, — A

=0,
1102, — @114 — A A + A% — agpa,; = 0.
Rovnici dale upravime na tvar
A* = (a11 + az2)A + ag1az — agp05; = 0,

kde (a1 + ayy) je stopa matice A (budeme znacit trA) a a;1a;; — a;,a,q je determinant
matice A (budeme znacit detA). Rovnici lze tedy psat ve tvaru

A2 —trAl+detA=0
VyieSenim této kvadratické rovnice ziskdme vlastni Cisla matice A. Nejprve uréime
diskriminant

D = trA? — 4 detA.

A poté z nésledujiciho vztahu samotna vlastni ¢isla.

trA +/(trA)? — 4 det A
12 = > (19)

Podle vlastnich ¢isel matice A, konkrétné podle determinantu (detA) a stopy matice A

(trA), rozlisujeme nasledujici typy fazovych portréti.
Zxidlo
Ziidlo je dano podminkou detA > 0,trA > 0. V tomto pfipadé ma systém
(18) ekvilibrium (0,0), pfi¢emz se jedna o nestabilni ekvilibrium. Fazovy portrét ma nyni
tvar v zavislosti na vzajemném vztahu mezi det 4 a trA. RozliSujeme tyto moznosti:
a) uzel — ziidlo

V tomto piipad¢ plati vztah

(tr)?
T

a proto existuji dvé kladna (realna) rizna vlastni ¢isla A1, 4, a k nim existuji dva linearné

detd <

nezavislé vlastni vektory vq, v,. Piislusny Jordaniv kanonicky tvar matice A je matice

18



1=(5 2
Vlastni vektory v4,v, jsou sloupce transformacni matice P. Ta spliluje rovnici
AP = PJ. Viechny orbity jdou do o pro t - oo (presn&ji ||@(t, x°)|| - o prot - ) a
jdou do pocatku pro t - —oo. Jedna se o orbity rizné od ekvilibria (0,0). VSechny
zakiivené orbity maji tecny vektor v,. Dale fazovy portrét obsahuje dvé piimky. Jedna ma

smér v4 a druha ma smér v,. (obr. 4)
V3

51

Obr. 4

b) uzel — ztidlo
Tentokrat plati vztah
(trd)?

detd = .
€ 4

Vlastni ¢isla 44, A, jsou kladnd a zaroven jsou si rovna.

Jestlize plati
h(A - All) = 1,

dostaneme nasledujici fazovy portrét. (obr. 5)

41

Obr. 5
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Zde existuje jediny (aZ na nasobek) vlastni vektor v;. Jedna se o te¢ny vektor ke vSem
»zaktivenym® orbitdm. Jordanova kanonickéd matice /] mé zde tvar
=5 1)
a vlastni vektor v4 je prvni sloupec transformacni matice P.
Jestlize vSak plati
h(A— A1) =0,

fazovy portrét ma tento tvar. (obr. 6)

Obr. 6
Jordanova kanonick4 matice mé nésledujici tvar
1=(5 )
V tomto fazovém portrétu jsou vSechny vektory vlastni a portrét se sklada z ptimek
prochazejicich pocatkem.
¢) ohnisko — zfidlo
V poslednim ptipadé¢ plati

2
(era) < detA. (20)

Vlastni Cisla jsou ur¢ena vztahy
M=a+if,A; =a—if,
a,f ER, a>0, B #+ 0.
Jedna se o komplexni ¢isla, tudiz k nim neexistuji realné vlastni vektory. Jordanova

kanonicka matice ma tento tvar
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Fazovy portrét rotuje po sméru resp. proti sméru hodinovych rucicek.(obr. 7) O kterou
Z téchto moznosti se jedna, zjistime pomoci znaménka u prvku a,; matice A. Je-li a,; > 0,
rotace je proti sméru hodinovych ruéicek. Je-li ay; < 0, rotace je po sméru hodinovych
rucicek. Coz plyne z rovnic (18) a z faktu, ze z podminky (20) plyne a;,a,; < 0.

trA)?
(trd) < detA.

(a1; + az)?
4

(a11 + az)?* < 4(aj1az; — a12az1)

< ap1Qy; — aq2a1

a2 + 2ay1ay, + az? < 4aja; —4ai,ay
2 2
a11° — 2a11Qz; + Az < —4ag;a;
(a11 — ap2)? + 4ag,0a;1 <0
JelikoZ vyraz (a;; — ay;)? je vzdy kladny, potom musi platit
4‘a12a21 <0

apay < 0.

Cimz jsme danou podminku dokazali.

X2 X2

[ RN
! Neacars | KQ/ EE
T

aszq <0 azq >0
Obr. 7

Smér rotace zdivodnime takto. Zvolme podate¢ni podminku x° = (1,0). Potom z druhé
rovnice v (18) dostavame
%2(0) = az1%1(0) + azx2(0) = az;. 1+ az;.0 = ay;.

Funkce x,(t) proto v bod¢ 0 roste, pokud a,; > 0 a klesa, pokud a,; < 0.
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Vylevka

Vylevka je déna podminkou detA > 0,trA < 0. V tomto piipadé ma systém
x = Ax ekvilibrium (0,0), pficemz se jedna o asymptoticky stabilni ekvilibrium. Podle

vzajemného vztahu det A a tr A dale rozliSujeme:

a) uzel — vylevka

Pro tuto situaci plati

trA)?
detA<( 4) .

Existuji zde dvé zdporna (realnd) rizna vlastni Cisla A; a A,, pro néz zaroven plati, ze

A1 < Ay a knim 2 linearné nezavislé vlastni vektory v, v,. Jordanova kanonicka matice

1=(s 2)

a vlastni vektory v4, v, jsou sloupce transformac¢ni matice P.

vypada nasledovné

Ptislusny fazovy portrét vypada nasledovné. (obr. 8)

U3

%1

Obr. 8
Vsechny orbity jdou do pocatku pro t — oo a vSechny orbity jdou do o pro t - —oo
(pfesné limt_,_oo”(p(t, x°)|| = 00). Jedna se o orbity rizné od (0,0). VSechny zak¥ivené
orbity maji v (0,0) teény vektor v,. Dale fazovy portrét obsahuje dvé pfimky. Jedna ma
smer v1 a druhd ma smér v,.
b) uzel — vylevka

V tomto pitipad¢ plati

trA)?
detA=(r).
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Tentokrat jsou vlastni ¢isla kladné a zaroven jsou si rovna.
Jestlize plati
h(A—AI) =1,

fazovy portrét vypada nasledovné. (obr. 9)

L1

Obr. 9

Existuje jediny, az na nasobek, vlastni vektor v pfislusny k vlastnimu Cislu A;. Je to tecny
vektor ke vS§em zakiivenym orbitam.

V piipadg, ze h(A — AI) = 0, je kazdy vektor vlastni. (obr. 10)

Obr. 10
c) ohnisko - vylevka
Za podminky
(trd)?

< detA,

pro vlastni ¢isla plati

/11=a+i,3,/12=0(—i[?,
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a zéroven a a f musi spliiovat nasledujici podminky
a,fER a<0,f+0.
V tomto piipad¢ redlné vlastni vektory neexistuji.
Pro rotaci fazového portrétu existuji dvé moznosti. Rotace opét zavisi na znaménku a,y
v matici A. Jestlize a;; > 0 jde o rotaci proti sméru hodinovych rucicek. Jestlize vSak

plati, ze a;; < 0, jedna se o rotaci po sméru hodinovych rucicek. (obr. 11)

[ ‘ fi g | e
\ ‘ . \ | | | | ! I|| 4
| "“ . g “ |I \\-\.__ I ___" .I."I
L .. . - // /
\,\\ P4
\“m,___ - -
az >0 az <0

Obr. 11
Sedlo

Sedlo je dano podminkou detA4 < 0. V tomto pfipadé ma systétm x = Ax
ekvilibrium (0,0), jedna se o nestabilni kriticky bod. Pro vlastni ¢isla plati
d; <0< d,.
Jordanova kanonicka matice vypada takto
1=(5 2
A existuji dva nezavislé vlastni vektory v a v,, coz jsou sloupce transformaéni matice P.

Fazovy portrét vypada nasledovné. (obr. 12)
V2

L1

Obr. 12



Uvedené tfi typy se tykaji regularnich matic A, jejichz vlastni ¢isla jsou bud’
nenulova redlna, nebo komplexné sdruzend s nenulovou redlnou casti. Takové matice se
nazyvaji hyperbolické. Ma-1i matice ryze imaginarni vlastni ¢isla nebo redlna vlastni ¢isla,
Z nichz asponl jedno je nulové, pak se nazyva nehyperbolickd. Typy fdzovych portréth
nehyperbolickych matic zde nebudeme uvadét, protoze se v nasledujicim ekonomickém

modelu nevyskytuji.
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2 1S-LM ekonomicky model

2.1 Historie

V této kapitole jsem Cerpala z [4].
Tento model vznikl na ekonometrické konferenci v Oxfordu v zafi roku 1936. Roy Harrod,
John R. Hicks, a James Meade zde prezentovali ¢lanky popisujici matematické modely, v
nichz se pokouseli shrnout teorii Johna Maynarda Keynese a to Obecnou teorii
zaméstnanosti, uroku a penéz. Hicks, ktery vidél rukopis Harrodova ¢lanku, vymyslel
IS/LM model (diive bylo pouzivano LL, ne LM). Pozdéji ho publikoval v "Mr. Keynes and
the Classics: A Suggested Interpretation™. Hicks pozdé&ji souhlasil s tim, Ze model postrada
dilezité body z Keynesianské teorie, mimo to také kritizoval velmi omezené moznosti
pouziti a to pouze pomucku pro teoretické ucely. V podstaté kritizoval obecné rovnovazné
metody takto: ,,Kdyz se nékdo zaméfi na politické problémy, sméfujici do budoucnosti
misto do minulosti, pouZiti rovnovaznych metod je pochybné.” Prvni problém spociva
V tom, ze rovnovazny model pfedstavuje skutecnou a ménovou oblast samostatné, coz se
Keynes pokusil ptekonat. Kromé toho rovnovazny model ignoruje nejistotu, a piitom
priorita likvidity dava smysl pouze v pfitomnosti nejistoty. Likvidita nema smysl bez
predpokladu nejistoty. Piesto vétSina modernich makroekonomi vidi IS-IL model jako
nejlepsi prvni aproximaci pro porozuméni realného svéta. I pres pochybnosti v nékterych
kruzich je model rozséhle pouzivan a jevi se pouZitelny pro pochopeni makroekonomické

teorie. Je pouzivan ve vét§iné makroekonomickych vysokoskolskych knih.

2.2 Odvozeni modelu

V poslednich dvou kapitolach jsem Cerpala z [1].
Uvazujeme jednoduchou uzavienou ekonomiku. IS-LM je model, v némz sledujeme vyvoj

dvou funkci

Y() oo, narodni dichod,
(7 ST uroky
Tyto funkce se méni v Case a jejich okamzit¢ zmény vyjadiime pomoci prvnich derivaci
Lo ady(t
S _dr
d(t)
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. _ar(®
r = d(t)

Je-li derivace Y kladna, narodni diichod Y roste, je-li zaporna narodni diichod Y klesa.
Analogicky je-li derivace 7 kladna, uroky r rostou, je-li zaporna, troky r klesaji.
Piedpokladame, ze zména narodniho dichodu Y (t) zavisi na vzajemném vztahu mezi
souhrnnou nabidkou S(t) a souhrnnou poptavkou D (t)

Y=h(D-Y5) (21)
kde h je koeficient, pro n€jz plati h > 0. Dale pro jednoduchost klademe h = 1.
Jestlize poptavka (D) prevysuje nabidku (S), pak Y > 0 a narodni diichod roste. Jestlize je
poptavka mensi nez nabidka, dostaneme Y < 0, coZ znamena, Ze narodni diichod klesa.
Dale uvazujeme, Ze souhrnna nabidka D (t) je souctem spotieby C(t) a investic I(t), tj.

D=C+1I.
Rovnici (21) lze proto psat ve tvaru
Y=C+I-S5,
coZ je divodem pro zkratku IS v ndzvu modelu. Pismena I a S jsou pocatecni pismena
anglickych ndzv sledovanych funkci:
I - investment (investice),
S - saving, supply (Gspory, souhrnna nabidka).
Spotieba C(t) je linearni funkci narodniho diichodu Y (t), tj.
C =cY,
kde ¢ € (0,1) je koeficient tendence ke spotiebé.
Investice I(t) jsou linearni funkei Groka r(t), tj.
I =—ar+1,
kde a > 0 je koeficient tendence k investovani a I, jsou autonomni konstantni investice.
Také se domnivame, Ze souhrnné nabidka se rovna narodnimu dtichodu, tj.
S=Y.

Uvedené piedpoklady dosadime do rovnice (21), pii¢emz polozime h = 1 a dostaneme

Y=C+I1-Y

Y=CY—ar—Y+IO

Y=(c—-1DY—ar+1,

Y=—1-¢) —ar+]I,,

kde 1 — ¢ = s je koeficient tendence k usporam.
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A nakonec dostaneme
Y=—sY—ar+], (22)
Dale piedpokladame, ze urok r(t) se méni v zavislosti na poptavce po penézich L(t).
Zéasoby penéz M zajiSt'uje centralni banka.
r=m(L— M), (23)
kde m > 0 je koeficient ristu aroku. Uroky v rovnici (23) rostou, pokud prvni derivace
funkce r je kladna, pokud je prvni derivace zaporna uroky klesaji. To znamena, ze Groky
rostou, pokud je poptavka po penézich vétsi nez zasoby v centralni bance a klesaji, je-li
poptavka mensi nez tyto zasoby.
V rovnici (23) vystupuje rozdil L — M, coz vysvétluje zkratku LM v nazvu modelu.
Pismena L a M jsou pocatecni pismena anglickych nazvi sledovanych funkei:
L - liquidity (poptavka po penézich, likvidita)
M — money supply (zasoby penéz v ekonomice).
Poptavka po penézich L(t) je linearni funkci narodniho dichodu Y (¢t), tj.
L(t) = kY (t), (24)
kde k > 0 je koeficient poptavky po penézich.
Dosadime-li rovnici (24) do rovnice (23), m polozime pro jednoduchost rovno 1
a dostaneme
r=kY — M. (25)

Vysledkem je soustava dvou rovnic o dvou neznamych, tj.
Y = —sY —ar + I,
r=kYV—-M. (26)
2.2.1 Uziti teorie dynamickych systému

Odvozenou soustavu (26) mizeme vySetfovat jako dynamicky systém v roving.
1. Nejprve nalezneme nulové body soustavy a to tak, Ze ob€ rovnice poloZzime rovny nule.

Dostavame soustavu rovnic

—sY —ar+1, =0,
kY — M = 0. (27)

Odtud dostaneme
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v M
=
Dale je
—s?—ar+lo=0,
—ar=5?—lo,
ar=—s?+10,
a odtud
SM_I_IO
r =——4+—.
ak a

Resenim této soustavy je ekvilibrium, tj. rovnovazny bod (%, - % + %0)

Tento bod je prisecikem dvou ptimek, IS-isokliny o rovnici r = —EY + %0 a LM-isokliny
0 rovnici Y = % (obr. 13). Tyto isokliny dostaneme, pokud polozime nule pravou stranu
V prvni rovnici nebo v druhé rovnici v (26).

I J

_SM IO
ak a

b (s

Obr. 13

Zvolime-li pocateéni podminku (Y(0),7(0)) na pravo od LM a nad IS, dostaneme
Y(0) <0 a r(0) >0, coz je vyjadieno v grafu dvojici Sipek. Tak dostaneme hrubou
informaci o chovani funkei Y (t) a r(t).

2. Ur¢ime typ fazového portrétu. Zavedeme substituci

sM 10

M
Z(t) =Y(t) — T p(t) =r(t) + * a

Tim dostaneme soustavu
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—sZ —ap =0,
kZ = 0. (28)

Matice A soustavy (28) ma tvar

pii¢emz soustava (28) ma ekvilibrium (0,0).
Determinant matice A je roven
DetA=-s-0—k-(—a)=k-a>0.
Pro stopu matice A plati
trA=—-s+0=-5s<0.
Tedy (0,0) je vzdy vylevkou, coz znamena, Ze je asymptoticky stabilni. Totéz plati i pro

M —sM 10)
k'’ ak al’

puvodni soustavu (27), ktera ma asymptoticky stabilni ekvilibrium (

v

Pomoci vlastnich ¢isel ziskame podrobnéjsi informaci o fazovém portrétu.

Podle rovnice (19) dostavame pro vlastni ¢isla matice A vztah

—s +s?2 —4ak
1,2 = .
’ 2

Je-li s? > 4ak, pak ma A dvé zaporna riizna vlastni ¢isla a fAzovy portrét soustavy (28) je

uzel-vylevka se dvéma linearné nezavislymi vlastnimi vektory.

Je-li s? = 4ak, pak ma A dvojnasobné zaporné vlastni &islo _75 Pfitom

S
= 0\ /- -a
i _ (S —a 2 _ 2
Avsi=() o)+ N el WA
2 2

det(A+§I) = —Sz+ak =0,

_ S
q.h@+§0_1
Fazovy portrét soustavy (28) je uzel-vylevka s jedinym vlastnim vektorem.

Je-li s? < 4ak, pak ma A dvé komplexné sdruzena vlastni ¢isla

s Vdak —s?
Mz =gt

se zapornou redlnou slozkou. Fazovy portrét soustavy (28) je ohnisko-vylevka.
3. Nyni si za s, a a k zvolime konkrétni ¢isla a ur¢ime ptislusné fazové portréty.
Pripad |

Polozme s = 0,5;a = k = 0,2. Pak
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s2 =025 4ak = 0,16,
s? > 4ak.
Jedna se tedy o typ uzel-vylevka.

Matice A ma v tomto piipadé tvar

1=(or o)

Nyni si ur¢ime stopu a determinant matice A a poté také vlastni Cisla.

trA = —0,5, detA = 0,04,
-0,5+,0,25-0,16
){1,2 = 2 )

/11 = _0,1, AZ = —0,4‘
Jordanova kanonicka matice a transformac¢ni matice maji tvar:
_(—01 0 _ (1 N
1=(T0" _oa) P=(py n)
Uréime matici P z rovnice

AP = PJ.
-0,5 —02\(1 T\ _(P1 T\(—01 O
( 0,2 0 )(Pz 7”2> B (pz rz)( 0 —0,4)
<—0,5p1 - 0,2p2 —0,57'1 - 0,27'2) _ <_O,1p1 —0,47"1)
0.2191 0,27"1 —0,1p2 —0,4‘7"2

—0,5p1 = 0,2p, = —0,1p,,
—-0,5r — 0,2r, = —0,41,
0,2p; = —0,1p,,
0,2r; = —0,4n,,
pr=-1 p,=2, n=2 r, = —1.

_ (-1 2
b= ( 2 —1)
a jeji sloupce urcuji vlastni vektory v a v, piislusné vlastnim ¢islim A; a 4. (obr. 14)

0= () w3

Obdobn¢ budeme postupovat i v nasledujicim piipade.

Matici P poté dostaneme ve tvaru
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Z
U1
Obr. 14
Pripad 11
Polozme k = a = 0,2; s = 0,4. Pak
s2=0,16, 4ak = 0,16,
s? = 4ak.
Jedna se o typ uzel-vylevka.
Matice A ma tvar
-0,4 -0,2
4=(05 o)
Déle ur¢ime determinant a stopu matice A a vlastni ¢isla.
trA =—-04, detA = 0,04,
-0,4++0,16 — 0,16
11’2 = 2 )
/11'2 = —0,2

Jordanova kanonick4 matice mé nyni tvar

-0,2 1
1=("0" _o2)
Transformacni matici P ur¢ime opét z rovnice

AP = PJ.
(os 06 w) =0 20" _02)

<_0r4p1 - 0;2p2 _0,4’T1 - 0,27‘2) _ <_0,2p1 pl — 0,27‘1)
0,2p1 0,2T1 - —O,sz D2 — O,ZTZ

—O,4p1 - O,ZPZ = —0,2p1,
—0,4‘7'1 - 0,27'2 =p1— 0,2T1,
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0,2p1 = —O,sz,
0,27'1 =pPy — 0,21‘2,

—0,2p; = 0,2p; =0,
—-0,2ry — 0,21, = py4,
0,2p; = —0,2p,,
0,2r1 = pp, — 0,21y,
p1 = -1, p: = 1.

_0,27'1 - 0,27'2 = —1,

02r1 =1-02r, =nr =5-—rmn,
—0,2(5 - Tz) - 0,27'2 = —1,

—0,4r, =0,
rn = 0,
n = 5.
Matice P ma nasledujici tvar.
_(—1 5
P _( 1 ())

a jeji prvni sloupec urcuje jediny vlastni vektor

v=(7)

piislusny vlastnimu ¢islu 4, ,. (obr. 15)

Obr. 15
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Piipad II1
V poslednim ptipad¢ si zvolime k = 0,4;a = 0,2 as = 0,4. Potom
s2=0,16, 4ak =032,
s? < 4ak.
Je to typ ohnisko-vylevka.

Matice A ma v tomto piipadé tvar

4=(on 07)

Nyni ur¢ime determinant a stopu matice A a nasledné vlastni ¢isla.

trA = —0,4, det4 = 0,08,
1 -0,4++0,16 — 0,32
12 = )
’ 2

/11,2 = —0,2 i 0,21.

Jordanova kanonicka matice ma zde tvar
-0,2 —-04
J=( 0,4 —0,2)'

Vlastni ¢isla jsou komplexné sdruzena a neexistuje zde zadny vlastni vektor. (obr. 16)

\

N
'\

\
T

Obr. 16

V piipadech | a Il pro libovolnou podminku Y (0) a r(0) narodni dichod Y (t) a

iiroky 7(t) konverguji k ekvilibriu (3, ="

+2). 0d jistého okamziku to > 0 konverguji

obé funkce monoténné. Ve tietim piipadé funkce Y (t) a r(t) osciluji kolem ekvilibria, tj.

konvergence neni u Zddné z nich monoténni.
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2.2.2 Uziti teorie diferencialnich rovnic

Soustavu (26) mizeme pievést také na diferencialni rovnici 2. fadu. A to tak, Ze
rovnici Y = —sY — ar podruhé zderivujeme, upravou vznikne rovnice
Y = —sY —ar
a poté za 1 dosadime druhou rovnici soustavy (26) a dostaneme
Y = —sY —a(ky — M),
nebo
Y +sY + akY = aM.
Zde dostaneme informaci o chovani funkce Y (t).
Nejprve si vyieSime homogenni rovnici
Y +sY + aky = 0.
Charakteristickou rovnici dostaneme ve tvaru

A +si+ak=0,

D = s? — 4ak,
—s +/s?2 — 4ak
Mo = > )

A.Necht s? —4ak > 0. Pak A; al, jsou riznd zdporna realna Cisla a podle véty 5
dostaneme obecné feseni ve tvaru
y(t) = cre1t + cyet2t, t € [0, ).
Déle vime, ze aM je konstantni funkce a ze prvni a druha derivace konstantni funkce je

rovna nule a potom pro partikularni feSeni dané rovnice plati

akY = aM

a tedy

v = M

=
Viz. také véta8 pron = 0a k = 0.
Obecné¢ feSeni ma pak tvar
M
Y(t) = —+ creMt + c et t € [0, ).

k

Tedy zvolime-li parametry s,a, k jako vpiipadé I (s =0,5;a=k=02) a M =¢; =

c; = 1, dostaneme nasledujici graf. (obr. 17)
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Obr. 17

Graf ukazuje prubéh narodniho dichodu Y pro t — oco. Vidime, Ze funkce Y(t)

monotonné klesa k ekvilibriu

. . (M .M : : M
gl_)rg Y(t) = th_g}, (E + Cleht + Czelzt> = th_)rg? + ¢ th_)rg ettt 4 Cy Lll_,rg, et2t = =

B. Necht s? — 4ak = 0.
Pak dostaneme jeden dvojnasobny koten. Reseni méa podle véty 6 tvar
M
Y(t) = =t cie’ + cte’.

Také v této posledni situaci si za s, a, k navolime hodnoty jako v piipadé IT (s = 0,4;a =

k = 0,2) aza M, cq, c; opét ¢islo 1 a dostaneme nasledujici graf. (obr. 18)

0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100
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Tentokrat je situace obdobna jako v prvnim piipadé. Funkce Y (t) konverguje monotonné
k ekvilibriu 5.

M M
lim Y(t) = lim (? + c et + czte’“) = lim —- + cltlime” + cztlimte’“ =

M ot M _
—+0+clim—=—+clm——=—+0=

1 _M M
k t—oo elt k t—oo eﬂ'tﬁ, - k k

C. Necht' s* — 4ak < 0.
Pak dostaneme dvojici komplexné sdruzenych kofenii se zapornou realnou &asti. Reseni

ma podle véty 7 tvar

—St

M
Y(t) = T + e 2 (cq sin Bt + ¢, cos ft)
kde B = %\/4ak — s, a= —%.
Tentokrat navolime parametry s,a,k jako v ptipadé¢ 11l (s =0,4;a =0,2;k=0,4) a

M, ¢4, ¢, polozime opét rovno 1. Poté tedy dostaneme graf. (obr. 19)

0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100
Obr. 19
V tomto ptipad¢ funkce Y (t) pro t — oo osciluje kolem ekvilibria
M 1

K020

Oscilace jsou ptilis malé, proto nejsou v grafu piilis patrné.

M st M —st
lim Y(t) = th_)rg ?+e 2 (cysinfBt+cycosft) | = tlim?+tli_)r£10 (e 2 -

t—oo —00

_ M1 M M
+ (¢y sin Bt + ¢, cos Bt)) =E+t11m?(c1 sin St + ¢, cos fit) = +0=—
e2
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Zaver

Tato bakalaiska prace popisuje IS-LM ekonomicky model. V uvodni kapitole
uvadim vybér potiebné teorie diferencialnich rovnic a dynamickych systému, aplikovanou
dale v konstrukci IS-LM modelu.

Naésledujici kapitola je vénovana samotnému IS-LM modelu. Nejprve struénému
sezndmeni s jeho historii, dale jeho matematickému odvozeni a v zaveérecné Casti vySetiuji
chovani narodniho dichodu a urokl nejprve z pohledu dynamickych systémt a poté také z
hlediska diferencialnich rovnic.

Cela prace je doplnéna pro vétsi nazornost ilustraénimi obrazky, K jejichz vytvoteni
jsem pouzila program Zoner Callisto 5. Grafy v zavére¢né ¢asti Uziti teorie diferencialnich
rovnic jsou vykresleny pomoci matematického softwaru Maple 12.

Tato prace mi pomohla pochopit princip IS-LM modelu a tim také jeho praktické

vyuziti v oblasti ekonomiky.
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