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Školitel: Mgr. Jan Eisner, Dr.
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Poděkováńı
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3.2.1 Plat́ı právě jedna z rovnost́ı . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 22
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Kapitola 1

Úvod
Fyzikálńı představa

Představme si pole, na kterém žije kolonie hraboš̊u. Uvažujme hladovou lǐsč́ı smečku,
která si toto pole zvolila za své lovǐstě. Přežij́ı někteř́ı hraboši? Dokáž́ı si naj́ıt na poli
bezpečné útočǐstě?

V experimentálńım postupu bychom pole rozdělili do několika blok̊u a zkoumali počet
dravc̊u (lǐsek) a počet jejich kořist́ı (hraboš̊u) v jednotlivých bloćıch. Nicméně v této
práci se budu, podobně jako mnoho mých předch̊udc̊u, zabývat matematickým popisem
tohoto jevu. T́ım může být právě systém reakce-difúze typu aktivátor-inhibitor (1.6).
Jde o systém dvou difúzńıch rovnic druhého řádu.

Pole z představy si zjednodušme do jedné dimenze, konkrétně na interval (0, `), kde
` je nějaké kladné reálné č́ıslo. Také nebudeme zkoumat časový pr̊uběh a interakce lǐsek
a hraboš̊u z úvodńı představy. Podstatný bude konečný, stacionárńı stav. V této podobě
má systém tvar

0 = d1u
′′
N(x) + f(uN , vN),

0 = d2v
′′
N(x) + g(uN , vN).

(1.1)

Zanedbejme na chv́ıli difúzńı členy. Předpokládejme, že existuje prostorově homogenńı,
stacionárńı, stabilńı řešeńı (ū, v̄) soustavy bez difúzńıch člen̊u. Plat́ı tedy

f(ū, v̄) = g(ū, v̄) = 0 (1.2)

a také
ū′′(x) = v̄′′(x) = 0. (1.3)

Aby toto řešeńı dávalo fyzikálńı smysl, předpokládejme nav́ıc ū, v̄ > 0. Substituujeme
nyńı funkce uN , vN jako

uN = u+ ū

vN = v + v̄.
(1.4)

Použijeme nav́ıc označeńı Jakobiho matice

B =

(
∂f(ū,v̄)
∂u

∂f(ū,v̄)
∂v

∂g(ū,v̄)
∂u

∂g(ū,v̄)
∂v

)
=

(
b11 b12

b21 b22

)
(1.5)

a rozvineme funkce f(u + ū, v + v̄) a g(u + ū, v + v̄) do Taylorova rozvoje kolem řešeńı
(ū, v̄)

f(u+ ū, v + v̄) = f(ū, v̄) + b11u+ b12v + n1(u, v),

g(u+ ū, v + v̄) = g(ū, v̄) + b21u+ b22v + n2(u, v).
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Z (1.1), (1.3) a převodńıch vztah̊u (1.4) nyńı můžeme odvodit

u′′N(x) = u′′(x),

v′′N(x) = v′′(x).

Linearizaćı soustavy (1.1) odebereme všechny členy, které obsahuj́ı mocniny druhého
řádu a vyšš́ıch řád̊u. Źıskáme soustavu dvou homogenńıch lineárńıch diferenciálńıch rov-
nic druhého řádu

d1u
′′(x) + b11u(x) + b12v(x) = 0

d2v
′′(x) + b21u(x) + b22v(x) = 0

x ∈ (0, `). (1.6)

Tato soustava bude výchoźı pro všechny výpočty v této práci.
Funkce v(x) zde představuje počet lǐsek v bodě x a funkce u(x) počet hraboš̊u v bodě

x. Aby se skutečně jednalo o model dravce a kořisti (tedy o systém typu aktivátor-
inhibitor), potřebujeme podmı́nky pro koeficienty b11, b12, b21, b22.

Na okamžik vyženeme z pole všechny lǐsky. Z̊ustanou zde jenom hraboši, kteř́ı se začnou
přemnožovat. Čı́m v́ıce bude na poli hraboš̊u, t́ım v́ıce se budou množit. Pak se ale některá
z lǐsek vrát́ı a objev́ı, že je na poli spousta potravy. Pozve celou svou rodinu na hostinu.
Čı́m v́ıce lǐsek na poli bude, t́ım v́ıce sńı hraboš̊u. Nakonec na poli z̊ustane tak málo
hraboš̊u, že se lǐsky přesunou na jiné mı́sto. A pro hraboše je pole zase bezpečněǰśı a cyk-
lus m̊uže zač́ıt znovu.

Z předchoźı úvahy je patrné, že pro matici B potřebujeme následuj́ıćı znaménkové
předpoklady: (

+ −
+ −

)
. (1.7)

Jak bude patrné z výpočt̊u v následuj́ıćıch kapitolách, stejné výsledky źıskáme i pro sys-
témy typu substrate-depletion, pro které má matice B znaménkové předpoklady(

+ +
− −

)
. (1.8)

Tyto matice ale neodpov́ıdaj́ı naš́ı fyzikálńı představě dravce a kořisti.
Zároveň chceme, aby (ū, v̄) bylo stabilńı řešeńı, tedy takový stav, do kterého se řešeńı

po malém vychýleńı vrát́ı zpátky. Z Ruth-Hurwitzovy věty v́ıme, že řešeńı je stabilńı,
právě když stopa matice B bude záporná a determinant kladný

Tr(B) < 0, Det(B) > 0.

Parametry difúze d1, d2 v systému (1.6) budeme uvažovat kladné.

Přidejme nav́ıc k naš́ı představě řeku obtékaj́ıćı naše pole, kterou hraboši ani lǐsky
nepřeplavou. Budou tedy uzavřeni a ponecháni svému osudu na této louce.

Tento předpoklad budeme realizovat Neumannovými nulovými okrajovými podmı́nkami

u′(0) = 0,

u′(`) = 0,

v′(0) = 0,

v′(`) = 0,

(1.9)
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které zajǐst’uj́ı nulový tok hranićı. Neumannovy okrajové podmı́nky jsou splněny jako
jednostranné derivace.

Definice 1 Dvakrát spojitě diferencovatelné funkce (u, v) na intervalu (0, `), které řeš́ı
systém (1.6) s podmı́nkami (1.9), budeme nazývat řešeńı úlohy bez překážky.

Poznámka 1 Ukázali jsme, že řešeńı (u, v) linearizované soustavy (1.6), (1.9) repre-
zentuj́ı pouze odchylky od kladného prostorově homogenńıho řešeńı (ū, v̄). Tedy i záporné
hodnoty u a v, které se m̊užou v řešeńıch linearizované soustavy vyskytovat, dávaj́ı dobrý
fyzikálńı smysl.

Zvolili jsme předpoklady takové, aby řešeńı (ū, v̄) bylo stabilńı pro soustavu bez difúzńıch
člen̊u. Muśıme dávat pozor na intuitivńı představu, že difúzńı členy zhlazuj́ı řešeńı.
Pro jednu difúzńı rovnici tato představa funguje bez výjimek. Jak ale objevil Alan
Turing [3], pro soustavu difúzńıch rovnic tato představa platit nemuśı. Difúze naopak
může zp̊usobit ztrátu stability prostorově homogenńıho řešeńı (ū, v̄). Stabilitu mı́sto něj
převezme jiné, prostorově nehomogenńı řešeńı. Oblast koeficient̊u difúze tak můžeme
rozdělit na dvě části, na oblast stability a oblast nestability prostorově homogenńıho
řešeńı (ū, v̄).

Budeme uvnitř pole uvažovat hraboš́ı noru. V noře se vždy bude nacházet dostatek
jedinc̊u př́ıslušného druhu. Nikdy nez̊ustane prázdná.

Přidejme k podmı́nkám (1.9) ještě jednu z podmı́nek uvnitř intervalu

u(x0) ≥ 0, x0 ∈ (0, `) (1.10)

nebo
v(x0) ≥ 0, x0 ∈ (0, `). (1.11)

Podmı́nkou (1.10) ř́ıkáme, že koncentrace hraboš̊u v bodě x0 neklesne pod hodnotu ū.
Podobně, podmı́nkou (1.11) ř́ıkáme, že koncentrace lǐsek v bodě x0 neklesne pod hodnotu
v̄.

Takováto překážka rozděĺı interval (0, `) na dva podintervaly (0, x0) a (x0, `) a systém
(1.6), (1.9) tak budeme zkoumat jako dva systémy

d1u
′′
L(x) + b11uL(x) + b12vL(x) = 0

d2v
′′
L(x) + b21uL(x) + b22vL(x) = 0

x ∈ (0, x0),

d1u
′′
P (x) + b11uP (x) + b12vP (x) = 0

d2v
′′
P (x) + b21uP (x) + b22vP (x) = 0

x ∈ (x0, `).

(1.12)

Oba systémy jsou přitom spojeny přechodovými podmı́nkami, které jsou dány hladkost́ı
řešeńı (u, v).

Definice 2 Dvojici funkćı (u, v), která splňuje

u ∈ C2(0, x0) ∩ C2(x0, `) ∩ C([0, `]),

v ∈ C2(0, `)
(1.13)

a (1.9), (1.10) a systém (1.12), budeme nazývat řešeńı úlohy s překážkou pro u.
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Dvojici funkćı (u, v), která splňuje

u ∈ C2(0, `),

v ∈ C2(0, x0) ∩ C2(x0, `) ∩ C([0, `])
(1.14)

a (1.9), (1.11) a systém (1.12), budeme nazývat řešeńı úlohy s překážkou pro v.

Poznámka 2 Uvažujme podmı́nku (1.11). Máme tři možnosti, jak m̊uže řešeńı v ta-
kové situaci vypadat. Funkce v m̊uže mı́t v bodě x0 pouze nezápornou hodnotu. Pokud je
tato hodnota nav́ıc kladná, pak plat́ı v ∈ C2(0, `). Takové řešeńı bude nav́ıc i řešeńım
úlohy bez překážky. Pokud má funkce v v tomto bodě hodnotu 0 a pokud je diferen-
covatelná, tak jde opět o speciálńı př́ıpad řešeńı úlohy bez překážky. Konečně máme
i př́ıpad, kdy funkce v neńı diferencovatelná v bodě x0. V tomto př́ıpadě muśı nutně platit
v(x0) = 0 a v′(x−0 ) > v′(x+

0 ). Tyto úvahy plynou z formulace naš́ı fyzikálńı úlohy pomoćı
tzv. variačńı nerovnice, kterou se ale v této práci zabývat nebudeme. Obdobné tvrzeńı
plat́ı i pro druhou podmı́nku (1.10). Ve třet́ı kapitole si ukážeme, že každé řešeńı úlohy
bez překážky, pokud ho opatř́ıme správným znaménkem, je také řešeńım úlohy s právě
jednou z překážek.

Značeńı 1 V celé práci budeme pro zjednodušeńı označovat podmı́nku (1.10) jako pře-
kážka pro u a (1.11) jako překážka pro v.

Systém (1.6) s nulovými Neumannovými okrajovými podmı́nkami (1.9) bez některé
z překážek budeme označovat jako úloha bez překážky.

Systém (1.12) s nulovými Neumannovými okrajovými podmı́nkami (1.9) a s překážkou
pro u budeme značit úloha s překážkou pro u

Systém (1.12) s nulovými Neumannovými okrajovými podmı́nkami (1.9) a s překážkou
pro v budeme značit úloha s překážkou pro v

Poznámka 3 Vzhledem k linearitě okrajové úlohy (1.6), (1.9) plat́ı, že libovolný násobek
řešeńı je opět řešeńı. Naproti tomu pouze nezáporný násobek řešeńı úlohy s překážkou je
opět řešeńım stejné úlohy.

Poznámka 4 Pro všechny dvojice parametr̊u difúze (d1, d2) ∈ R2
+ je dvojice funkćı

(u, v) : u ≡ 0, v ≡ 0 triviálńım řešeńım všech úloh uvažovaných v této práci.

Definice 3 Dvojici parametr̊u (d1, d2) ∈ R2
+, pro kterou existuje netriviálńı řešeńı úlohy

bez překážky budeme ř́ıkat kritický bod úlohy bez překážky.
Dvojici parametr̊u (d1, d2) ∈ R2

+, pro kterou existuje netriviálńı řešeńı úlohy s pře-
kážkou budeme ř́ıkat kritický bod úlohy s překážkou.

Uvažujme také uvnitř pole plot, který hraboši nedokáži přelézt ani podhrabat. Lǐsky
tento plot dokáž́ı přeskočit. Nebo naopak si m̊užeme představit, že se doprostřed pole
zř́ıtila skála. Lǐsky tuto překážku nedokáž́ı zdolat, ale hraboši si najdou skulinu mezi bal-
vany.

Ve čtvrté a páté kapitole budeme pro tuto představu uvažovat systém (1.6), (1.9) s jednou
z podmı́nek

u′(x−0 ) = u′(x+
0 ) = 0 (1.15)

nebo
v′(x−0 ) = v′(x+

0 ) = 0 (1.16)

a umožńıme zároveň nespojitost př́ıslušné funkce v bodě x0.
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Poznámka 5 Podmı́nky (1.15), (1.16) jsou lineárńı. Přenásobeńı řešeńı libovolnou reá-
lnou konstantou nezměńı nulovost derivaćı a tedy libovolný násobek řešeńı bude opět
řešeńım stejné úlohy.

Definice 4 Dvojici funkćı (u, v), která splňuje (1.15) a

u ∈ C2(0, x0) ∩ C2(x0, `),

v ∈ C2(0, `),

a která řeš́ı systém (1.12) s podmı́nkami (1.9) budeme nazývat řešeńı úlohy s podmı́n-
kou pro derivaci u.

Dvojici funkćı u, v, která splňuje (1.16) a

u ∈ C2(0, `),

v ∈ C2(0, x0) ∩ C2(x0, `),

a která řeš́ı systém (1.12) s podmı́nkami (1.9) budeme nazývat řešeńı úlohy s podmı́n-
kou pro derivaci v.

Poznámka 6 Všimněme si, že řešeńı úlohy s podmı́nkou pro derivaci nemuśı být spojité
v bodě x0.

Poznámka 7 V celé práci budeme hledat souvislé množiny kritických bod̊u a až na jednu
výjimku na vybrané př́ımce se nebudeme zabývat singulárńımi př́ıpady, kde množinou
kritických bod̊u jsou izolované body.

Většina graf̊u v práci je vykreslena pomoćı programu Octave 5.1.0. V jedné sekci
kapitoly shrnut́ı jsou pro porovnáńı použity i grafy z programu AUTO. Ve všech obrázćıch
v návaznosti na Pavla Koubu [1] a Moniku Pšenicovou [2] uvažujeme matici

B =

(
1 −2
2 −2

)
.

Ve všech numerických výpočtech uvažujeme ` = π. Polohu překážky x0 budeme měnit.

Často budeme v práci využ́ıvat koeficienty

A,B,C,D,AL, BL, CL, DL, AP , BP , CP , DP .

Nebudeme to u všech výraz̊u zmiňovat, ale vždy předpokládáme, že jde o reálné koefici-
enty.
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Kapitola 2

Př́ıprava výpočt̊u
Co se nám bude hodit

2.1 Úloha čtvrtého řádu

Obdobně jako Pavel Kouba [1] a Monika Pšenicová [2] budeme kritické body a řešeńı
systémů hledat převedeńım soustavy dvou diferenciálńıch rovnic druhého řádu na jednu
rovnici čtvrtého řádu. Řešeńı této rovnice pak budeme hledat ve tvaru erx. Z druhé
rovnice soustavy (1.6) si vyjádř́ıme funkci

u(x) = −b22v(x) + d2v
′′(x)

b21

. (2.1)

Dosazeńım do prvńı rovnice soustavy źıskáme diferenciálńı rovnici čtvrtého řádu. Tu
ještě vynásob́ıme nenulovým č́ıslem −b21

d1d2v
′′′′(x) + (b11d2 + b22d1)v′′(x) + det(B)v(x) = 0. (2.2)

Odpov́ıdaj́ıćı charakteristická rovnice má tvar

d1d2r
4 + (b11d2 + b22d1)r2 + det(B) = 0, r ∈ C.

Provedeme substituci r2 = ω a vyřeš́ıme kvadratickou rovnici

d1d2ω
2 + (b11d2 + b22d1)ω + det(B) = 0,

jej́ıž kořeny jsou

ω1,2 =
−(b11d2 + b22d1)±

√
(b11d2 + b22d1)2 − 4d1d2det(B)

2d1d2

. (2.3)

Následně źıskáme obecně komplexńı kořeny p̊uvodńı charakteristické rovnice v podobě

r1 =
√
ω1,

r2 =
√
ω2,

r3 = −
√
ω1 = −r1,

r4 = −
√
ω2 = −r2.

(2.4)

Mějme na paměti, že všechny tyto kořeny záviśı na dvojici parametr̊u

(d1, d2) ∈ R2
+.
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Pomoćı (2.1) také ztransformujeme z (1.9) podmı́nky pro funkci u na tvar

u′(0) = −b22v
′(0) + d2v

′′′(0)

b21

= 0,

u′(`) = −b22v
′(`) + d2v

′′′(`)

b21

= 0.

Protože podle (1.9) je v′(0) = v′(`) = 0, muśı také platit v′′′(0) = v′′′(`) = 0. Dohromady
ztransformované podmı́nky pro úlohu bez překážky maj́ı tvar

v′(0) = v′(`) = v′′′(0) = v′′′(`) = 0. (2.5)

Budeme odlǐsovat dva př́ıpady.

1. √
(b11d2 + b22d1)2 − 4d1d2det(B) 6= 0 (2.6)

V tomto př́ıpadě ω1 6= ω2. Zvoĺıme komplexńı fundamentálńı systém

{er1x, e−r1x, er2x, e−r2x}. (2.7)

2. √
(b11d2 + b22d1)2 − 4d1d2det(B) = 0 (2.8)

Zde plat́ı ω1 = ω2.
Pro tento př́ıpad můžeme zvolit fundamentálńı systém

{er1x, xer1x, e−r1x, xe−r1x}. (2.9)

Lze ukázat, že dvojice parametr̊u (d1, d2), pro které plat́ı (2.8), lež́ı na dvou př́ımkách
s kladnou směrnićı [1, str. 25]. Tyto př́ımky maj́ı tvar

d1,2
2 =

b11b22 − 2b12b21 ± 2
√
−b12b21det(B)

b2
11

d1 (2.10)

a rozděluj́ı prvńı kvadrant na tři sektory (Obr. 2.1).

Poznámka 8 Protože tato dvojice př́ımek má v rovině (d1, d2) mı́ru 0, nebudeme
se t́ımto př́ıpadem podrobně zabývat. Nicméně v př́ıpadě systému bez překážky si
ukážeme kritické body i na těchto př́ımkách.

Z práce Pavla Kouby [1, str.27] také známe vztahy mezi sektory a ω1, ω2.
V Sektoru I jsou ω1,2 ∈ R−
V Sektoru II jsou ω1,2 ∈ C
V Sektoru III jsou ω1,2 ∈ R+.

Značeńı 2 Pro zjednodušeńı výpočt̊u zavedeme podobně jako Monika Pšenicová [2, str.
11] funkce:

C1(x) = er1x + e−r1x,

C2(x) = er2x + e−r2x,
(2.11)
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Obrázek 2.1: Schéma sektor̊u.

Tyto funkce budeme souhrnně označovat funkce
”

C“. Od Moniky Pšenicové také převez-
meme funkce

S1(x) = er1x − e−r1x,
S2(x) = er2x − e−r2x,

(2.12)

které označ́ıme funkce
”

S“. Nakonec budeme použ́ıvat i

R1 =

(
r2

1 +
b22

d2

)
,

R2 =

(
r2

2 +
b22

d2

)
.

(2.13)

Těmto funkćım budeme ř́ıkat funkce
”

R“.

Poznámka 9 Pamatujme, že všechny výše uvedené výše funkce záviśı na parametrech
difúze (d1, d2) skrze funkce r1(d1, d2), r2(d1, d2).

2.2 Vlastnosti funkćı
”

R“ a kořen̊u charakteristické

rovnice

Věta 1 Pro funkce
”

R“ plat́ı

Ri 6= 0, pro i ∈ {1, 2}. (2.14)

Důkaz: Větu dokážeme sporem. Poč́ıtejme:

Ri = 0 ⇐⇒ ωi = r2
i = −b22

d2

,

ω1 =
−(b11d2 + b22d1) +

√
(b11d2 + b22d1)2 − 4d1d2det(B)

2d1d2

,

ω2 =
−(b11d2 + b22d1)−

√
(b11d2 + b22d1)2 − 4d1d2det(B)

2d1d2

,

−(b11d2 + b22d1)±
√

(b11d2 + b22d1)2 − 4d1d2det(B)

2d1d2

= −b22

d2

.
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Rovnost vynásob́ıme nenulovým č́ıslem 2d1d2 a dále uprav́ıme

− (b11d2 − b22d1)±
√

(b11d2 + b22d1)2 − 4d1d2det(B) = 0,

− (b11d2 − b22d1)±
√

(b11d2 − b22d1)2 + 4d1d2(b12b21) = 0,

±
√

(b11d2 − b22d1)2 + 4d1d2(b12b21) = (b11d2 − b22d1).

Tato rovnost plat́ı pro jedno ze znamének, právě když 4d1d2b12b21 = 0. Jenže to z předpo-
klad̊u (1.7) a (d1, d2) ∈ R2

+ neplat́ı nikdy. Dokázali jsme že R1 6= 0 a R2 6= 0 pro všechna
(d1, d2) ∈ R2

+.

�

Věta 2 Pro kořeny charakteristické rovnice plat́ı:

ri 6= 0, pro i ∈ {1, 2}. (2.15)

Důkaz: Tyto nerovnosti ukážeme zcela analogicky d̊ukazu Věty 2.1. Předpokládejme
ri = 0. Vı́me, že ri = 0 ⇐⇒ ωi = 0. Z toho máme

ωi =
−(b11d2 + b22d1)±

√
(b11d2 + b22d1)2 − 4d1d2det(B)

2d1d2

= 0,

− (b11d2 + b22d1)±
√

(b11d2 + b22d1)2 − 4d1d2det(B) = 0,

±
√

(b11d2 + b22d1)2 − 4d1d2det(B) = (b11d2 + b22d1).

(2.16)

Rovnost nastane pro jedno ze znamének, právě tehdy když 4d1d2det(B) = 0. To je ale
ve sporu s předpoklady det(B) > 0 a (d1, d2) ∈ R2

+. Proto r1 6= 0 a r2 6= 0 pro všechna
(d1, d2) ∈ R2

+.

�

2.3 Vlastnosti funkćı
”

C“

V této sekci budeme zkoumat vlastnosti funkćı

C1(x0) = er1x0 + e−r1x0 ,

C1(`− x0) = er1(`−x0) + e−r1(`−x0),

C2(x0) = er2x0 + e−r2x0 ,

C2(`− x0) = er2(`−x0) + e−r2(`−x0).

(2.17)

V některých situaćıch budeme hledat řešeńı našich okrajových úloh v závislosti na nu-
lovosti těchto čtyř funkćı. Připomeňme, že i tyto funkce jsou závislé na hodnotách r1, r2

a tedy i na parametrech d1, d2. Z Koubovy práce [1, Sekce 2.6, str. 5-16 ] v́ıme, že
pro př́ıpad (2.6) jsou množiny dvojic (d1, d2), které splňuj́ı následuj́ıćı dvojice rovnost́ı,
izolované body

C1(x0) = 0 a současně C2(x0) = 0,

C1(x0) = 0 a současně C2(`− x0) = 0,

C1(`− x0) = 0 a současně C2(x0) = 0,

C1(`− x0) = 0 a současně C2(`− x0) = 0.

(2.18)
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Ze stejné sekce Koubovy práce [1, str. 13, 14, Tvrzeńı 2.6.11 ] také v́ıme, že pokud
C1(x0) = C1(`−x0) = 0, pak S1(`) = 0. Analogicky, pokud C2(x0) = C2(`−x0) = 0, pak
S2(`) = 0. Množina bod̊u d = (d1, d2) ∈ R2

+, které splňuj́ı tyto rovnosti, je sjednoceńım
hyperbol

Hn =

{
(d1, d2) ∈ R2

+| d2 =
det(B)− κnd1b22

b11κn − d1κ2
n

}
, κn =

(nπ
`

)2

, n ∈ N, (2.19)

kde j, k, n ∈ N splňuj́ı

x0 =
(2k − 1)`

2(j + k − 1)
,

n = j + k − 1.

(2.20)

Je d̊uležité si všimnout, že S1(`) = 0 plat́ı vždy pouze pro část hyperboly Hn pod bodem
dotyku této hyperboly s hranićı sektor̊u I a II. Pro část hyperboly nad t́ımto bodem
plat́ı S2(`) = 0. Obě části lze vidět na Obr. 2.4. Pokud vyjádřeńı (2.20) neexistuje
pro žádné j, k, n, pak neexistuje bod, ve kterém by platilo C1(x0) = C1(` − x0) = 0
nebo C2(x0) = C2(`− x0) = 0.

Vše shrnuje Obr. 2.2. Všimněme si, že zelené a červené (nebo modré a azurové) křivky
se neprot́ınaj́ı v žádném bodě. Pokud bychom ale měli překážku v bodě, který lze vyjádřit
jako (2.20), pak by se některé ze zelených křivek shodovaly s červenými a na ně navazuj́ıćı
tmavě modré a azurové křivky by se také shodovaly. Dále můžeme vidět hladký přechod
mezi křivkami C1(x0) = 0 a C2(x0) = 0 (a také C1(`− x0) = 0 a C2(`− x0) = 0). Bod,
kde se toto stane lež́ı na hranici sektor̊u I a II. V tomto bodě plat́ı ω1 = ω2 a tedy
r1 = r2, což je př́ıpad (2.8)
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Obrázek 2.2: Vztahy mezi funkcemi
”

C“. Zelená křivka reprezentuje funkci C1(x0) = 0. Červená odpov́ıdá funkci
C1(`−x0) = 0. Azurová funkci C2(x0) = 0 a tmavě modrá funkci C2(`−x0) = 0. Křivky se prot́ınaj́ı pouze v izolovaných
bodech. Tento obrázek je vykreslen pro ` = π a x0 = 2

3
π. Pro takové x0 nenajdeme vyjádřeńı (2.20).
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2.4 Vlastnosti funkćı
”

S“

Ukažme si podobné vlastnosti i pro funkce

S1(x0) = er1x0 − e−r1x0 ,
S1(`− x0) = er1(`−x0) − e−r1(`−x0),

S2(x0) = er2x0 − e−r2x0 ,
S2(`− x0) = er2(`−x0) − e−r2(`−x0).

(2.21)

Poznámka 10 Množiny bod̊u (d1, d2) ∈ R2
+, ve kterých plat́ı jedna z následuj́ıćıh čtyř

dvojic rovnost́ı jsou množiny izolovaných bod̊u

S1(x0) = 0 a současně S2(x0) = 0,

S1(x0) = 0 a současně S2(`− x0) = 0,

S1(`− x0) = 0 a současně S2(x0) = 0,

S1(`− x0) = 0 a současně S2(`− x0) = 0.

Tuto vlastnost m̊užeme pozorovat z Obr. 2.3 a Obr.2.4.

Věta 3 Jestlǐze plat́ı současně rovnosti S1(x0) = 0 a S1(`−x0) = 0, pak plat́ı S1(`) = 0.
Jestlǐze plat́ı současně rovnosti S2(x0) = 0 a S2(`− x0) = 0, pak plat́ı S2(`) = 0.

Důkaz: Rovnosti S1(x0) = 0 a S1(`− x0) = 0 můžeme ekvivalentně přepsat jako:

r1 =
nπ

x0

i, n ∈ N,

r1 =
mπ

`− x0

i, m ∈ N.

Dejme dohromady obě vyjádřeńı

nπ

x0

i =
mπ

`− x0

i,

n(`− x0) = mx0,

x0 =
n`

m+ n
. (2.22)

Dosad́ıme zpátky a označ́ıme m+ n = k

r1 =
nπ
n`
m+n

i =
kπ

`
i. (2.23)

Pavel Kouba [1, Tvrzeńı 2.6.1, str. 6 ] ukázal, že tato rovnost plat́ı, právě když S1(`) = 0.
Důkaz druhé části je analogický.

�

Poznámka 11 Podle Pavla Kouby [1, Tvrzeńı 2.6.4, str. 9] lež́ı body splňuj́ıćı S1(`) = 0
na hyperbolách

Hk =

{
(d1, d2)|d2 =

det(B)− κkd1b22

b11κk − d1κ2
k

}
, κk =

(
kπ

`

)2

. (2.24)

11



Aby nav́ıc platilo S1(x0) = 0 a S1(`−x0) = 0, potřebujeme k,m, n ∈ N splňuj́ıćı k = m+n
a x0 = n`

m+n
, pokud takové vyjádřeńı existuje. Všimněme si, že hyperboly (2.19) a (2.24)

se lǐśı pouze vyjádřeńım koeficientu k. Hyperboly (2.24) lze podobně jako v předchoźı sekci
rozdělit na 2 části (Obr.2.4) a to na části pod a nad bodem dotyku př́ıslušné hyperboly
s hranićı sektor̊u I a II.

Pavel Kouba [1, str. 13, Tvrzeńı 2.6.10 ] také ukazuje následuj́ıćı větu:

Věta 4 Rovnosti C1(`) = 0 a S1(`) = 0 nem̊užou platit současně.

Důkaz: Rozepǐsme a upravme obě rovnosti:

0 = S1(`) = er1` − e−r1` ⇐⇒ e2r1` = 1,

0 = C1(`) = er1` + e−r1` ⇐⇒ e2r1` = −1.

Vid́ıme, že nemůžou nastat obě rovnosti zároveň.

�

Poznámka 12 Analogická věta plat́ı i pro dvojice funkćı

C2(`) a S2(`),

C1(x0) a S1(x0),

C2(x0) a S2(x0).

Na Obr. 2.3 můžeme pozorovat vztahy mezi funkcemi
”

S“. Zvolili jsme x0 = 3
4
π. Tento

zlomek určitě můžeme vyjádřit jako (2.22). Jedńım takovým vyjádřeńım je m = 1, n = 3.
Některé hyperboly jsou tedy totožné. Tyto splývaj́ıćı hyperboly tvoř́ı právě množinu
hyperbol Hk z Poznámky 11, kde k = m+n splňuje (2.22). To ale z obrázku nepoznáme.
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Obrázek 2.3: Vztahy mezi funkcemi
”
S“. Kořeny (d1, d2) ∈ R2

+ funkce S1(x0) jsou zobrazeny zeleně. Kořeny

funkce S1(`− x0) červeně, S2(x0) azurově a S2(`− x0) tmavě modře. Obrázek je vykreslený pro ` = π a x0 = 3
4
π.
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Obrázek 2.4: Hyperbola H2. Bod, kde se tato hyperbola dotkne hranice sektor̊u I a II rozděluje hyperbolu na dvě
části. Vlevo od tohoto bodu jde o množinu bod̊u, kde plat́ı S1(`) = 0. Vpravo od tohoto bodu plat́ı S2(`) = 0. Na hranici
sektor̊u plat́ı ω1 = ω2.
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Kapitola 3

Systém s překážkou pro u
Hraboši maj́ı kde bydlet

Přestože chceme řešit úlohu s překážkou, měli bychom zač́ıt úlohou bez překážky. Tato
řešeńı se nám v daľśım postupu budou hodit.

3.1 Systém bez překážky

3.1.1 Nenulový diskriminant charakteristické rovnice

Pavel Kouba [1, str. 8-11 ] i Monika Pšenicová [2, str. 8-9 ] ve svých pracech ukázali, že
pro úlohu bez překážky a př́ıpad (2.6), najdeme množiny kritických bod̊u

Hn =

{
(d1, d2) ∈ R2

+|d2 =
det(B)− κnd1b22

b11κn − d1κ2
n

}
, κn =

(nπ
`

)2

, n ∈ N. (3.1)

Jde o stejný tvar hyperbol jako v (2.19) a (2.24), rozd́ıl je pouze v koeficientu n, zde
je n libovolné přirozené. Připomeňme si znovu, že hyperboly Hn se skládaj́ı z kořen̊u
(d1, d2) ∈ R2

+ funkćı S1(`) a S2(`). Máme 3 možnosti pro tyto kořeny. Jestliže plat́ı
S1(`) = 0 a S2(`) 6= 0, je př́ıslušné netriviálńı řešeńı tvaru

u(x) = AC1(x),

v(x) = A
b11 − d1κn

b12

C1(x),
A ∈ R. (3.2)

Pokud plat́ı S1(`) 6= 0 a S2(`) = 0, řešeńı je tvaru

u(x) = CC2(x),

v(x) = C
b11 − d1κn

b12

C2(x),
C ∈ R. (3.3)

Je třeba poznamenat, že každá hyperbolaHn se v jednom bodě dotýká hranice sektor̊u

I a II, tedy na př́ımce d2 =
b11b22−2b12b21+2

√
−b12b21det(B)

b211
d1. V těchto izolovaných bodech

muśıme použ́ıt fundamentálńı systém z př́ıpadu (2.8). Budeme se t́ımto př́ıpadem zabývat
v Sekci 3.1.2. Pokud se nenacháźıme na hranici sektor̊u a plat́ı obě rovnosti S1(`) = 0
a S2(`) = 0, nacháźıme se v pr̊useč́ıkách hyperbol uvnitř sektoru I. Řešeńı má v těchto
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Obrázek 3.1: Hyperboly. Červené křivky levého obrázku jsou kritické body, ve kterých plat́ı S1(`) = 0. V modrých
bodech plat́ı S2(`) = 0. Dohromady tyto křivky tvoř́ı hyperboly Hn, které jsou v menš́ım měř́ıtku na pravém obrázku.
Na pravém obrázku je vykresleno pro přehlednost pouze prvńıch 6 hyperbol.

bodech tvar
u(x) = AC1(x) + CC2(x),

v(x) =
b11 − d1κn

b12

(AC1(x) + CC2(x)) ,
A, C ∈ R. (3.4)

Poznámka 13 Ve všech př́ıpadech plat́ı v(x) = α(d1, n)u(x), kde α(d1, n) > 0

Značeńı 3 Každá hyperbola Hn (3.1) se na nějaké své části nacháźı vpravo od všech
ostatńıch hyperbol Hn. Sjednoceńı všech těchto část́ı hyperbol budeme nazývat Obálka
hyperbol.

Poznámka 14 Alan Turing [3] ukázal, že obálka hyperbol je právě hranićı mezi oblast́ı
stability a nestability konstantńıho řešeńı (ū, v̄).

3.1.2 Nulový diskriminant charakteristické rovnice

Pod́ıvejme se nejdř́ıve na př́ıpad (2.8), kterému věnujeme celou Sekci 3.1.2. S parametry
difúze se tedy omezujeme pouze na př́ımky (2.10). Vyjděme z rovnost́ı (2.3) a (2.4).
Pro nulový diskriminant charakteristické rovnice plat́ı r1 = r2. Řešeńı v(x) očekáváme
ve tvaru

v(x) = Aer1x +Bxer1x + Ce−r1x +Dxe−r1x, (3.5)

kde A,B,C,D jsou reálné koeficienty. V podmı́nkách (2.5) poč́ıtáme s derivacemi třet́ıho
řádu

v′(x) = Ar1e
r1x +B(er1x + xr1e

r1x)− Cr1e
−r1x +D(e−r1x − xr1e

−r1x),

v′′(x) = Ar2
1e
r1x +Br1((2er1x + xr1e

r1x)) + Cr2
1e
−r1x −Dr1((2e−r1x − xr1e

−r1x)),

v′′′(x) = Ar3
1e
r1x +Br2

1(3er1x + xr1e
r1x)− Cr3

1e
−r1x +Dr2

1((3e−r1x − xr1e
−r1x)).

(3.6)

Po dosazeńı do podmı́nek (2.5) źıskáme

(A− C)r1 +B +D = 0,

(A− C)r3
1 + 3(B +D)r2

1 = 0,

Ar1e
r1` +B(er1` + `r1e

r1`)− Cr1e
−r1` +D(e−r1` − `r1e

−r1`) = 0,

Ar3
1e
r1` +Br2

1(3er1` + `r1e
r1`)− Cr3

1e
−r1` +Dr2

1(3e−r1` − `r1e
−r1`) = 0.

(3.7)
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Z prvńıch dvou rovnic si můžeme vyjádřit podmı́nky v maticovém tvaru(
r1 1
r3

1 3r2
1

)(
A− C
B +D

)
=

(
0
0

)
. (3.8)

Determinant matice
(
r1 1
r31 3r21

)
je roven 2r3

1. Z Věty 2 v́ıme, že r1 nikdy neńı rovno nule.

Máme tedy nenulový determinant a jediné řešeńı této soustavy je nulové řešeńı. Muśı
tedy platit

A = C,

B = −D.
(3.9)

Z toho si můžeme upravit druhou dvojici podmı́nek. Nav́ıc posledńı podmı́nku (3.7)
můžeme vydělit nenulovým č́ıslem r2

1

Ar1S1(`) +B[(1 + `r1)er1` − (1− `r1)e−r1`] = 0,

Ar1S1(`) +B[(3 + `r1)er1` − (3− `r1)e−r1`] = 0.
(3.10)

Tuto soustavu budeme řešit sč́ıtaćı metodou. K druhému řádku přičteme (−1)násobek
řádku prvńıho

2BS1(`) = 0. (3.11)

Pokud S1(`) 6= 0, pak bychom źıskali pouze nulové koeficienty A,B. Takové řešeńı ne-
chceme. Muśı tedy být

S1(`) = 0.

To plat́ı právě, když

ω1 = −
(nπ
`

)2

, n ∈ N,

jak ukázal Pavel Kouba [1, str. 6, Tvrzeńı 2.6.1 ]. Pokud B 6= 0, potom z (3.10) muśı
platit

(1 + `r1)er1` − (1− `r1)e−r1` = 0.

To ještě můžeme přepsat jako

S1(`) + `r1C1(`) = 0.

Protože r1 6= 0, ` 6= 0, S1(`) = 0, źıskáváme

C1(`) = 0.

Z Věty 4 ale v́ıme, že nemůžou nastat obě rovnosti zároveň. Muśı tedy platit B = 0
a z (3.9) i D = 0.

Zbývá tedy určit koeficienty A a C. Připoměňme, že uvažujeme př́ıpad (2.8). Z (2.3)
a (3.11) plyne

b11d2 + b22d1

2d1d2

=
(nπ
`

)2

, (3.12)

odkud vyjádř́ıme d2 explicitně:(
2d1

(nπ
`

)2

− b11

)
d2 = b22d1.
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Je-li výraz v závorce nulový, nenajdeme žádné d1 > 0 splňuj́ıćı b22d1 = 0. Proto muśı
být (

2d1

(nπ
`

)2

− b11

)
6= 0

a tedy

d2 =
b22d1

2d1

(
nπ
`

)2 − b11

. (3.13)

Dosad́ıme za d2 vyjádřeńı (2.10)

b11b22 − 2b12b21 ± 2
√
−b12b21det(B)

b2
11

d1 =
b22d1

2d1

(
nπ
`

)2 − b11

.

Protože d2 6= 0, můžeme vyjádřit d1 explicitně

d1 =
1

2

(
b2

11b22

b11b22 − 2b12b21 ± 2
√
−b12b21det(B)

+ b11

)(
`

nπ

)2

. (3.14)

Źıskali jsme dvě množiny izolovaných kritických bod̊u (d1, d2), kde

d1 =
1

2

(
b2

11b22

b11b22 − 2b12b21 ± 2
√
−b12b21det(B)

+ b11

)(
`

nπ

)2

,

d2 =

b22

(
1
2

(
b211b22

b11b22−2b12b21±2
√
−b12b21det(B)

+ b11

)(
`
nπ

)2
)

(
b211b22

b11b22−2b12b21±2
√
−b12b21det(B)

) .

(3.15)

Pod́ıvejme se podrobněji na znaménka těchto izolovaných bod̊u. Vyjdeme z vyjádřeńı
(3.14).

d1 =
1

2

(
b2

11b22

b11b22 − 2b12b21 ± 2
√
−b12b21det(B)

+ b11

)(
`

nπ

)2

,

2d1

b11

(nπ
`

)2

=

(
2b11b22 − 2b12b21 ± 2

√
−b12b21det(B)

b11b22 − 2b12b21 ± 2
√
−b12b21det(B)

)
,

2d1

b11

(nπ
`

)2

= 2
√
det(B)

( √
det(B)±

√
−b12b21

det(B)± 2
√
−b12b21det(B)− b12b21

)
,

2d1

b11

(nπ
`

)2

= 2
√
det(B)

 √
det(B)±

√
−b12b21(√

det(B)±
√
−b12b21

)2

 ,

A protože

det(B) = b11b22 − b12b21 < −b12b21,

plat́ı také √
det(B) <

√
−b12b21.

Pokud tedy uvažujeme př́ıpad

d1 =
1

2

(
b2

11b22

b11b22 − 2b12b21 − 2
√
−b12b21det(B)

+ b11

)(
`

nπ

)2

,
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źıskáme záporné parametry d1, které ale nechceme. Proto uvažujme pouze množinu kri-
tických bod̊u, pro které plat́ı

d1 =
1

2

(
b2

11b22

b11b22 − 2b12b21 + 2
√
−b12b21det(B)

+ b11

)(
`

nπ

)2

,

d2 =

b22

(
1
2

(
b211b22

b11b22−2b12b21+2
√
−b12b21det(B)

+ b11

)(
`
nπ

)2
)

(
b211b22

b11b22−2b12b21+2
√
−b12b21det(B)

) .

(3.16)

Pro tyto kritické body existuje řešeńı ve tvaru (3.5), kde A = C,B = D = 0:

v(x) = AC1(x),

u(x) = −b22AC1(x) + d2Ar
2
1C1(x)

b21

= −AC1(x)

(
b22 + d2r

2
1

b21

)
.

(3.17)

0 0.1 0.2 0.3 0.4
0

1

2

3

4

5

d1

d2

-3 -2 -1 0 1

-1

0

1

2

3

4

5

d1

d2

Obrázek 3.2: Izolované kritické body na hranici sektor̊u I a II. Body označené červenými kř́ı̌zky jsou kritické
body. Modré křivky splňuj́ı (3.13). Zelené křivky jsou hyperboly (3.1). M̊užeme si všimnout, že každý kritický bod lež́ı
v pr̊uniku všech tř́ı typ̊u křivek. Pro přehlednost je vykreslený jen malý počet hyperbol. Na pravém obrázku vykreslujeme
situaci i pro záporné hodnoty parametr̊u d1, d2, které ovšem pro difúzńı rovnici nedávaj́ı smysl.

3.2 Systém s překážkou

Analogicky k postupu Pavla Kouby [1], který rozeb́ırá úlohu s překážkou pro v, se bu-
deme zabývat úlohou s překážkou pro u pro př́ıpad (2.6). Protože situace (2.6) nenastává
pouze pro dvojici př́ımek (2.10), je pro představu, jak vypadá množina kritických bod̊u,
dostačuj́ıćı. Dovoĺıme, aby podmı́nka (1.10) zp̊usobila nediferencovatelnost funkce u
v bodě x0

u ∈ C2(0, x0) ∩ C2(x0, `) ∩ C([0, `])

v ∈ C2(0, `).
(3.18)

Pokud řešeńı u nebude hladké v bodě x0 muśı nutně platit u(x0) = 0, jak jsme zmı́nili
v Poznámce 2 v úvodńı kapitole. Pro funkci v bude stále platit v ∈ C2([0, `]). Rozdělme
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interval (0, `) na podintervaly (0, x0) a (x0, `) a označme uL, vL řešeńı na intervalu (0, x0)
a uP , vP řešeńı na intervalu (x0, `).Budeme tedy řešit úlohu s překážkou pro u ve tvaru:

d1u
′′(x) + b11u(x) + b12v(x) = 0,

d2v
′′(x) + b21u(x) + b22v(x) = 0,

x ∈ (0, x0) a x ∈ (x0, `)

u′(0) = 0,

u′(`) = 0,

v′(0) = 0,

v′(`) = 0,

u(x0) = 0.

(3.19)

Uvažujeme tedy systémy (1.12). Z vlastnost́ı (3.18) funkćı u, v źıskáme podmı́nky

u′L(0) = v′L(0) = u′P (`) = v′P (`) = 0,

uL(x−0 ) = uP (x+
0 ) = 0,

vL(x−0 ) = vP (x+
0 ),

v′L(x−0 ) = v′P (x+
0 ).

(3.20)

Soustavu rovnic na jednotlivých intervalech převedeme na rovnice čtvrtého řádu a ztrans-
formujeme podmı́nky (3.20) (analogicky k (2.2) a (2.5))

uL(x) = −b22vL(x) + d2v
′′
L(x)

b21

,

uP (x) = −b22vP (x) + d2v
′′
P (x)

b21

,

(3.21)

d1d2v
′′′′
L (x) + (b11d2 + b22d1)v′′L(x) + det(B)vL(x) = 0, x ∈ (0, x0),

d1d2v
′′′′
P (x) + (b11d2 + b22d1)v′′P (x) + det(B)vP (x) = 0, x ∈ (x0, `),

(3.22)

v′′′L (0) = v′L(0) = v′′′P (`) = v′P (`) = 0,

v′′L(x−0 ) = −b22vL(x−0 )

d2

,

v′′P (x+
0 ) = −b22vP (x+

0 )

d2

,

vL(x−0 ) = vP (x+
0 ),

v′L(x−0 ) = v′P (x+
0 ).

(3.23)

Aby se řešeńı lépe poč́ıtalo, budeme ho hledat ve tvaru

vL(x) = erx a vP (x) = er(`−x).

Charakteristická rovnice bude pro obě rovnice stejná. Fundamentálńı systémy budou mı́t
tvar

FSL = {er1x, e−r1x, er2x, e−r2x},
FSP = {er1(`−x), e−r1(`−x), er2(`−x), e−r2(`−x)}.

(3.24)

Samotná řešeńı tedy hledáme ve tvaru

vL(x) = ALe
r1x +BLe

−r1x + CLe
r2x +DLe

−r2x,

vP (x) = AP e
r1(`−x) +BP e

−r1(`−x) + CP e
r2(`−x) +DP e

−r2(`−x),
(3.25)
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kde AL až DP ∈ R. V podmı́nkách jsou derivace až do řádu 3

v′L(x) = ALr1e
r1x −BLr1e

−r1x + CLr2e
r2x −DLr2e

−r2x,

v′P (x) = −AP r1e
r1(`−x) +BP r1e

−r1(`−x) − CP r2e
r2(`−x) +DP r2e

−r2(`−x),

v′′L(x) = ALr
2
1e
r1x +BLr

2
1e
−r1x + CLr

2
2e
r2x +DLr

2
2e
−r2x,

v′′P (x) = AP r
2
1e
r1(`−x) +BP r

2
1e
−r1(`−x) + CP r

2
2e
r2(`−x) +DP r

2
2e
−r2(`−x),

v′′′L (x) = ALr
3
1e
r1x −BLr

3
1e
−r1x + CLr

3
2e
r2x −DLr

3
2e
−r2x,

v′′′P (x) = −AP r3
1e
r1(`−x) +BP r

3
1e
−r1(`−x) − CP r3

2e
r2(`−x) +DP r

3
2e
−r2(`−x).

(3.26)

Dosad́ıme je nyńı do čtyř okrajových podmı́nek (3.23) a dostaneme soustavu

ALr
3
1 −BLr

3
1 + CLr

3
2 −DLr

3
2 = 0,

ALr1 −BLr1 + CLr2 −DLr2 = 0,

AP r
3
1 −BP r

3
1 + CP r

3
2 −DP r

3
2 = 0,

AP r1 −BP r1 + CP r2 −DP r2 = 0.

(3.27)

Tu přeṕı̌seme do maticové formy(
r1 r2

r3
1 r3

2

)(
AL −BL

CL −DL

)
= 0,

(
r1 r2

r3
1 r3

2

)(
AP −BP

CP −DP

)
= 0.

Tyto dvě soustavy se stejnou matićı R =
(
r1 r2
r31 r

3
2

)
maj́ı nenulová řešeńı, právě tehdy když

jej́ı determinant je nulový

det(R) = r1r2(ω2 − ω1).

Vı́me, že r1 ani r2 nejsou nulová (Věta 2) a protože řeš́ıme př́ıpad (2.6), je det(R)
nenulový. Muśı tedy platit

AL = BL,

CL = DL,

AP = BP ,

CP = DP .

(3.28)

Vyjádř́ıme zbylé čtyři přechodové podmı́nky (3.23) a nav́ıc využijeme předcházej́ıćıch
rovnost́ı (3.28). Dostaneme homogenńı soustavu čtyř rovnic pro neznámé AL, CL, AP , CP .

ALR1C1(x0) + CLR2C2(x0) = 0,

APR1C1(`− x0) + CPR2C2(`− x0) = 0,

ALr1S1(x0) + CLr2S2(x0) + AP r1S1(`− x0) + CP r2S2(`− x0) = 0,

ALC1(x0) + CLC2(x0)− APC1(`− x0)− CPC2(`− x0) = 0,

(3.29)

což lze maticově zapsat jako M~α = ~o, kde ~α = (AL, AP , CL, CP )T ∈ R4 a ~o je nulový
vektor. Protože hledáme netriviálńı řešeńı, budeme zjǐst’ovat, kdy je determinant matice
M nulový.
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K výpočtu determinantu použijeme postupně pro matici 4 × 4 i pro matice 3 × 3
Laplace̊uv rozvoj podle prvńıho řádku

|M | =

∣∣∣∣∣∣∣∣
R1C1(x0) R2C2(x0) 0 0

0 0 R1C1(`− x0) R2C2(`− x0)
r1S1(x0) r2S2(x0) r1S1(`− x0) r2S2(`− x0)
C1(x0) C2(x0) −C1(`− x0) −C2(`− x0)

∣∣∣∣∣∣∣∣
= R1C1(x0)

∣∣∣∣∣∣
0 R1C1(`− x0) R2C2(`− x0)

r2S2(x0) r1S1(`− x0) r2S2(`− x0)
C2(x0) −C1(`− x0) −C2(`− x0)

∣∣∣∣∣∣
−R2C2(x0)

∣∣∣∣∣∣
0 R1C1(`− x0) R2C2(`− x0)

r1S1(x0) r1S1(`− x0) r2S2(`− x0)
C1(x0) −C1(`− x0) −C2(`− x0)

∣∣∣∣∣∣
= R1C1(x0)

(
(R2C2(`− x0))

∣∣∣∣r2S2(x0) r1S1(`− x0)
C2(x0) −C1(`− x0)

∣∣∣∣
−R1C1(`− x0)

∣∣∣∣r2S2(x0) r2S2(`− x0)
C2(x0) −C2(`− x0)

∣∣∣∣
)

−R2C2(x0)

(
(R2C2(`− x0))

∣∣∣∣r1S1(x0) r1S1(`− x0)
C1(x0) −C1(`− x0)

∣∣∣∣
−R1C1(`− x0)

∣∣∣∣r1S1(x0) r2S2(`− x0)
C1(x0) −C2(`− x0)

∣∣∣∣
)

= g1(d1, d2).

(3.30)

K výpočtu determinant̊u matic 2 × 2 lze použ́ıt Sarrusovo pravidlo. Pro přehlednost
uvedené výrazy ponecháme ve tvaru s determinanty. Hodnotu determinantu matice M
jsme označili jako g1(d1, d2), abychom zd̊uraznili jeho závislost na parametrech d1, d2.
Abychom mohli naj́ıt nenulové koeficienty ~α, potřebujeme d1, d2, pro která g1(d1, d2) = 0.
Př́ıslušnou matici soustavy M můžeme zapsat také blokově

M =


K1 K2 0 0
0 0 K3 K4

K5 K6 K7 K8

K9 K10 K11 K12

 . (3.31)

Potom plat́ı

g(d1, d2) = K1[K4(K6K11 −K10K7)−K3(K6K12 −K10K8)]

−K2[K4(K5K11 −K9K7)−K3(K5K12 −K9K8)].
(3.32)

Přepǐsme si rovnosti (3.29) ekvivalentně do tvaru

CLC2(x0) = −AL
R1

R2

C1(x0), (3.33)

CPC2(`− x0) = −AP
R1

R2

C1(`− x0), (3.34)

ALr1S1(x0) + CLr2S2(x0) + AP r1S1(`− x0) + CP r2S2(`− x0) = 0, (3.35)

ALC1(x0) = APC1(`− x0). (3.36)
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Chtěli bychom v ideálńım př́ıpadě vyjádřit všechny koeficienty jako násobky jednoho
z nich. K tomu ale muśıme ověřovat nenulovost dělitel̊u. Připomeňme, že jednotlivé
funkce záviśı na parametrech difúze. V následuj́ıćı úvaze zanedbáme př́ıpady, kdy jde
pouze o izolované body (d1, d2). Budeme se tedy zabývat př́ıpady, kdy

• plat́ı právě jedna z rovnost́ı
C1(x0) = 0,

C1(`− x0) = 0,

C2(x0) = 0,

C2(`− x0) = 0

(3.37)

• plat́ı Ci(x0) = Ci(`− x0) = 0, Cj(x0) 6= 0, Cj(`− x0) 6= 0, i, j ∈ {1, 2}, i 6= j

Poznámka 15 V tomto vyjádřeńı máme na mysli, že index i je právě jedna hod-
nota z množiny {1, 2} a index j je př́ıslušná druhá hodnota ze stejné množiny.
Pro každý index tedy uvažujeme pouze jednu hodnotu, ne obě zároveň.

• neplat́ı ani jedna rovnost́ı (3.37).

3.2.1 Plat́ı právě jedna z rovnost́ı

Tato sekce rozeb́ırá př́ıpady, kdy plat́ı právě jedna z rovnost́ı (3.37).
Z podmı́nek (3.28) a (3.33)–(3.36) můžeme spoč́ıtat, že pokud plat́ı právě jedna

z rovnost́ı C1(x0) = 0, C1(`−x0) = 0, C2(x0) = 0, C2(`−x0) = 0, pak vždycky najdeme
pouze triviálńı řešeńı. Tedy že všechny koeficienty AL až DP budou nulové.

Postup ukážeme pro př́ıpad C1(x0) = 0, ostatńı př́ıpady jsou analogické. Ve výpočtech
využ́ıváme poznatky z druhé kapitoly.

Postupně z podmı́nek (3.33), (3.36), (3.34) a (3.35) źıskáváme

CL = 0,

AP = 0,

CP = 0,

ALr1S1(x0) = 0.

Předpokládáme C1(x0) = 0 a proto z Poznámky 12 a Věty 4 S1(x0) 6= 0 a tedy AL = 0.
Našli jsme pouze triviálńı řešeńı. Neźıskali jsme v tomto př́ıpadě žádné kritické body.

3.2.2 Plat́ı právě dvě rovnosti

Uvažujeme situace, kdy

Ci(x0) = Ci(`− x0) = 0, Cj(x0) 6= 0, Cj(`− x0) 6= 0, (i, j) = (1, 2) nebo (2, 1)

Z Poznámky 12 a Věty 4 plyne, že Si(x0) 6= 0 a Si(`− x0) 6= 0.
Pro (i, j) = (1, 2) z podmı́nek (3.33)–(3.35) postupně źıskáme

CL = 0,

CP = 0,

ALr1S1(x0) + AP r1S1(`− x0) = 0. (3.38)
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Abychom našli netriviálńı řešeńı, potřebujeme aby alespoň jeden z člen̊u AL, AP byl ne-
nulový. Všimněme si, že r1S1(x0) i r1S1(`−x0) jsou nenulové výrazy. Pokud by tedy jeden
z člen̊u AL, AP byl nulový, pak by nutně z podmı́nky (3.38) byl nulový i druhý. Uvažujme

tedy AL 6= 0. Potom z podmı́nky (3.38) také v́ıme, že AP = − S1(x0)
S1(`−x0)

AL 6= 0. Máme

tedy splněné podmı́nky (3.28), (3.33)–(3.36) a tedy i (3.23). Postupným vyjádřeńım
jednotlivých koeficient̊u z (3.28),(3.33)–(3.36) můžeme určit řešeńı

vL = ALC1(x),

uL = −AL
b22 + d2r

2
1

b21

C1(x),

vP = −AL
S1(x0)

S1(`− x0)
C1(`− x),

uP = AL
S1(x0)

S1(`− x0)

b22 + d2r
2
1

b21

C1(`− x).

(3.39)

Poznámka 16 Všimněme si, že C ′1(x) = r1S1(x) a S ′1(x) = r1C1(x).

Můžeme tedy spoč́ıtat, že jednostranné derivace uL a uP v bodě x0 jsou rovny výrazu

−ALr1S1(x0)
(b22 + d2r

2)

b21

.

Protože řeš́ıme př́ıpad C1(x0) = C1(` − x0) = 0 a protože C ′′1 (x) = r2
1C1(x), plat́ı

u′′L(x0) = u′′P (x0) = 0. Źıskáváme, že u′′ ∈ C(0, `) a tedy u ∈ C2(0, `). Tento př́ıpad
je tedy speciálńım př́ıpadem úlohy bez překážky.

Stejným postupem pro (i, j) = (2, 1) bychom źıskali tvar řešeńı

vL = CLC2(x),

uL = −CL
b22 + d2r

2
2

b21

C2(x),

vP = −CL
S2(x0)

S2(`− x0)
C2(`− x),

uP = CL
S2(x0)

S2(`− x0)

b22 + d2r
2
2

b21

C2(`− x)

. (3.40)

I zde plat́ı v ∈ C2(0, `) a proto máme opět řešeńı úlohy bez překážky. Jak je popsáno
v sekci 2.3, řešeńı (3.39), (3.40) se vyskytuj́ı na př́ıslušných částech hyperbol Hn tvaru
(2.19), kde j, k, n ∈ N splňuj́ı (2.20). Konkrétně řešeńı (3.39) se vyskytuje vlevo od do-
tyku hyperboly s hranićı sektor̊u I a II a napravo od tohoto bodu dotyku jsou řešeńı
(3.40).

3.2.3 Neplat́ı ani jedna z rovnost́ı

Pod́ıvejme se, jak to je, pokud neplat́ı ani jedna z rovnost́ı C1(x0) = 0, C1(`− x0) = 0,
C2(x0) = 0, C2(`− x0) = 0. Z podmı́nky (3.33) vyjádř́ıme:

CL = −C1(x0)

C2(x0)

R1

R2

AL. (3.41)
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Z podmı́nky (3.34) máme:

CP = −C1(`− x0)

C2(`− x0)

R1

R2

AP . (3.42)

Z podmı́nky (3.36):

AP =
C1(x0)

C1(`− x0)
AL. (3.43)

Vrat’me se k determinantu (3.30) maticeM , který jsme vyjádřili funkćı g1(d1, d2). Hledané
kritické body odpov́ıdaj́ı bod̊um, pro které g1(d1, d2) = 0. Determinant matice soustavy
(3.30) je nulový, právě když některý z řádk̊u matice je lineárńı kombinaćı ostatńıch
řádk̊u. Podmı́nky (3.29) jsme ekvivalentńımi úpravami převedli na tvar (3.35), (3.41),
(3.42) a (3.43). Z toho plyne, že pokud se nacháźıme v kritickém bodě, podmı́nka (3.35)
je lineárńı kombinaćı podmı́nek (3.41), (3.42) a (3.43), ty jsou totiž lineárně nezávislé.
Źıskali jsme tedy vztahy mezi všemi hledanými koeficienty. Můžeme nyńı určit řešeńı

vL(x) = AL

(
C1(x)−

C1(x0)

C2(x0)

R1

R2
C2(x)

)
,

uL(x) = −AL

(
b22 + d2r

2
1

b21
C1(x)−

C1(x0)

C2(x0)

R1

R2

b22 + d2r
2
2

b21
C2(x)

)
,

vP (x) = AL
C1(x0)

C1(`− x0)

(
C1(`− x)− C1(`− x0)

C2(`− x0)

R1

R2
C2(`− x)

)
,

uP (x) = −AL
C1(x0)

C1(`− x0)

(
b22 + d2r

2
1

b21
C1(`− x)− C1(`− x0)

C2(`− x0)

R1

R2

b22 + d2r
2
2

b21
C2(`− x)

)
.

(3.44)

Taková řešeńı splňuj́ı pro vhodné znaménko koeficientu AL nerovnost u′(x−0 ) > u′(x+
0 ),

tedy u 6∈ C2(0, `) a proto (u, v) nejsou zároveň řešeńım úlohy bez překážky.
Ačkoliv byly výpočty v mnohých částech analogické výpočt̊um Pavla Kouby [1, 5.

kapitola] pro překážku pro v, můžeme si všimnout významného rozd́ılu. Všechny kritické
body úlohy s překážkou pro u lež́ı v sektoru I nebo na jeho hranici. Pavel Kouba vypoč́ıtal
množinu kritických bod̊u pro úlohu s překážkou pro v [1, str. 60]. Tuto množinu ale
nyńı umı́me zobrazit přesněji, proto ji v kapitole 6 pro porovnáńı vykresĺıme. Úloha
s překážkou pro v má proti úloze s překážkou pro u větev kritických bod̊u, která procháźı
sektory II a III. Tuto větev můžeme také pozorovat v kapitole 6 na Obr. 6.3.

Vrat’me se ještě k p̊uvodńı jednostranné úloze a nerovnosti.

Věta 5 Netriviálńı řešeńı úlohy s překážkou pro u existuje v kritických bodech, které
lež́ı bud’ na hyperbolách Hn (3.1) a nebo na křivkách určenými rovnićı g1(d1, d2) = 0.
Pokud zvoĺıme kritický bod lež́ıćı na jedné z hyperbol Hn (3.1), potom je řešeńı úlohy
s překážkou zároveň i řešeńım úlohy bez překážky. Pokud zvoĺıme kritický bod (d1, d2)
takový, že g1(d1, d2) = 0 a přitom (d1, d2) 6∈ Hn, potom jde o řešeńı úlohy s překážkou,
ale už to neńı řešeńı úlohy bez překážky.

Důkaz: Uvažujme přechodovou podmı́nku u(x0) ≥ 0. V libovolném bodě (d1, d2) ∈ Hn

pro nějaké n ∈ N existuje prostorově nehomogenńı řešeńı úlohy bez překážky tvaru (3.2).
Pokud toto řešeńı zároveň splňuje u(x0) > 0, potom jde i o řešeńı úlohy s překážkou

pro u. Pokud řešeńı úlohy bez překážky zároveň splňuje u(x0) = 0, potom to je i řešeńı
úlohy s překážkou pro u takové, že g1(d1, d2) = 0 a jde o př́ıpad rozeb́ıraný v Sekci 3.2.2.
Pokud by pro řešeńı úlohy bez překážky platilo u(x0) < 0, potom toto řešeńı vynásob́ıme
zápornou konstantou. Źıskáme nové řešeńı, které nav́ıc splňuje přechodovou podmı́nku
u(x0) > 0. Opět jsme źıskali řešeńı úlohy s překážkou pro u. T́ım jsme ošetřili všechny
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př́ıpady, kdy řešeńı úlohy s překážkou je zároveň řešeńım úlohy bez překážky. Dokážeme
tedy libovolné řešeńı úlohy bez překážky vynásobit vhodnou konstantou, aby toto řešeńı
bylo zároveň řešeńım úlohy s překážkou. Pokud nejde o řešeńı úlohy bez překážky, muśı
platit g1(d1, d2) = 0 a zároveň už nejde o př́ıpad 3.2.2. V takovém př́ıpadě je funkce u
v bodě x0 nediferencovatelná a pro vhodný násobek plat́ı u′(x−0 ) > u′(x+

0 ), jak jsme
zmı́nili v Poznámce 2.

�

Poznámka 17 Obdobné tvrzeńı plat́ı i pro úlohu s překážkou pro v.

Poznámka 18 Pokud bychom uvažovali v́ıce než jednu překážku, nemohli bychom úvahu
o vhodném násobku z d̊ukazu použ́ıt.

0 0.1 0.2 0.3
0

2

4

6

8

10

d1

d2

Obrázek 3.3: Kritické body úlohy s překážkou pro u. Kritické body úlohy s překážkou pro u lež́ı na hyperbolách
(3.1) (červeně) a na křivkách vyjádřených funkćı g(d1, d2) = 0 (modře). Obrázek zobrazuje situaci pro ` = π, x0 = 2

3
π.

Tento zlomek nem̊užeme vyjádřit ve tvaru (2.20) a proto najdeme pouze izolované pr̊useč́ıky modrých a červených křivek.
V tomto př́ıpadě tedy (zanedbáme-li izolované body) jsou řešeńı v kritických bodech nálež́ıćıch modrým křivkám řešeńımi
úlohy s překážkou pro u a nejsou řešeńımi úlohy bez překážky. Naopak řešeńı v kritických bodech nálež́ıćıch červeným
křivkám jsou zároveň řešeńımi úlohy bez překážky a nesplňuj́ı rovnost g1(d1, d2) = 0.

Poznámka 19 Źıskané výsledky jsou v souladu s pozorováńım Milana Kučery [4].
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Kapitola 4

Nulová derivace pro u
Hraboši se nedostanou za plot.

Uvažujme opět úlohu bez překážky, ke které přidáme podmı́nku u′(x0) = 0. V tomto bodě
povoĺıme, aby funkce u byla nespojitá

u ∈ C2(0, x0) ∩ C2(x0, `),

v ∈ C2(0, `).

Obdobně jako ve třet́ı kapitole budeme uvažovat systémy (1.12) Potom celá okrajová
úloha bude mı́t tvar

d1u
′′(x) + b11u(x) + b12v(x) = 0

d2v
′′(x) + b21u(x) + b22v(x) = 0

x ∈ (0, x0) ∪ (x0, `),

u′(0) = 0,

u′(`) = 0,

v′(0) = 0,

v′(`) = 0,

u′(x+
0 ) = u′(x−0 ) = 0,

v(x−0 ) = v(x+
0 ),

v′(x−0 ) = v′(x+
0 ).

(4.1)

Nav́ıc převedeme soustavu na rovnice čtvrtého řádu (2.2) a ztransformujeme všechny
podmı́nky. Źıskáme úlohu

d1d2v
′′′′
L (x) + (b11d2 + b22d1)v′′L(x) + det(B)vL(x) = 0, x ∈ (0, x0),

d1d2v
′′′′
P (x) + (b11d2 + b22d1)v′′P (x) + det(B)vP (x) = 0, x ∈ (x0, `),

(4.2)

s okrajovými a přechodovými podmı́nkami

v′′′L (0) = v′L(0) = v′′′P (`) = v′P (`) = 0,

v′′′L (x−0 ) = −b22v
′
L(x−0 )

d2

,

v′′′P (x+
0 ) = −b22v

′
P (x+

0 )

d2

,

vL(x−0 ) = vP (x+
0 ),

v′L(x−0 ) = v′P (x+
0 ).

(4.3)

Proti (3.23) se nám změnily pouze rovnosti souvisej́ıćı s překážkou.
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Poznámka 20 Protože uvažujeme pouze u′(x+
0 ) = u′(x−0 ) = 0, jde o lineárńı úlohu.

Analogicky ke třet́ı kapitole budeme hledat řešeńı ve tvaru

vL(x) = ALe
r1x +BLe

−r1x + CLe
r2x +DLe

−r2x,

vP (x) = AP e
r1(`−x) +BP e

−r1(`−x) + CP e
r2(`−x) +DP e

−r2(`−x).
(4.4)

Ze třet́ı kapitoly v́ıme, že prvńı čtyři podmı́nky ze (4.3) můžeme upravit a źıskáme
rovnosti

AL = BL,

CL = DL,

AP = BP ,

CP = DP .

Využijme tyto vztahy a dosad’me je do druhé čtveřice podmı́nek z (4.3)

ALr1R1S1(x0) + CLr2R2S2(x0) = 0,

AP r1R1S1(`− x0) + CP r2R2S2(`− x0) = 0,

ALr1S1(x0) + CLr2S2(x0) + AP r1S1(`− x0) + CP r2S2(`− x0) = 0,

ALC1(x0) + CLC2(x0)− APC1(`− x0)− CPC2(`− x0) = 0.

(4.5)

Můžeme si všimnout, že matice této soustavy má opět blokové schéma (3.31). Dosad’me
tedy do (3.32) a označme determinant matice M jako g2(d1, d2):

g2(d1, d2) = r1R1S1(x0)

(
(r2R2S2(`− x0))

∣∣∣∣r2S2(x0) r1S1(`− x0)
C2(x0) −C1(`− x0)

∣∣∣∣
− (r1R1S1(`− x0))

∣∣∣∣r2S2(x0) r2S2(`− x0)
C2(x0) −C2(`− x0)

∣∣∣∣
)

− (r2R2S2(x0))

(
(r2R2S2(`− x0))

∣∣∣∣r1S1(x0) r1S1(`− x0)
C1(x0) −C1(`− x0)

∣∣∣∣
− (r1R1S1(`− x0))

∣∣∣∣r1S1(x0) r2S2(`− x0)
C1(x0) −C2(`− x0)

∣∣∣∣
)
.

(4.6)

Položme nyńı g2(d1, d2) = 0. Nulové body jsou právě kritickými body úlohy s podmı́nkou
pro nulovou derivaci u v bodě x0 ∈ (0, `). Tyto kritické body jsou vykresleny na Obr. 5.1.

Pro nalezeńı př́ıslušných netriviálńıch řešeńı (u, v) upravme podmı́nky (4.5) do tvaru

ALr1R1S1(x0) = −CLr2R2S2(x0), (4.7)

AP r1R1S1(`− x0) = −CP r2R2S2(`− x0), (4.8)(
1− R2

R1

)
r2S2(x0)CL +

(
1− R2

R1

)
r2S2(`− x0)CP = 0, (4.9)

ALC1(x0) + CLC2(x0)− APC1(`− x0)− CPC2(`− x0) = 0. (4.10)

Podobně jako v předchoźı kapitole se nyńı pod́ıvejme na tři r̊uzné př́ıpady.

• Plat́ı právě jedna z rovnost́ı S1(x0) = 0, S1(`−x0) = 0, S2(x0) = 0, S2(`−x0) = 0.

• Plat́ı Si(x0) = Si(`− x0) = 0, S3−i(x0) 6= 0, S3−i(`− x0) 6= 0, i ∈ {1, 2}.

• Plat́ı S1(x0) 6= 0, S1(`− x0) 6= 0, S2(x0) 6= 0, S2(`− x0) 6= 0.
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4.1 Plat́ı právě jedna z rovnost́ı

V této sekci uvažujeme př́ıpady, kdy plat́ı právě jedna z rovnost́ı

S1(x0) = 0,

S1(`− x0) = 0,

S2(x0) = 0,

S2(`− x0) = 0.

(4.11)

Ukážeme postup pro jeden ze čtyř př́ıpad̊u, pro daľśı se postupuje analogicky. Ve všech
čtyřech př́ıpadech źıskáme pouze triviálńı řešeńı. Řešme tedy př́ıpad S2(` − x0) = 0.
Z podmı́nky (4.8) źıskáme, že AP muśı být nutně nulové. Podobně z podmı́nky (4.9)
máme, že CL = 0. To plat́ı, protože stále řeš́ıme př́ıpad (2.6). Tedy r1 6= r2 a tedy R1 6=
R2. Člen

(
1− R2

R1

)
r2S2(x0) je tedy nenulový. Dosad́ıme-li CL = 0 do podmı́nky (4.7),

źıskáme AL = 0. Dosazeńım do posledńı podmı́nky (4.10) źıskáme CPC2(` − x0) = 0.
Protože ale nemůžou nastat rovnosti S2(` − x0) = 0 a C2(` − x0) = 0 zároveň, muśı
nutně být CP = 0. Našli jsme tedy pouze triviálńı řešeńı. V postupu jsme použ́ıvali
tvrzeńı ze sekce 2.2. Proto pokud plat́ı právě jedna z rovnost́ı (4.11), najdeme pouze
triviálńı řešeńı.

4.2 Plat́ı právě dvě rovnosti

Rozebereme př́ıpad, kdy Si(x0) = Si(`− x0) = 0 a Sj(x0) 6= 0, Sj(`− x0) 6= 0 pro jednu
dvojici (i, j) ∈ {(1, 2), (2, 1)}. Začněme s i = 1. Potom z Věty 3 a z podmı́nek (4.7), (4.8)

máme CL = CP = 0. Dosazeńım do (4.10) źıskáme AP = C1(x0)
C1(`−x0)

AL. Źıskali jsme vztahy

pro koeficienty AL až DP splňuj́ıćı všechny podmı́nky (4.3). Z Věty 3 a z Obr. 2.4 v́ıme,
že kritické body splňuj́ıćı S1(x0) = S1(`− x0) = 0 lež́ı na částech hyperbol Hk z (2.24),
kde k = m+ n a m,n ∈ N splňuj́ı (2.22).

Z podmı́nek S2(x0) = S2(`−x0) = 0 źıskáme druhou část stejných hyperbol. V prvńım
př́ıpadě je řešeńı tvaru

vL = ALC1(x),

uL = −AL
(b22 + d2r

2
1)

b21

C1(x),

vP = AL
C1(x0)

C1(`− x0)
C1(`− x),

uP = −AL
C1(x0)

C1(`− x0)

(b22 + d2r
2
1)

b21

C1(`− x).

(4.12)

Ve druhém př́ıpadě má řešeńı tvar

vL = CLC2(x),

uL = −CL
(b22 + d2r

2
2)

b21

C2(x),

vP = CL
C2(x0)

C2(`− x0)
C2(`− x),

uP = −CL
C2(x0)

C2(`− x0)

(b22 + d2r
2
2)

b21

C2(`− x).

(4.13)
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Poznámka 21 Všimněme si, že hodnoty uL(x0) a uP (x0) jsou stejné. M̊užeme také
spoč́ıtat, že u′′L(x−0 ) = u′′P (x+

0 ). Nav́ıc předpokládáme u′L(x−0 ) = u′P (x+
0 ) = 0 a tedy u ∈

C2(0, `). Protože m̊užeme funkce Si(x) a Ci(x) derivovat podle Poznámky 16 a protože
uvažujeme Si(x0) = Si(` − x0) = 0 pro jeden index i ∈ {1, 2}, plat́ı nav́ıc v′L(x0) =
v′P (x0) = 0. Řešeńı tvaru (4.13) jsou tedy zároveň řešeńım úlohy bez překážky.

4.3 Neplat́ı ani jedna z rovnost́ı

Ukažme si vztahy pro koeficienty, které nesplňuj́ı ani jednu z rovnost́ı

S1(x0) = 0,

S1(`− x0) = 0,

S2(x0) = 0,

S2(`− x0) = 0.

(4.14)

Podmı́nky (4.7), (4.8) a (4.9) můžeme tedy ještě upravit

AL = −CL
r2R2S2(x0)

r1R1S1(x0)
,

AP = −CP
r2R2S2(`− x0)

r1R1S1(`− x0)
,

CP = − S2(x0)

S2(`− x0)
CL.

(4.15)

Podobně jako v předchoźı kapitole, protože se nacháźıme v bodech, kde je determi-
nant (4.6) soustavy (4.5) nulový, posledńı podmı́nka (4.10) bude lineárńı kombinaćı
předchoźıch. Řešeńı (u, v) tedy bude mı́t tvar

vL(x) = CL

(
C2(x)−

r2R2S2(x0)

r1R1S1(x0)
C1(x)

)
,

uL(x) = −CL

(
b22 + d2r

2
2

b21
C2(x)−

r2R2S2(x0)

r1R1S1(x0)

b22 + d2r
2
1

b21
C1(x)

)
,

vP (x) = −CL
S2(x0)

S2(`− x0)

(
C2(`− x)− r2R2S2(`− x0)

r1R1S1(`− x0)
C1(`− x)

)
,

uP (x) = CL
S2(x0)

S2(`− x0)

(
b22 + d2r

2
2

b21
C2(`− x)− r2R2S2(`− x0)

r1R1S1(`− x0)

b22 + d2r
2
1

b21
C1(`− x)

)
.

(4.16)

Poznámka 22 Tato řešeńı pro CL 6= 0 nesplňuj́ı uL(x−0 ) = uP (x+
0 ) a proto nejde

o řešeńı úlohy bez překážky.

Kritické body úlohy s podmı́nkou pro derivaci u jsou vykresleny v následuj́ıćı Kapitole
na Obr. 5.1. Můžeme pozorovat i větev jdoućı doprava skrz sektory II a III. Na Obr. 6.10
pozorujeme profil řešeńı z této větve. Můžeme si všimnout nespojistosti funkce u v bodě
x0 a změny znaménka funkce u v tomto bodě.
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Kapitola 5

Nulová derivace pro v
Lišky neprojdou přes překážku.

K úloze bez překážky nyńı přidáme podmı́nku v′(x0) = 0, ale povoĺıme, aby funkce v
nebyla v tomto bodě spojitá. Chápeme tedy tuto podmı́nku jako v′(x−0 ) = v′(x+

0 ) = 0.
Tedy

u(x) ∈ C2(0, `),

v(x) ∈ C2(0, x0) ∩ C2(x0, `).

Potom okrajová úloha bude mı́t tvar

d1u
′′(x) + b11u(x) + b12v(x) = 0,

d2v
′′(x) + b21u(x) + b22v(x) = 0,

u′(0) = 0,

u′(`) = 0,

v′(0) = 0,

v′(`) = 0,

v′(x−0 ) = v′(x+
0 ) = 0,

u(x−0 ) = u(x+
0 ),

u′(x−0 ) = u′(x+
0 ).

(5.1)

Obdobně jako v předcházej́ıćıch úlohách si rozděĺıme interval (0, `) na dva intervaly
a budeme uvažovat soustavy (1.12). Řešeńı budeme hledat v každém intervalu zvlášt’.
Budeme ho hledat opět ve tvaru (3.25). Převed’me znovu soustavu na rovnice čtvrtého
řádu (2.2) a ztransformujme podmı́nky na tvar

v′′′L (0) = v′L(0) = v′′′P (`) = v′P (`) = 0,

v′L(x−0 ) = v′P (x+
0 ) = 0,

v′′′L (x−0 ) = v′′′P (x+
0 ),

b22vL(x−0 ) + d2v
′′
L(x−0 ) = b22vP (x−0 ) + d2v

′′
P (x−0 ).

(5.2)

Podobně jako ve čtvrté kapitole tedy jde o lineárńı úlohu. Prvńı čtyři podmı́nky jsou
stejné, jako v předchoźıch úlohách, plat́ı proto

AL = BL,

CL = DL,

AP = BP ,

CP = DP .
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Z daľśıch podmı́nek z (5.2) pak máme soustavu

ALr1S1(x0) + CLr2S2(x0) = 0,

AP r1S1(`− x0) + CP r2S2(`− x0) = 0,

ALr
3
1S1(x0) + CLr

3
2S2(x0) + AP r

3
1S1(`− x0) + CP r

3
2S2(`− x0),

ALR1C1(x0) + CLR2C2(x0)− APR1C1(`− x0)− CPR2C2(`− x0) = 0.

(5.3)

Ta je stejného typu jako (3.29). Pro výpočet kritických bod̊u tedy použijeme blokové
schéma (3.31) a rozvoje matice podle prvńıho řádku (3.32). Dostáváme tak determinant
v podobě

g3(d1, d2) = r1S1(x0)

(
(r2S2(`− x0))

∣∣∣∣ r3
2S2(x0) r3

1S1(`− x0)
R2C2(x0) −R1C1(`− x0)

∣∣∣∣
− (r1S1(`− x0))

∣∣∣∣ r3
2S2(x0) r3

2S2(`− x0)
R2C2(x0) −R2C2(`− x0)

∣∣∣∣
)

− (r2S2(x0))

(
(r2S2(`− x0))

∣∣∣∣ r3
1S1(x0) r3

1S1(`− x0)
R1C1(x0) −R1C1(`− x0)

∣∣∣∣
− (r1S1(`− x0))

∣∣∣∣ r3
1S1(x0) r3

2S2(`− x0)
R1C1(x0) −R2C2(`− x0)

∣∣∣∣
)
.

(5.4)

Kritické body budou právě kořeny rovnice g3(d1, d2) = 0.
Upravme (5.3) do tvaru

ALr1S1(x0) = −CLr2S2(x0), (5.5)

AP r1S1(`− x0) = −CP r2S2(`− x0), (5.6)

(ω2 − ω1) r2S2(x0)CL + (ω2 − ω1) r2S2(`− x0)CP = 0, (5.7)

ALC1(x0) + CLC2(x0)− APC1(`− x0)− CPC2(`− x0) = 0. (5.8)

Stejným postupem jako v předchoźıch kapitolách nyńı vyjádř́ıme jednotlivé koefici-
enty. Protože postup je zřetelný z předchoźıch dvou úloh, poṕı̌seme ho stručněji.

Pokud plat́ı právě jedna z rovnost́ı (4.11), pak najdeme pouze triviálńı řešeńı.

Pokud plat́ı S1(x0) = S1(` − x0) = 0 a S2(x0) 6= 0, S2(` − x0) 6= 0, potom AP =
C1(x0)
C1(`−x0)

AL a CL = CP = 0. Řešeńı jsou tvaru

vL = ALC1(x),

uL = −AL
(b22 + d2r

2
1)

b21

C1(x),

vP = AL
C1(x0)

C1(`− x0)
C1(`− x),

uP = −AL
C1(x0)

C1(`− x0)

(b22 + d2r
2
1)

b21

C1(`− x).

(5.9)
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Pokud S2(x0) = S2(`− x0) = 0, pak

vL = CLC2(x),

uL = −CL
(b22 + d2r

2
2)

b21

C2(x),

vP = CL
C2(x0)

C2(`− x0)
C2(`− x),

uP = −CL
C2(x0)

C2(`− x0)

(b22 + d2r
2
2)

b21

C2(`− x).

(5.10)

Vyjádř́ıme si nyńı koeficienty AL, AP a CP pomoćı CL pro př́ıpad, kdy neplat́ı žádná
z uvažovaných rovnost́ı (4.11)

AL = −r2S2(x0)

r1S1(x0)
CL,

AP = −r2S2(`− x0)

r1S1(`− x0)
CP ,

CP = − S2(x0)

S2(`− x0)
CL.

Řešeńı má tvar

vL(x) = CL

(
C2(x)−

r2S2(x0)

r1S1(x0)
C1(x)

)
,

uL(x) = −CL

(
b22 + d2r

2
2

b21
C2(x)−

r2S2(x0)

r1S1(x0)

b22 + d2r
2
1

b21
C1(x)

)
,

vP (x) = −CL
S2(x0)

S2(`− x0)

(
C2(`− x)− r2S2(`− x0)

r1S1(`− x0)
C1(`− x)

)
,

uP (x) = CL
S2(x0)

S2(`− x0)

(
b22 + d2r

2
2

b21
C2(`− x)− r2S2(`− x0)

r1S1(`− x0)

b22 + d2r
2
1

b21
C1(`− x)

)
.

(5.11)

Můžeme nyńı na Obr. 5.1 a Obr. 5.2 porovnat množiny kritických bod̊u úloh s podmı́nkou
pro nulovou derivaci ve vybraném bodě x0 = 3

4
π. Tento pod́ıl můžeme vyjádřit jako

(2.22). Proto se v množině kritických bod̊u objevuj́ı i hyperboly Hk (2.24). Pro koeficient
k plat́ı k = m+ n, kde m,n splňuj́ı x0 = n`

m+n
. V tomto př́ıpadě tedy k = 4c, c ∈ N. Jde

o př́ıpady, které jsme řešili v Sekci 4.2 a na stranách 31, 32. Na Obr. 5.1 si všimněme
větve v sektoru II. Tato větev někde překroč́ı hranici sektor̊u II a III a dostane se tedy
do sektoru III.

Poznámka 23 Vid́ıme rozd́ıl v existenci větve kritických bod̊u jdoućı doprava. Pokud se
ještě vrát́ıme k úlohám s překážkou rozeb́ıraným ve třet́ı kapitole, m̊užeme si všimnout,
že funkce u a v se prohodily vzhledem k existenci větve jdoućı doprava. Větev jdoućı
doprava existuje pro úlohu s překážkou pro v a pro úlohu s podmı́nkou pro derivaci u.
V daľśıch úlohách rozeb́ıraných v této práci tato větev neexistuje. Dále m̊užeme pozorovat,
že všechny daľśı větve se nacháźı nalevo od obálky hyperbol.
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Obrázek 5.1: Kritické body úlohy s nulovou derivaćı pro u. Obrázky na této stránce jsou vykresleny pro ` = π
a x0 = 3

4
π. Modře jsou vykresleny kritické body g2(d1, d2) = 0 pro g2 z (4.6). Červeně jsou vykresleny hyperboly Hn (3.1).

Hyperboly Hk (2.24) jsou řešeńım rovnice g2(d1, d2) = 0. Proto modré hyperboly Hk = H4c, c ∈ N překrývaj́ı červené
hyperboly.
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Obrázek 5.2: Kritické body úlohy s nulovou derivaćı pro v. Mezi modrými křivkami m̊užeme rozpoznat i hy-
perboly Hk = H4c, c ∈ N (2.24), pro které je řešeńı této úlohy dokonce spojité. Stejně jako na Obr. (5.1) je výskyt těchto
hyperbol v množině kritických bod̊u podmı́něn dobře vyjadřitelným mı́stem překážky (2.22), jak je popsáno v sekci 2.4,
zejména v Poznámce 11.
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Kapitola 6

Shrnut́ı

V předchoźıch kapitolách jsme studovali úlohy s r̊uznými podmı́nkami. Našli jsme od-
pov́ıdaj́ıćı množiny kritických bod̊u a jim př́ıslušná netriviálńı řešeńı. V této kapitole si
pro ilustraci některá řešeńı vykresĺıme. Pro úplnost přidáme kritické body a vybraná
řešeńı úlohy s překážkou pro v, které ve své práci [1, str. 52-62 ] rozeb́ırá Pavel Kouba.

Všechny kritické body, které v této kapitole zmiňujeme, jsou pouze přibližné. Źıskali
jsme je numerickým výpočtem jako kořeny rovnice gi(d1, d2) = 0, i ∈ {0, 1, 2, 3} v závis-
losti na úloze. Spojitou oblast parametr̊u d1, d2, tedy prvńı kvadrant, jsme diskretizovali.
Nejdř́ıve jsme pro každý parametr určili interval, pro který řešeńı budeme vykreslovat.
Tento interval jsme rozdělili na 1200 bod̊u a v nich vypoč́ıtávali funkčńı hodnoty funkce
gi. Pro takový počet bod̊u dokážeme řešeńı vykreslit dostatečně přesně. Vždy jsme zvolili
pevné d1 nebo d2 a uvažovali jsme funkci gi jako funkci jedné proměnné gi(d2) nebo gi(d1).
Protože funkce gi je spojitá, můžeme body, ve kterých se měńı znaménko označit jako
kritické body.

Často vykreslujeme řešeńı v kritických bodech na řezu d2. Postupujeme tak, že
začneme v nejpravěǰśım kritickém bodu a postupujeme doleva. U jednostranných úloh
s překážkou pro u (překážkou pro v) vykreslujeme pouze ta řešeńı, pro která plat́ı
u(x0) = 0, (v(x0) = 0) a vynecháváme řešeńı, ve kterých je u(x0) > 0 (v(x0) > 0),
protože jde o př́ıpady, které jsou zároveň řešeńım úlohy bez překážky.

Ve všech grafech řešeńı vytvořených pomoćı octave je složka u červená a složka v
zelená. Ve druhé sekci této kapitoly poč́ıtáme nav́ıc profily řešeńı i pomoćı programu
AUTO. Zde má každý obrázek svou vlastńı legendu.

6.1 Úloha bez překážky

Ve třet́ı kapitole jsme zmı́nili, že kritické body úlohy bez překážky lež́ı na hyperbolách Hn

tvaru (3.1), jak ṕı̌śı ve svých praćıch Pavel Kouba [1, str. 9-11] i Monika Pšenicová [2,
str. 8-9]. Řešeńı, která jsou tvaru (3.2), (3.3), (3.4), (3.17) se lǐśı podle toho, v jaké části
hyperboly Hn se parametry difúze nacháźı. V všech čtyřech př́ıpadech plat́ı, že funkce v
je kladným násobkem funkce u. Poznamenejme pro úplnost, že každá hyperbola má
pro d1 > 0 i svou druhou větev, která je ale celá pod osou d2 = 0, proto ji neuvažujeme.
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Obrázek 6.1: Kritické body (3.1) úlohy bez překážky (červeně). Vykresleno je prvńıch 10 hyperbol. ` = π.
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(a) (u, v) pro kritický bod (d1, d2) = (0.33337, 4).
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(b) (u, v) pro kritický bod (d1, d2) = (0.1945, 4).
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(c) (u, v) pro kritický bod (d1, d2) = (0.09946, 4).
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(d) (u, v) pro kritický bod (d1, d2) = (0.05874, 4).

Obrázek 6.2: Profily prostorově nehomogenńıch řešeńı (u červené, v zelené) ve vybraných bodech na zvoleném
řezu d2 = 4 pro úlohu bez překážky. ` = π.

6.2 Úloha s překážkou pro v

Začněme okrajovou úlohou s překážkou pro v, kterou jsme v této práci nerozeb́ırali. Pavel
Kouba [1, str. 60] ukázal, že množinu kritckých bod̊u tvoř́ı kořeny rovnice g0(d1, d2) = 0,
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kde

g0(d1, d2) = r1

(
S1(x0) + S1(`− x0)

C1(x0)

C1(`− x0)

)
− r2

R1V

R2V
C1(x0)

(
S2(`− x0)

C2(`− x0)
+

S2(x0)

C2(x0)

)
,

společně s hyperbolami Hn (3.1). V tomto vyjádřeńı znač́ıme

R1V = r2
1 +

b11

d1

, R2V = r2
2 +

b11

d1

.

Analytické vyjádřeńı řešeńı najdeme v diplomové práci Pavla Kouby [1, str. 58, 60
a 61 ].

Do této sekce nav́ıc přidáme pro ilustraci i grafy źıskané programem AUTO. Můžeme
tedy porovnat dva r̊uzné postupy. V programu octave numericky hledáme kořeny rovnice
g0(d1, d2) = 0. Vybereme některé z nich a pomoćı analytického vyjádřeńı vykresĺıme
dvojici řešeńı (u, v) v př́ıslušném bodě. V programu AUTO proti tomu vždy řeš́ıme
okrajovou úlohu prvńıho řádu pro 4 neznámé funkce a jejich prvńı derivace.

Zvolili jsme překážku v bodě x0 = 2
3
π. Dı́ky symetrii nalezneme stejné kritické body

i pro překážku v bodě x0 = 1
3
π
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Obrázek 6.3: Pravá větev kritických bod̊u úlohy s překážkou pro v (modře). ` = π, x0 = 2
3
π.
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Obrázek 6.4: Profil řešeńı v kritickém bodu (d1, d2) = (4.60610, 1.34) (u červené, v zelené). Tento kritický
bod je vyznačen kř́ı̌zkem na Obr. 6.3. ` = π, x0 = 2

3
π. Vlevo je profil źıskaný analyticky tak, jak ho dokázal vyjádřit Pavel

Kouba [1, str. 61].

36



0 0.1 0.2 0.3
0

2

4

6

8

10

d1

d2

Obrázek 6.5: Kritické body pro úlohu s překážkou pro v. Modře jsou vykresleny body splňuj́ıćı g0(d1, d2) = 0.
Červeně jsou hyperboly Hn (3.1), ve kterých najdeme hladké řešeńı splňuj́ıćı v(x0) > 0 a které je zároveň řešeńım úlohy
bez překážky. ` = π, x0 = 2

3
π.
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(a) (u, v) pro kritický bod (d1, d2) = (0.20473, 4).
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(b) (u, v) pro kritický bod (d1, d2) = (0.12922, 4).
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(c) (u, v) pro kritický bod (d1, d2) = (0.08386, 4).
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(d) (u, v) pro kritický bod (d1, d2) = (0.05818, 4).

Obrázek 6.6: Profily řešeńı ve vybraných bodech na zvoleném řezu d2 = 4 pro úlohu s překážkou pro v
(u červené, v zelené). V levém sloupci jsou profily řešeńı numericky nalezené pomoćı programu Octave 5.1.0, v pravém
sloupci pomoćı programu AUTO. ` = π, x0 = 2

3
π.

6.3 Úloha s překážkou pro u

Spoč́ıtali jsme, že množina kritických bod̊u pro úlohu s překážkou pro u je tvořena kořeny
funkce g1(d1, d2) = 0 a hyperbolami (3.1), kde funkce g1(d1, d2) má tvar (3.30). Zvolili
jsme ` = π a překážku v bodě x0 = 1

4
π. Připomeňme, že jde o jednostrannou úlohu.

Množinu kritických bod̊u můžeme rozdělit na 2 typy. V kritických bodech prvńıho
typu je př́ıslušné řešeńı hladké. Takové kritické body se nacházej́ı na hyperbolách Hn

(3.1). V kritických bodech druhého typu je př́ıslušné řešeńı nediferencovatelné v bodě x0,
V takovém př́ıpadě plat́ı g1(d1, d2) = 0. Existuj́ı ale dvojice parametr̊u d1, d2 splňuj́ıćı
g1(d1, d2) = 0, ve kterých je řešeńı opět hladké. Takové dvojice lež́ı na hyperbolách Hn

(2.19), kde j, k, n splňuj́ı (2.20). Jde tedy o podmnožinu kritických bod̊u prvńıho typu.
Kritické body obou typ̊u můžeme pozorovat na Obr. 6.7. Kritické body prvńıho typu
jsou zároveň kritickými body úlohy bez překážky.
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Obrázek 6.7: Kritické body úlohy s překážkou pro u. Modře jsou vykresleny body splňuj́ıćı g1(d1, d2) = 0.
Červeně jsou vykresleny hyperboly Hn (3.1). ` = π, x0 = 1

4
π.
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(a) (u, v) pro kritický bod (d1, d2) = (0.1945, 4).
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(b) (u, v) pro kritický bod (d1, d2) = (0.15666, 4).
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(c) (u, v) pro kritický bod (d1, d2) = (0.08074, 4).
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(d) (u, v) pro kritický bod (d1, d2) = (0.04354, 4).

Obrázek 6.8: Profily řešeńı ve vybraných bodech na zvoleném řezu d2 = 4 pro úlohu s překážkou pro u
(u červeně, v zeleně). ` = π, x0 = 1

4
π.
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6.4 Úloha s nulovou derivaćı pro u

Zvoĺıme ` = π a x0 = 3
5
π. Kritické body jsou kořeny funkce g2(d1, d2) = 0, kde g2(d1, d2)

má tvar (4.6).

Rovnost g2(d1, d2) = 0 splňuj́ı i body lež́ıćı na hyperbolách Hk (2.24), kde k = m+n,
pro které lze x0 vyjádřit jako x0 = n`

m+n
, přičemž k,m, n ∈ N. V závislosti na zvoleném

kritickém bodu má př́ıslušné řešeńı tvar (4.12) nebo (4.13). Toto řešeńı je v obou složkách
spojité. Pokud uvažujeme bod splňuj́ıćı g2(d1, d2) = 0, který nelež́ı na žádné z hyperbol
Hk, potom funkce u neńı spojitá a řešeńı je tvaru (4.16).

Pro tuto úlohu jsme našli i větev kritických bod̊u procházej́ıćı sektory II a III, jak
můžeme pozorovat na Obr. 6.9.
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Obrázek 6.9: Pravá větev kritických bod̊u úlohy s podmı́nkou pro derivaci u (modře). Našli jsme, podobně
jako v úloze s překážkou pro v, větev procházej́ıćı sektory II a III. ` = π, x0 = 3

5
π.

0 0.5 1 1.5 2 2.5 3
-1.5

-1

-0.5

0

0.5

1

1.5

2

x

re
se

ni

Obrázek 6.10: Profil řešeńı v kritickém bodu (d1, d2) = (4.27858, 1.22608) lež́ıćım na větvi procházej́ıćı
sektory II a III (u červené, v zelené). Tento bod je kř́ı̌zkem vyznačen na Obr. 6.9. ` = π, x0 = 3

5
π.
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Obrázek 6.11: Kritické body úlohy s podmı́nkou pro derivaci u (modře). Červeně jsou opět znázorněny hyper-
boly Hn (3.1), které ale obecně nejsou kritickými body úlohy s podmı́nkou pro derivaci u. ` = π, x0 = 3

5
π.
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(a) (u, v) pro kritický bod (d1, d2) = (0.21049, 3.5).
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(b) (u, v) pro kritický bod (d1, d2) = (0.12721, 3.5).
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(c) (u, v) pro kritický bod (d1, d2) = (0.08041, 3.5).
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(d) (u, v) pro kritický bod (d1, d2) = (0.03825, 3.5).

Obrázek 6.12: Profily řešeńı ve vybraných bodech na zvoleném řezu d2 = 3.5 pro úlohu s podmı́nkou
pro derivaci u (u červené, v zelené). ` = π, x0 = 3

5
π.
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6.5 Úloha s nulovou derivaćı pro v

Všechny kritické body pro tuto podmı́nku se nacháźı pouze v sekotru I. Zvolili jsme
` = π a překážku v bodě x0 = 4

5
π.

Množina bod̊u (d1, d2), které splňuj́ı g3(d1, d2) = 0, kde g3 je tvaru (5.4), je množina
kritických bod̊u. Kritické body lež́ıćı na hyperbolách Hk (2.24), kde k = m+n, pro které
lze x0 vyjádřit jako x0 = n`

m+n
, přičemž k,m, n ∈ N, také splňuj́ı rovnost g3(d1, d2) = 0.

V těchto př́ıpadech nalezneme spojité řešeńı tvaru (5.9) nebo (5.10). Pokud uvažujeme
bod nenálež́ıćı hyperbolám Hk, dostaneme řešeńı tvaru (5.11), ve kterém je funkce v
nespojitá.
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Obrázek 6.13: Kritické body úlohy s podmı́nkou pro nulovou derivaci v (modře). Červeně jsou hyperboly Hn

(3.1), které obecně nejsou řešeńım úlohy s podmı́nkou pro derivaci v. Jsou zde pouze pro lepš́ı názornost, kde se modré
křivky nacházej́ı. ` = π, x0 = 4

5
π.
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(a) (u, v) pro kritický bod (d1, d2) = (0.21097, 3.5).
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(b) (u, v) pro kritický bod (d1, d2) = (0.10746, 3.5).
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(c) (u, v) pro kritický bod (d1, d2) = (0.05962, 3.5).
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(d) (u, v) pro kritický bod (d1, d2) = (0.0385, 3.5).

Obrázek 6.14: Profily řešeńı ve vybraných bodech na zvoleném řezu d2 = 3.5 pro úlohu s podmı́nkou
pro derivaci v (u červené, v zelené). ` = π, x0 = 4

5
π.
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Kapitola 7

Závěr

V práci jsme matematicky popisovali model dravce a kořisti pomoćı soustavy dvou
difúzńıch rovnic s Neumannovými okrajovými podmı́nkami. Hledali jsme prostorově ne-
homogenńı stacionárńı řešeńı linearizované úlohy v závislosti na difúzńıch paramatrech
d1, d2. Nav́ıc jsme ve zvoleném bodě intervalu přidávali r̊uzná omezeńı pro funkčńı hod-
noty nebo derivace řešeńı. Ve všech př́ıpadech jsme nalezli množinu kritických bod̊u,
pro které existovalo prostorově nehomogenńı řešeńı. V úloze s překážkou pro v a v úloze
s podmı́nkou pro derivaci u existuje větev kritických bod̊u, která procháźı sektory II
a III. Tato větev se zdá být neomezená pro d1 a omezená pro d2. Takovou větev jsme
v ostatńıch úlohách uvažovaných v této práci nenašli. Nalezli jsme také profily prostorově
nehomogenńıch řešeńı v námi zvolených kritických bodech. Celou praćı nás provázela fy-
zikálńı představa lǐsek a hraboš̊u, která usnadnila porozuměńı r̊uzným podmı́nkám.
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