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Kapitola 1

Uvod

Fyzikadlni predstava

Predstavme si pole, na kterém Zije kolonie hrabosu. Uvazujme hladovou lisci smecku,
kterd si toto pole zvolila za své lovisté. Preziji nékteri hrabosi? Dokdzi si najit na poli
bezpecné ttociste?

V experimentalnim postupu bychom pole rozdélili do nékolika bloku a zkoumali pocet
draven (lisek) a pocet jejich kotisti (hrabosu) v jednotlivych blocich. Nicméné v této
praci se budu, podobné jako mnoho mych predchudcu, zabyvat matematickym popisem
tohoto jevu. Tim muze byt pravé systém reakce-difize typu aktivator-inhibitor (1.6).
Jde o systém dvou diftznich rovnic druhého radu.

Pole z predstavy si zjednodusme do jedné dimenze, konkrétné na interval (0, ¢), kde
¢ je néjaké kladné redlné cislo. Také nebudeme zkoumat ¢asovy prubéh a interakce lisek
a hrabosu z uvodni predstavy. Podstatny bude konecny, stacionarni stav. V této podobé
ma systém tvar

0 = diuy(z) + f(un, vn), (1.1)

0 = dyv'y(z) + g(un, vy). '
Zanedbejme na chvili difizni ¢leny. Predpokladejme, Zze existuje prostorové homogenni,
staciondrni, stabilni feseni (@, v) soustavy bez difiznich ¢clenu. Plati tedy

f(u,v) =g(u,v) =0 (1.2)

a také
u"(z) =" (x) = 0. (1.3)
Aby toto feseni davalo fyzikdlni smysl, predpokladejme navic @, v > 0. Substituujeme

nyni funkce uy, vy jako
Uy = U+ u

1.4
UN =V + . ( )
Pouzijeme navic oznaceni Jakobiho matice
af(ﬂvf)) 8f(ﬁ76) b b
o u v o 11 12
B = (agéu,v) 6géu,v)> = <b21 b22) (1.5)

a rozvineme funkce f(u + w,v 4 v) a g(u + u,v + v) do Taylorova rozvoje kolem feseni
(w, )

flu+a,v4+0) = f(@0)+ buu+ biov + ny(u, v),

g(u+u,v+0) = g(u,0) + bau + bagv + no(u, v).
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Z (1.1), (1.3) a prevodnich vztahu (1.4) nyn{ muzeme odvodit

uy () = u'(z),

vy (x) =" ().

Linearizaci soustavy (1.1) odebereme vsechny ¢leny, které obsahuji mocniny druhého
rfadu a vyssich radu. Ziskame soustavu dvou homogennich linearnich diferencialnich rov-
nic druhého tadu
div”(z) + byu(z) + bpv(z) =0
ng”(I‘) + bgﬂt(l’) + bQQU(I) =0

Tato soustava bude vychozi pro vSechny vypocty v této praci.

Funkce v(z) zde predstavuje pocet lisek v bodé x a funkce u(z) pocet hrabosu v bodé
x. Aby se skuteéné jednalo o model dravce a kotisti (tedy o systém typu aktivator-
inhibitor), potfebujeme podminky pro koeficienty by1, b2, ba1, bas.

z € (0,0). (1.6)

Na okamZzik vyZeneme z pole viechny lisky. Zistanou zde jenom hrabosi, kteri se zacnou
premnozovat. Cim vice bude na poli hrabosi, tim vice se budou mnozit. Pak se ale nékterd
z lisek vrdti a objevi, Ze je na poli spousta potravy. Pozve celou svou rodinu na hostinu.
Ctm wvice lisek na poli bude, tim vice sni hrabosi. Nakonec na poli zistane tak mdlo

v v s

lus muze zacit znovu.

7 ptredchozi uvahy je patrné, ze pro matici B potiebujeme nasledujici znaménkové

predpoklady:
+ —
() .

Jak bude patrné z vypoctu v néasledujicich kapitolach, stejné vysledky ziskame i pro sys-
témy typu substrate-depletion, pro které méa matice B znaménkové predpoklady

(f f) - (1.8)

Tyto matice ale neodpovidaji nasi fyzikalni predstavé dravce a kofisti.

Zaroven chceme, aby (@, v) bylo stabilni feseni, tedy takovy stav, do kterého se reseni
po malém vychyleni vrati zpatky. Z Ruth-Hurwitzovy véty vime, ze feSeni je stabilni,
pravé kdyz stopa matice B bude zaporna a determinant kladny

Tr(B) <0, Det(B)>0.

Parametry difize dy, dy v systému (1.6) budeme uvazovat kladné.

Pridejme navic k nasi predstavé reku obtékajici nase pole, kterou hrabosi ani lisky
nepreplavou. Budou tedy uzavreni a ponechdani svému osudu na této louce.

Tento predpoklad budeme realizovat Neumannovymi nulovymi okrajovymi podminkami

u'(0) =0,
Z,E?) - 8’ (1.9)
V() =0,



které zajistuji nulovy tok hranici. Neumannovy okrajové podminky jsou splnény jako
jednostranné derivace.

Definice 1 Dvakrdt spojité diferencovatelné funkce (u,v) na intervalu (0,0), které resi
systém (1.6) s podminkami (1.9), budeme nazyvat FeSent dlohy bez prekdzZky.

Poznamka 1 Ukdzali jsme, Ze 7eseni (u,v) linearizované soustavy (1.6), (1.9) repre-
zentuji pouze odchylky od kladného prostorové homogenniho resent (u,v). Tedy i zaporné
hodnoty u a v, které se muzou v resenich linearizované soustavy vyskytovat, davaji dobry
fyzikdlni smysl.

Zvolili jsme predpoklady takové, aby Feseni (u, v) bylo stabilni pro soustavu bez difiznich
¢lenu. Musime davat pozor na intuitivni predstavu, ze diftzni ¢leny zhlazuji reSeni.
Pro jednu diftizni rovnici tato predstava funguje bez vyjimek. Jak ale objevil Alan
Turing [3], pro soustavu difiznich rovnic tato predstava platit nemusi. Difize naopak
muze zpusobit ztratu stability prostorové homogenniho feseni (u,v). Stabilitu misto néj
prevezme jiné, prostorové nehomogenni feseni. Oblast koeficientu difize tak muzeme
rozdélit na dvé casti, na oblast stability a oblast nestability prostorové homogenniho
feseni (u, ).

Budeme uvnitr pole uvaZovat hrabosi noru. V note se vidy bude nachdzet dostatek
jedincu prislusného druhu. Nikdy nezustane prdzdnd.

Ptidejme k podminkdm (1.9) jesté jednu z podminek uvnitf intervalu
u(zog) >0, w0 € (0,0) (1.10)

nebo
v(zg) >0, x¢€(0,0). (1.11)

Podminkou (1.10) fikdme, ze koncentrace hrabosu v bodé zy neklesne pod hodnotu a.
Podobné, podminkou (1.11) fikdme, ze koncentrace lisek v bodé xy neklesne pod hodnotu
V.

Takovato prekazka rozdéli interval (0, £) na dva podintervaly (0, z¢) a (xg, ) a systém
(1.6), (1.9) tak budeme zkoumat jako dva systémy

diu (x) + byur(x) + biovr(z) =0

€ 07 )
dQUZ(ZL’) + bgluL(l') + ngUL<.T) =0 o ( $0>
(1.12)
dlu/]{—,(x) + bnuP(:L’) + b12Up<£L'> =0
/) x € ((L’(),E).
dQUP(l') + bgfltp(l’) + bgg’l}p(l') =0

Oba systémy jsou pfitom spojeny prechodovymi podminkami, které jsou dany hladkosti
feseni (u,v).

Definice 2 Dwojici funkci (u,v), kterd spliuje

u € C*(0,29) N C%(x9,0) N C([0,4]),

v € C*0,0) (1.13)

a (1.9), (1.10) a systém (1.12), budeme nazyvat Fesend dlohy s prekdzZkou pro u.
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Dvoyici funkei (u,v), kterd spliugje

u € C?(0,0),

v € C*0,20) N C*(x0,6) N C([0, €]) (1.14)

a (1.9), (1.11) a systém (1.12), budeme nazyvat 7eSent ulohy s prekdazZkou pro v.
(1.9), Y ) Y ysp P

Poznamka 2 Uvazujme podminku (1.11). Mdme tri moznosti, jak muze teseni v ta-
kové situaci vypadat. Funkce v muze mit v bodé xy pouze nezdpornou hodnotu. Pokud je
tato hodnota navic kladnd, pak plati v € C?(0,(). Takové Feseni bude navic i Tesenim
ulohy bez prekazky. Pokud md funkce v v tomto bodé hodnotu 0 a pokud je diferen-
covatelnd, tak jde opet o specialni pripad reseni ulohy bez prekazky. Konecné mame
1 pripad, kdy funkce v neni diferencovatelnd v bodé xy. V tomto pripadé musi nutné platit
v(z0) =0 av'(xg) > v'(xg). Tyto tvahy plynou z formulace nasi fyzikdlni 1ilohy pomoct
tzv. variacni nerovnice, kterou se ale v této prdci zabyvat nebudeme. Obdobné tvrzeni
plati i pro druhou podminku (1.10). Ve treti kapitole si ukdzeme, Ze kazdé tesent ilohy
bez prekazky, pokud ho opattime sprdvnym znaménkem, je také resenim wlohy s prdvé
jednou z prekazek.

Znaceni 1 V celé prdaci budeme pro zjednoduSeni oznacovat podminku (1.10) jako pre-
kdzka pro u a (1.11) jako prekdzZka pro wv.

Systém (1.6) s nulovymi Neumannovymi okrajovymi podminkami (1.9) bez nékteré
z prekdazek budeme oznacovat jako iloha bez prekdzZky.

Systém (1.12) s nulovgmi Neumannovymi okrajoviymi podminkami (1.9) a s prekazkou
pro u budeme znacit uloha s prekdaZkou pro u

Systém (1.12) s nulovgmi Neumannovgmi okrajoviymi podminkami (1.9) a s prekazkou
pro v budeme znacit uloha s prekdaZkou pro v

Poznamka 3 Vzhledem k linearité okrajové dlohy (1.6), (1.9) plati, Ze libovolny ndsobek
resent je opet reseni. Naproti tomu pouze nezdporny nasobek teseni ulohy s prekazkou je
opét Tesenim stejné tulohy.

Poznamka 4 Pro vSechny dvojice parametri difize (di,ds) € R2 je dvojice funkci
(u,v) :u=0,v =0 trividlnim resenim vsech tuloh wvaZovanych v této praci.

Definice 3 Dwvojici parametri (dy,ds) € ]R%r, pro kterou existuje netrivialni resent ulohy
bez prekdzky budeme tikat kriticky bod lohy bez prekdzZky.

Duojici parametri (dv,ds) € R2, pro kterou existuje netrividlni 7esent ilohy s pre-
kdzkou budeme tikat kriticky bod lohy s prekdZkou.

UvazZugme také uwvnitr pole plot, ktery hrabosi nedokazi prelézt ani podhrabat. Lisky
tento plot dokdzi preskocit. Nebo naopak si muzeme predstavit, Ze se doprostied pole
zritila skala. Lisky tuto prekazku nedokazi zdolat, ale hrabosi si najdou skulinu mezi bal-
vany.

Ve ¢tvrté a paté kapitole budeme pro tuto predstavu uvazovat systém (1.6), (1.9) s jednou
z podminek

W' (zy) =u(zd) =0 (1.15)
nebo

V(zg) = (zf) =0 (1.16)

a umoznime zaroven nespojitost prislusné funkce v bodé xg.
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Poznamka 5 Podminky (1.15), (1.16) jsou linedrni. Prendsobend resent libovolnou red-
Inou konstantou nezméni nulovost deriwvaci a tedy lbovolny ndsobek teseni bude opét
resenim stejné ulohy.
Definice 4 Dwoyici funkci (u,v), kterd spliuge (1.15) a
u € C*0,29) N C?(x0, 1),
v e C*0,4),

a kterd tesi systém (1.12) s podminkami (1.9) budeme nazgvat reSent ilohy s podmin-
kou pro derivaci u.
Dwojici funkei u,v, kterd splruje (1.16) a

u € C*0,4),

v € C*(0,29) N C*(x0, 1),

a kterd resi systém (1.12) s podminkami (1.9) budeme nazyvat FeSent dlohy s podmin-
kou pro derivaci v.

Poznamka 6 Vsimnéme si, Ze reseni ulohy s podminkou pro derivaci nemusi byt spojité
v bodé x.

Poznamka 7 V celé prdci budeme hledat souvislé mnoziny kritickych bodu a aZ na jednu
vypimku na vybrané primce se nebudeme zabyvat singuldarnimi pripady, kde mmnoZinou
kritickych bodu jsou izolované body.

Vétsina grafi v préci je vykreslena pomoci programu Octave 5.1.0. V jedné sekci
kapitoly shrnuti jsou pro porovnani pouzity i grafy z programu AUTO. Ve vSech obrazcich
v navaznosti na Pavla Koubu [1] a Moniku Psenicovou [2] uvazujeme matici

1 -2
B= (2 _2) .
Ve vSech numerickych vypoctech uvazujeme ¢ = 7. Polohu ptekazky xy budeme ménit.
Casto budeme v préci vyuzivat koeficienty

A7 Ba 07 D7AL7 BL: CL; DLa AP: BPa CP7-DP'

Nebudeme to u vSech vyrazu zminovat, ale vzdy predpokladame, ze jde o realné koefici-
enty.



Kapitola 2

Priprava vypoctu

Co se nam bude hodit

2.1 Uloha étvrtého ifadu

Obdobné jako Pavel Kouba [1] a Monika Psenicovd [2] budeme kritické body a Feseni
systému hledat prevedenim soustavy dvou diferencidlnich rovnic druhého fadu na jednu
rovnici ¢tvrtého fddu. Reseni této rovnice pak budeme hledat ve tvaru e™. Z druhé
rovnice soustavy (1.6) si vyjadiime funkci

_ bogu() + dov" ()

- (2.1)

u(z) =

Dosazenim do prvni rovnice soustavy ziskdme diferencidlni rovnici ¢tvrtého tadu. Tu
jesté vynasobime nenulovym ¢islem —byy

d1dov"" (z) 4 (b11da + baady V" (x) + det(B)v(z) = 0. (2.2)
Odpovidajici charakteristicka rovnice ma tvar
dydyr* + (bi1dy + byody)r* + det(B) =0, rcC.
Provedeme substituci 72 = w a vyfesime kvadratickou rovnici
dydaw? + (b11dy + boady )w + det(B) = 0,

jejiz koreny jsou

—(b11d2 + bgzdl) + \/(blldQ + b22d1)2 — 4d1d2d€t(B)
2d1d, '

(2.3)

Wi2 =

Nasledné ziskame obecné komplexni koteny puvodni charakteristické rovnice v podobé

7“1:\/00_17
T2:\/w_27
r3 = —\/071: T,
ry = —y/wy = —To.

Méjme na paméti, ze vSechny tyto koteny zavisi na dvojici parametru

(2.4)

(di,dy) € R2.
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Pomoci (2.1) také ztransformujeme z (1.9) podminky pro funkci v na tvar

UI(O) _ _bQQU (0) l;;dgv (0) _ 07

bao' () + dayv"' (¢)
bay
Protoze podle (1.9) je v/(0) = v/(¢) = 0, musi také platit v"’(0) = v"’(¢) = 0. Dohromady
ztransformované podminky pro wlohu bez prekdzky maji tvar

u'(0) = =0.

v'(0) = ' (0) =0"(0) =" () = 0. (2.5)

Budeme odlisovat dva pripady.

1.
\/(budg + b22d1)2 — 4d1d2d€t(B) 7é 0 (26)
V tomto ptipadé wy # wsy. Zvolime komplexni fundamentalni systém
{eM® e T 2T T2 (2.7)
2.
\/(blldQ + 622d1)2 — 4d1d2d€t(B) =0 (28)

Zde plati w; = wy.
Pro tento ptipad muzeme zvolit fundamentalni systém

{eM*, xe™® e e T}, (2.9)

Lze ukézat, ze dvojice parametru (dy, ds), pro které plati (2.8), lezi na dvou pfimkéach
s kladnou smérnici [1, str. 25]. Tyto pirimky maji tvar

b2 — b11b2a — 2012021 ﬂ;f\/—bubzld@t(B)dl (2.10)
11

a rozdéluji prvni kvadrant na tii sektory (Obr. 2.1).

Poznamka 8 Protoze tato dvojice primek md v roviné (dy,ds) miru 0, nebudeme
se timto pripadem podrobné zabyvat. Nicméné v pripade systému bez prekazky si
ukdazZeme kritické body i na techto primkdch.

Z prace Pavla Kouby [1, str.27] také zname vztahy mezi sektory a wy,ws.
V Sektoru [ jsou wy2 € R™

V Sektoru /1 jsou w; o € C

V Sektoru 111 jsou wy s € RT.

Znaceni 2 Pro zjednoduseni vypocti zavedeme podobné jako Monika PSenicovd [2, str.
11] funkce:
Ol (:E) =e"" + 6—7’1$7

2.11
Co(x) = €™ + 777, ( )
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Obréazek 2.1: Schéma sektori.

Tyto funkce budeme souhrnné oznacovat funkce ,,C“. Od Moniky Psenicové také prevez-

meme funkce
Si(x) =em® —e 7,

2.12
Sa(w) = €™ — e, (212)
které oznacime funkce ,S“. Nakonec budeme pouzivat i
b
Rl = (’I“% + %) 5
? (2.13)

Temto funkcim budeme vikat funkce ,R*.

Poznamka 9 Pamatujme, Ze vsechny viyse uvedené vyse funkce zdvisi na parametrech
difize (dy,dy) skrze funkce ri(dy,ds), ro(dy, ds).

2.2 Vlastnosti funkci ,, R“ a korenu charakteristické
rovnice

Véta 1 Pro funkce ,R“ plati

R; #0, proi e {1,2}. (2.14)
Dukaz: Vétu dokazeme sporem. Poéitejme:
b
Ri=0 = w=12=—-2
dy
o ~buds + byndy) + /(brds + bypdh)? — Adidadet(B)
' 2d,dy ’

o — —(bi1d + baady) — /(bi1da + byad)? — 4dydadet(B)
2 2d,d; ’
—(bndg + b22d1> + \/(bndg + b22d1)2 — 4d1d2d€t(B) _ _@

2d1d2 d2 '



Rovnost vynasobime nenulovym c¢islem 2d;ds a déle upravime

— (b11d2 — b22d1) + \/(blldz + b22d1>2 — 4d1d2d€t<B) = O,
— (biydy — baady) + \/(b11da — byady)? + 4dydy(bigba) = 0,
4+ \/(b11dy — boady)? + 4dydy(byobsy) = (byydy — baody).

Tato rovnost plati pro jedno ze znamének, prave kdyz 4d,dsb12b91 = 0. Jenze to z predpo-
kladu (1.7) a (dy, dz) € R? neplati nikdy. Dokdzali jsme ze Ry # 0 a Ry # 0 pro vSechna
(dv,d2) € RE.

O
Véta 2 Pro koreny charakteristické rovnice plati:
r; #0, proie {1,2}. (2.15)

Dikaz: Tyto nerovnosti ukazeme zcela analogicky dukazu Veéty 2.1. Predpokladejme
r; = 0. Vime, ze r; =0 <= w; = 0. Z toho mame

o = —(buds 4 bydy) £ v/ (buds + bppd)? — ddidpdet(B) _
' 2d,dy )
- (blldQ + b22d1) + \/(bndg + b22d1)2 - 4d1d2d€t(B) = 0,

+ \/(b11ds + baady)? — 4dydadet(B) = (byids + byody).

(2.16)

Rovnost nastane pro jedno ze znamének, pravé tehdy kdyz 4d,dsdet(B) = 0. To je ale
ve sporu s predpoklady det(B) > 0 a (di,ds) € R%. Proto r1 # 0 a r5 # 0 pro vSechna
(dv,d2) € R2.

O
2.3 Vlastnosti funkci ,, C*
V této sekci budeme zkoumat vlastnosti funkei
Cl ) _ 67"1900 + 6—7"110
CL(0 — ) = e =70) 4 o= (e_“’),
' 0) = (2.17)

02 .CC()) — 7"2900 —|—6 7“210

(z
(
(
02(6 ) ro(—xz0) _'_efrg(ffxg).

V nékterych situacich budeme hledat feseni nasich okrajovych tloh v zavislosti na nu-
lovosti téchto ¢tyt funkei. Pfipomenme, zZe i tyto funkce jsou zavislé na hodnotach ry, ry
a tedy i na parametrech dj,ds. Z Koubovy préace [1, Sekce 2.6, str. 5-16] vime, ze
pro piipad (2.6) jsou mnoziny dvojic (di, ds), které splnuji nasledujici dvojice rovnosti,
izolované body

C1(z9) = 0 a soucasné Cy(zg) =0,

C1(zg) = 0 a soucasné Cy(¢ — ) = 0, (2.18)
C1(¢ — zp) = 0 a soucasné Cy(zg) = 0,

C1(f — x9) = 0 a soucasné Co(f — xg) =
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Ze stejné sekce Koubovy prace [1, str. 13, 14, Tvrzeni 2.6.11] také vime, ze pokud
Ci(xg) = C1({ —x0) = 0, pak S1(¢) = 0. Analogicky, pokud Cy(zg) = Co(f—x0) = 0, pak
S2(€) = 0. Mnozina bodu d = (di,ds) € R?, které spliuji tyto rovnosti, je sjednocenim
hyperbol

det(B) — KndleQ nm\ 2
_ 20 4, — — (£
H, = {(dl,dg) SR dy === },/@n - ( . ) neN, (2.19)
kde j, k,n € N splauji
(2k — 1)¢
To= 57 3 v
2 +k—1) (2.20)
n=j+k—1

Je dulezité si vsimnout, ze S;(¢) = 0 plati vzdy pouze pro ¢ast hyperboly H,, pod bodem
dotyku této hyperboly s hranici sektoru I a II. Pro ¢ast hyperboly nad timto bodem
plati Sp(€) = 0. Obeé ¢asti lze vidét na Obr. 2.4. Pokud vyjadfeni (2.20) neexistuje
pro zadné j, k,n, pak neexistuje bod, ve kterém by platilo Cy(zg) = C1(¢ — x9) = 0
nebo CQ(J]()) = 02(6 — 5(70) =0.

Vse shrnuje Obr. 2.2. Vsimnéme si, Ze zelené a ¢ervené (nebo modré a azurové) kiivky
se neprotinaji v zadném bodé. Pokud bychom ale méli prekazku v bodé, ktery lze vyjadrit
jako (2.20), pak by se nékteré ze zelenych kiivek shodovaly s cervenymi a na né navazujici
tmaveé modré a azurové kiivky by se také shodovaly. Dédle muzeme vidét hladky prechod
mezi kiivkami C}(z¢) = 0 a Cy(xg) = 0 (a také Cy (¢ — z9) = 0 a Co(¢ — x9) = 0). Bod,
kde se toto stane lezi na hranici sektoru I a II. V tomto bodé plati w; = ws a tedy
r1 = 1o, coZ je piipad (2.8)

n )
0 0.01 0.02 0.03 0.04
di

Obrézek 2.2: Vztahy mezi funkcemi ,, C¥. Zelend kiivka reprezentuje funkci C1(zo) = 0. Cervend odpovidd funkci
C1(€—x0) = 0. Azurovd funkci Co(zo) = 0 a tmavé modrd funkci C2(€ — o) = 0. Kiivky se protinaji pouze v izolovangch

bodech. Tento obrdzek je vykreslen pro £ =7 a xg = %ﬂ'. Pro takové xo nenajdeme vyjddreni (2.20).
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2.4 Vlastnosti funkci ,, S

Ukazme si podobné vlastnosti i pro funkce

nn

1 ) — eleo _ 6_“300,
r1(—xo) —r1(l—x0)
;

N

1(0—xp) =¢ —e

(z
(

)

I

ro(—x0) —7‘2(5—:00).

n

Z(0 —xp) =€ —e
Poznamka 10 MnozZiny bodi (dy,dy) € R, ve kterych plati jedna z ndsledugjicih ctyr

dvogic rovnosti jsou mnoziny izolovanich bod

n

1(x0) =0 a soucasné Sa(xg) =0,
i

Si(
(

S1(€ — x9) =0 a soucasné Sa(¢ — xg

n

zo) = 0 a soucasné Sy(f — xy) =

0,
¢ —x9) =0 a soucasné Sy(x) =0,
) =

Tuto vlastnost muzeme pozorovat z Obr. 2.3 a Obr.2.4.

Véta 3 Jestlize plati soucasné rovnosti Sy(xo) =0 a S1({ —xo) = 0, pak plati Sy ({)
Jestlize plati soucasné rovnosti Sa(xg) =0 a So(¢ — x9) = 0, pak plati S(¢) = 0.

Diikaz: Rovnosti Si(xg) = 0 a S1(¢ — ) = 0 muzeme ekvivalentné ptepsat jako:

nm .
ri=—, neN,
Lo
mm

r = i, m € N.

E—IO

Dejme dohromady obé vyjadireni

nt
= . 2.22
o m-+n ( )
Dosadime zpatky a oznacime m +n =k
k
r = i = (2.23)
m+n

Pavel Kouba [1, Tvrzeni 2.6.1, str. 6] ukazal, ze tato rovnost plati, prave kdyz S;(¢) = 0.
Dikaz druhé ¢asti je analogicky.

g

Poznamka 11 Podle Pavla Kouby [1, Tvrzeni 2.6.4, str. 9] lezi body spliujici Sy (¢) = 0
na hyperboldch

det(B) — kydybs k)
Hy, = < (dy, dy)|dy = (=) . 2.24
k {( 1, d2)|ds bnf‘ik—dmi }u‘ik <£> ( )
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Aby navic platilo Sy(x9) = 0 a S1({—xo) = 0, potrebujeme k,m,n € N spliujici k = m+n
a Ty = mﬁfﬂ, pokud takové vyjadrent existuje. Vsimnéme si, Ze hyperboly (2.19) a (2.24)
se lisi pouze vyjadrenim koeficientu k. Hyperboly (2.24) lze podobné jako v predchozi sekci
rozdélit na 2 édsti (Obr.2.4) a to na ¢asti pod a nad bodem dotyku prislusné hyperboly
s hranici sektoru I a I1.

Pavel Kouba [1, str. 13, Tvrzeni 2.6.10] také ukazuje nasledujici vétu:
Veéta 4 Rovnosti C1(€) =0 a S1(€) = 0 nemizou platit souc¢asné.
Dukaz: RozepiSme a upravme obé rovnosti:
0=205.(0)=et —e "t —= =1,

0=C ) =et f e = 2t = 1.

Vidime, ze nemuzou nastat obé rovnosti zaroven.

Poznamka 12 Analogickd véta plati © pro dvojice funkci

Cg(ﬁ) a SQ(K),
Cl<l'0) a Sl(l'o),
CQ(I(]) a SQ(LL’()).

Na Obr. 2.3 muzeme pozorovat vztahy mezi funkcemi , S Zvolili jsme xq = %71’. Tento
zlomek urcité muzeme vyjadrit jako (2.22). Jednim takovym vyjadienim jem = 1,n = 3.
Nékteré hyperboly jsou tedy totozné. Tyto splyvajici hyperboly tvoii pravé mmnozinu
hyperbol Hy z Poznamky 11, kde k = m+n spliuje (2.22). To ale z obrazku nepoznéme.

0 0.01 0.02 0.03 0.04
di

Obrazek 2.3: Vztahy mezi funkcemi ,,S“. Koreny (di,d2) € Ri funkce S1(x0) jsou zobrazeny zelené. Koteny
funkce S1(€ — o) ervené, Sa(xo) azurové a Sa(f — xg) tmavé modre. Obrdzek je vykresleny pro £ = a xg = %w.
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0 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25
di

Obrézek 2.4: Hyperbola Ha. Bod, kde se tato hyperbola dotkne hranice sektori I a II rozdéluje hyperbolu na dvé
édsti. Vievo od tohoto bodu jde o mnoZinu bodd, kde plati S1(¢) = 0. Vpravo od tohoto bodu plati S2(€) = 0. Na hranici
sektoru plati wi = wa.
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Kapitola 3

Systém s prekazkou pro u
Hrabost majyi kde bydlet

Prestoze chceme tesit wlohu s prekazkou, méli bychom zacit wlohou bez prekdazky. Tato
feSeni se nam v dalsim postupu budou hodit.

3.1 Systém bez prekazky

3.1.1 Nenulovy diskriminant charakteristické rovnice

Pavel Kouba [1, str. 8-11] i Monika Psenicova [2, str. 8-9] ve svych pracech ukéazali, ze
pro dlohu bez prekdzky a piipad (2.6), najdeme mnoziny kritickych bodu

det(B) — kpdib 2
Hn:{(dl,dQ)eRﬂdz: et(B) — o ”2},%:(T) nmeN  (3.1)

blllﬁn — dlli% 14

Jde o stejny tvar hyperbol jako v (2.19) a (2.24), rozdil je pouze v koeficientu n, zde
je n libovolné prirozené. Pfipomenme si znovu, ze hyperboly H, se skladaji z kotfent
(di,d2) € R% funkef Si(€) a Sy(¢). Mdme 3 moznosti pro tyto kofeny. Jestlize plati
S1(0) = 0a Sy(¢) # 0, je prislusné netrividlni feseni tvaru

u(z) = ACy(x),

bll - dllﬁ',n A e R. (32)

v(r) =A ™ Cy(x),

Pokud plati S1(¢) # 0 a Sa(¢) = 0, FeSeni je tvaru

u(z) = CCy(x),

b1 — diky, C eR. (33)

v(r)=C ™ Cy(x),

Je tfeba poznamenat, ze kazda hyperbola H,, se v jednom bodé dotyka hranice sektoru
b“bmﬁbubmg Vil det(B) d;. V téchto izolovanych bodech

[ a II, tedy na ptimce dy = >
musime pouzit fundamentalni systém z piipadu (2.8). Budeme se timto piipadem zabyvat
v Sekei 3.1.2. Pokud se nenachdzime na hranici sektoru a plati obé rovnosti S;(¢) = 0
a So(¢) = 0, nachdzime se v prusecikach hyperbol uvniti sektoru I. Resen{ méd v téchto
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0
0 0.1 0.2 03
di

Obrazek 3.1: Hyperboly. Cervené krivky levého obrdzku jsou kritické body, ve ktergch plati Sy(€) = 0. V modrjch
bodech plati S2(¢) = 0. Dohromady tyto kiivky tvord hyperboly Hpy, které jsou v mendim méritku na pravém obrdzku.
Na pravém obrdzku je vykresleno pro prehlednost pouze prunich 6 hyperbol.

bodech tvar
u(z) = AC:(z) + CCy(x),

11 — A1 Ky A, C eR. 34
v@y:37il—mc¢m+c@@», © (34)

Poznamka 13 Ve vsech pripadech plati v(x) = a(dy, n)u(x), kde a(dy,n) >0

Znaceni 3 Kazdd hyperbola H, (3.1) se na néjaké své cdsti nachdzi vpravo od vsech
ostatnich hyperbol H,. Sjednoceni vsech téchto casti hyperbol budeme nazyjvat Obdlka
hyperbol.

Poznamka 14 Alan Turing [3] ukdzal, Ze obdlka hyperbol je prdvé hranici mezi oblasti
stability a nestability konstantniho resent (u,v).

3.1.2 Nulovy diskriminant charakteristické rovnice

Podivejme se nejdifve na piipad (2.8), kterému vénujeme celou Sekci 3.1.2. S parametry
difize se tedy omezujeme pouze na piimky (2.10). Vyjdéme z rovnosti (2.3) a (2.4).
Pro nulovy diskriminant charakteristické rovnice plati 7 = ro. Reseni v(z) ocekavame

ve tvaru
v(x) = Ae"* 4+ Bxe™® + Ce "% + Dxe ™7, (3.5)

kde A, B, C, D jsou redlné koeficienty. V podminkach (2.5) pocitdme s derivacemi tietiho
radu

V' (x) = Are™® + B(e™" + arie™®) — Crie ™ + D(e™ " — xrie” ),

V' (x) = Ar?e™® 4+ Br((2¢™" 4 zrie™®)) + Crie " — Dri((2e7™" — zrie”"")), (3.6)

V" (x) = Arie™® 4 Bri(3e" + xrie™®) — Crie™™* + Dri((3e™" — xrie”")).
Po dosazeni do podminek (2.5) ziskame

(A—C)yry+B+D =0,

(A—C)r?+3(B+ D)ri =0,

Arie™ 4+ B(e™ + frie™) — Crie ™ + D(e™ ™ — frie7™) = 0,
Ardem + Br2(3emt 4 frie"t) — Crie "t + Dr?(3e " — frie™) = 0.
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Z prvnich dvou rovnic si muzeme vyjadiit podminky v maticovém tvaru

(&1 1 A-C o 0
(rf 37“%) (B + D) N (0) ' (38)
Determinant matice (% 371,% ) je roven 2r3. 7 Véty 2 vime, ze ry nikdy neni rovno nule.

Mame tedy nenulovy determinant a jediné feSeni této soustavy je nulové feseni. Musi

tedy platit

A=0C,
(3.9)
B=-D.

Z toho si muzeme upravit druhou dvojici podminek. Navic posledni podminku (3.7)
muZzeme vydélit nenulovym ¢islem 7%

Ar181(0) + B[(1 + try)e™ — (1 — bry)e ™ = 0,
T 1() [( 7'1)6 ( 7"1)6 f]_o (3'10)

Ar1Sy(€) + B[(3 + try)e™ — (3 — bry)e™ ™
Tuto soustavu budeme fesit s¢itaci metodou. K druhému fadku pficteme (—1)ndsobek

radku prvniho
2BS;(¢) = 0. (3.11)

Pokud S;(¢) # 0, pak bychom ziskali pouze nulové koeficienty A, B. Takové feseni ne-
chceme. Musi tedy byt
S1(0) =0.

To plati prave, kdyz
nm\ 2
W = — <7) > n e N,

jak ukédzal Pavel Kouba [1, str. 6, Tvrzeni 2.6.1]. Pokud B # 0, potom z (3.10) musi
platit
(14 lry)e™ — (1 —tr)e ™ = 0.

To jesté muzeme prepsat jako
S1(€) 4+ r Cy(£) = 0.
Protoze 1 # 0,0 # 0,51(¢) = 0, ziskdvame
Ci(¢) =0.

7 Véty 4 ale vime, ze nemuzou nastat obé rovnosti zaroven. Musi tedy platit B = 0
az(39)iD=0.

Zbyva tedy urcit koeficienty A a C. Piipoménme, ze uvazujeme piipad (2.8). Z (2.3)
a (3.11) plyne

b by _ (17 12

2dydy 14

odkud vyjadiime d, explicitné:

(le ("7”)2 . bu) dy = bysd,.
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Je-li vyraz v zavorce nulovy, nenajdeme zadné d; > 0 splnujici byad; = 0. Proto musi

byt
<2d1 ("7) - bn) £0

_ b22d1
20, ()"~ bu

a tedy
(3.13)

2

Dosadime za dy vyjadieni (2.10)

b11b22 - 2b12le - 2\/_b12b21d6t(3)d . b22d1
1= .
b%l 2d1 (117”)2 — b11

Protoze ds # 0, muzeme vyjadrit d; explicitné

1 b2, bas N’
d1 = — + b11 — . (314)
2 b11b22 — 2blgb21 + 2\/—b12b21d€t(3) nm

Ziskali jsme dvé mnoziny izolovanych kritickych bodu (dy,ds), kde

1 b3 0\’
dy = = 12 + b (—> )
2 b11b22 — 2b12b21 + 2\/—b12b21d6t(B) nm

1 b%1b22 v 2 (315)
2 (2 <b11b22—2b12b21ﬂ:2\/—b12b21det(B) T bll) (mr) )

b3 baa
b11b2272b12b21i2\/7b12b21d6t(3)

Podivejme se podrobnéji na znaménka téchto izolovanych bodu. Vyjdeme z vyjadieni
(3.14).

d2:

1 b3,b 2%
dy == 11722 + b1y (—> )
2 611622 — 2b12b21 + 2\/—b12b21d€t<B) nm

2dy (n_ﬂ)? [ 2b11bos — 2b12ba1 £ 24/~ bisbardet(B)
by bi1bas — 2b12ba1 & 21/ —by2bay det(B)

2dy (”_Wf — 2.\/det(B) Vdet(B) £ \/—biaby
bll 14 det(B) + 2\/—b12b21d€t(8) — b12621 ,
2d1 nm\ 2 \/ det(B) + vV —b12b21
b_ (7) =2 det(B) 2 y
1 <\/ d@t(B) + vV —blgbgl)
A protoze

det(B) = bi1bay — bizbar < —biaba,
plati také

Vdet(B) < \/—bizby.

Pokud tedy uvazujeme pripad

1 b2,b 0 \?
dy =5 12 + bny (—) ;
2 \ by1bay — 2b12b91 — 2\/—512521d€t(3) nm
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ziskame zaporné parametry di, které ale nechceme. Proto uvazujme pouze mnozinu kri-
tickych bodu, pro které plati

1 b3, b 0\’
di = = 1122 + b1y (—> ;
2 bi11ba2 — 2b12b9y + 2\/—b12b21d€t(3) nm

> bt £)? (3.16)
» (2 <b11b222512b21+2\/b12b21det(B) T bll) (mr) )

b2, b2
b11b22—2b12b21+2\/—b12b21det(B)

dy =

Pro tyto kritické body existuje teseni ve tvaru (3.5), kde A=C,B =D =0:

v(z) = AC(x),

u(z) = _b22AC1(ZE) + dy AriCi(z) _ACy(x) <b22 + dg?"%) (3.17)
- ba1 B ' ba1 .

. .
0 0.1 0.2 0.3 0.4 3 2 . o N
di

Obrazek 3.2: 1zolované kritické body na hranici sektora I a II. Body oznacené éervenymi kiizky jsou kritické
body. Modré krivky spliugi (3.13). Zelené krivky jsou hyperboly (3.1). MuzZeme si vSimnout, Ze kaZdy kriticky bod lezi
v pruniku vsech tri typu krivek. Pro prehlednost je vykresleny jen maly pocet hyperbol. Na pravém obrdzku vykreslujeme
situact i pro zdporné hodnoty parametru di,da, které oviem pro difizni rovnici neddvaji smysl.

3.2 Systém s prekazkou

Analogicky k postupu Pavla Kouby [1], ktery rozebird tlohu s prekdzkou pro v, se bu-
deme zabyvat dlohou s prekdzkou pro u pro piipad (2.6). Protoze situace (2.6) nenastéva
pouze pro dvojici piimek (2.10), je pro predstavu, jak vypadd mnozina kritickych bodu,
dostacujici. Dovolime, aby podminka (1.10) zpusobila nediferencovatelnost funkce u
v bodé zg

u € C%(0,20) N C?(xg,£) N C([0,£])

v e C2(0,0). (3.18)

Pokud feseni u nebude hladké v bodé zy musi nutné platit u(zo) = 0, jak jsme zminili
v Pozndmce 2 v ivodni kapitole. Pro funkci v bude stéle platit v € C?([0, ¢]). Rozdélme
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interval (0, ¢) na podintervaly (0, x) a (zo,¢) a ozna¢me uy, vy, feSeni na intervalu (0, x¢)
a up,vp Teseni na intervalu (zo, ¢).Budeme tedy tesit ulohu s prekdzkou pro u ve tvaru:
diu”(x) + byyu(z) + bpv(z) = 0,

€ (0, € (zo, ¢
dov" () + bau(x) + bagu(x) = 0, (0,20) a x € (z0,()

ur(ry) = up xaL =0,
UL(xa)) = vp((xé)) : (820)
vi(wg) = vp(ag)

Soustavu rovnic na jednotlivych intervalech prevedeme na rovnice ¢tvrtého radu a ztrans-
formujeme podminky (3.20) (analogicky k (2.2) a (2.5))

boovr () + dav (z)

up(zr) = —

b1 ’
(3.21)
b d "
up(z) = — 22UP($)b+ 2Up(l‘)’
21
d1dov]" (z) + (bi1da + bagdy )V} (2) + det(B)vp(x) = z € (0,z0), (3.22)
dldQ’UHH(ZL‘) + (blldg + bggdl)vg(l‘) + d@t( )Up(l’) x € (l’o, 6), .
v7(0) = v, (0) = vp(€) = vp(£) = 0,
() = 2]
2
b - 2
U;la(ﬂfg) _ _ QQUP(IO) (3 3)

ds ’
v (zg) = vp(]),
vi(x9) = vp(g)-
Aby se Teseni 1épe pocitalo, budeme ho hledat ve tvaru

vp(z) = €™ a vp(z) = "),
Charakteristicka rovnice bude pro obé rovnice stejna. Fundamentalni systémy budou mit

tvar
FSL — {67‘11177 6—7‘1117’ 67’2$7 6—7’2$}7

FSP _ {6r1(€—x)’ 6—r1(€—1’)’ erg(@—x)’ 6—7"2((—:1:)}. (324)
Samotna teseni tedy hledame ve tvaru
vp(x) = Are™* 4+ Bre ™" + Cre™* + Dpe ",
ue) = (3.25)

vp(z) = Ape™ =™ 4 Bpe "0 4 Oper2(=2) 4 Dpe =)
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kde A, az Dp € R. V podminkach jsou derivace az do radu 3

vi(x) = Aprie™® — Bprie ™ + Cpree™® — Dyproe™ "%,
/ _ r1(£—1x) —r(l—z) ro(f—1x) —ro(f—1x)
vp(x) = —Aprie + Bprie Cprae + Dprye ,
UZ(JL’) AL7’2 rix +BLT1 —rix +C 7,2 rox +D T,g 77“217
" _ 2 _ri(f—z) —r1(f—x) 2 7‘2 (b—z) 2 _—ro(l—x) <326)
vp(x) = Aprie + Bprie + Cpry + Dprie :
vi'(z) = Aprie™® — Brrie ™ + Cprae™ — Dyryje™ ™",
Vi) = —Aprient=2) 4 Bprie =0 _ Cppder2lt=2) 4 Dppderalt=a),
Dosadime je nyni do ¢tyf okrajovych podminek (3.23) a dostaneme soustavu
ALT':I)) — BLT% + CL’I"g — DLTS = 0,
ALrl—BLT1+CLT2—DLT2:O, (3 27)

APT’? — Bp?"? + Cp?“% — Dp?“g) = 0,
APTl—BPTl—f—CPTQ—DpTQ = 0.

Tu prepiseme do maticové formy

rr To AL — By, -0
r3 r3) \Cp—Dr)
T T2 AP—BP -0
r3 r3) \Cp—Dp)

Tyto dvé soustavy se stejnou matici R = <:§ :g > maji nenulova feseni, pravé tehdy kdyz
jejl determinant je nulovy
det(R) = rire(wy — wy).

Vime, ze r; ani ro nejsou nulova (Véta 2) a protoze fesime piipad (2.6), je det(R)
nenulovy. Musi tedy platit

AL = BL7
Cr =Dy,
Lo (3.28)
AP - BP7
Cp = Dp.

Vyjadiime zbylé ctyii prechodové podminky (3.23) a navic vyuzijeme piedchazejicich
rovnosti (3.28). Dostaneme homogenni soustavu ¢ty rovnic pro neznamé Ay, Cr, Ap, Cp.

AL R1Cy(x0) + CLR2Cs(z9) = 0,

ApR1Cy (0 — x0) + CpRyCo(f — x9) = 0,

Apri1Si(xg) + CpraSs(zg) + ApriS1(€ — xg) + CpraSa(€ — ) = 0,
ApCi(xg) + CLCy(xg) — ApCh (€ — x9) — CpCy(f — ) = 0,

(3.29)

coz lze maticové zapsat jako Mda = d, kde @ = (A, Ap,Cr,Cp)T € R* a ¢ je nulovy
vektor. Protoze hleddme netrividlni feSeni, budeme zjistovat, kdy je determinant matice
M nulovy.
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K vypoctu determinantu pouzijeme postupné pro matici 4 X 4 i pro matice 3 x 3

Laplaceuv rozvoj podle prvniho radku

R101 (I,Co) RQCQ(.’L’()) 0 0
0 0 RlCl(ﬁ - 130) RQCQ(g - x0>
T151 ($0) TQSQ(.Io) 7’151(6 — .Z‘o) TQSQ(K — (L’(]>
Cl<l’0) CQ(ZL‘()) —01(6 — {L‘()) _OQ(E — xo)
0 R101<€ — flfo) RQCQ(E — Io)
= Rlcl (.Z'o) TQSQ(ZE()) 7’131 (g — l‘@) TQSQ(K — l’o)
Cg(l‘o) —Cl(g — ZL‘Q) —02(6 — [L’())
0 RlCl(E — ZL‘()) RQOQ(E — xo)
— RQCQ(;C()) 7“151(1‘0) T15’1<£ — ZL’()) TQSQ(E — ZL‘Q)
01(.%'0) —Cl (g — .Z'()) —Cg(g — Z’Q)
7’252(130) 7”151 (@ — Zﬂo)
CQ(CL’()) —Cl(é — JI())

)

7"151(%0) 7”151(6 — JIQ)
01(1'0) —Ol(g — IQ)

| M| =

= RC4 (5170) ( (R2C’2(€ - IO))

7’252(1’0) 7’252(6 — LL’o)

— RyCy (0 — ) Co(xg)  —Call — x4)

— RyCs (o) ( (RaCo(l — x0))

7’151(1’0) TQSQ(E — ZL’())

— Rlcl (g - '7:0) Cl (gpo) _CQ(E - ZL'())

) = gl(dl,dg).

(3.30)

K vypoétu determinanti matic 2 x 2 lze pouzit Sarrusovo pravidlo. Pro prehlednost
uvedené vyrazy ponechame ve tvaru s determinanty. Hodnotu determinantu matice M
jsme oznacili jako g;(di,ds), abychom zduraznili jeho zdvislost na parametrech dy,ds.
Abychom mohli najit nenulové koeficienty @, potiebujeme dy, ds, pro ktera g; (dy, ds) = 0.

Prislusnou matici soustavy M muzeme zapsat také blokove

K, Ky 0 0

0 0 Ks K,
Ks K¢ K7 Ky
Ky Ko Ku Kip

M =

Potom plati

g(dl, dQ) =K, [K4(K6K11 - K10K7) - K3(K6K12 - KloKs)]
— Ko [Ky(K5 K11 — KoK7) — K3(K5 K19 — KoK3)].

Ptepisme si rovnosti (3.29) ekvivalentné do tvaru

R
CLCQ(ZE()) = —ALR—lcl(l‘o),
2
Ry
CpCy(l — xp) = —Apﬁcl(é — Zo),
2

ALT151($0> + C[ﬂ”gSQ(l'o) -+ AprlSl(ﬁ — ZL'o) + Cp’l“gSQ(g — CCo) = 0,
AL01<I0) = Apcl(f — ZL’()).
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Chtéli bychom v idealnim piipadé vyjadrit vSechny koeficienty jako nasobky jednoho
z nich. K tomu ale musime ovéfrovat nenulovost délitelu. Pifipomenme, ze jednotlivé
funkce zavisi na parametrech diftize. V nasledujici vaze zanedbame ptipady, kdy jde
pouze o izolované body (dj, dy). Budeme se tedy zabyvat piipady, kdy

e plati pravé jedna z rovnosti

Ol(l'o) = 0,
C’l(ﬁ — LU(]) = O,
Coliry) = 0. (3.37)
OQ(E — flf()) =0
L] platl' CZ(.I'()) = Cz(€ — l’o) = O, Cj(l’o) # O, Cj(g - l’o) % O, ’L,j € {1, 2}, 1 %j

Poznamka 15 V tomto vyjddreni mdame na mysli, Ze index i je pravé jedna hod-
nota z mnoziny {1,2} a index j je prislusnd druhd hodnota ze stejné mmnoZiny.
Pro kazdy index tedy wvazujeme pouze jednu hodnotu, ne obé zdroven.

e neplati ani jedna rovnosti (3.37).

3.2.1 Plati pravé jedna z rovnosti

Tato sekce rozebird piipady, kdy plati pravé jedna z rovnosti (3.37).

Z podminek (3.28) a (3.33)—(3.36) muzeme spocitat, ze pokud plati préavé jedna
z rovnosti C(xg) = 0, C1 (€ —xg) = 0, Co(zg) = 0, Co(f — x9) = 0, pak vzdycky najdeme
pouze trividlni feseni. Tedy ze vSechny koeficienty Ay, az Dp budou nulové.

Postup ukazeme pro piipad Ci(x¢) = 0, ostatni piipady jsou analogické. Ve vypoctech
vyuzivame poznatky z druhé kapitoly.

Postupné z podminek (3.33), (3.36), (3.34) a (3.35) ziskdvame

CrL =0,
AP:07
Cp =0,

ALTlsl(I(]) = O
Predpokladdme C}(zo) = 0 a proto z Poznamky 12 a Véty 4 Sy (zg) # 0 a tedy A, = 0.

Nasli jsme pouze trividlni feseni. Neziskali jsme v tomto piipadé zadné kritické body.

3.2.2 Plati pravé dvé rovnosti

Uvazujeme situace, kdy
Ci(wo) = Ci(l — x0) = 0,Cj(x0) # 0,C5(0 — x0) # 0, (1,7) = (1,2) nebo (2,1)

Z Pozndmky 12 a Véty 4 plyne, ze S;(zo) # 0 a S;(¢ — x) # 0.
Pro (i,7) = (1,2) z podminek (3.33)—(3.35) postupné ziskame

Cp =0,
Cp =0,
AL’f‘lSl(l’o) -+ ApTl;Sl(g — 1’0) =0. (338)
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Abychom nasli netrividlni feSeni, potfebujeme aby alespon jeden z clenu Ay, Ap byl ne-
nulovy. Vsimnéme si, ze 1151 (z¢) 1 1,51 ({—x¢) jsou nenulové vyrazy. Pokud by tedy jeden
z ¢lenu Ay, Ap byl nulovy, pak by nutné z podminky (3.38) byl nulovy i druhy. Uvazujme
tedy Ay # 0. Potom z podminky (3.38) také vime, ze Ap = —Silz(fi)o)AL # 0. Mame
tedy splnéné podminky (3.28), (3.33)—(3.36) a tedy i (3.23). Postupnym vyjéddienim
jednotlivych koeficientu z (3.28),(3.33)(3.36) muzeme urcit feseni

v = ALC1($),
2
Uy, = —ALZMZ&CH(SC),
21
= A, =1 o —
Up LSl(E—xO)Cl( $>,

Sl(l’g) b22 + dg?”% Cl

Sl (6 — iL‘o) b21 (g B $>

up = Af,

Poznamka 16 Vsimnéme si, ze Cj(x) = r1S1(x) a Si(z) = riCi(z).
Muzeme tedy spocitat, ze jednostranné derivace uy a up v bodé xy jsou rovny vyrazu

(bgz + d27"2>

—ALT1S1($0) b
21

Protoze fesime pifpad C)(zg) = Ci({ — xy) = 0 a protoze C}(z) = riCi(z), plati
uf(zg) = uh(xo) = 0. Ziskdvame, ze u” € C(0,¢) a tedy u € C?(0,¢). Tento piipad
je tedy specidlnim piipadem wulohy bez prekdzky.

Stejnym postupem pro (i,7) = (2,1) bychom ziskali tvar Feseni

v = CL02($)7
2
up = —Cmez_&Cz(x),
21
vp = —Cp—2"2_Cy(l — ),
P LSQ(€ — .1'0) 2( )

So(zg)  baa + d2T§C
2

So(l —z0)  ban (=2

up =Cp,
I zde plati v € C?(0,/) a proto mame opét Fesens tlohy bez prekdzky. Jak je popsdno
v sekei 2.3, feseni (3.39), (3.40) se vyskytuji na prislusnych ¢dstech hyperbol H,, tvaru
(2.19), kde j, k,n € N spliuji (2.20). Konkrétné teseni (3.39) se vyskytuje vlevo od do-

tyku hyperboly s hranici sektort I a II a napravo od tohoto bodu dotyku jsou feSeni
(3.40).

3.2.3 Neplati ani jedna z rovnosti

Podivejme se, jak to je, pokud neplati ani jedna z rovnosti C}(z) = 0, C1(¢ — xo) = 0,
Cs(xg) =0, Co(f — o) = 0. Z podminky (3.33) vyjadiime:

Cl(iUo) Ry

O = _Cz(fﬂo)R_z b

(3.41)
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Z podminky (3.34) méme:

C (E — ZL‘Q) R1
Cp=——1= 07 4 3.42
PTG —a) Ry (342)
Z podminky (3.36):
01(1'0)
Ap = ——7 _A;. 3.43
P Cl(g — [)30) L ( )

Vratme se k determinantu (3.30) matice M, ktery jsme vyjadiili funkef g (dy, d2). Hledané
kritické body odpovidaji bodtum, pro které g;(d;, ds) = 0. Determinant matice soustavy
(3.30) je nulovy, pravé kdyz néktery z fadku matice je linedrni kombinaci ostatnich
radku. Podminky (3.29) jsme ekvivalentnimi upravami prevedli na tvar (3.35), (3.41),
(3.42) a (3.43). Z toho plyne, ze pokud se nachazime v kritickém bodé, podminka (3.35)
je linedrni kombinaci podminek (3.41), (3.42) a (3.43), ty jsou totiz linedrné nezavislé.
Ziskali jsme tedy vztahy mezi vSemi hledanymi koeficienty. Muzeme nyni urcit feseni

ne) = Ar (C1(o) - BT )
_ boa + dar? Ci(zo) Ry bao + dor3
ui(e) = —Ay (621 Cilo) - e R2 bﬂ ol ) -
v u)—AC“””(C(f—x) Gl = z0) ) '
P L Cl (6 — Zo) ! Cg(é — ZE() R2

o (.ro) bao + d27‘1 (& (6 ) Ry bao + d27“2
—_A )
L )( bar Cilt—a) = Co(l —x9) Ry bay Calt =)

Takova Fesen{ spliuji pro vhodné znaménko koeficientu Az nerovnost u'(zy) > u'(xg),
tedy u & C?(0,¢) a proto (u,v) nejsou zaroveii resenim tlohy bez prekdzky.

Ackoliv byly vypoéty v mnohych ¢édstech analogické vypoctum Pavla Kouby [1, 5.
kapitola] pro prekazku pro v, muzeme si vSimnout vyznamného rozdilu. Vsechny kritické
body ulohy s prekdzkou pro u lezi v sektoru I nebo na jeho hranici. Pavel Kouba vypocital
mnozinu kritickych bodu pro wlohu s prekdzkou pro v [1, str. 60]. Tuto mnozinu ale
nyn{ umime zobrazit pfesnéji, proto ji v kapitole 6 pro porovndni vykreslime. Uloha
s prekdzkou pro v ma proti uloze s prekdzkou pro u vétev kritickych bodu, ktera prochéazi
sektory II a III. Tuto vétev muzeme také pozorovat v kapitole 6 na Obr. 6.3.

Vratme se jesté k ptuvodni jednostranné 1loze a nerovnosti.

Veéta 5 Netrividalni resent tlohy s prekdzZkou pro u existuje v kritickych bodech, které
lezi bud’ na hyperboldich H, (3.1) a nebo na krfiwkdch uréenymi rovnici gi(dy,dy) = 0.
Pokud zvolime kriticky bod lezici na jedné z hyperbol H, (3.1), potom je teseni tlohy
s prekdzkou zdroven i reSenim tulohy bez prekdzky. Pokud zvolime kriticky bod (dy,ds)
takovy, zZe g1(di,ds) = 0 a pritom (dy,ds) & H,, potom jde o reseni ulohy s prekdzkou,
ale uz to neni resent ulohy bez prekdazky.

Dukaz: Uvazujme piechodovou podminku u(xzg) > 0. V libovolném bodé (dy,ds) € H,
pro néjaké n € N existuje prostorové nehomogenni resent ilohy bez prekdzky tvaru (3.2).

Pokud toto teseni zaroven spliuje u(xg) > 0, potom jde i o resend ulohy s prekdzkou
pro u. Pokud tesent ulohy bez prekazky zaroven spliuje u(xg) = 0, potom to je i reseni
ulohy s prekdzkou pro u takové, ze g1(di,dy) = 0 a jde o piipad rozebirany v Sekci 3.2.2.
Pokud by pro resent dlohy bez prekdzky platilo u(xg) < 0, potom toto feseni vyndsobime
zapornou konstantou. Ziskame nové teseni, které navic spliuje prechodovou podminku
u(zg) > 0. Opét jsme ziskali resent ulohy s prekdzkou pro u. Tim jsme oSetiili vSechny
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piipady, kdy reseni ulohy s prekdzkou je zaroven tesenim tulohy bez prekazky. Dokazeme
tedy libovolné reseni ulohy bez prekdzky vynésobit vhodnou konstantou, aby toto feseni
bylo zaroven resenim ulohy s prekdzkou. Pokud nejde o reseni ulohy bez prekdzky, musi
platit g1(di,ds) = 0 a zaroven uz nejde o piipad 3.2.2. V takovém piipadé je funkce u
v bodé zy nediferencovatelnd a pro vhodny nésobek plati u/(xy) > u'(z7), jak jsme
zminili v Poznamce 2.

O
Poznamka 17 Obdobné tvrzeni plati i pro ulohu s prekadzkou pro wv.

Poznamka 18 Pokud bychom uvaZovali vice nez jednu prekadzku, nemohli bychom tvahu
o vhodném ndsobku z dikazu pouZit.

Obrézek 3.3: Kritické body tlohy s prekdzkou pro u. Kritické body dlohy s prekdskou pro u le3i na hyperboldch
(3.1) (Gervené) a na kfivkdch vyjddrenygch funkci g(di,d2) = 0 (modre). Obrdzek zobrazuje situaci pro { = 7,29 = %ﬂ‘.
Tento zlomek nemiZeme vyjddrit ve tvaru (2.20) a proto najdeme pouze izolované priseciky modrijch a éervenych krivek.
V tomto pFipadé tedy (zanedbdme-li izolované body) jsou Feseni v kritickych bodech ndleZicich modrym krivkdm teSenimi

ulohy s prekdzZkou pro u a nejsou TeSenimi ulohy bez prekdzky. Naopak Teseni v kritickych bodech ndlezicich cervenym
krivkdm jsou zdroven teSenimi tdlohy bez prekdzky a nespliugi rovnost gi(di,d2) = 0.

Poznamka 19 Ziskané vysledky jsou v souladu s pozorovdinim Milana Kucery [4].
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Kapitola 4

Nulova derivace pro u

Hrabosi se nedostanou za plot.

Uvazujme opét dlohu bez prekazky, ke které pridame podminku u/'(z¢) = 0. V tomto bodé
povolime, aby funkce u byla nespojita

u € 02(0, ZL’()) N 02<l’0,f),

v e C*0,0).
Obdobneé jako ve tfeti kapitole budeme uvazovat systémy (1.12) Potom celd okrajova
uloha bude mit tvar

<x)) +bnu(@) +bov(@) =00 0 ),

dg’l) "(z) + baru(z) + bygv(x) =0

u'(0) =0,

u'(€) =0,

v'(0) =0, (4.1)
v'(0) =0,

(o) = w(ay) = 0,

v(xg) = v(g),

V' (xg) = v'(ag).

Navic prevedeme soustavu na rovnice ¢tvrtého fadu (2.2) a ztransformujeme vsechny
podminky. Ziskame tlohu

dldQU””( ) + (blldg + bggdl)vg(l’) + d@t(B)UL(ZL‘) = 07 x € (O,ZL‘()),

4.2
didav’p’ () 4 (bi1da + baady )V} (x) 4+ det(B)up(x) =0, x € (20, 0), (42)
s okrajovymi a prechodovymi podminkami
v (0) = v1,(0) = vp(f) = vp(f) =0,
W) = 2]
2
/ +
4.
v;;/(xg-) _ _b221}§<x0)7 ( 3)
2
vr(zg) = vp(zq),
vi(zg) = vp(zg)-

Proti (3.23) se ndm zménily pouze rovnosti souvisejici s prekazkou.
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Poznamka 20 Protoze uvazujeme pouze u'(xd) = u'(xy) = 0, jde o linedrni wlohu.

Analogicky ke treti kapitole budeme hledat feseni ve tvaru
vp(z) = Ape™® + Bre™ ™" + Cre™ + Dre™ ™", (4.4)
’UP(IL') _ Aperl(ﬁ—a:) + BPe—Tl(ﬁ—a:) + Operz(ﬁ—x) + DPe_TQ(Z—x)' .

Ze tteti kapitoly vime, ze prvni ¢tyfi podminky ze (4.3) muzeme upravit a ziskdme

rovnosti
Ap = By,
Cr =Dy,
Ap = Bp,
Cp = Dp.

Vyuzijme tyto vztahy a dosadme je do druhé ¢tvefice podminek z (4.3)

ApriR1S1(xo) + CpraRaSs () = 0,

ApriR151(€ — xg) + CpraReSa (¢ — x) = 0,

Apr1Si(zo) + CpraSa(xo) + ApriSi(€ — xg) + CpraSa(f — xg) = 0,
ApCi(xg) + CLC%(xg) — ApCi (€ — xg) — CpCs(¢ — ) = 0.

(4.5)

Muzeme si v§imnout, Ze matice této soustavy mé opét blokové schéma (3.31). Dosadme
tedy do (3.32) a oznac¢me determinant matice M jako go(dy,ds):

TQSQ(LU()) 7’151(6 — Z‘o)
CQ(ZE()) —Cl(g — ZE())

) (4.6)

7"151 (.Z'()) 7”151 (E - l’(])
01(110) —Cl(é — l’o)

).

Polozme nyni go(dy, ds) = 0. Nulové body jsou prave kritickymi body walohy s podminkou
pro nulovou derivaci u v bodé zq € (0, ). Tyto kritické body jsou vykresleny na Obr. 5.1.
Pro nalezeni piislusnych netrividlnich feseni (u,v) upravme podminky (4.5) do tvaru

92(d1, dz) = 7“13151(1'0) ( (7"23252@ - 930))

T’QSQ(I()) 7’252(/6 — $0)

— (rRyS1 (0 — x0)) Colzg) —Ch(l — o)

— (TQRQSQ(ZB())) < (T2R252(£ — .CE()))

7”151 (l’o) 7‘252(6 — .7)0)

— (r RS, (0 — x0)) Ci(zo) —Ch(l — o)

AL’I"lRlSl(Io) = —CL’I“QRQSQ(J,‘()), (47)
AprlRlSl(ﬁ — 130) = _CPTQRQSQ(g — xo), (48)
R R
1-— —2 TQSQ(ZE())CL + 1-— —2 7‘252(6 — l‘o)Cp = 0, (49)
Rl Rl
AL01 (Io) + CLCQ(I()) — ApCl(ﬁ — $0) — CPCQ(E — ZL‘Q) =0. (410)

Podobné jako v predchozi kapitole se nyni podivejme na tii ruzné pripady.

e Plati pravé jedna z rovnosti Sy (zg) = 0, S1(¢ — ) = 0, Sa(xg) = 0, So({ — ) = 0.
e Plati S;(zg) = S;(0 — x¢) =0, S3_;(xo) # 0, S3_;({ — ) #0, i € {1, 2}.

e Plati Si(zg) # 0, S1(€ — xo) # 0, Sa(xg) # 0, Sa(€ — ) # 0.
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4.1 Plati pravé jedna z rovnosti

V této sekci uvazujeme piipady, kdy plati pravé jedna z rovnosti

Sl(l’o) = 0,

Sl(g — .1'0) = O,

Sy(0) = 0. (4.11)
52(6 - .To) =0.

Ukazeme postup pro jeden ze ¢tyt pripadu, pro dalsi se postupuje analogicky. Ve vsech
ctyfech pifpadech ziskdme pouze trividlni feseni. Resme tedy pifpad Sy(f — xz9) = 0.
Z podminky (4.8) ziskdme, ze Ap musi byt nutné nulové. Podobné z podminky (4.9)
mame, ze Cp = 0. To plati, protoze stale fesime piipad (2.6). Tedy 1 # ro a tedy Ry #
Rs. Clen (1 - g—f) r253(x0) je tedy nenulovy. Dosadime-li C;, = 0 do podminky (4.7),
ziskdme Ay = 0. Dosazenim do posledni podminky (4.10) ziskdme CpCy(¢ — ) = 0.
Protoze ale nemuzou nastat rovnosti Sa(¢ — z9) = 0 a Cy(¢ — xy) = 0 zaroven, musi
nutné byt Cp = 0. Nasli jsme tedy pouze trividlni feSeni. V postupu jsme pouzivali
tvrzeni ze sekce 2.2. Proto pokud plati pravé jedna z rovnosti (4.11), najdeme pouze
trivialni feseni.

4.2 Plati pravé dvé rovnosti

Rozebereme piipad, kdy S;(zo) = S;(¢ — xo) =0 a S;(zo) # 0,5;(¢ — zo) # 0 pro jednu
dvojici (7, 7) € {(1,2),(2,1)}. Zacnéme s i = 1. Potom z Véty 3 a z podminek (4.7), (4.8)
mame C, = Cp = 0. Dosazenim do (4.10) ziskdme Ap = %
pro koeficienty Ay az Dp splaujici véechny podminky (4.3). Z Véty 3 a z Obr. 2.4 vime,
ze kritické body spliujici Si(xg) = S1(¢ — x¢) = 0 lezi na castech hyperbol Hy, z (2.24),
kde k =m +n am,n € N spliuji (2.22).

Z podminek Sy(xg) = So(f—x) = 0 ziskdme druhou ¢ést stejnych hyperbol. V prvnim
pripadé je feseni tvaru

Ay, Ziskali jsme vztahy

v, = ALCh (m),
2
Uy, = —AL(me—erl)Cl(x),
21
_ Cy(wo) (4.12)
UVp = ALmC&(f :r),
C1 (270) (b22 -+ dg?"%)
up = —A Ci(l —x).
P LCl (g — I’Q) 621 1( )
Ve druhém piipadé ma reSeni tvar
v = CLCQ<5C)7
2
uy, = _CLM@(@?
21
Ca (o) (4.13)
— O, 20 o —
Up CL02(€—$0)02( I),

Cg (.’Eo) (622 + dg?“%)
Cg(g — QT()) le

Cg(é - I’)

Uup = —CL
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Poznamka 21 Vsimnéme si, Ze hodnoty ur(xg) a up(xg) jsou stejné. Muzeme také
spocitat, Ze ul}(zg) = up(zxg). Navic predpokliddme vy (xy) = up(xg) = 0 a tedy u €
C?(0,¢). Protoze miZeme funkce S;i(x) a C;i(z) derivovat podle Pozndmky 16 a protoZe
wvazujeme Si(xo) = S;(0 — xg) = 0 pro jeden index i € {1,2}, plati navic v} (xy) =
v (10) = 0. Resend tvaru (4.13) jsou tedy zdroveri tesenim ilohy bez prekdzky.

4.3 Neplati ani jedna z rovnosti

Ukazme si vztahy pro koeficienty, které nespliiuji ani jednu z rovnosti

N

Io)

(
(O
(
(

1

Y

N

8

(4.14)

n

2 $0)

2(C —

I

0
0)
0
)

n

&
=)

Podminky (4.7), (4.8) a (4.9) muzeme tedy jesté upravit

r9R2S5(x0)

r1 1S, (xo)
T9R9Ss (¢ — x0)
r1R1S1(0 — x0)’
Sa (o)

CP - _Sg(g — xD)CL'

Ap=—-Cr——F—=

Ap = —Cp

(4.15)

Podobné jako v predchozi kapitole, protoze se nachézime v bodech, kde je determi-
nant (4.6) soustavy (4.5) nulovy, posledni podminka (4.10) bude linedrni kombinaci
predchozich. Reseni (u,v) tedy bude mit tvar

TQRQSQ(JJ )
o) = C1 (Cz( - Ma(z)),

2
wr(o) = =y (B o) - T e i),
ba1 il S1(zo)  ba
S (o) roR2S5 (£ — xq) (4.16)
— _, 220) _op) 122\ T 0) —
’UP(J)) = CLSQ(g—l’O) <Cg(€ .T) T1R151( —$0)01(€ J))) 5
Sa(z0) (bzz + dar3 roRy Sy (€ — x0) bag + dari )
=C Co(l —x) — Ci(f— .
up(e) Lsz(f — Z0) ba1 2( ) r1R181 (¢ — o) ba1 i ™)
Poznamka 22 Tuato teseni pro Cp # 0 nespliugi ur(ry) = up(xd) a proto nejde

o resent ulohy bez prekazky.

Kritické body lohy s podminkou pro derivaci u jsou vykresleny v nasledujici Kapitole
na Obr. 5.1. Mtzeme pozorovat i vétev jdouci doprava skrz sektory I a III. Na Obr. 6.10
pozorujeme profil feseni z této vétve. Muzeme si vSimnout nespojistosti funkce u v bodé
o a zmény znaménka funkce v v tomto bodé.
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Kapitola 5

Nulova derivace pro v

Lisky neprojdou pres prekdzZku.

K dloze bez prekazky nyni priddme podminku v'(zg) = 0, ale povolime, aby funkce v
nebyla v tomto bodé spojitd. Chapeme tedy tuto podminku jako v'(zy) = v'(zf) = 0.
Tedy
u(z) € C*(0,¢),
v(x) € C*(0,20) N C*(z0, ).
Potom okrajova uloha bude mit tvar
dlu”(a:) + bnu(x) + 6121}(13) = 0,
dav" () + baru(x) + bagv(x) = 0,
/

(

(6)=0
'(0) =0, (5.1)
(6)=0

(

Obdobné jako v predchézejicich tlohach si rozdelime interval (0,¢) na dva intervaly
a budeme uvazovat soustavy (1.12). Reseni budeme hledat v kazdém intervalu zvlast.
Budeme ho hledat opét ve tvaru (3.25). Preved me znovu soustavu na rovnice ¢tvrtého
fadu (2.2) a ztransformujme podminky na tvar

v (0) = vi,(0) = vp(f) = vp(€) =0,

vi(rg) = vp(ag) =0,

vp (zg) = vp (7)),

basvr(zg) + davp (zy) = basvp(zy) + davp(zy).
Podobné jako ve ¢tvrté kapitole tedy jde o linearni tlohu. Prvni ¢tyfi podminky jsou
stejné, jako v predchozich ulohach, plati proto

(5.2)

Ap = By,
Cp =Dy,
Ap = Bp,
Cp = Dp.
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Z dalsich podminek z (5.2) pak mame soustavu

Apr1Si(zo) + CpraSa(zg) = 0,

ApriS1(L — xo) + CpraSe(f — o) = 0,

Apr3Si(xo) + CrrySa(xo) + ApriSi(€ — ) + CpriSy(f — x0),
ALRCy(x0) + CLR2Co(xg) — ApR1Cy (0 — x0) — CpR2Cao (0 — x0) = 0.

(5.3)

Ta je stejného typu jako (3.29). Pro vypocet kritickych bodu tedy pouzijeme blokové
schéma (3.31) a rozvoje matice podle prvniho fadku (3.32). Dostavame tak determinant
v podobé

7”352(1’0) T':l))Sl (ﬁ — Q?o)
RQCQ(JJQ) —R16’1 (£ - $0>

)

g3(dy, da) = 7151 (o) ( (r2S2(€ — o))

7"352(370> TSSQ<£ — l’o)

~ (M=) | B (me) —RaCo(l — )

(5.4)
3 3
_ _ riSi(re)  19S1(€ — w0)
(r252(o)) ((7“252(5 29y RiCi(g) —RiCy(l — xp)
r3S1(zo)  T3Sa(f — )
_ S E _ 1~1 0 282 0 .
<T1 1( 1‘0)) R101 (l‘o) —RQC2(£ - IO)
Kritické body budou prévé koteny rovnice gs(di, ds) = 0.
Upravme (5.3) do tvaru
ALrlSl(xo) = —CLT’QSQ(xo), (55)
AprlSl(E — ZL‘()) == _OPTQSQ(g — l’@), (56)
(CUQ - wl) TQSQ(ZE())OL + ((UQ - wl) T’QSQ(@ — I’O)CP == O, (57)
AL01 (Io) + CLCQ(I()) — APC1 (f — $0) — CPCQ(E — ZL‘Q) =0. (58)

Stejnym postupem jako v predchozich kapitolach nyni vyjadiime jednotlivé koefici-
enty. Protoze postup je ztetelny z predchozich dvou tloh, popiSeme ho strucnéji.
Pokud plati pravé jedna z rovnosti (4.11), pak najdeme pouze trividlni feseni.

Pokud platl' Sl(l’g> = 51(6 - .To) =0a 52(1’0) 7é O,Sg(f - l’o) 7é 0, pOtOIﬂ AP =
C1(z0)

A a Cp = Cp = 0. Resen jsou tvaru

Cl(f—xo)

v = ALC1(9U),

b d
up — _AL( 22 + 27’1)01( ),

bay
C (o) (5.9)
= A, ——"Y (0 —
vp Lcl(f—xo)cl( 55)7
2

up = —AL Cl(xo) (b22+d27’1)01(£_x).

Ol (£ — l’o) b21
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Pokud Sy(zg) = S2(¢ — x9) = 0, pak

v = CLC2($),
b dyr?
"y — _CLM@(@,
21
= [ / —
Up CLCQ(E—xo)OQ( JZ),

CQ(xo) (622 + dg?"g)

—C
ch(g — LC()) b21

Vyjadtime si nyni koeficienty Ay, Ap a Cp pomoci C, pro ptipad, kdy neplati zadna
z uvazovanych rovnosti (4.11)

7”252(33'0)
A= ——-2C,
t 7’151(530) g
A _ TQSQ(K — ZE())
P 7’151(6 — l‘o)
Sa(o)
Cp=—7-~—2C
P Sg(g — l‘o) L

Regeni mé tvar
S.
v (z) = Cp, (02(x) — 2 Sjggicl(x)) ,

boo + d2T2 7“252(330) boo + dg?“l )
UL(x) o ( ba1 2( ) 7‘151(550) ba1 ( )

_ o Sa(x0) gy %loz) o,
vp(z) = =Cp ) (02@ ) Ci(¢ )) ’

(5.11)

Sg(g — X9 7‘151 (f - ’JJ())
52(1‘0) <b22 + dg’l“g TQSQ(E — l’o) b22 + dg?“l )
=C Cy(l —x) — Ci1(0— .
up(x) r 52(5 - fo) b1 2( x) 7"151(6 - fo) ba1 ( )

Muzeme nyni na Obr. 5.1 a Obr. 5.2 porovnat mnoziny kritickych bodu wloh s podminkou
pro nulovou derivacit ve vybraném bodé xy = %7‘(’. Tento podil muzeme vyjadrit jako
(2.22). Proto se v mnoziné kritickych bodu ob jevuji i hyperboly Hy (2.24). Pro koeficient
k plati k = m + n, kde m, n splnuji xy = =4c,c € N. Jde
o piipady, které jsme fesili v Sekci 4.2 a na stranach 31, 32. Na Obr. 5.1 si vSimnéme

vétve v sektoru 1. Tato vétev nékde prekroci hranici Sektorﬁ Il a IIl a dostane se tedy
do sektoru II1.

Poznamka 23 Vidime rozdil v existenci vétve kritickych bodi jdouci doprava. Pokud se
jesté vrdtime k ulohdm s prekdzkou rozebiranym ve treti kapitole, mizZeme si vSimnout,
Ze funkce u a v se prohodily vzhledem k existenci vétve jdouci doprava. Veétev jdouct
doprava existuje pro ulohu s prekazkou pro v a pro ulohu s podminkou pro derivaci u.
V dalsich ulohdch rozebirangch v této prdci tato vétev neezistuje. Ddle muzeme pozorovat,
ze vsechny dalsi vétve se nachdzi nalevo od obdlky hyperbol.
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Obrazek 5.1: Kritické body tlohy s nulovou derivaci pro u. Obrdzky na této strdnce jsou vykresleny pro £ =
axy = %W. Modre jsou vykresleny kritické body g2(d1,d2) = 0 pro g2 z (4.6). Cervené jsou vykresleny hyperboly Hy (3.1).
Hyperboly Hy (2.24) jsou teSenim rovnice g2(di,d2) = 0. Proto modré hyperboly Hy = Hyc,c € N prekryjvaji cervené

hyperboly.

0 —
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5
di

Obréazek 5.2: Kritické body tlohy s nulovou derivaci pro v. Mezi modrymi kiivkami mizZeme rozpoznat © hy-
perboly Hy, = Huc,c € N (2.24), pro které je Teseni této dlohy dokonce spojité. Stejné jako na Obr. (5.1) je vyskyt téchto
hyperbol v mnoZiné kritickych bodi podminén dobie vyjadritelngm mistem prekdzky (2.22), jak je popsdno v sekci 2.4,
zejména v Pozndmce 11.
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Kapitola 6

Shrnuti

V predchozich kapitolach jsme studovali tlohy s ruznymi podminkami. Nasli jsme od-
povidajici mnoziny kritickych bodu a jim ptislusna netrividlni feseni. V této kapitole si
pro ilustraci nékterd feseni vykreslime. Pro uplnost pridame kritické body a vybrana
feseni ulohy s prekdzkou pro v, které ve své praci [1, str. 52-62] rozebird Pavel Kouba.

Vsechny kritické body, které v této kapitole zminujeme, jsou pouze priblizné. Ziskali
jsme je numerickym vypoctem jako koteny rovnice g;(dy,ds) =0, i € {0,1,2,3} v zavis-
losti na tloze. Spojitou oblast parametru d;, do, tedy prvni kvadrant, jsme diskretizovali.
Nejdrive jsme pro kazdy parametr urcili interval, pro ktery feseni budeme vykreslovat.
Tento interval jsme rozdélili na 1200 bodu a v nich vypocitavali funkéni hodnoty funkce
g;. Pro takovy pocet bodu dokazeme feseni vykreslit dostateéné presné. Vzdy jsme zvolili
pevné d; nebo dy a uvazovali jsme funkei g; jako funkei jedné proménné g;(ds) nebo g;(dy).
Protoze funkce g; je spojitd, muzeme body, ve kterych se méni znaménko oznacit jako
kritické body.

Casto vykreslujeme Feseni v kritickych bodech na fezu dy. Postupujeme tak, ze
zacneme v nejpravejsim kritickém bodu a postupujeme doleva. U jednostrannych tloh
s prekdazkou pro u (prekdzkou pro v) vykreslujeme pouze ta feSeni, pro kterd plati
u(xg) = 0, (v(zg) = 0) a vynechavame teSeni, ve kterych je u(xg) > 0 (v(xg) > 0),
protoze jde o pripady, které jsou zaroven fesenim tlohy bez prekazky.

Ve vSech grafech feseni vytvofenych pomoci octave je slozka u ¢ervena a slozka v
zelena. Ve druhé sekci této kapitoly pocitame navic profily feSeni i pomoci programu
AUTO. Zde ma kazdy obrazek svou vlastni legendu.

6.1 Uloha bez prekazky

Ve treti kapitole jsme zminili, Ze kritické body wulohy bez prekazky lezi na hyperbolach H,
tvaru (3.1), jak pisi ve svych pracich Pavel Kouba [1, str. 9-11] i Monika P3enicovd [2,
str. 8-9]. Reseni, ktera jsou tvaru (3.2), (3.3), (3.4), (3.17) se lisf podle toho, v jaké ¢asti
hyperboly H,, se parametry difize nachazi. V vSech ¢tytech ptipadech plati, ze funkce v
je kladnym nésobkem funkce u. Poznamenejme pro uplnost, ze kazdd hyperbola ma
pro d; > 0 i svou druhou vétev, ktera je ale celd pod osou dy = 0, proto ji neuvazujeme.
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0 0.1 0.2 0.3
di

Obréazek 6.1: Kritické body (3.1) dlohy bez prekazky (€ervené). Vykresleno je prunich 10 hyperbol. £ = .

reseni
o
T
reseni
o
T

2 L L L L L L 2 L L L L
0 05 1 15 2 25 3 0 05 1 15 2 25 3
X X

(a) (u,v) pro kriticky bod (d1,d2) = (0.33337,4). (b) (u,v) pro kriticky bod (di,d2) = (0.1945,4).

reseni
°
T
reseni
o
T

2 L L L L L 2 L L L
0 05 1 15 2 25 3 0 05 1 15 2 25 3
X X

(€) (u,v) pro kriticky bod (di,ds) = (0.09946, 4). (d) (u,v) pro kriticky bod (d1,ds) = (0.05874,4).

Obrézek 6.2: Profily prostorové nehomogennich feseni (u ¢ervené, v zelené) ve vybranych bodech na zvoleném
Tezu do = 4 pro ulohu bez prekdzky. £ = 7.

6.2 Uloha s prekazkou pro v

Zacnéme okrajovou tlohou s prekadzkou pro v, kterou jsme v této praci nerozebirali. Pavel
Kouba [1, str. 60] ukdzal, ze mnozinu kritckych bodu tvoii koteny rovnice go(dy, ds) = 0,
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kde
ot = (S0 8102028 ) e (=3 BE)

spoleéné s hyperbolami H,, (3.1). V tomto vyjddfeni znacime
Rlv—”f’%—i-l;—lll, RQ\/—TS—F%.

Analytické vyjddieni feseni najdeme v diplomové praci Pavla Kouby [1, str. 58, 60
a 01].
Do této sekce navic pridame pro ilustraci i grafy ziskané programem AUTO. Muzeme
tedy porovnat dva ruzné postupy. V programu octave numericky hledame kofeny rovnice
go(dy,d2) = 0. Vybereme nékteré z nich a pomoci analytického vyjadieni vykreslime
dvojici feseni (u,v) v piislusném bodé. V programu AUTO proti tomu vzdy Fesime
okrajovou tlohu prvniho fadu pro 4 neznamé funkce a jejich prvni derivace.

Zvolili jsme prekazku v bodé zy = %71’. Diky symetrii nalezneme stejné kritické body

i pro prekazku v bodé zy = %71’

di

Obrazek 6.4: Profil feseni v kritickém bodu (d1,d2) = (4.60610,1.34) (u €ervené, v zelené). Tento kriticky
bod je vyznacen krizkem na Obr. 6.3. £ = w,x0 = %W. Vievo je profil ziskany analyticky tak, jak ho dokdzal vyjddrit Pavel

Kouba [1, str. 61].
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Obrazek 6.5: Kritické body pro dlohu s piekdzkou pro v. Modie jsou vykresleny body splitujici go(ds, dz) = 0.
Cervené jsou hyperboly Hy (3.1), ve kterych najdeme hladké Teseni splriujici v(zo) > 0 a které je zdrovern feSenim wlohy

bez prekdzky. £ = w,xo = Zm.

0.5

0.4

0.3

reseni

0.2

0.1

-0.2
-0.3

2f — 0.4
. . . . .

05 1 15 2 25 3 -0.5 L L L .

x 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

(a) (u,v) pro kriticky bod (d1,d2) = (0.20473,4).

0.2

0.1

0

reseni

0.1
0.2
451 f 0.3
0.4
26 | 0.5

-0.6

-0.7

05 1 15 2 25 3 -0.8 L L L L
X 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

(b) (u,v) pro kriticky bod (di,d2) = (0.12922,4).
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reseni

-0.2 |

0.3 F

-0.4

. .
2.5 3 -0.5 . L L L
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

(¢) (u,v) pro kriticky bod (d1,d2) = (0.08386,4).

reseni

. . . . . .
0.5 1 15 2 2.5 3 -0.3 L . . L
X 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

(d) (u,v) pro kriticky bod (di,ds) = (0.05818,4).

Obrézek 6.6: Profily feSeni ve vybranych bodech na zvoleném fezu dz = 4 pro ulohu s prekdZkou pro v
(u Cervené, v zelené). V levém sloupci jsou profily Feseni numericky nalezené pomoci programu Octave 5.1.0, v pravém

sloupct pomoct programu AUTO. £ =m,x0 = 5.

6.3 Uloha s prekazkou pro u

Spocitali jsme, ze mnozina kritickych bodu pro 4lohu s prekdzkou pro u je tvorena koreny
funkce ¢1(dy,ds) = 0 a hyperbolami (3.1), kde funkce ¢1(dy,dy) ma tvar (3.30). Zvolili
jsme ¢ = 7 a prekazku v bodé xy = ;1L7T. Ptripomenme, Ze jde o jednostrannou ulohu.

Mnozinu kritickych bodt muzeme rozdélit na 2 typy. V kritickych bodech prvniho
typu je prislusné teSeni hladké. Takové kritické body se nachézeji na hyperbolach H,
(3.1). V kritickych bodech druhého typu je piislusné reseni nediferencovatelné v bodé x,
V takovém piipadé plati gi(dy,ds) = 0. Existuji ale dvojice parametru di, dy spliujici
g1(dy,ds) = 0, ve kterych je feSeni opét hladké. Takové dvojice lezi na hyperbolach H,
(2.19), kde j, k,n spliuji (2.20). Jde tedy o podmnozinu kritickych bodu prvniho typu.
Kritické body obou typu muzeme pozorovat na Obr. 6.7. Kritické body prvniho typu
jsou zaroven kritickymi body ulohy bez prekdzky.
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Obrazek 6.7: Kritické body tlohy s piekdzkou pro u. Modre jsou vykresleny body spliujict gi(di,d2) = 0.

Cervené jsou vykresleny hyperboly Hy (3.1). £ =7, xg = iw.
1t 10+ 4
10 10 - 1
0 0.5 1 15 2 25 3 0.5 1 15 2 25 3
(a) (u,v) pro kriticky bod (d1,d2) = (0.1945,4). (b) (u,v) pro kriticky bod (d1,ds) = (0.15666, 4).
60 [ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘
4000 - 4
40 F
2000 1
20 -
0 ——
-2000 - 4
2l ]
-4000 4
40 [ i
0‘5 i 1‘5 2‘ 2.‘5 l; 05 : 15)( 2 25 3
(¢) (u,v) pro kriticky bod (di,dz) = (0.08074,4). (d) (u,v) pro kriticky bod (d1,dz) = (0.04354,4).

Obrézek 6.8: Profily feSeni ve vybranych bodech na zvoleném fezu dy = 4 pro lohu s prekdZkou pro u
(u éervené, v zelené). { = m, xg = %ﬂ',
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6.4 Uloha s nulovou derivaci pro u

Zvolime ¢ = 7 a xg = gﬂ'. Kritické body jsou koteny funkce go(dy,ds) = 0, kde go(d1, do)
ma tvar (4.6).

Rovnost go(dy, ds) = 0 spliuji i body lezici na hyperboldch Hy, (2.24), kde k = m+mn,
pro které lze xq vyjadrit jako xzg = m”—fn, pricemz k,m,n € N. V zavislosti na zvoleném
kritickém bodu ma pfislusné feseni tvar (4.12) nebo (4.13). Toto feSeni je v obou slozkéach
spojité. Pokud uvazujeme bod spliujici ¢go(dy,dy) = 0, ktery nelezi na zédné z hyperbol
Hy, potom funkce u neni spojité a feseni je tvaru (4.16).

Pro tuto tlohu jsme nasli i vétev kritickych bodu prochazejici sektory II a III, jak

muzeme pozorovat na Obr. 6.9.

Obrazek 6.9: Prava vétev kritickych bodu ddlohy s podminkou pro derivaci v (modie). Nasli jsme, podobné

jako v wloze s prekdZkou pro v, vétev prochdzejict sektory Il a III. ¢ = w,x0 = %w‘

15

0.5

reseni

0
0.5

s

_—

L
0 0.5 1 15 2 25 3
X

-1.5

Obrazek 6.10: Profil feseni v kritickém bodu (d1,d2) = (4.27858,1.22608) lezicim na vétvi prochazejici

sektory II a IIT (u Cervené, v zelené). Tento bod je kiizkem vyznaden na Obr. 6.9. L = w,x9 = %7‘(‘.
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Obrazek 6.11: Kritické body iilohy s podminkou pro derivaci u (modie). Cervené jsou opét zndzornény hyper-
boly Hy, (3.1), které ale obecné nejsou kritickymi body lohy s podminkou pro derivaci uw. £ = w,x9 = %ﬂ'.

300 [ 1

200 [ 1

100 [ 1

= £
& 8
2 2
0 o
-200 1
0.5 1 15 2 2.5 3 0.5 1 15 2 2.5 3
X X

(a) (u,v) pro kriticky bod (di,d2) = (0.21049, 3.5). (b) (u,v) pro kriticky bod (d1,ds) = (0.12721,3.5).

z £
2 &0
20 2
20 B 1r
40 & I I I I I L 2 I . . . .
0.5 1 15 2 25 3 0 0.5 1 15 2 25 3
X X

(¢) (u,v) pro kriticky bod (d1,ds) = (0.08041,3.5). (d) (u,v) pro kriticky bod (d1,ds) = (0.03825, 3.5).

Obrazek 6.12: Profily feSeni ve vybranych bodech na zvoleném fezu dz = 3.5 pro udlohu s podminkou
pro derivaci u (u Cervené, v zelené). £ = 7, xg = %ﬂ'.
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6.5 Uloha s nulovou derivaci pro v

Vsechny kritické body pro tuto podminku se nachazi pouze v sekotru I. Zvolili jsme
¢ =7 a prekazku v bodé xg = %’/T.

Mnozina bodu (dy, dz), které spliuji gs3(dy, ds) = 0, kde g3 je tvaru (5.4), je mnozina
kritickych bodu. Kritické body lezici na hyperbolach Hy (2.24), kde k = m+n, pro které
lze xg vyjadrit jako xg = m”—fn, pricemz k,m,n € N, také spliuji rovnost gs(di, ds) = 0.
V téchto piipadech nalezneme spojité feseni tvaru (5.9) nebo (5.10). Pokud uvazujeme
bod nendlezici hyperboldam Hj, dostaneme feseni tvaru (5.11), ve kterém je funkce v
nespojita.

Obrazek 6.13: Kritické body 4ilohy s podminkou pro nulovou derivaci v (mod¥e). Cervené jsou hyperboly Hy,
(3.1), které obecné nejsou Tesenim tlohy s podminkou pro derivaci v. Jsou zde pouze pro lepsi ndzornost, kde se modré

krivky nachdzeji. £ = m,x0 = gm.

T T T T T T T T T T
20 b
20
10 b
=
¢ o/

reseni
esel

-20

05 1 15 2 25 3 05 1 15 2 25 3
X X

(a) (u,v) pro kriticky bod (d1,d2) = (0.21097,3.5). (b) (u,v) pro kriticky bod (d1,ds) = (0.10746, 3.5).
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(C) (u,v) pro kriticky bod (d1,d2) = (0.05962, 3.5). (d) (u,v) pro kriticky bod (di,d2) = (0.0385, 3.5).

Obrazek 6.14: Profily feSeni ve vybranych bodech na zvoleném fezu d2 = 3.5 pro udlohu s podminkou
pro derivaci v (u Eervené, v zelené). £ = w,x9 = %w.
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Kapitola 7
Zaveér

V praci jsme matematicky popisovali model dravce a kotisti pomoci soustavy dvou
difiznich rovnic s Neumannovymi okrajovymi podminkami. Hledali jsme prostorové ne-
homogenni stacionarni feseni linearizované tlohy v zavislosti na difiznich paramatrech
dy, dy. Navic jsme ve zvoleném bodé intervalu pridavali rizna omezeni pro funkéni hod-
noty nebo derivace feSeni. Ve vsech piipadech jsme nalezli mnozinu kritickych bodu,
pro které existovalo prostorové nehomogenni teseni. V wloze s prekdzZkou pro v a v loze
s podminkou pro derivaci u existuje vétev kritickych bodu, kterd prochéazi sektory I7
a III. Tato vétev se zdad byt neomezena pro d; a omezenda pro ds. Takovou vétev jsme
v ostatnich tilohach uvazovanych v této praci nenasli. Nalezli jsme také profily prostorove
nehomogennich feSeni v ndmi zvolenych kritickych bodech. Celou praci nas provazela fy-
zikalni predstava lisek a hrabogu, kterd usnadnila porozuméni ruznym podminkam.
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