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Úvod 

T é m a t e m té to bakalářské práce jsou numerické metody řešení algebraických rovnic. M á 
jí t o sh rnu t í několika čas to používaných metod společně se sbírkou řešených př íkladů. 
Cílem je vytvoř i t text v h o d n ý předevš ím pro studenty, ve k t e r ém naleznou základní 
přehled týkající se dané problematiky. Není kladen důraz na teoret ické odvozování jed
notl ivých metod, ale předevš ím na jejich prakt ické použi t í . 

Teoret ická část se skládá ze t ř í kapitol. V p rvn í se zavádějí zák ladní pojmy z ob
lasti po lynomů a funkcí. Ty to maj í posloužit předevš ím jako sjednocení terminologie 
a uvědomění si v las tnost í , k teré se při řešení vhodně využívají. V d ruhé kapitole je 
zaveden pojem algebraické rovnice a k rá tké po jednán í o něm. T ř e t í kapitola je již 
věnována s a m o t n é m u řešení pomoc í numerických metod. Nejprve je vysvět leno, jak 
urči t počet (reálných) kořenů polynomu a taky vymezení intervalu, na k t e r ém leží. 
Následně, v d ruhé a t ř e t í část i , jsou již p ředs taveny konkré tn í numerické metody pro 
h ledání těch to kořenů. K a ž d á z nich je doplněna o jeden řešený příklad, na k t e r ém je 
ukázáno prakt ické použi t í v M S Excelu. 

P rak t i cká část je obsažena ve č tv r té kapitole. V ní č tenář nalezne sbírku řešených 
př ík ladů kombinující poznatky z teoret ické části . Každý př ík lad je (jakožto i př íklady 
i lustrační z t ř e t í kapitoly) doplněn o s a m o s t a t n ý list v excelovém souboru, k te rý na
leznete na př i loženém C D . 
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Kapitola 1 

Základní pojmy 

V prvn í kapitole budeme definovat základní pojmy, na k te ré se budeme následně od
kazovat. Zároveň zmíníme konkré tn í věty a tvrzení , z nichž vycházíme při řešení alge
braických rovnic i u konkrétních numerických metod. Kapi to la je rozdělena do pod
kapitol, k teré n á m poskytnou s t ručné shrnu t í p o j m ů nejdříve z algebry a po t é z ma
temat ické analýzy. Oba tyto př í s tupy budeme při řešení konkrétních př ík ladů vhodně 
kombinovat. 

1.1 Polynomy 
S polynomy se setkávají studenti již na základní škole, aniž by podrobněj i zkoumali 
jejich vlastnosti. P r á v ě ty n á m při h lubš ím studiu ukazují spoustu možnost í , jak s po
lynomy pracovat a co všechno o nich můžeme říct po p o u h é m p rvn ím pohledu. P r á v ě 
t í m t o se v následujícím odstavci budeme zaobíra t . Níže uvedené věty nebudeme v tomto 
textu dokazovat. V p ř ípadě zájmu si může student důkaz jednot l ivých vět vyzkoušet v 
rámci cvičení. Správnost si m ů ž e ověřit např . v (Krutský , 1998). 

Definice 1.1.1 
Funkci f(x) = anxn + an_\Xn~x + ... + a\X + a 0 , kde a0,ai,...,an G T , an ^ 0, nazveme 
polynom jedné proměnné nad tělesem T. Čísla a0,ai,...,an n azýváme koeficienty poly
nomu. Jednot l ivé polynomy budeme značit f(x), g(x), atd. Př i rozené číslo n nazveme 
stupeň polynomu, zapisujeme stf(x) = n. 

Tělesem T zmíněným v prvn í definici budeme vždy rozumět ěíselné těleso. 

Definice 1.1.2 (Marvan, 2001) 

Nechť jsou dány polynomy f(x) = anxn + an_\Xn~x + ... + a\X + a0, g(x) = bmxm + 
+ bm-\xm~x + ... + b\x + bo nad číselným tělesem T. 
• Polynomy f(x) a g(x) se rovnají , f(x) = g(x), p rávě když p la t í f (a) = g (a) Va G T . 
• Součet po lynomů f(x) a g(x) je polynom f(x) + g(x) = CkXk + Ck-\xk~x + ... + 
+c\x + co, kde q = ai + bi, i = 0,1,...,k. 
P l a t í k = st ( / (x) + g(x)) = max{s t / (x ) , stg(x)}. 
• Součin po lynomů f(x) a g(x) je polynom f(x) • g(x) = kpxp + kp_\Xv~x + ... + k\X + 
+ fc0, kde p = stf(x) + stg(x) a ck = Yji+j=kai' P r o k = 0,l,...,p. 
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Všechny následující definice a věty kapitoly 1.1 vycházejí z (Krutský , 1998). 

V ě t a 1.1.1 

Polynomy nad číselným tělesem T tvoř í obor integrity (T[x\, +, •) polynomů jedné 
proměnné x (nad T). 

Dělitelnost a vlastnosti kořenů 
Nyní známe definici polynomu a víme, že polynomy, se k te rými budeme pracovat, tvoří 
obor integrity (spolu s operacemi sčí tání a násobení po lynomů) . Student si může sám 
v rámci cvičení ověřit , že takto vy tvořená struktura opravdu oborem integrity je. V 
následující podkapitole si s t ručně rozebereme, kdy je polynom dělitelný j i n ý m polyno
mem a po t é se zaměř íme na konkré tn í vlastnosti jeho kořenů. T y se n á m můžou při 
řešení algebraických rovnic hodit, pokud budeme např ík lad chtí t nějaké kořeny odhad
nout. 

Definice 1.1.2 
Mějme polynomy f(x), g(x) G T[x]. O těchto polynomech řekneme, že f(x) dělí g (x), 
právě když existuje polynom h(x) G T[x], pro k te rý p la t í g(x) = f(x) • h(x). 
Fakt, že polynom f(x) dělí polynom g(x), zapisujeme symbolicky f(x) \ g(x). 

V ě t a 1.1.2 
Nechť f(x), g(x) jsou polynomy z T[x], př ičemž g(x) je nenulový a p la t í f(x) \ g(x). 
Potom stf(x) < stg(x). 

N a tomto mís tě p ř ipomenu tzv. Euklidův algoritmus. Je možné, že se s n ím stu
denti setkali již při dřívějším studiu. Tento algoritmus slouží k nalezení největšího 
společného dělitele, dále jen N S D . Tento algoritmus lze aplikovat nejen na čísla, ale 
s te jným způsobem i na polynomy. Prak t ické využi t í tohoto algoritmu naleznete níže 
v po jednán í o vícenásobných kořenech. 

Definice 1.1.3 
Mějme číselné těleso T a čísla a,b G T , přičemž b ^ 0 a \b\ < \a\. Provedeme-li po
s tupně dělení se zbytkem za předpok ladu , že r i ^ 0 pro i — 0,1,...,k a rk+i = 0, získáme 
následující soustavu vz tahů : 

a = b • qi + 7*1; | r i | < \b\ 

b = n • q2 + r 2 ; \r2\ < \n\ 

ri=r2- q3 + r3; | r 3 | < | r 2 | 

rfc-3 = rk-2 • qk-i + rk-ť, | r f c _ i | < | r f e _ 2 | 

r f c _ 2 = r f c _ i • qk + r f c; \rk\ < | r f c _ i | 

r f c _ i = rk • qk+1 + rk+1; r k + 1 = 0. 

Postup popsaný výše uvedenými formulemi se nazývá Euklidův algoritmus, nebo t aké 
algoritmus pos tupného dělení. P ro největší společný dělitel dvou čísel a, b tedy pla t í 
NSD(a,6) = rk. 
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Největš ím společným děli telem dvou čísel je tedy poslední nenulový zbytek v jejich 
p o s t u p n é m dělení. 

Pro zbytek t é t o práce je důlež i tým pojmem kořen polynomu, k t e rý s děli telností 
úzce souvisí. Jejich vzájemný vztah určuje tzv. Bezoutova věta, kterou vzápě t í vy
slovíme. 

Definice 1.1.4 
Prvek c G T' D T, kde T' je nad tě lesem tělesa T , nazveme kořen polynomu f (x) G 
T[x], p rávě když p la t í f (c) = 0. 

V ě t a 1.1.3 (Bezoutova v ě t a ) 
Nechť je dán nenulový polynom f (x) G T[x] a prvek c E T. Takový prvek c je kořenem 
polynomu f (x), p rávě když p la t í (x — c) \ f (x). 

V ě t a 1.1.4 
Mějme polynom f (x) G T[x\. Pokud je prvek c jeho kořenem, pak lze tento polynom 
rozložit následujícím způsobem: f(x) — (x — c) • g(x), př ičemž stf(x) = stg(x) + 1. 

Definice 1.1.5 
Lineární polynom (x — c) popsaný ve větě výše nazýváme kořenový činitel příslušný 
ke kořeni c. 

Teď už m á m e p ředs tavu o tom, co z n a m e n á pojem kořen polynomu. Možná je 
vidi te lná souvislost mezi kořenem polynomu a řešením rovnice, a lespoň tak, jak to in
tu i t ivně v n í m á m e na základě toho, co je známo ze základní a s t řední školy. Všechno 
ješ tě blíže specifikujeme a definujeme v d ruhé kapitole. Nyní si uvedeme několik vět, 
které pojednávaj í o vlastnostech kořenů. Nejdříve ovšem budeme po t řebova t jeden po
jem, k t e r ý m je derivace polynomu. 

Definice 1.1.6 
Mějme polynom n- t ého s tupně f(x) nad T, kde n G N . Tento polynom je ve tvaru 
f(x) = anxn + an-\xn~x + ... + a\x + ao, an ^ 0. Derivací polynomu f(x) rozumíme 
polynom f'(x) = n anxn~x + ... + 3 CI32;2 + 2 022; + a\. 

Definice 1.1.7 
Nechť je dán polynom f(x) G T[x] a přirozené číslo k. Prvek c G T' D T, kde T' je 
nadtě leso tělesa T, nazveme k-násobný kořen polynomu f (x), jestl iže plat í : 
(x - c)k I f (x) A (x - c)k+1 \ f (x). 

V ě t a 1.1.5 
Je-li prvek c G T /c-násobným kořenem nenulového polynomu f (x) G T\x] s tupně ale
spoň 1, pak pro k > 1 je t aké (k — l ) - n á s o b n ý m kořenem prvn í derivace f'(x) daného 
polynomu. 

V ě t a 1.1.6 
Prvek c G Tje k-násobným kořenem polynomu f(x) G T[x] s t upně alespoň 1, p rávě když 
je zároveň kořenem po lynomů f'(x), / ^ " ^ ( x ) a není kořenem polynomu f^k\x). 
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V ě t a 1.1.7 
Má-li nenulový polynom f(x) G T[x] a lespoň jeden vícenásobný kořen, pak jsou poly
nomy f(x) a f'(x) soudělné. 

V ě t a 1.1.8 
Je-li polynom f(x) G C [x] soudělný se svou prvn í derivací, pak m á alespoň jeden 
vícenásobný kořen. 

V ě t a 1.1.9 
Nechť f(x) je polynom s tupně alespoň 1 nad tě lesem C . Potom lze naj í t polynom 
g(x) G C[x] takový, že m á stejné kořeny jako f(x), ale samé jednoduché . 

Díky výše uvedeným v ě t á m z ískáváme návod, jak takový polynom g(x) naj í t . T é t o 
me todě se ř íká odstraněni vícenásobných kořenů. K nalezení takového polynomu n á m 
stačí dva kroky: 
• Nalezneme největšího společného dělitele D(x) po lynomů f(x) a f'(x). K tomuto 
využ íváme Eukle idův algoritmus zmíněný výše. 
• Provedeme dělení f(x) : D(x) = g(x). Takto získaný polynom g(x) m á tedy stejné 
kořeny jako f(x), ale samé jednoduché . 
T í m t o postupem se můžeme elegantně zbavit vícenásobnost i a hledat kořeny polynomu 
nižšího s tupně . 

Definice 1.1.8 
Těleso T nazveme algebraicky uzavřeným, p rávě když m á každý polynom f(x) G T[x] 
s tupně alespoň 1 v tomto tělese alespoň jeden kořen. 

Pojem algebraicky uzavřeného tělesa po t řebu jeme k vyslovení následující věty. Jde 
o tzv. Základni větu algebry a jde o jeden z nejpodsta tnějš ích algebraických po jmů . 
K její formulaci můžeme využít čtyři ekvivalentní výroky. Dále je ve vě tě zmíněno 
těleso komplexních čísel, znalost t é t o algebraické struktury p ředpok ládám. Pro zájemce 
o nah lédnu t í do různých důkazů t é to věty doporučuj i (Cechová, 2013). 

V ě t a 1.1.10 ( Z á k l a d n í v ě t a algebry) 
• Každý polynom s komplexními koeficitenty s tupně alespoň 1 m á alespoň jeden kom
plexní kořen. 
• Každý polynom f(x) nad tělesem komplexních čísel s tupně alespoň 1 m á v C rozklad 
tvaru f(x) = a(x — C\){x — c 2). . .(x — cn), kde a ^ O a C i , c 2 , . . . , c „ jsou kořeny polynomu. 
• Ireducibilní polynomy v C[x] jsou právě polynomy s tupně 1. 
• Těleso komplexních čísel je algebraicky uzavřené. 

Krá t ce si p ř i p o m e ň m e jeden pojem z oboru komplexních čísel. Komplexní číslo 
můžeme psá t ve tvaru z = a + bi, kde a,b jsou reá lná čísla a i je tzv. imaginárn í jed
notka. Číslo komplexně sdružené ke komplexnímu číslu z je číslo ž = a —bi. Tento pojem 
zmiňuji kvůli j edné vlastnosti. Pokud m á tot iž polynom nad reá lnými čísly komplexní 
kořen z, pak je jeho kořenem i komplexní číslo ž. Z toho můžeme odvodit t aké , že 
počet imaginárních kořenů daného polynomu je vždy sudý. A zároveň pokud je poly
nom lichého s tupně , pak musí mí t a lespoň jeden kořen reálný. 
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N a závěr se speciálně pod íváme ješ tě na polynomy s celočíselnými koeficienty. 

V ě t a 1.1.11 (o r a c i o n á l n í c h k o ř e n e c h ) 

Nechť je f(x) = anxn + an_\Xn~x + ... + a\X + a0, a n ^ 0 polynom s tupně alespoň 
jedna, jehož všechny koeficienty jsou celá čísla. Nechť je dále číslo r = | , kde p a q jsou 
nesoudělná celá čísla, q ^ 0 , kořenem polynomu f(x). Potom p la t í p \ a0, q \ an. 
Dále p la t í (p—cq) \ f(c), kde c je libovolné celé číslo a f(c) ^ 0. Občas se tato podmínka 
uvád í ješ tě ve speciálních tvarech (p — q) | / ( l ) , resp. (p + q) | /(—1), pokud / ( l ) ^ 0, 
resp. / í - 1 ) / ( ) . 

Hornerovo schéma 
Závěrem prvn í kapitoly se podívejme blíže na Hornerovo schéma. Jde o algoritmus 
po jmenovaný po W . G . Hornerovi, k te rý jej na začá tku 19. stolet í popsal. J e d n á se 
o efektivní způsob, jak provádět nejen dělení po lynomů (ovšem pouze ve specifickém 
tvaru), ale t aké zjišťování hodnoty polynomu v d a n é m bodě . 

V ě t a 1.1.12 
Nechť f(x) = anxn + an-\xn~x + ... + a\x + ao je polynom s tupně alespoň 1 nad 
komuta t i vn ím tělesem T, nechť g(x) = bn-\xn~1+ bn-2Xn~2 + ... + b\x + bo je podíl 
a r je zbytek po dělení polynomu f(x) polynomem (x — c), kde c G T. Pak plat í : 
&„_i = an, 6„_ 2 = a„_ i + c6„_i, 6 0 = «i + c&i, r = a0 + cb0. 
Je-li r = 0, pak c je kořenem polynomu. 

Takto popsaný výpočet můžeme u s p o ř á d a t do tabulky následujícím způsobem. 

ďn—1 O-n-2 • a 2 a0 

C Cbn-l cbn-2 • . cb2 cbi cbo 
bn-i bn_2 bn-3 • h b0 

r = f (c) 

P ř í k l a d 
S použ i t ím Hornerova schématu vyděl te polynom f(x) = x3 — 5x2 + 8x — 4 polynomem 

1 - 5 8 - 4 
1 1 - 4 4 

1 - 4 4 0 

Pomoc í předchozí věty vytvoř íme tabulku a vidíme, že podí l zadaných po lynomů 
je x2 — 4x + 4 a zbytek r = / ( l ) = 0, tedy 1 je kořenem polynomu f(x). 

Cvičení 
1. Určete největší společný dělitel po lynomů xA + 2x3 — 5x2 — 6x a x4" — 6x3 + 8x2 + 6x — 9. 
2. Najdě te kořeny polynomu x4 + 6x3 + 7x2 — 6x — 8. Použij te znalosti z věty o ra
cionálních kořenech. 
3. Rozložte polynom 2x3 + 17x2 + 40x +16 na kořenové činitele. Alespoň jeden z kořenů 
je celočíselný. 
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4. O d s t r a ň t e vícenásobné kořeny polynomu x 4 + x3 - 3x2 - 5x - 2. 
5. Najdě te kořeny polynomu x5 - 15a;3 + 10x2 + 60a; - 72 víte-li, že m á jeden kořen 
t ro jnásobný a jeden dvojnásobný. 
6. Pomoc í Hornerova schématu vyděl te polynom 4 x 5 + 8x4 + 19x3 - 29x2 + 18a; + 18 
l ineárními polynomy x - 1, x + 1 a x - 3. Je některý z nich kořenovým činitelem za
daného polynomu? 
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1.2 Funkce 
Podkapitola 1.2 shrnuje nej základnější pojmy vztahující se k ma tema t i cké analýze, 
k teré budou pro nás dále po t ř ebné . Smyslem je zamyslet se nad t ím, j a k á je souvislost 
mezi kořenem polynomu a nulovým bodem funkce. J is tě vás napadne, že polynomiální 
funkce n a b ý v á hodnoty 0 právě v bodech, jež jsou kořeny daného polynomu. Níže uve
dené definice slouží předevš ím k pochopen í Bolzano-Cauchyho věty, k t e rá se využívá 
např . př i numerické m e t o d ě půlení intervalu (viz 3.2.1). 

K vyslovení věty v t é t o podkapitole se p ředpok ládá znalost základních matema
tických po jmů , jako je t ř e b a funkce. Zároveň nebudeme popisovat pojmy jako je de
finiční obor, vlastnosti funkcí, atd. Prostor věnujeme pouze tomu, co je n u t n ě po t ř eba 
znát k řešení algebraických rovnic. 

Formulace nadcházející vě ty vychází z (Trávníček, 2017). 

V ě t a 1.2.1 (Bolzano-Cauchyho) 
Je-li funkce / spoj i tá na <a,b> a platí-li f(a)-f(b) < 0, pak existuje číslo £ G <a,b> 
takové, že / ( £ ) = 0. 

Hlavní myšlenka spočívá v tom, že pokud s tanovíme interval, o k t e r ém víme, že v 
jednom kra jn ím bodě se funkce nachází pod osou a; a v d r u h é m kra jn ím bodě je nad 
osou x, tak díky její spojitosti musí někde mezi t ěmi to body osu x (alespoň jednou) pro
tnout. P r á v ě tento bod n a b ý v á hodnoty y = 0, a tedy je kořenem polynomu, k t e r ý m je 
funkce zadána . V našem př ípadě se budeme zabývat pouze funkcemi polynomiálními . 
V ý h o d o u je, že takové funkce jsou spoji té vždy. 

Obrázek 1.1 
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Kapitola 2 

Algebraické rovnice 

Ve druhé kapitole zavedeme základní pojmy z oblasti algebraických rovnic. Všechny t ř i 
uvedené definice i vě ta vycházejí z (Krutský , 1998). 

Definice 2.1 
Nechť f(x) = anxn + an-\xn~x + ... + a\x + ao je polynom s tupně n, kde an ^ 0. 
Algebraickou rovnicí s tupně n rozumíme rovnici ve tvaru f(x)= 0. 

Řešit algebraickou rovnici f{x)= 0 vlas tně z n a m e n á nalézt všechny kořeny poly
nomu f(x). Víme, že to jsou všechny takové prvky c, pro k teré p la t í f(c)— 0. Všechny 
tyto prvky potom nazveme řešením dané rovnice. Rovnice nemusí bý t vždy z a d á n a s 0 
na jedné s t raně , ale obecněji g(x) = h(x). Jelikož lze takovou rovnici vždy převést na 
tvar (f(x) =) g(x)—h(x) = 0, můžeme zápis f(x) = 0 považovat za tzv. obecný tvar 
algebraické rovnice. 

Pokud budeme mluvit o rovnicích, nebudeme x nazýva t p roměnnou , nýbrž neznámou. 
Abychom mohli zavést pojem řešitelnosti algebraických rovnic, po t řebu jeme definovat 
binomické rovnice. 

Definice 2.2 
Rovnice tvaru xn — a = 0, kde a G T , a ^ 0, n > l s e nazývá binomická rovnice. Řešení 
rovnice se nazývá n-tá odmocnina z a. 

Tyto rovnice lze řešit pro libovolné n G N , tedy do libovolného s tupně , a v oboru 
komplexních čísel maj í vždy p rávě n různých řešení. Rovnice xn — 1 = 0 m á v kom
plexních číslech těchto n řešení = cos^- + i • sin^, pro k = 0,1,...,n — 1. 

Definice 2.3 
Nechť f(x) je nenulový polynom nad tělesem T C C . Řekneme, že rovnice f{x)= 0 
je algebraicky řeši telná, p rávě když existuje konečná posloupnost binomických rovnic 
yni — bi — 0, yn2 — b2 = 0, ynk — bk = 0 taková, že 
• koeficient z-té rovnice bi, i = 1,2,...k, je prvek, k te rý vznikne provedením konečného 
poč tu racionálních operací na koeficienty polynomu f(x) a řešení předcházejících rov
nic 
• každé řešení rovnice f{x)= 0 urč íme provedením konečného p o č t u racionálních ope
rací na koeficienty polynomu f(x) a na řešení rovnic výše. 
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Posloupnost binomických rovnic se nazývá řetězec algebraické řešitelnosti rovnice 
f(x)=0. 

Zmiňované racionální operace jsou: +, —, • a :. 

V ě t a 2.1 
Algebraicky řeši te lná je každá algebraická rovnice s tupně čtyři a nižšího. 

Čas to mus íme hledat řešení algebraických rovnic vyšších s t u p ň ů a, dle znění věty 
výše, s algebraickou řeši telnost í zde nepochodíme. Ačkoliv t ř e b a existují speciální typy 
rovnic, pro k teré m á m e univerzální řešení i při vyšším stupni, není to dos ta tečné . Dále 
můžeme využívat p o z n a t k ů z p rvn í kapitoly a d a n é m u polynomu odstranit vícenásobné 
kořeny, p ř ípadně naj í t jeho racionální kořeny, ani to však nemusí s tači t . Jednou z 
možnost í , jak tento prob lém řešit jsou numerické metody řešení algebraických rovnic. 
T ě m se budeme věnovat ve zbytku textu. Obvykle p rob íhá toto řešení ve dvou krocích. 
Ods t r aněn í v ícenásobných kořenů a určení intervalů, ve k terých leží p rávě jeden hle
d a n ý kořen (kapitola 3.1) a aproximace onoho kořenu (kapitola 3.2). 
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Kapitola 3 

Numerické metody 

3.1 Vymezení a počet kořenů 
V t é t o podkapitole popíšu možnost i , jak při h ledání kořenů polynomu vymezit intervaly, 
ve k terých tyto kořeny leží a jak urči t jejich počet . Tyto metody předs tavuj í efektivní 
způsob, jak při určování kořenů začít . Hned následující vě ta j asně a j ednoduše udává , 
kde se kořeny vyskytuj í . 

V ě t a 3.1.1 (Horová, 2004) 
Nechť A = m a x ( | a i | , \an\), B = max(|ao|, | a „ _ i | ) , kde a^, k = 0,1,...,n, aoan ^ 0, 
jsou koeficienty polynomu f(x) G T[x}. Pak pro všechny kořeny k = 0,1,...,n, poly
nomu / plat í : 

1 . . A 

1 + K Í | a o 1 

P o z n á m k a 
Nechť C i , . . . , c m je posloupnost reálných čísel různých od nuly. 
Řekneme, že pro dvojici Cfc,Cfc+i n a s t á v á znaménková změna, pokud c^Cfe+i < 0. 
Řekneme, že dvojice Ck,Ck+i zachovává znaménko, jestliže CkCk+i > 0. 

Definice 3.1.1 (Horová, 2004) 
Posloupnost reálných po lynomů P = P0,Pi,...,Pm se nazývá Sturmovou posloupností 
přís lušnou polynomu P, jestliže: 
• Všechny reálné kořeny polynomu Po jsou j ednoduché . 
• Je-li £ reá lný kořen polynomu Po, pak s ignPi(£) = — signPg(£). 
• Pro i = 1,2,...,m — 1, Pj + i(of)Pj_i(of)< 0, jestl iže a je reálný kořen polynomu Pj . 
• Poslední polynom Pm n e m á reálné kořeny. 

P r v n í p o d m í n k u můžeme splnit pomocí metody ods t r aněn í v ícenásobných kořenů, tedy 
vydělením polynomu P největš ím společným děli telem po lynomů P a P' (viz str. 12). 

Uvedu nyní postup, jak tedy Sturmovu posloupnost vytvoř i t . Je d á n polynom P 
s tupně n, jehož všechny reálné kořeny jsou j ednoduché (pokud by nebyly, lze řešit, jak 
je psáno výše) . 
Položme PQ(X) = P(x) a P\(x) = —P'(x). Další polynomy P j + i z ískáme dělením po
lynomu P j _ i polynomem Pj . Takový polynom P j + i je zbytek po dělení s opačným 
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znaménkem. Lze vidět j istou souvislost s Eukl idovým algoritmem. Pro tože s tupně po
lynomů každým krokem klesají, mus í tento algoritmus skončit nejvýše po n krocích. Po
slední polynom v sestrojené posloupnosti je tedy zároveň největš ím společným dělitelem 
po lynomů Po a P\- Jelikož m á m e splněnou p o d m í n k u jednoduchosti reálných kořenů 
polynomu P, pak P a F ' nemaj í žádné společné reálné kořeny, tedy Pm n e m á reálné 
kořeny. 

Následující vě ta n á m ukazuje prakt ické využi t í Sturmovy posloupnosti k nalezení 
intervalů, ve k terých leží reálné kořeny zadaného polynomu. 

V ě t a 3.1.2 (Sturmova) (Horová, 2004) 
Počet reálných kořenů polynomu P v intervalu a < x < b je roven W(b) — W(á), kde 
W(x) je počet znaménkových změn ve S turmově posloupnosti Po(x),...,Pm(x) v bodě 
x (z níž jsou vyšk r tnu ty nuly). 

V ě t a 3.1.3 (Budan-Fourierova) (Budan-Fourier theorem) 
Počet kořenů algebraické rovnice f(x)= 0 ležících v intervalu (a,b), kde a < b, je roven 
(nebo o sudé číslo menší) číslu r = t\ — t2, kde t\ je počet znaménkových změn v 
posloupnosti funkčních hodnot derivací polynomu f(x) v bodě a, tedy f (a), f (a), .... 
f(n\a) a ti je počet znaménkových změn ve stejné posloupnosti, ovšem v b o d ě b. 

V ě t a 3.1.4 (Descartova) (Horová, 2004) 
Počet k ladných kořenů polynomu P (počí táno s n á s o b n o s t í ) je roven p o č t u znaménkových 
změn v posloupnosti koeficientů a0,...,an, nebo o sudé číslo menší . 
Jsou-li všechny koeficienty ao,...,an různé od nuly, pak počet záporných kořenů je roven 
poč tu zachování znamének v t é t o posloupnosti nebo o sudé číslo menší . 

Zat ímco prvn í t ř i vě ty určovaly hranici a počet kořenů jasně , následující vě ta slouží 
pouze k odhadu, i ten můžeme ale využívat . Jelikož po j ednáváme o reálných kořenech, 
tak uvažujeme v p rvn í části Descartovy věty počet těchto kořenů p ř ípadně o sudý 
počet menší . V tomto dovětku jsou obsaženy kořeny komplexní , k teré se objevují vždy 
ve dvojicích (jak bylo uvedeno v prvn í kapitole). 

P ř í k l a d 
Určete hranice reálných kořenů a o d h a d n ě t e počet k ladných a záporných kořenů poly
nomu 2 x 5 + 3 x 4 + 6x3 — 3x2 — 2x + 2. 
Řešení 
A = max(2,3,6,3,2) = 6, B = max(2,2,3,6,2) = 6. 
l = I ^ < M < l + ^ = 4 

Posloupnost koeficientů polynomu: 2, — 2, — 3,6,3,2, znaménkové změny jsou 2. 
Kladné kořeny mohou b ý t 2 nebo žádný. Záporný kořen mohou být 3 nebo 1. 
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3.2 Numerické metody pro hledání reálných kořenů 

3.2.1 Metoda bisekce 
Metoda bisekce (česky metoda půlení intervalu) představuje jednu ze základních a nej-
jednodušš ích metod určování kořene rovnice ve tvaru f(x) = 0. Pracujeme s intervalem 
(a,b), na němž m á rovnice (po separaci) p rávě jeden reálný kořen. 

Podívejme se tedy na přesný postup. M á m e dán interval (a,b), na němž pla t í 
f(a)-f(b) < 0. Podle Bolzano-Cauchyho věty existuje c takové, že f(c)— 0. 
Označme a\ = a, bi—b, s\ = ai+bl. 
Pokud f(si) = 0, pak je Si h ledaný kořen. 
Pokud f(si) < 0, pak leží kořen v intervalu ( s i , 6 i ) a označíme a2 = si, b2 = b\. 
Pokud f(si) > 0, pak leží kořen v intervalu (ai,Si) a označíme a 2 = a i , b2 = Si-
Opakován ím tohoto posutpu získáme posloupnost intervalů 
( a i , 6 i ) D (02,62) ^ ••• ^ {an,bn)-
Pro délku těch to intervalů p la t í bu — au = 6 l ^ a i , pro fc = 1,2,.... 
Pro všechny tyto kra jn í body intervalů a kořen c p la t í nerovnost 
a-i < a2 < ••• < an < c < bn < ... < 6 2 < 61. 

Jako p o d m í n k u zastavení budeme nejčastěji používat moment, kdy velikost inter
valu {an,bn) klesne pod zadanou odchylku e. Další možnos t í může bý t určení konkré tn ího 
poč tu i terací . Někdy se rovněž využívá p o d m í n k a \f(xk)\ < e. 

Celý princip lze formulovat vě tou vycházející z (Horová, 2004). 

V ě t a 3.2.1 
Nechť / G {a.,b), f(á)f(b)< 0 a nechť m á / v intervalu (a,b) j ed iný kořen c. Pak me
toda bisekce generuje posloupnost sn = an+bn

; n = 1,2,..., k t e r á konverguje ke kořenu 
c a aproximuje kořen takto: \sn — c\ < ^qrj-. 

Obrázek 3.1 
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N a obrázku je princip i lustrován. 

U k á z k o v ý p ř í k l a d 1 

Ukažme si prakt ické řešení př ík ladu touto metodou. Budeme hledat záporné řešení rov
nice x2 — 2 = 0. Jelikož jde o numerické určení hodnoty odmocniny ze dvou, můžeme 
jako počá tečn í interval zvolit (—2, — 1), kde j is tě leží. Jako p o d m í n k u ukončení zvolíme 
počet 10 iterací, jde n á m zejména o ukázku postupu, nikoliv o určení co nej přesnějšího 
výsledku. V p r v n í m sloupci budeme pro orientaci zaznamenáva t číslo iterace. Další 
t ř i sloupce předs tavuj í (v tomto pořadí) levý kra jn í bod intervalu, jeho s t řed a pravý 
krajní bod. V následujících sloupcích budeme zaznamenáva t jejich funkční hodnoty. 

Tabulka je v Excelu vy tvořená pomocí funkcí v n ě m obsažených. St řed intervalu 
určujeme jako p růměr odpovídaj ících hodnot a a b. Funkční hodnoty tvoř íme po
mocí ma tema t i ckých výpoč tů p ř ímo v dané buňce . Všechny následující ř ádky jsou pak 
tvořeny automaticky. Nové kra jn í body intervalu jsou určeny pomocí funkce KDYŽ, a 
to přesně způsobem p o p s a n ý m výše. V př ípadě levého kra jn ího bodu to bude vypa
dat takto: KDYŽ f(a)-f(s) > 0, pak novým levým kra jn ím bodem bude střed, jinak 
zůs tává bod neměnný . 

Vše je možné si v při ložených souborech proklikat. 

k ak Sk bk / K ) /(**) fipk) 

1 -2,00000 -1,50000 -1,00000 2,00000 0,25000 -1,00000 0,50000 
2 -1,50000 -1,25000 -1,00000 0,25000 -0,43750 -1,00000 0,25000 
3 -1,50000 -1,37500 -1,25000 0,25000 -0,10938 -0,43750 0,12500 
4 -1,50000 -1,43750 -1,37500 0,25000 0,06641 -0,10938 0,06250 
5 -1,43750 -1,40625 -1,37500 0,06641 -0,02246 -0,10938 0,03125 
6 -1,43750 -1,42188 -1,40625 0,06641 0,02173 -0,02246 0,01563 
7 -1,42188 -1,41406 -1,40625 0,02173 -0,00043 -0,02246 0,00781 
8 -1,42188 -1,41797 -1,41406 0,02173 0,01064 -0,00043 0,00391 
9 -1,41797 -1,41602 -1,41406 0,00510 0,00510 -0,00043 0,00195 
10 -1,41602 -1,41504 -1,41406 0,00510 0,00234 -0,00043 0,00098 

Nalezli jsme řešení x = —1,415 s přesnost í 0,001 (po zaokrouhlení) . 

V ý h o d a m i t é t o metody je j ednoduchý princip, a tedy i j ednoduchá implemen
tace. Zároveň tato metoda vždy konverguje. Konverguje však velmi pomalu, což je 
nejvýraznější nevýhodou . Pokud v d a n é m intervalu leží více kořenů, najdeme takto 
pouze jeden. K tomu už u m í m e ale př i s tupova t díky p o z n a t k ů m z předchozí podkapi
toly a intervaly jednoznačně urči t . 
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3.2.2 Metoda regula falsi 
Metoda regula falsi se p o d o b á bisekci, ovšem namís to s t ředu intervalu (a,b) pok ládá 
za zkoumaný bod průsečík sečny grafu funkce (procházející body [a, f (a)} a [b, f (b)]) 
a osy x. 

N a začá tku m á m e opět interval (a, b) s v las tnos t í f(a)-f(b)< 0 a body [a, f (a)} a 
[b, f (b)]. Pomyslně sestroj íme sečnu procházející t ěmi to body, k t e rá m á rovnici y — f(a) + 
+ ^ ž f ^ (x—a). X-ovou souřadnici průsečíku s osou x urč íme vztahem p = a — f^^jfy • 
Označme a i = a, 61=6 , p1 = ax - j ^ p j ^ • 
Pokud by bylo f(p) = 0, pak jsme nalezli h ledaný kořen, j inak bude mí t f(p) stejné 
znaménko jako f (a) nebo f(b). 
Pokud bude sgn/(p) = sgn/(a), bude číslo p novým levým kra jn ím bodem intervalu, 
označíme 02 = pi, 62 = b\. 
V opačném př ípadě bude platit sgn/(p) = sgn/(6) a průsečík bude novým p ravým 
kra jn ím bodem, označíme a<i = a\, 62 = Pi-
Opakován ím tohoto postupu generujeme posloupnost p1,p2,...,pn. 

Kri té r ia pro ukončení jsou s tejná jako při m e t o d ě bisekce. Někte rý z průsečíků může 
být kořenem, počet i terací dosáhne p ř e d e m daného poč tu nebo bude hodnota \pk~Pk+i\ 
nižší než p ř e d e m d a n á odchylka. 

Všechny uvedené myšlenky opět zformuluji do věty vycházející z (Horová, 2004). 

V ě t a 3.2.2 
Nechť / G (a,b), f(a)f(b)< 0 a nechť m á / v intervalu (a,b) j ed iný kořen c. Pak 
posloupnost {pk}k=1 u rčená metodou regula falsi konverguje pro libovolné počá teční 
aproximace a',b' G (a,b), f(a')-f(b')< 0 ke kořenu c G (a,b). 

Obrázek 3.2 

Obrázek znázorňuje, jak by probíha ly p rvn í t ř i iterace t é t o metody. 
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U k á z k o v ý p ř í k l a d 2 
Ukažme si nyní , jak řešit př ík lady metodou regula falši v Excelu. P r v n í a d r u h ý slou
pec budou tvoř i t kra jn í body výchozího intervalu, k teré budou následně nahrazeny 
krajními body nových intervalů. Do t ře t ího sloupce zadáme souřadnici průsečíku podle 
vzorce vypsaného výše. Následně budeme ješ tě po t řebova t funkční hodnotu v průsečíku 
p. Pomoc í t é nás ledně tvoř íme nové intervaly přesně podle předpisu. 
Pro ilustraci použi jeme stejný př ík lad jako v předchozí kapitole. Pokus íme se co nejpřesněji 
určit hodnotu odmocniny ze dvou. Jako p o d m í n k u pro zas tavení nepouži jeme t en tok rá t 
počet i terací , ale odchylku (tedy rozdíl hodnot odpovídaj ících průsečíku pu a průsečíku 
Pk+i, k te rý by vzniknul další i terací) . Položme j i rovnu 0,001. Opě t zač ínáme na inter
valu ( - 2 , - 1). 

k bk Pk f(Pk) 
1 -2,00000 -1,00000 -1,33333 -0,22222 0,0952 
2 -1,33333 -1,00000 -1,42857 0,04082 0,0148 
3 -1,33333 -1,42857 -1,41379 -0,00119 0,0004 
4 -1,41379 -1,42857 -1,41421 -0,00001 

Rozdíl p3 a j>4 je 0,00042, což je ostře méně než naše z a d a n á odchylka, tedy můžeme 
za nalezené řešení prohlási t číslo —1,414 (po zaokrouhlení není vidět rozdíl mezi t ř e t ím 
a č t v r t ý m průsečíkem, m á m e na mysli samozřejmě ps). 

Je vidět , že se stejnou přesnost í jsme nalezli kořen již př i t ř e t í iteraci. To ale obecně 
neplat í , v něk te rém př ípadě může konvergovat pomaleji. Její výhodou zůs tává snadná 
implementace a t aké to, že vždy konverguje. Konvergence je ale při vyšších požadavcích 
a náročnějších vs tupních p o d m í n k á c h t aké poměrně pomalá . Stejně jako metoda bisekce 
rovněž určuje v d a n é m intervalu jen jeden kořen. 
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3.2.3 Metoda sečen 
Tato metoda využívá aproximaci derivace funkce. S t í m souvisí i to, že jde o metodu 
dvoukrokovou, tedy použ íváme při ní vždy dvě naposledy vypoč í tané hodnoty (a stejně 
tak i dvě počá tečn í iterace). 

K nalezení kořene použ íváme sečnu grafu jdoucí body [xi, f(xi)] a [x2, /(a^)]-
Čísla x\ a X2 jsme si opět na začá tku zvoli l i j akožto kra jn í body intervalu, na k te rém 
očekáváme kořen. Následující hodnotu vždy získáme jako průsečík sečny a osy x. Z 
rovnice pro sečnu ke grafu funkce a nás ledného dosazení za y při h ledání průsečíku se 
dá odvodit obecný i terační vzorec t é t o metody. Pro k = 1,2,... m á i terační vzorec tvar 

Formulovaná vě ta vychází z (Horová, 2004), kde lze naj í t i důkaz a po jednán í o kon
vergenci t é to metody. 

V ě t a 3.2.3 
Nechť rovnice f(x)— 0 m á kořen c a nechť derivace / ' a / " jsou spoji té v okolí bodu 
c, př ičemž / ' ( c ) ^ 0. Posloupnost u rčená metodou sečen konverguje ke kořenu c, pokud 
zvolíme počá tečn í aproximace xi, x<i dos ta tečně blízko bodu c. 

Konvergence je tedy zaj iš těna při vhodně zvoleném a dos ta tečně ma lém počá tečn ím 
intervalu. Toho můžeme dosáhnou t např . už i t ím metody bisekce na začá tku h ledání 
kořenu. Jde o příklad, kdy se hodí metody uvedené v tomto textu kombinovat. 

N a obrázku níže lze vidět prvních tř i kroky t é t o metody. Hodnoty x\ a x^ jsme si 
na začá tku zvoli l i . Můžeme si vš imnout , že získané £ 4 se výrazně oddaluje od os ta tn ích 
bodů . Kdybychom vyměnil i očíslovaní prvních dvou námi zvolených hodnot, byl by 
vzniklý bod £ 4 výrazně blíže hledanému kořenu. Tuto úvahu si rozmyslete, p ř ípadně 
nač r tně t e do grafu. 

23 



Obrázek 3.3 

U k á z k o v ý p ř í k l a d 3 
Nyní k p rak t i ckému použi t í . Opět využijeme h ledání k ladného řešení rovnice x2 — 2 = 0 
s přesnost í 0,001. Jako počá tečn í interval vezmeme (1; 2). Tato čísla rovnou použijeme 
jako prvn í dvě aproximace, tedy položíme X\ = 1 a x<i = 2. V Excelu vytvoř íme 
čtyřsloupcovou tabulku, kdy opět p rvn í sloupec bude označovat pořadové číslo ite
race a poslední hodnotu odchylky ek. Definujeme j i jako = \xk — £fc+i|- Ve d ruhém 
sloupci poč í t áme ak tuá ln í hodnotu Xk- V prvních dvou řádcích vždy tuto hodnotu ručně 
vypln íme podle zadaného počá tečn ího intervalu (tady je v tabulce pro přehlednost 
neuvád ím) . K výpoč tu každé další hodnoty použ íváme i terační vzorec uvedený výše. 
Do t ř e t ího sloupce zanáš íme odpovídaj íc í funkční hodnotu. P ř í s t u p k ní n á m zjed
noduš í poč í tán í nových iterací. 

k x k f M 
3 1,33333 -0,22222 0,66667 
4 1,41463 0,00119 0,01463 
5 1,41421 -0,00001 0,00042 

Vidíme, že u x§ klesla hodnota pod námi zvolenou toleranci 0,001. Nalezené 
řešení je tedy 1,414 ± 0 , 0 0 1 . 
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3.2.4 Newtonova metoda 
Newtonova metoda je t aké zvána metodou tečen. Jak již název napovídá , budeme vždy 
hledat tečnu ke grafu funkce v d a n é m bodě . Obecně je p o t ř e b a p ředpok láda t existenci 
derivace na celém intervalu, kde řešení h ledáme. Jelikož pracujeme pouze s polynomy, 
tato starost n á m odpadá . 

Pr incip je pros tý . Zvolíme si počá tečn í číslo x\ a h ledáme tečnu ke grafu funkce 
jdoucí bodem [xi, f{xi)]. Průsečík tečny s osou x označíme jako x2. Pokračujeme 
h ledán ím tečny jdoucí bodem [x 2 , / ( x 2 ) ] . Takto postupujeme dále až do dosažení dané 
p o d m í n k y zastavení . 

Hodnota f{x\) z n a m e n á směrnici tečny grafu funkce v bodě [xi, f(xi)], tedy 

f'(Xl) = % L kde x2 je průsečík tečny s osou x. Z tohoto výrazu dokážeme vyjádři t 

tento vzorec: x2 = x1 — Í^X. 
Obecně tedy Newtonova metoda používá pro výpočet následujících i terací (pro k = 1,2,...) 
tento vzorec: x k + 1 = xk - jr^-

Newtonova metoda nemusí vždy konvergovat. Konvergenci určuje následující podmínka 
z (Fajmon, 2014). 

V ě t a 3.2.4.1 (Fourierova) 
Nechť v intervalu (a,b) leží j ed iný kořen rovnice f(x) = 0 a nechť f\x) a / " ( x ) jsou 
spoji té a nemění znaménko na intervalu (a,b). Zvolíme-li za počá teční aproximaci 
x\ G (a,b) tak, aby byla splněna podmínka f(xi)- f"(xi) > 0, Newtonova metoda 
bude konvergovat. 

Uvedené myšlenky opět zformulujeme v následující vě tě vycházející z (Horová, 
2004). 

V ě t a 3.2.4.2 
Nechť c G (a,b) je kořenem rovnice f(x)— 0 a f\c) ^ 0. Potom existuje 5 takové, že 
posloupnost {xk}k_0 generovaná Newtonovou metodou konverguje k číslu c pro každou 
počá teční aproximaci x0 G (c — ó,c + ó) C (a,b). 

Obrázek 3.4 
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N a obrázku výše jsou i lus t rovány prvn í čtyři iterace (první hodnotu si volíme, další 
již vznikly aplikací metody. 

U k á z k o v ý p ř í k l a d 4 
Pro praktickou ukázku opět použi jeme řešení rovnice x2 — 2 = 0, t en tok rá t e budeme 
hledat řešení k ladné . Za prvn í iteraci zvolíme X\ = 2 a ověříme konvergenci podle 
Fourierovy věty: / (2) = 2, /"(2) = 1, tedy 2 • 1 > 0. Metoda bude konvergovat. Dále 
po t řebu jeme vypoč í t a t p rvn í derivaci funkce: f'(x) = 2x. V Excelu vytvoř íme tabulku 
o t řech sloupcích. V p rvn ím budeme poč í ta t iterace. V d r u h é m sloupci bude ak tuá lně 
poč í tané Xk podle vzorce uvedeného výše. Do t ře t ího sloupce vk ládáme funkční hod
noty. Jako p o d m í n k u zas tavení použi jeme rozdíl dvou po sobě jdoucích i terací nižší než 
z a d a n á odchylka e. Formálně pro nějaké k, při splnění | x f c — |< e bude výsledkem 
Xk- Zvolme si odchylku 0,001. Tabulka bude vypadat následovně. 

k xk f M 
1 2,00000 2,00000 0,5000 
2 1,50000 0,25000 0,0833 
3 1,41667 0,00694 0,0025 
4 1,41422 0,00001 0,0000 
5 1,41421 0,00000 

Jelikož | £ 4 — £ 5 |= 0,00001 < 0,001, tak můžeme řešením prohlási t x = 1,41421. 

Největší nevýhodou Newtonovy metody je možnost její divergence. Ve složitějších 
př ípadech nemusíme bý t schopni p o d m í n k u konvergence ověřit , p řes to stojí tato me
toda za použi t í . Z hlediska rychlosti konvergence p a t ř í mezi nejvýhodnější . 

Z d v o j e n á Newtonova metoda 

Jde o obdobu Newtonovy metody, k t e r á m á i terační vzorec mírně upravený a vypadá 
takto: x f c + i = x k - 2Jj^-y 

Formáln ím doplněním je tato věta , k t e r á stejně jako popis níže, vychází z (Stoer, 
1983). 

V ě t a 3.2.4.3 
Nechť f(x) je reálný polynom, stf(x) > 2 m á všechny kořeny c\ > c 2 > ... > c„ 
reálné. Nechť £1 je největší kořen / ' ( x ) , c\ > £1 > c 2 . Pro s t / (x) = 2 p ředpokláde jme 
c i > c 2 .Pak pro každé z > cx jsou čísla z' = z - j ^ , y = z - 2 - ^ , y' = y -
definována a p la t í pro ně £1 < y, c\ < y' < z'. 

Prakt icky postupujeme stejně jako v p ř ípadě klasické Newtonovy metody, jen s 
odl išným i te račním předpisem. Mohou nastat dva př ípady: 
Pokud maj í všechny hodnoty fixu) stejné znaménko, tedy f(xo)-f(xk) > 0 pro všechna 
k, pak Xk konverguje k c i , a to rychleji než Newtonovou metodou. 
Jinak existuje nějaké j , pro k te ré f(x0)-f(xj) < 0 a dojde k tzv. přestřelení: 
XQ > x\ > ... > > C i > Xj > £1 > c 2 . Dále potom pokračujeme klasickou 
Newtonovu metodou s počá tečn í i terací Xj. 
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3.2.5 Metoda prosté iterace 
Metoda pros té iterace je založena na p řevodu původn í rovnice f (x)— 0 na ekvivalentní 
tvar x = g(x). Takových nových tva rů může bý t samozřejmě několik, od jejich tvaru 
se potom odvíjejí konvergence metody i její rychlost. Úkolem je po t é naj í t pevný bod 
t é t o nové funkce. 

Jen př ipomenu, že pevný bod je takový bod, k te rý se v z a d a n é m zobrazení zobra
zuje s ám na sebe. P ř i řešení zvolíme počá tečn í bod jako nultou iteraci a každý další 
následující z ískáme jako funkční hodnotu jeho předchůdce , tedy Xk+i = g(%k)- P ř i volbě 
funkce g je p o t ř e b a ověřit p o d m í n k y uvedené ve větě níže, aby metoda konvergovala. 
Zároveň je v b o d ě II) uveden formální popis. V ě t a vychází z (Daněk) . 

V ě t a 3.2.5 ( p o s t a č u j í c í p o d m í n k y konvergence) 
Předpokláde jme , že funkce g(x) je na intervalu (a,b) spo j i tá a plat í : 
a) Vx G (a,b): g(x)E (a,b) 
b) 3q G (0,1): | g(y)-g(x)\ < q | x - y | 
Potom 
I) v intervalu (a,b) existuje p rávě jeden kořen c rovnice x = g(x) 
II) posloupnost {xfc} f c = 1 u rčena vztahem xu = g(xk-i) konverguje pro každé XQ G (a,b) 
a limfc^oo = c. 

Je-li funkce ip(x) diferencovatelná, lze druhou p o d m í n k u nahradit podmínkou: 
3q G (0,1): | g'(x)\ < q Vx G (a,b). 
Tuto p o d m í n k u budeme v př íkladech používat , jelikož naše funkce budou (na daných 
intervalech) vždy diferencovatelné. 

U k á z k o v ý p ř í k l a d 5 
Prak t ické použi t í si ukážeme na př íkladě určování k ladného řešení rovnice x 2 — x —15 = 
= 0. Řešení budeme hledat na intervalu (4,5). Odchylku zvolíme e = 0,001. Výpoče t za
s tavíme tedy ve chvíli, kdy | Xk — Xk+i |< e. Jako i terační funkci vyjádř íme x 2 = x +15, 
tedy x = ± v x + 15. Jelikož h ledáme k ladné řešení, položíme g(x)= \Jx + 15. Ověř íme 
prvn í čás t podmínky. Musí platit Vx G (4,5): 4 < \fx + 15 < 5, po umocněn í a úp ravě 
získáme 1 < y x + 15 < 10. To zřejmě p la t í pro všechna x z daného intervalu. Ověř íme 
druhou p o d m í n k u , tedy zda p la t í Vx G (4,5): | g'(x)\< 1. Po zderivování obdrž íme 
| 1*̂  V ý r a z v abso lu tn í hodno tě bude vždy k ladný, můžeme j i odstranit. 
Po vynásoben í (k ladným výrazem 2y/x + 15) dostaneme nerovnost 1 < 2y/x + 15. T u 
můžeme umocnit a po úpravě získáme — ̂  < x, což p la t í pro všechna x G (4,5). 
Tabulku v Excelu tvoř íme (kromě číslování iterace) dvousloupcovou - v p r v n í m sloupci 
m á mís to vždy z-tá iterace, v d r u h é m ta následující. Jak je uvedeno výše, iterace 
získáváme p o s t u p n í m vk ládán ím získané hodnoty do předpisu i terační funkce. 

k Xfc 
1 4,50000 4,41588 0,08412 
2 4,41588 4,40635 0,00953 
3 4,40635 4,40526 0,00108 
4 4,40526 4,40514 0,00012 

P l a t í | x 4 - x 5 |= 0,00012 < 0,001, tedy h l edaným řešením je 4,40526. 
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3.3 Numerické metody pro hledání imaginárních 
kořenů 

3.3.1 Newtonova metoda 
Ješ tě jednou se v raťme k Newtonově m e t o d ě (kapitola 3.2.4). Jelikož grafy komplexních 
funkcí komplexní p roměnné maj í t aké tečny, je Newtonova metoda použi te lná i pro na
lezení komplexních kořenů. 

Postupujeme stejně jako při h ledání reálných kořenů, jen jsme nuceni poč í ta t s kom
plexními čísly. Nej důležitější rozdíl spočí tá ve zvolení komplexní počá tečn í aproximace 
(tedy komplexního čísla s nenulovou imaginárn í složkou). Pravidla pro konvergenci na
leznete např . v (Wiersma, 2016). 

I te rační vzorec pro výpočet Newtonovy metody: Xk+i = Xk — ? P r o ^ = 1,2, 

P ř ík lady budeme opět chtít řešit v Excelu. Než se pod íváme na konkré tn í řešení, 
uvedu několik funkcí, k teré se n á m budou hodit: 
Komplexn í číslo tvaru z = u + iv z adáme pomocí = C O M P L E X ( u ; v ) . 
Součet dvou komplexních čísel: = I M S U M ( Z 1 ; Z 2 ) . 
Rozdíl dvou komplexních čísel: = IMSUB(Z1;Z2) . 
Součin dvou komplexních čísel: = I M P R O D U C T ( Z l ; Z 2 ) . 
Podí l dvou komplexních čísel: = IMDIV(Z1 ;Z2) . 

Další funkce a podrobnějš í popis může te naj í t na support.microsoft.com. 

U k á z k o v ý p ř í k l a d 6 

Vyzkoušíme naj í t řešení rovnice x2 + 1 = 0. M á m e tedy f(x) = x2 + 1 a f'{x) = 2x. 
Jako prvn í iteraci vybereme x\ — 1 + i . I te rační vzorec bude v tomto př ípadě tvaru 
Xk+i = Xk — ^ 7 = \{xk — Tabulka bude stejná jako v př ípadě h ledání reálných 
kořenů - v p r v n í m sloupci číslujeme iteraci, v d r u h é m píšeme ak tuá ln í hodnotu Xk a ve 
t ř e t í m sledujeme jeho funkční hodnotu f(xk). 

k 
1 l + i 1 + 2i 
2 0.25 + 0.75i 0,5 + 0,375i 
3 -0 .075 + 0.975i 0,055 - 0,14625i 
4 0.001716 + 0.997304i 0,005388 + 0,003422i 
5 - 4 . 6 4 1 8 4 6 £ - 0 6 + 1.000002i - 4 , 3 2 0 9 6 4 £ - 0 6 - 9 ,283713£-06i 
6 -1.00286&E7-11 + 1,000002i 1,688005^-11 - 2 , 0 0 5 7 3 7 £ - l l i 
7 8 .463657£-23 + i l ,693006£-22 i 
8 i 0 

V osmé iteraci jsme našli přesné řešení. Můžeme vidět , že jeho funkční hodnota je 
rovna 0. Zároveň můžeme řešením prohlási t číslo komplexně sdružené — i . 
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3.3.2 Bairstowova metoda 
V t é t o kapitole si uvedeme i jednu metodu na hledání imaginárních kořenů algebraické 
rovnice. Jak uvidí te , od předchozích metod se bude významně lišit. Její podstatou je 
nalezení kvadra t ického troj členu, k te rý dělí z adaný polynom. Princip popisu t é to me
tody pochází z (Skoták, 2017). 

Mějme polynom f(x) = anxn + an-\xn~x + ... + a\x + ao a h ledáme polynom 
D(x) = x2+rx+s. Naš ím úkolem je nyní urči t hodnoty koeficientů r,s tak, aby polynom 
D(x) dělil polynom f(x). Jeho kořeny pak snadno spočí táme jako kořeny kvadrat ické 
rovnice. 

Polynom tedy rozk ládáme takto: f(x) = D(x)fn-2(x) + R(x), kde fn-2(x) = 
= bnxn~2 + bn-ixn~3 + ... + b3x + 62, R(x) = bi(x + r) + 60• Za prvn í iteraci volíme 
Di(x)— x2 + T\x + si. M y se snažíme polynom vydělit beze zbytku, tedy tak, aby 
R(x) = 0. Tento problém se dá řešit jako soustava rovnic Newtonovou metodou. Další 
iterace h ledaného kvadra t ického t rojč lenu D(x) je D1(x)= x1 + r 2 x + s2, kde r 2 = r\ + 
+ h a s 2 = si + j. Hodnoty čísel h a j obdrž íme vyřešením soustavy rovnic. Uvedenou 
soustavu a detailnější odvození naleznete v (Skoták, 2017). M y se opět zaměř íme spíše 
na praktickou s t ránku . 

Polynomy / n _ 2 ( x ) a R(x) jsou výsledky dělení po lynomů, dá se tedy použí t zo
becněného Hornerova schématu . Níže si ukážeme, jak s n ím budeme pracovat. Pr incip 
je p o d o b n ý jako při použi t í zmíněném v kapitole 1.1, jen se v tomto př ípadě používá 
tzv. dvojí dělení. Podrobnějš í popis lze nalézt např . v (Mika, 1985). 

a-n-i O-n-2 0>n-3 a 2 a0 

—r -rbn -rbn_x . —rbi -rb3 -rb2 

—s -Sbn -sb5 —sbi -sb3 —sb2 

bn bn-l bn-2 • h b2 
A = h B = b0 

—r - r c „ _ i . 
—s • ~sc5 —SC4 

Cn—1 Cn-2 . a = c3 b = c 2 

Ve schématu jsou již vyznačeny hodnoty, k te ré nás dále budou předevš ím zaj ímat . 
Po vyplnění tedy vytvoř íme soustavu rovnic: 
(ar — b)h — aj = —A. 
ash — bj = —B. 
Následně j i vyřešíme pro neznámé h a j, k te ré použi jeme pro aktualizaci hodnot r 
a s. V další iteraci budeme tedy pracovat s polynomem x1 + (r + h)x + (s + j). Takto 
pokračujeme až do dosažení zadané přesnost i . Pro zvolenou přesnost e do momentu, 
kdy rozdíly dvou po sobě jdoucích hodnot r\ a Sk klesnou pod e. 

U k á z k o v ý p ř í k l a d 7 
Ukažme si opět postup řešení na konkré tn ím př íkladu. M á m e za úkol nalézt řešení rov
nice x4 — 5x3 + 10x 2 — lOx + 4 = 0 pomocí t é t o metody. Za počá teční hodnoty zvolíme 
T\ = —1, Si — 1 a odchylku e = 0,01. Pomoc í zobecněného Hornerova schématu 
vypoč teme: 
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1 - 5 10 - 1 0 4 
1 

- 1 
1 - 4 5 

- 1 4 - 5 
1 - 4 5 - 1 - 1 

1 
- 1 

1 
- 1 

1 - 3 4 

Nyní můžeme sestavit soustavu rovnic: — h + 3j = 1, —3h — 4j = 1. Odsud získáme 
řešení h = —0,5385, j = 0,1538. Pomoc í něj aktualizujeme hodnoty: r 2 = —1 — 0,5385, 
$2 = 1+0,1538. S novými hodnotami takto postupujeme dále až do dosažení požadované 
odchylky. V tabulce níže u v á d í m posloupnost těchto hodnot. V y j m a řešení soustavy 
rovnic je vše opět generováno pomocí funkcí v Excelu, jsou tam vy tvořena schémata i 
soustavy rovnic pro všechny iterace. Soustavu rovnic jsem řešil pomocí programu Wol-
phram Alpha . 

k r k Sk 
1 - 1 1 
2 -1,5385 1,1538 
3 -2 ,067 1,6229 
4 -2 ,295 2,4383 
5 -2,0612 2,0091 
6 -1,9963 1,9955 
7 - 2 2 

Lze vidět , že při sedmé iteraci klesla odchylka sousedních hodnot \r-j — r 6 | , \s-j — se\ 
pod námi zadanou hodnotu, t í m t o tedy náš výpočet končí. Nalezli jsme polynom 
x2 — 3x + 2. Když provedeme dělení polynomu x4 — 5 x 3 + 10x 2 — lOx + 4 nalezeným 
polynomem, obdrž íme polynom x2 — 2x + 2. Nyní m á m e dva kvadrat ické polynomy, 
jejichž kořeny snadno vypoč teme . Řešením zadané rovnice jsou tedy čísla 1, 2 (kořeny 
polynomu x2 — 3x + 2) a 1 ± i (kořeny polynomu x2 — 2x + 2). 

P ř i h ledání kvadra t ického troj členu s komplexními kořeny, k teré jsou tedy zároveň 
kořeny zadaného polynomu, se opravdu obejdeme bez uži t í komplexní aritmetiky. T u 
využ íváme až při řešení kvadrat ické rovnice. P ř i použi t í t é t o metody samozřejmě záleží 
na stupni původn ího polynomu. Hledání jeho vhodného dělitele můžeme tedy opakovat 
i v ícekrát v závislosti na tom, polynom jakého s tupně po vydělení obdrž íme. 

30 



Kapitola 4 

Příklady 
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Příklad 1 
V y ř e š t e rovnici x3 — 3x + 1 = 0 metodou bisekce s odchylkou n e j v ý š e 0,0001. 

Najdeme interval, kde leží všechny kořeny polynomu: 
Y^3T < l̂ fcl < 1 + |f|, tedy tyto kořeny leží v intervalu (—4; — |) U (|; 4). 

Sestroj íme Sturmovu posloupnost př ís lušnou d a n é m u polynomu f(x): 
fo(x) = x3 — 3x + 1 
fox) = -3x2 + 3 
f2(x) = 2x-l 
Mx) = - l 

Sestavíme tabulku pro vymezení reálných kořenů. 

X fo(x) fi(x) f2(x) f3(x) W(x) 

—oo - 0 
oo + - + - 3 
0 + + - - 1 

- 1 + 0 - - 1 
- 2 - 0 
1 0 + 2 
2 + - + - 3 

Z tabulky můžeme vyčíst: 
H^(oo) — W{—oo) = 3 =>- 3 reálné kořeny 
V^(oo) - W(0) = 2 ^ 2 k ladné kořeny 
W(-l) - W(-2) = 1=>1 kořen v intervalu ( - 2 , - 1) 
W ( l ) - W(0) = 1 = ^ 1 kořen v intervalu (0,1) 
W(2) - W ( 1 ) = 1=>1 kořen v intervalu (1,2) 

V následujících t abu lkách je metoda bisekce pos tupně apl ikována na všechny t ř i 
zjištěné intervaly. 

Metoda bisekce na intervalu (—2, — 1). 
k ak Sk bk / K ) /(**) f(h) 
1 -2,00000 -1,50000 -1,00000 -1,00000 2,12500 3,00000 0,50000 
2 -2,00000 -1,75000 -1,50000 -1,00000 0,89063 2,12500 0,25000 
3 -2,00000 -1,87500 -1,75000 -1,00000 0,03320 0,89063 0,12500 
4 -2,00000 -1,93750 -1,875005 -1,00000 -0,46069 0,03320 0,06250 
5 -1,93750 -1,90625 -1,87500 -0,46069 -0,20816 0,03320 0,03125 
6 -1,90625 -1,89063 -1,87500 -0,20816 -0,08609 0,03320 0,01563 
7 -1,89063 -1,88281 -1,87500 -0,08609 -0,02610 0,03320 0,00781 
8 -1,882813 -1,87891 -1,87500 -0,02610 0,00364 0,03320 0,00391 
9 -1,88281 -1,88086 -1,87891 -0,02610 -0,01121 0,00364 0,00195 
10 -1,88086 -1,87988 -1,87891 -0,01121 -0,00378 0,00364 0,00098 
11 -1,87988 -1,87939 -1,87891 -0,00378 -0,00007 0,00364 0,00049 
12 -1,87939 -1,87915 -1,87891 -0,00007 0,00178 0,00364 0,00024 
13 -1,87939 -1,87927 -1,87915 -0,00007 0,00086 0,00178 0,00012 
14 -1,87939 -1,87933 -1,87927 -0,00007 0,00039 0,00086 0,00006 
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Metoda bisekce na intervalu (0,1). 
k ak Sk bk fM /(**) f(h) 
1 0,00000 0,50000 1,00000 1,00000 -0,37500 -1,00000 0,50000 
2 0,00000 0,25000 0,50000 1,00000 0,26563 -0,37500 0,25000 
3 0,25000 0,37500 0,50000 0,26563 -0,07227 -0,37500 0,12500 
4 0,25000 0,31250 0,37500 0,26563 0,09302 -0,07227 0,06250 
5 0,31250 0,34375 0,37500 0,09302 0,00937 -0,07227 0,03125 
6 0,34375 0,35938 0,37500 0,00937 -0,03171 -0,07227 0,01563 
7 0,34375 0,35156 0,35938 0,00937 -0,01124 -0,03171 0,00781 
8 0,34375 0,34766 0,35156 0,00937 -0,00095 -0,01124 0,00391 
9 0,34375 0,34570 0,34766 0,00937 0,00421 -0,00095 0,00195 
10 0,34570 0,34668 0,34766 0,00421 0,00163 -0,00095 0,00098 
11 0,34668 0,34717 0,34766 0,00163 0,00034 -0,00095 0,00049 
12 0,34717 0,34741 0,34766 0,00034 -0,00031 -0,00095 0,00024 
13 0,34717 0,34729 0,34741 0,00034 0,00002 -0,00031 0,00012 
14 0,34729 0,34735 0,34741 0,00002 -0,00014 -0,00031 0,00006 

Metoda bisekce na intervalu (1,2). 
k Sk bk / K ) /(**) f(bk) 
1 1,00000 1,50000 2,00000 -1,00000 -0,12500 3,00000 0,50000 
2 1,50000 1,75000 2,00000 -0,12500 1,10938 3,00000 0,25000 
3 1,50000 1,62500 1,75000 -0,12500 0,41602 1,10938 0,12500 
4 1,50000 1,56250 1,62500 -0,12500 0,12720 0,41602 0,06250 
5 1,50000 1,53125 1,56250 -0,12500 -0,00339 0,12720 0,03125 
6 1,53125 1,54688 1,56250 -0,00339 0,06077 0,12720 0,01563 
7 1,53125 1,53906 1,54688 -0,00339 0,02841 0,06077 0,00781 
8 1,53125 1,53516 1,53906 -0,00339 0,01244 0,02841 0,00391 
9 1,53125 1,53320 1,53516 -0,00339 0,00451 0,01244 0,00195 
10 1,53125 1,53223 1,53320 -0,00339 0,00056 0,00451 0,00098 
11 1,53125 1,53174 1,53223 -0,00339 -0,00142 0,00056 0,00049 
12 1,53174 1,53198 1,53223 -0,00142 -0,00043 0,00056 0,00024 
13 1,53198 1,53210 1,53223 -0,00043 0,00006 0,00056 0,00012 
14 1,53198 1,53204 1,53210 -0,00043 -0,00018 0,00006 0,00006 

Hledaná řešení jsou 
xi = -1,87933 ± 0,00006, x2 = 0,34735 ± 0,0001, x3 = 1,53204 ± 0,0001. 
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Příklad 2 
U r č e t e k l a d n á r e á l n á ř e š e n í rovnice 3x3 — 8x2 — 1 = 0. Porovnejte p o č e t 
k r o k ů metody regula falši a metody bisekce n u t n ý c h k d o s a ž e n í v ý s l e d k u s 
odchylkou n e j v ý š e 0,0001. 

Najdeme interval, kde leží všechny kořeny polynomu: 
p x < \%k\ < 1 + p í j , tedy tyto kořeny leží v intervalu (—4; — ýy) U (fy;4). 

Sestroj íme Sturmovu posloupnost př ís lušnou d a n é m u polynomu f(x): 
f0(x) = f(x) = 3x3 -8x2 - 1 
fox) = -f'(x) = -9x2 + 16x 
Í2Íx) = —(fo(x) mod fi(x)) = 128x + 27 (vynásobeno 27) 
h{x) = ~(h(x) niod f2(x))— 61857 (vynásobeno 16384) 

Sestavíme tabulku pro vymezení reálných kořenů. 

X fo(x) fi(x) f2{x) W{x) 

—oo + 1 
oo + + + 2 
0 - 0 + + 1 
1 - + + + 1 
2 - + + 1 
3 + + + 2 

Z tabulky můžeme vyčíst: 
H^(oo) — W(—oo) = 1 =>• 1 reálný kořen 
W(oo) - W(0) = 1 ^ 1 k ladný kořen 
W(3) - W{2) = 1=^1 kořen v intervalu (2,3) 

V prvn í tabulce je využ i ta metoda regula falši na intervalu (2,3). 
k ak h Pk f(Pk) 
1 2,00000 3,00000 2,52941 -3,63444 
2 2,52941 3,00000 2,67642 -0,79047 
3 2,67642 3,00000 2,70551 -0,14692 
4 2,70551 3,00000 2,71083 -0,02649 
5 2,71083 3,00000 2,71178 -0,00475 
6 2,71178 3,00000 2,71195 -0,00085 
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V d ruhé tabulce je využ i ta metoda bisekce t ak též na intervalu (2,3). 
k ak Sk h /(Ofc) / ( « * ) f (h) 
1 2,00000 2,50000 3,00000 -9,00000 -4,12500 8,00000 0,50000 
2 2,50000 2,75000 3,00000 -4,12500 0,89063 8,00000 0,25000 
3 2,50000 2,62500 2,75000 -4,12500 -1,86133 0,89063 0,12500 
4 2,62500 2,68750 2,75000 -1,86133 -0,54858 0,89063 0,06250 
5 2,68750 2,71875 2,75000 -0,54858 0,15494 0,89063 0,03125 
6 2,68750 2,70313 2,71875 -0,54858 -0,20081 0,15494 0,01563 
7 2,70313 2,71094 2,71875 -0,20081 -0,02394 0,15494 0,00781 
8 2,71094 2,71484 2,71875 -0,02394 0,06525 0,15494 0,00391 
9 2,71094 2,71289 2,71484 -0,02394 0,02059 0,06525 0,00195 
10 2,71094 2,71191 2.71289 -0,02394 -0,00169 0,02059 0,00098 
11 2,71191 2,71240 2,71289 -0,00169 0,00945 0,02059 0,00049 
12 2,71191 2,71216 2,71240 -0,00169 0,00388 0,00945 0,00024 
13 2,71191 2,71204 2,71216 -0,00169 0,00110 0,00388 0,00012 
14 2,71191 2,71198 2,71204 -0,00169 -0,00030 0,00110 0,00006 

V obou př ípadech jsem zaokrouhloval na 5 deset inných míst . V Excelu si může te 
počet deset inných míst zvýšit a podívat se, kde se nalezená řešení liší. Jejich funkční 
hodnoty jsou to t iž různé. 

Využili jsme metodu regula falši a s přesnost í 0,0001 jsme nalezli řešení x = 2,71195. 
Bylo k tomu p o t ř e b a 6 i terací . 
Metoda bisekce nalezla při s te jném počá tečn ím intervalu řešení x' = 2,71198, ovšem až 
při 14. iteraci. 
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Příklad 3 
V y ř e š t e rovnici x 4 + 2 x 3 — 5 x 2 + 4 x + l = 0 metodou bisekce s odchylkou n e j v ý š e 
0,001. 

Nalezneme hranice kořenů: 
Y^ i r < l̂ fcl < 1 + jf|, tedy tyto kořeny leží v intervalu (—6; — |) U (|; 6). 

Sestroj íme Sturmovu posloupnost př ís lušnou d a n é m u polynomu f(x): 
f0(x) = x4 + 2 x 3 - 5x 2 + 4x + 3 
/ ^ x ) = - 4 x 3 - 6x2 + Wx - 4 
/ 2 ( x ) = 13x 2 - 17x - 10 
/3(a;) = 164x + 267 
U{x) = -1402193 

Sestavíme tabulku pro vymezení reálných kořenů. 

X fo(x) fi(x) f2(x) h(x) fa{x) W(x) 

—oo + + + - 1 
- 6 + + + - 1 
- 1 - + + 2 
0 + - + 3 
1 + - + 3 
6 + + + 3 

oo + + + 3 

Z tabulky můžeme vyčíst: 
H^(oo) — W(—oo) = 2 =^ 2 reálné kořeny 
W(oo) — W(0) = 0 =^ žádný k ladný kořen 
W(0) — W(—oo) = 2 =^ 2 záporné kořeny 
W(-l) - W(0) = 1 1 kořen v intervalu (-1,0) 
W ( - l ) - W(-6) = 1 ^ 1 kořen v intervalu (-6,-1) 

V Excelu dle předpisu vytvoř íme dvě tabulky, ve k terých bude p rováděna metoda bis
ekce. V p rvn í tabulce h ledáme kořen z intervalu (—1,0) a nás ledně v d ruhé z intervalu 
< - 6 , - l > . 
Z prakt ických důvodu jsem zaokrouhlil všechny mezivýsledky na t ř i dese t inná mís ta . 
Podrobnějš í úda je jsou uvedeny v odpovídaj íc ím při loženém excelovém souboru. 
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Metoda bisekce na intervalu (—1,0). 
k ak Sk bk fM /(**) f(bk) 

1 -1,000 -0 ,500 0,000 -9,000 -2,438 1,000 0,500 
2 -0,500 -0 ,250 0,000 -2,438 -0,340 1,000 0,250 
3 -0,250 -0 ,125 0,000 -0,340 0,418 1,000 0,125 
4 -0,250 -0,188 -0 ,125 -0,340 0,062 0,418 0,063 
5 -0,250 -0 ,219 -0,188 -0,340 -0,133 0,062 0,031 
6 -0,219 -0 ,203 -0,188 -0,133 -0,034 0,062 0,016 
7 -0,203 -0 ,195 -0,188 -0,034 0,0146 0,062 0,008 
8 -0,203 -0 ,199 -0 ,195 -0,034 -0,010 0,015 0,004 
9 -0,199 -0 ,197 -0 ,195 -0,010 0,003 0,015 0,002 
10 -0,199 -0,198 -0 ,197 -0,010 -0,004 0,003 0,001 

Metoda bisekce na intervalu (—6, — 1). 
k Ctfc Sk bk fM fM f(bk) 
1 -6,000 -3 ,500 -1 ,000 661,000 -9,938 -9 ,000 2,500 
2 -6,000 -4 ,750 -3 ,500 661,000 163,910 -9,938 1,250 
3 -4,750 -4 ,125 -3 ,500 163,910 48,574 -9,938 0,625 
4 -4,125 -3 ,813 -3 ,500 48,574 13,514 -9,938 0,313 
5 -3,813 -3,656 -3 ,500 13,514 0,487 -9,938 0,156 
6 -3,656 -3,578 -3 ,500 0,487 -5,032 -9,938 0,078 
7 -3,656 -3 ,617 -3,578 0,487 -2,352 -5 ,032 0,039 
8 -3,656 -3 ,637 -3 ,617 0,487 -0,952 -2 ,352 0,020 
9 -3,656 -3,646 -3 ,637 0,487 -0,238 -0 ,952 0,010 
10 -3,656 -3,651 -3,646 0,487 0,124 -0,238 0,005 
11 -3,651 -3 ,649 -3,646 0,124 -0 ,057 -0,238 0,002 
12 -3,651 -3 ,650 -3 ,649 0,124 0,033 -0 ,057 0,001 
13 -3,651 -3 ,650 -3 ,649 0,033 -0,012 -0 ,057 0,001 

Můžete si vš imnout shodné odchylky v předpos ledn ím i pos ledním řádku , to je dáno 
právě zaokrouhlováním. Nás za j ímá výsledek až z posledního řádku , jelikož až tam je 
odchylka nižší než 0,001, tedy vyhovující našemu zadání . 

Nalezli jsme řešení xx = -0 ,198 ± 0,001 a x2 = -3 ,65 ± 0,001. 
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Příklad 4 
U r č e t e ř e š e n í rovnice x 5 — 4x + 2 = 0 s v y u ž i t í m Newtonovy metody s od
chylkou n e j v ý š e 0,001. 

Najdeme, na j a k é m intervalu leží reálné kořeny: 
< \%k\ < 1 + ]2j) tedy tyto kořeny leží v intervalu (—3; —|) U ( | ; 3). 

Sestroj íme Sturmovu posloupnost př ís lušnou d a n é m u polynomu f(x): 
f0(x) = x5 -Ax + 2 
f^x) = - 5 x 4 + 4 
f2(x) = 16a ; - 10 
f3(x) = -13259 

Sestavíme tabulku pro vymezení reálných kořenů. 

X fo(x) fi(x) f2(x) f3(x) W{x) 

—oo - 0 
oo + - + - 3 
0 + + - - 1 
1 + 2 

- 2 - 0 
2 + - + - 3 

Z tabulky můžeme vyčíst: 
W(oo) - W(—oo) = 3 =>• 3 reálné kořeny 
W(0) - W ( - 2 ) = 1 => 1 kořen v intervalu (-2,0) 
W ( l ) - W(0) = 1=^1 kořen v intervalu (0,1) 
W(2) - W ( l ) = 1=^1 kořen v intervalu (1,2) 

Nyní následují tabulky s výpoč ty jednot l ivých kořenů. Výpoče t zastavujeme, když 
hodnota klesne pod zadanou hodnotu 0,001. 

Hledání řešení na intervalu (1,2). Za prvn í iteraci volíme s t řed tohoto intervalu. 
k f(Xk) 
1 1,5000 3,5938 0,1686 
2 1,3314 0,8577 0,0732 
3 1,2581 0,1198 0,0141 
4 1,2441 0,0039 0,0005 

Nalezené řešení je 1,2441 ± 0,001. 

Hledání řešení na intervalu (0,1). Jako prvn í iteraci opět volíme s t řed intervalu. 
k x k f(xk) 
1 0,5000 0,0313 0,0085 
2 0,5085 0,0001 0,0000 

Nalezené řešení je 0,5085 ± 0,001. 

Hledání řešení na intervalu (—2,0). Z prakt ických důvodů jako p rvn í iteraci t en tok rá t 
volíme hodnotu —2 (viz excelový soubor). 
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k Xk 
1 -2,0000 -22,0000 0,2895 
2 -1,7105 -5,8015 0,1495 
3 -1,5610 -1,0251 0,0399 
4 -1,5211 -0,0590 0,0026 
5 -1,5185 -0,0002 0,0000 

Nalezené řešení je —1,5185 ± 0,001. 

Takto jsme nalezli t ř i reá lná řešení zadané rovnice. Jelikož jde o rovnici 5. s tupně , 
tak zbývají ješ tě dva, komplexně sdružené. Pokud p o s t u p n ě poděl íme polynom x5 —4x+ 
+ 2 l ineárními dvojčleny (x — 1,2441), (x — 0,5085) a (x + 1,5185), obdrž íme kvadra
t ický trojčlen. Ten můžeme řešit jako kvadratickou rovnici - obdržené kořeny jsou 
-0,1168 ± 1,4384«. 

Řešení rovnice x 5 — 4x + 2 = 0 jsou: 
1,2441 ± 0,001 , 0,5085 ± 0,001,-1,5185 ± 0,001, -0,1168 ± l,4384i. 
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Příklad 5 
U r č e t e ř e š e n í rovnice x 5 — 4x + 2 = 0. Nejprve n a l e z n ě t e k o m p l e x n ě s d r u ž e n é 
k o ř e n y polynomu, z b y l é k o ř e n y p o t é n a l e z n ě t e p o m o c í metody s e č e n . Ř e š e n í 
hledejte s odchylkou n e j v ý š e 0,001. 

Využi jeme poznatky získané při řešení předchozího př ík ladu. Reálné kořeny jsou t ř i 
a leží v intervalech (—2,0), (0,1) a (1,2). Pro nalezení kompexního kořenu využijeme 
Newtonovu metodu s počá tečn í komplexní aproximací . 

Níže je tabulka pro nalezení komplexního kořenu. Jak vidíte, jako počá teční apro
ximaci jsme museli zvolit číslo s nenulovou komplexní složkou. 

k fM 
1 2i 2,0000 + 24« 0,02632 + 0,3158i 
2 -0,0263 + l ,6842i 1,0471 + 6,7814« 0,04177 + 0,1846i 
3 -0,0681 + 1,4996« 0,5576 + 1,4298« 0,03959 + 0,0595« 
4 - 0 , 1 0 7 7 + l , 4 4 0 1 i 0,1408 + 0,0885« 0,0091 + 0,0018« 
5 -0,1168 + l ,4383i 0,0015 - 0,0021« 0,0000 - 0,0001« 

Nalezli jsme kořen — 0, 168 + 1,4383i ± (0,001 + 0,001«). Podle věty o komplexních 
kořenech, je kořenem i číslo komplexně sdružené —0,1168 — 1,4383«. 

Dále následují tabulky pro h ledání reálných kořenů. P r v n í dvě iterace může te vidět 
př ímo v excelových souborech. Jsou j im i vždy kra jn í body intervalů, na k te rých kořen 
h ledáme. Výjimkou je opět poslední př ípad , kde kvůli konvergenci ke sp rávnému kořenu 
použ íváme jako p rvn í dvě aproximace čísla —2 a —1,9. Jak by to vypadalo pro hodnoty 
—2 a 0, si může te p roh lédnout v excelovém souboru. 

Metoda sečen na intervalu (1,2). 
k xk f(xk) 
3 1,0370 -0,9487 0,0339 
4 1,0709 -0,8750 0,4026 
5 1,4735 3,0527 0,3129 
6 1,1606 -0,5365 0,0468 
7 1,2074 -0,2636 0,0452 
8 1,2526 0,0731 0,0098 
9 1,2428 -0,0065 0,0008 

Nalezli jsme řešení 1,2428 ± 0,001. 

Metoda sečen na intervalu (0,1). 
k xk f(Xk) 
3 0,6667 -0,5350 0,3835 
4 0,2832 0,8691 0,2374 
5 0,5206 -0,0440 0,0114 
6 0,5091 -0,0023 0,0006 

Nalezli jsme řešení 0,5091 ± 0,001. 
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Metoda sečen na intervalu (—2,0). 
k xk f(xk) 
3 -1,6783 -4,6026 0,0966 
4 -1,5817 -1,5723 0,0501 
5 -1.5315 -0,3002 0,0118 
6 -1,5197 -0,0270 0,0012 
7 -1,5185 -0,0005 0,0000 

Nalezli jsme řešení —1,5 85 ± 0 , 0 0 1 . 

Nalezená řešení zadané rovnice jsou přibližně —0,1168 ± l,4383z; 1,2428 ± 0,001: 
0,5091 ± 0,001 a -1,5185 ± 0,001. 
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Příklad 6 
N a j d ě t e ř e š e n í rovnice x4 + x3 + x2 + x + 1 = 0 . P o u ž i j t e Bairstowovu metodu 
s odchylkou n e j v ý š e 0,001. Za p o č á t e č n í hodnoty zvolte r-y = —1, Sy = 1. 

M á m e zadány úvodn í hodnoty r y = —1. Sy = 1. Vytvoř íme zobecněné Hornerovo 
schéma s t ěmi to výchozími hodnotami podle postupu p o p s a n é m v kapitole 3.3.2. 

1 
- 1 

1 1 
2 

- 1 
1 2 

1 3 

2 
- 2 - 2 

Odpovídaj íc í soustava rovnic m á tvar —Ah — 3j = —1, 3h — j = 1. Řešením 
t é t o rovnice je dvojice = (0,3077; —0,0769). V druhé iteraci tedy pokračujeme 
sr2 = —0,6923, S2 = 0,9231. Takto pokračujeme dále, dokud hodnoty h, j neklesnou 
pod 0,001. 

Zobecněná Hornerova schémata pro jednot l ivé iterace jsou přehledně vypsány v ex-
celovém souboru. Níže v tabulce můžeme vidět , jak se vyvíjí hodnoty r\ a 

k r k Sk 
1 - 1 1 
2 -0,6923 0,9231 
3 -0,6139 0,9848 
4 -0,618 1 

Nalezli jsme r = —0,618 a s = 1, tedy h ledaný polynom je tvaru x2 — 0,618a; + 1. T í m t o 
polynomem dělíme polynom na levé s t raně rovnice, tedy xA + x3 + x2 + x + 1. Po dělení 
obdrž íme (se zanedba t e lným zbytkem) x2 + 1,618a; + 1. 

Nyní již zbývá jen urči t kořeny těchto dvou kvadra t ických troj členů: 
Kořeny polynomu x2 — 0,618a; + 1 jsou 0,309 ± 0,951i. 
Kořeny polynomu x2 + 1,618a; + 1 jsou 0,809 ± 0,5878i. 

Nalezená řešení zadané rovnice jsou přibližně —0,809 ± 0,5878i a 0,309 ± 0,951z. 
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Příklad 7 
P o m o c í metody p r o s t é iterace n a j d ě t e ř e š e n í rovnice x 6 — x 3 — 1 = 0, k t e r é 
lež í na intervalu (0,2) s odchylkou n e j v ý š e 0,001. 

P r v n í m úkolem při řešení je nalezení vhodné i terační funkce g(x). Z polynomu x 6 — 
—x3 — 1 = 0 můžeme vyjádři t x 6 = x 3 + l , a tedy x = y x ^ + l . Položme g(x) = y x ^ + l . 
Ověř íme p o d m í n k y konvergence. Pro p rvn í p o d m í n k u mus í platit 0 < Š/x3 + 1 < 2, po 
umocněn í na šestou z ískáváme 0 < x 3 + 1 < 64, což j is tě p la t í pro všechna x G (0,2). 
Dále m á platit | g'(x) | = | 2(x

:i+i)5/6 1*̂  ^' Tato nerovnost p la t í pro všechna x > —0,879, 
tedy i pro všechna x z našeho zkoumaného intervalu. Jelikož i terační funkce splňuje obě 
podmínky, lze j i použí t a hledat její pevný bod. Kdybychom zvolil i např ík lad funkci 
g{x)= \/x6 — 1, pak naraz íme na prob lém již při ověřování p rvn í p o d m í n k y konver
gence. Tato funkce tot iž na intervalu (0,2) n a b ý v á hodnot (—1,3,979). 

Níže je uvedena tabulka i terací do dosažení p o d m í n k y zastavení . 

k f(Xk) 
1 1,0000 1,1225 0,0358 
2 1,1225 1,1582 0,0109 
3 1,1582 1,1691 0,0034 
4 1,1691 1,1725 0,0034 
5 1,1725 1,1735 0,0010 
6 1,1735 1,1738 0,0003 

Nalezli jsme pevný bod funkce g(x) na z a d a n é m intervalu : 1,1735 ± 0,001. Toto číslo 
je zároveň řešením rovnice x 6 — x 3 — 1 = 0 na (0,2). 
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Příklad 8 
Jedno ř e š e n í rovnice — x6 + x5 — x2 — x + 1 = 0 l ež í na intervalu (—4,0). N a j d ě t e 
ho p o m o c í metod bisekce, regula falši , s e č e n a t e č e n s odchylkou n e j v ý š e 
0,0001. Porovnejte p o č e t i t e r a c í n u t n ý c h k d o s a ž e n í p o ž a d o v a n é h o v ý s l e d k u . 

Ze zadán í víme, že na intervalu (—4,0) leží p rávě jedno řešení dané rovnice. Pos tupně 
tedy jen aplikujeme metody na tento interval. 

Metoda bisekce na (—4,0). 
k Sk h fM /(**) f(bk) 
1 -4,0000 -2,0000 0,0000 -5131,0000 -97,0000 1,0000 2,00000 
2 -2,0000 -1,0000 0,0000 -97,0000 -1,0000 1,0000 1,00000 
3 -1,0000 -0,5000 0,0000 -1,0000 1,2031 1,0000 0,50000 
4 -1,0000 -0,7500 -0,5000 -1,0000 0,7722 1,2031 0,25000 
5 -1,0000 -0,8750 -0,7500 -1,0000 0,1477 0,7722 0,12500 
6 -1,0000 -0,9375 -0,8750 -1,0000 -0,3445 0,1477 0,06250 
7 -0,9375 -0,9063 -0,8750 -0,3445 -0,0803 0,1477 0,03125 
8 -0,9063 -0,8906 -0,8750 -0,0803 0,0380 0,1477 0,01563 
9 -0,9063 -0,8984 -0,8906 -0,0803 -0,0201 0,0380 0,00781 
10 -0,8984 -0,8945 -0,8906 -0,0201 0,0092 0,0380 0,00391 
11 -0,8984 -0,8965 -0,8945 -0,0201 -0,0054 0,0092 0,00195 
12 -0,8965 -0,8955 -0,8945 -0,0054 0,0020 0,0092 0,00098 
13 -0,8965 -0,8960 -0,8955 -0,0054 -0,0017 0,0020 0,00049 
14 -0,8960 -0,8958 -0,8955 -0,0017 0,0001 0,0020 0,00024 
15 -0,8960 -0,8959 -0,8958 -0,0017 -0,0008 0,0001 0,00012 
16 -0,8959 -0,8958 -0,8958 -0,0008 -0,0003 0,0001 0,00006 

Nalezli jsme řešení -0,8958 ± 0,0001. 

Metoda regula falši na (—4,-1). Levý kra jn í bod volíme odlišný, abychom jako výsledek 
neobdržel i řešení z j iného intervalu. Jak by to dopadlo, kdybychom interval nechali beze 
změny, může te vyzkoušet v odpovídaj íc ím excelovém souboru. 

k h Pk f(Pk) 
1 -4,0000 -1,00000 -0,9994 -0,9930 0,08285 
2 -0,9994 -1,00000 -0,9166 -0,1633 0,01628 
3 -0,9166 -1,0000 -0,9003 -0,0341 0,00352 
4 -0,9003 -1,0000 -0,8968 -0,0074 0,00077 
5 -0,8968 -1,0000 -0,8960 -0,0016 0,00017 
6 -0,8960 -1,0000 -0,8958 -0,0004 0,00004 

Nalezli jsme řešení -0,8958 ± 0,0001. 

Metoda sečen na (—4, — 1). Levý kra jn í bod změněn ze s tejného důvodu jako výše. 
k xk f M 
3 -0,9994 -0,9930 0,08285 
4 -0,9166 -0,1633 0,01630 
5 -0,9003 -0,0339 0,00427 
6 -0,8960 -0,0016 0,00021 
7 -0,8958 0,0000 0,00000 
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Nalezli jsme řešení -0,8958 ± 0,0001. 

Newtonova metoda s počá tečn í i terací —2, jakožto s t řed intervalu (—4,0). 
k f M 
1 -2,0000 -97,0000 0,35273 
2 -1,6473 -32,1752 0,28757 
3 -1,3597 -10,4556 0,22392 
4 -1,1358 -3,1909 0,15244 
5 -0,9833 -0,8072 0,07234 
6 -0,9110 -0,1180 0,01470 
7 -0,8963 -0,0040 0,00054 
8 -0,8958 0,0000 0,00000 

Nalezli jsme řešení -0,8958 ± 0,0001. 

Všechny čtyři metody n á m poskytly to tožné řešení. Jak vidno, nejméně efektivní je 
dle očekávání metoda bisekce. O s t a t n í t ř i metody jsou z hlediska poč tu i terací srovna
telné (liší se o jednotky, kdež to bisekce j ich m á dvojnásobně víc). U metod regula falši 
a sečen jsme se ale setkali s komplikací volby počátečních iterací. 
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Příklad 9 
N a l e z n ě t e r e á l n á ř e š e n í rovnice x 6 — x 3 — x2 + 0,1 = 0 s odchylkou n e j v ý š e 
0,001. V y u ž i j t e metodu s e č e n , regula falši , p r o s t é iterace a Newtonovu. 

Sestroj íme Sturmovu posloupnost př ís lušnou d a n é m u polynomu f(x): 
/o(x) = x6 — x3 — x2 + 0,1 
fclx) = - 6 x 5 + 3x 2 + 2x 
Í2Íx) = 3x3 + 4 x 2 — 0,6 (vynásobeno 6) 
f3{x) = - 16 ,02x 2 - 3,6x + 2,13 (zaokrouhleno) 
fi{x) = 3,49x + 1,58 (vynásobeno 10 a zaokrouhleno) 
fi{x) = —0,48 (zaokrouhleno) 

Sestavíme tabulku pro vymezení reálných kořenů. 

X fo(x) fs(x) h(x) f5(x) W(x) 
—oo + + - - 1 
oo + - + - + - 5 
- 1 + + + - 1 

- 0 , 5 + - - - 2 
0 + + - + + 3 

0,3 - + - + 4 
1 - - + + 4 
2 + - + + 5 

Z tabulky můžeme vyčíst: 
W(oo) - W(—oo) = 3 =>- 4 reálné kořeny 
W ( - 0 , 5 ) - W ( - l ) = 1=^1 kořen v intervalu ( - 1 , 0,5) 
W(0) - W ( - 0 , 5 ) =1=>1 kořen v intervalu (-0,5 , 0) 
W(0,3) - W(0) = 1=>1 kořen v intervalu (0 , 0,3) 
W(2) - W ( l ) = 1=^1 kořen v intervalu (1,2) 

Níže jsou tabulky s h ledán ím konkrétních řešení na zjištěných intervalech. 

Metoda sečen na (—1, 0,5). 
k xk f M 
3 -0 ,599 0,002 0,0068 
4 -0 ,592 0,000 0,0004 

Nalezli jsme řešení —0,592 ± 0,001. 

Metoda regula falši na (—0,5 , 0). 
k ak bk Pk f(Pk) 
1 -0 ,500 0,000 -0 ,457 -0 ,004 0,0189 
2 -0 ,457 0,000 -0,438 -0,001 0,0035 
3 -0,438 0,000 -0,435 0,000 0,0004 

Nalezli jsme řešení —0,435 ± 0,001. 

N a řadě je metoda pros té iterace. Za i terační funkci zvolíme g(x)= A / X 6 — x3 + 0,1. 
Ověř íme p o d m í n k y konvergence. Zaprvé musí platit 0 < V ^ 6 -x3 + 0,1 < 0,3. Po 
umocněn í z ískáváme 0 < x 6 — x3 + 0,1 < 0,09, může te ověřit , že toto p la t í pro všechna 
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x G (O , 0,3). Zadruhé požadujeme I g'(x)\ = \ —Jx 3 r r |< 1. To p la t í pro všechna 
2-v/a;6—x3+0,l 

kladná x < 0,395, tedy pro všechna x z námi zkoumaného intervalu. Zvolená i terační 
funkce splňuje obě p o d m í n k y konvergence, můžeme hledat pevný bod. 
k xk 

1 1,000 0,316 0,0528 
2 0,316 0,263 0,0231 
3 0,263 0,286 0,0089 
4 0,286 0,278 0,0089 
5 0,278 0,281 0,0036 
6 0,281 0,280 0,0014 
7 0,280 0,280 0,0006 

Nalezli jsme řešení 0,28 ± 0,001. 

N a závěr Newtonova metoda. Jako počá tečn í aproximaci volíme s t řed zkoumaného in
tervalu (1,2), tedy hodnotu 1,5. 
k xk f(Xk) 
1 1,500 5,866 0,1638 
2 1,336 1,621 0,0925 
3 1,244 0,331 0,0308 
4 1,213 0,029 0,0032 
5 1,210 0,000 0,0000 

Nalezli jsme řešení 1,21 ± 0,001. 

Z a d a n á rovnice m á 4 reá lná řešení. Jsou j im i - 0 , 5 9 1 ± 0 , 0 0 1 ; - 0 , 4 3 4 ± 0 , 0 0 1 ; 0 ,28±0,001 
a 1,21 ± 0 , 0 0 1 . 
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Příklad 10 
N a j d ě t e ř e š e n í rovnice x5 + 3x — 2 = 0 s odchylkou n e j v ý š e 0,001, v í t e - l i , že 
polynom na l e v é s t r a n ě m á pouze jeden r e á l n ý k o ř e n . V y u ž i j t e Newtonovu 
metodu. 

Vycházíme-li z informace, že existuje pouze jeden reálný kořen, pak víme, že os t a tn í 
4 kořeny jsou komplexní (po dvou komplexně sdružené) . Naš ím p rvn ím úkolem bude 
nají t interval, ve k t e r ém kořen leží. Využi jeme věty 3.1.1. Podle ní pro h ledané x plat í : 
J^J < | x |< 1 + \. Zaj ímají nás tedy intervaly (—§, — | ) a ( | , | ) . 

Pro kra jn í body můžeme nyní vyzkoušet jejich hodnotu po dosazení do přís lušného 
polynomu f{x)= x5 + 3x — 2. Podle věty 1.2.1 se budou na intervalu, ve k t e r ém leží 
kořen, s t ř ída t znaménka . 
/ ( -
/ ( -

f(í 

Reálný kořen polynomu f(x) h ledáme tedy na intervalu 

_ 451 
32 ' 

— 2817 
1024' 

1279 
1024' 

323 

Newtonova metoda s počá tečn í i terací x\ 
k xk f(Xk) 
1 1,000 2,000 0,2500 
2 0,750 0,487 0,1064 
3 0,644 0,041 0,0107 
4 0,633 0,000 0,0001 

0,633 ± 0 , 0 0 1 . Nalezli jsme řešení 

Newtonova metoda pro h ledání komplexních kořenů. Startujeme s i terací 1 + i. 
k xk 

1 l + i - 3 - i 0,1765+ 0,0588i 
2 0,824+ 0,941i - 0 , 8 6 7 + 0,072i 0,0843 - 0,0390i 
3 0,739 + 0,980i -0,031 + 0,162i 0,0096 + 0,0158í 
4 0,749 + 0,996i 0,001 - 0,006i 0,0004 + 0,0005i 

Nalezli jsme řešení 0,749 + 0,996i. Spolu s n ím m á samozřejmě rovnice jako řešení i číslo 
komplexně sdružené 0,749 — 0,996i. 

Ješ tě jednou Newtonova metoda, t en tok rá t s p rvn í i terací —1 

Nalezli jsme řešení 

i. 
k Xk f(Xk) 
1 - l + i 0,0588 - 0,0588i 
2 -1 ,059 - 0,941ž -0,146 - 0,130i 0,0061 + 0,0096i 
3 -1 ,065 — 0,951* 0,002 + 0,003i 0,0001 + 0,0002i 

,065 0,951i, s n ím současně i 

Z a d a n á rovnice m á řešení 0,749 ± 0,996i; 

1,065+ 0,951ž. 

1,065 ± 0,95H a 0,633 ± 0,001. 
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Závěr 

Tato práce se zabývala numer ickými metodami řešení algebraických rovnic. Cílem bylo 
vytvoř i t text, k te rý by mohl sloužit jako studi jní opora nejen pro studenty vysokých 
škol, k teř í se v rámci svého studia s t ím to t é m a t e m setkají, ale i pro zájemce z ř ad 
žáků s t ředních škol. 

Výsledkem je soupis zásadních definic, k te ré jsou pro tuto problematiku po t řebné , 
dále přehled sedmi konkrétních numerických metod a v neposlední řadě t aké sbírka 
řešených př íkladů. V prvních dvou kapitolách jsou zavedeny základní definice a věty z 
oblasti teorie po lynomů, funkcí a algebraických rovnic, k teré jsou základními kameny 
při snaze o porozumění dané problematice. V p rvn í část i t ř e t í kapitoly byly předs taveny 
základní metody zjišťování p o č t ů a lokalizace (reálných) kořenů po lynomů. V druhé 
části je popsáno a na př íkladech i lustrováno pět základních a nejspíše nej používanějších 
numerických metod pro h ledání reálných kořenů. V poslední části t ř e t í kapitoly nalez
neme dvě metody pro h ledání kořenů komplexních, jde spíše o rozšiřující část a její 
hlavní př ínos může bý t t aké v nas t íněn í použi t í komplexní aritmetiky v programu 
Excel . Č t v r t á kapitola obsahuje sbírku př ík ladů řešených t éměř bezvýhradně p rávě v 
Excelu. 

Za svůj hlavní př ínos považuji vy tvoření přeh ledného mater iá lu , k te rý se dlouze 
nezabývá teore t ickým odvozováním a dokazováním daných vět . Text předevš ím sází 
na předs tavení hlavních myšlenek a nás ledné prakt ické použi t í , tedy popis toho, jak 
pomocí M S Excel dané př ík lady vyřeši t . Dalš ím př ínosem by mohla bý t tvorba vlastních 
i lustrací v teoret ické části , ale předevš ím komple tn í sbírka au torských př ík ladů využívající 
všechny zmíněné numerické metody. 

Numerických metod pro h ledání kořenů po lynomů, p o t a ž m o pro řešení (nejen) al
gebraických rovnic, je celá řada . Daj í se rovněž mezi sebou kombinovat a cest k jejich 
využi t í je tedy velmi mnoho. Zaměřil jsem se speciálně na ty, k te ré se dají označit 
za běžně používané a t aké je jejich implementace uživatelsky př ívě t ivá a nevyžaduje 
hlubší informatické znalosti. Přeji č t e n á ř ů m spoustu úspěchů při studiu tohoto t é m a t u 
a doufám, že j i m text bude ku pomoci. 

P ráce je vysázena v programu DTgX, obrázky jsou autorské a vytvořeny v programu 
Geogebra. Jak je uvedeno výše, při řešení př ík ladů byl využit program M S Excel . 
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