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Uvod

Tématem této bakalarské prace jsou numerické metody feseni algebraickych rovnic. M4
jit o shrnuti nékolika casto pouzivanych metod spolec¢né se sbirkou fesenych piikladu.
Cilem je vytvorit text vhodny pfedevsim pro studenty, ve kterém naleznou zakladni
prehled tykajici se dané problematiky. Neni kladen duraz na teoretické odvozovani jed-
notlivych metod, ale predevsim na jejich praktické pouziti.

Teoreticka cast se sklada ze tii kapitol. V prvni se zavadéji zakladni pojmy z ob-
lasti polynomu a funkci. Tyto maji poslouzit pfedevsim jako sjednoceni terminologie
a uvedomeéni si vlastnosti, které se pii feSeni vhodné vyuzivaji. V druhé kapitole je
zaveden pojem algebraické rovnice a kratké pojednani o ném. Tteti kapitola je jiz
vénovana samotnému feSeni pomoci numerickych metod. Nejprve je vysvétleno, jak
uré¢it pocet (redlnych) kofent polynomu a taky vymezeni intervalu, na kterém lezi.
Nasledné, v druhé a tteti casti, jsou jiz predstaveny konkrétni numerické metody pro
hledani téchto kotenu. Kazda z nich je doplnéna o jeden feseny piiklad, na kterém je
ukazéno praktické pouziti v MS Excelu.

Prakticka cast je obsazena ve ¢tvrté kapitole. V ni ¢tenar nalezne sbirku fesenych
prikladu kombinujici poznatky z teoretické ¢asti. Kazdy priklad je (jakozto i priklady
ilustracni z tfeti kapitoly) doplnén o samostatny list v excelovém souboru, ktery na-
leznete na prilozeném CD.



Kapitola 1
Zakladni pojmy

V prvni kapitole budeme definovat zakladni pojmy, na které se budeme nasledné od-
kazovat. Zaroven zminime konkrétni véty a tvrzeni, z nichz vychazime pii feSeni alge-
braickych rovnic i u konkrétnich numerickych metod. Kapitola je rozdélena do pod-
kapitol, které nam poskytnou struéné shrnuti pojmu nejdiive z algebry a poté z ma-
tematické analyzy. Oba tyto pfistupy budeme pii feseni konkrétnich piikladu vhodné
kombinovat.

1.1 Polynomy

S polynomy se setkdavaji studenti jiz na zakladni skole, aniz by podrobnéji zkoumali
jejich vlastnosti. Pravé ty nam pfi hlubsim studiu ukazuji spoustu moznosti, jak s po-
lynomy pracovat a co vSechno o nich muzeme tict po pouhém prvnim pohledu. Prave
timto se v nasledujicim odstavci budeme zaobirat. Nize uvedené véty nebudeme v tomto
textu dokazovat. V pripadé zajmu si muze student dukaz jednotlivych vét vyzkouset v
ramci cviceni. Spravnost si muze ovérit napi. v (Krutsky, 1998).

Definice 1.1.1

Funkci f(z) = a,a"™ + ap_12" ' + ... + a1 + ag, kde ag,ay,...,a, € T, a, # 0, nazveme
polynom jedné proménné nad télesem T. Cisla ag,aq,...,a, nazyvame koeficienty poly-
nomu. Jednotlivé polynomy budeme znacit f(x), g(x), atd. Prirozené ¢islo n nazveme
stupeni polynomu, zapisujeme st f(z) = n.

Télesem 7' zminénym v prvni definici budeme vzdy rozumét ciselné téleso.

Definice 1.1.2 (Marvan, 2001)

Necht jsou ddny polynomy f(z) = apz™ + ap_ 12" + ... + a1z + ag, g(x) = bz™ +
+ by_12™ 4+ 4 bz + by nad éiselnym télesem T.

e Polynomy f(x) a g(x) se rovnaji, f(x) = g(x), pravé kdyz plati f(a) = g(a) Va € T.
e Soucet polynomi f(x) a g(x) je polynom f(x) + g(z) = cpa® + cp12®t + ... +
+c1x + Co, kde ¢ =a; + bi, 1= 0,1,...,/€.

Plati k = st(f(z) 4+ g(x)) = max{stf(z), stg(x)}.

e Soucin polynomu f(z) a g(z) je polynom f(x)-g(z) = kya? + kp_12P* + ... + ki +
+ ko, kde p = st f(x) + stg(z) acy = >, ;@i - bj, pro k = 0,1,....p.



Vsechny nésledujici definice a véty kapitoly 1.1 vychazeji z (Krutsky, 1998).

Véta 1.1.1
Polynomy nad ¢iselnym télesem T tvoii obor integrity (T[x], +, -) polynomu jedné
promeénné z (nad T).

Délitelnost a vlastnosti korenu

Nyni zndme definici polynomu a vime, Ze polynomy, se kterymi budeme pracovat, tvori
obor integrity (spolu s operacemi s¢itdni a nasobeni polynomu). Student si muze sam
v ramci cviceni oveérit, ze takto vytvorend struktura opravdu oborem integrity je. V
nasledujici podkapitole si strucné rozebereme, kdy je polynom délitelny jinym polyno-
mem a poté se zaméiime na konkrétni vlastnosti jeho kofenu. Ty se nam muzou pii
feSeni algebraickych rovnic hodit, pokud budeme naptiklad chtit néjaké koreny odhad-
nout.

Definice 1.1.2

Méjme polynomy f(z), g(z) € Tla]. O téchto polynomech fekneme, ze f(z) déli g(x),
prave kdyz existuje polynom h(x) € Tla], pro ktery plati g(x) = f(z) - h(x).

Fakt, ze polynom f(z) déli polynom g¢(z), zapisujeme symbolicky f(x) | g(x).

Véta 1.1.2
Necht f(z), g(z) jsou polynomy z Tlz], pficemz g(x) je nenulovy a plati f(z) | g(z).
Potom st f(x) < stg(x).

Na tomto misté pripomenu tzv. Fukliduv algoritmus. Je mozné, ze se s nim stu-
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spolecného délitele, dale jen NSD. Tento algoritmus lze aplikovat nejen na cisla, ale
stejnym zpusobem i na polynomy. Praktické vyuziti tohoto algoritmu naleznete nize
v pojednani o vicendsobnijch kotenech.

Definice 1.1.3

Méjme ciselné téleso T a ¢isla a,b € T, pricemz b # 0 a |b| < |a|. Provedeme-li po-
stupné déleni se zbytkem za predpokladu, ze r; # 0 proi = 0,1,....k a rpy; = 0, ziskame
nasledujici soustavu vztahu:

a="0b-q +ry|ri| <|b

b=1r1-q+ 125 |ra] < |11

T ="y q3+rs;|rs| < |ro

Theg = k-2 * Qk—1 + Tk—1; [Tk—1] < |Tk—2]
Theo = Tr—1 - @k + Tk | 78] < |71l
Th—1 =Tk * Qk+1 + Tk+1; Tk+1 = 0.

Postup popsany vyse uvedenymi formulemi se nazyva Fuklidiuv algoritmus, nebo také
algoritmus postupného déleni. Pro nejvétsi spolecny délitel dvou ¢isel a, b tedy plati
NSD(a,b) = rg.



Nejvétsim spolec¢nym délitelem dvou ¢isel je tedy posledni nenulovy zbytek v jejich
postupném déleni.

Pro zbytek této prace je dulezitym pojmem koren polynomu, ktery s délitelnosti
uzce souvisi. Jejich vzajemny vztah urcuje tzv. Bezoutova véta, kterou vzapéti vy-
slovime.

Definice 1.1.4
Prvek ¢ € T7 D T, kde T" je nadtélesem télesa T', nazveme koren polynomu f(x) €
T[], prave kdyz plati f(c) = 0.

Véta 1.1.3 (Bezoutova véta)
Necht je dan nenulovy polynom f(z) € Tlz] a prvek ¢ € T. Takovy prvek c je korenem
polynomu f(z), pravé kdyz plati (x — ¢) | f(x).

Véta 1.1.4
Meéjme polynom f(x) € Tla]. Pokud je prvek ¢ jeho kofenem, pak lze tento polynom
rozlozit nésledujicim zpusobem: f(z) = (z — ¢) - g(x), pricemz st f(x) = stg(x) + 1.

Definice 1.1.5
Linedrni polynom (x — ¢) popsany ve vété vySe nazyvame korenovy c¢initel prislusny
ke koreni c.

Ted uZ méme pfedstavu o tom, co znamend pojem koren polynomu. Mozna je
viditelna souvislost mezi korenem polynomu a tTesenim rovnice, alespon tak, jak to in-
tuitivné vnimame na zakladé toho, co je znamo ze zakladni a stfedni skoly. Vsechno
jesteé blize specifikujeme a definujeme v druhé kapitole. Nyni si uvedeme nékolik vét,
které pojednavaji o vlastnostech korenu. Nejdiive ovéem budeme potiebovat jeden po-
jem, kterym je derivace polynomu.

Definice 1.1.6

Méjme polynom n-tého stupné f(x) nad 7T, kde n € N. Tento polynom je ve tvaru
f(x) = apz™ + ap_12" ' + ... + a1 + ag, a, # 0. Derivaci polynomu f(z) rozumime
polynom f'(x) = n a,z" ! + ... + 3 azx® + 2 asw + a;.

Definice 1.1.7
Necht je ddn polynom f(z) € T[a] a prirozené ¢islo k. Prvek ¢ € T 2 T, kde T je
nadtéleso télesa T, nazveme k-ndsobny koren polynomu f(z), jestlize plati:

(@ =" | f@) Ao =)+ f(x).

Véta 1.1.5

Je-li prvek ¢ € T k-nasobnym kofenem nenulového polynomu f(z) € Tla] stupné ale-
spon 1, pak pro k > 1 je také (k — 1)-ndsobnym kofenem prvni derivace f’(x) daného
polynomu.

Véta 1.1.6
Prvek ¢ € T'je k-ndsobngm korenem polynomu f(x) € T[] stupné alespon 1, prave kdyz
je zaroveii kofenem polynomt f'(z), ..., f* Y (z) a nenf kotenem polynomu f®(z).
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Véta 1.1.7
Ma-li nenulovy polynom f(z) € Tla] alespon jeden vicendsobny kofen, pak jsou poly-
nomy f(x) a f'(z) soudélné.

Véta 1.1.8
Je-li polynom f(z) € C[z] soudélny se svou prvni derivaci, pak mé alespon jeden
vicenasobny koten.

Véta 1.1.9
Necht f(x) je polynom stupné alespoit 1 nad télesem C. Potom lze najit polynom
g(x) € Clz| takovy, ze m4 stejné kofeny jako f(x), ale samé jednoduché.

Diky vySe uvedenym vétam ziskavame névod, jak takovy polynom g(z) najit. Této
metodé se Tika odstranéni vicendsobnijch kotenu. K nalezeni takového polynomu ndm
staci dva kroky:

e Nalezneme nejvétsiho spoleéného délitele D(x) polynomu f(z) a f'(x). K tomuto
vyuzivame Eukleiduv algoritmus zminény vyse.

e Provedeme déleni f(z) : D(z) = g(x). Takto ziskany polynom g(x) mé tedy stejné
koteny jako f(z), ale samé jednoduché.

Timto postupem se muzeme elegantné zbavit vicenasobnosti a hledat koteny polynomu
nizsitho stupné.

Definice 1.1.8
Téleso T nazveme algebraicky uzavienym, pravé kdyz ma kazdy polynom f(z) € T[z]
stupné alespon 1 v tomto télese alespon jeden koten.

Pojem algebraicky uzavieného télesa potiebujeme k vysloveni néasledujici véty. Jde
o tzv. Zdkladni vétu algebry a jde o jeden z nejpodstatnéjsich algebraickych pojmu.
K jeji formulaci muzeme vyuzit ¢tyii ekvivalentni vyroky. Déle je ve vété zminéno
téleso komplexnich ¢isel, znalost této algebraické struktury predpoklddam. Pro zajemce
o nahlédnut{ do riuznych dikazi této véty doporucuji (Cechovd, 2013).

Véta 1.1.10 (Zakladni véta algebry)

e Kazdy polynom s komplexnimi koeficitenty stupné alespon 1 ma alespon jeden kom-
plexni kofen.

e Kazdy polynom f(x) nad télesem komplexnich ¢isel stupné alespon 1 mé v C rozklad
tvaru f(x) = a(x —c1)(x —c)...(x — ¢,), kde a # 0 a ¢1,¢9,...,¢,, jsou kofeny polynomu.
e Ireducibilni polynomy v C[z] jsou pravé polynomy stupné 1.

e Téleso komplexnich ¢isel je algebraicky uzaviené.

Kratce si pripomenme jeden pojem z oboru komplexnich ¢isel. Komplexni ¢islo
muzeme psat ve tvaru z = a + bi, kde a,b jsou redlnd cisla a i je tzv. imaginarni jed-
notka. Cislo komplexné sdruzené ke komplexnimu éfslu z je éislo Z = a—bi. Tento pojem
zminuji kvuli jedné vlastnosti. Pokud ma totiz polynom nad redlnymi ¢isly komplexni
koren z, pak je jeho kofenem i komplexni ¢islo Z. Z toho muzeme odvodit také, ze
pocet imagindrnich kotenu daného polynomu je vzdy sudy. A zaroven pokud je poly-
nom lichého stupné, pak musi mit alespon jeden kofen realny.
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Na zavér se specialné podivame jesté na polynomy s celoc¢iselnymi koeficienty.

Véta 1.1.11 (o racionélnich kofenech)

Necht je f(z) = apz™ + ap_12" ' + ... + @12 + ag, a, # 0 polynom stupné alespon
jedna, jehoZ vsechny koeficienty jsou celd ¢fsla. Necht je déle éfslo r = %, kde p a ¢ jsou
nesoudélna celd ¢isla, g # 0 , kofenem polynomu f(x). Potom plati p | ag, q | a,.

Dale plati (p—cq) | f(c), kde c je libovolné celé ¢islo a f(c) # 0. Obcas se tato podminka
uvadi jesté ve specialnich tvarech (p —q) | f(1), resp. (p+¢q) | f(—1), pokud f(1) # 0,

resp. f(—1) # 0.

Hornerovo schéma

Zéavérem prvni kapitoly se podivejme blize na Hornerovo schéma. Jde o algoritmus
pojmenovany po W. G. Hornerovi, ktery jej na zacatku 19. stoleti popsal. Jedna se
o efektivni zpusob, jak provadét nejen déleni polynomu (ovSem pouze ve specifickém
tvaru), ale také zjisfovani hodnoty polynomu v daném bodé.

Véta 1.1.12

Necht f(z) = a,a" + ap_12"' + ... + @17 + ap je polynom stupné alespoii 1 nad
komutativnim télesem T, necht g(x) = b, 12" '+ b, 22" 2 + ... + bix + by je podil
a r je zbytek po déleni polynomu f(z) polynomem (x — ¢), kde ¢ € T. Pak plati:
bp_1= Gy, by_o = Gp_1+ cby_1, ..., bg = a1 + cby, r = ag + cby.

Je-li r =0, pak ¢ je kofenem polynomu.

Takto popsany vypocet muzeme usporadat do tabulky nasledujicim zptsobem.

(07% Ap—1 Ap—2 ... Q2 aq ao
c cb,_1 ¢bp_o ... cby cby cbo
bn—l bn_g bn_g bl bo r = f(C)
Priklad

S pouzitim Hornerova schématu vydélte polynom f(z) = 2 — 522 + 8z — 4 polynomem
(x —1).

1 -5 8 -4
1 1 -4 4
1 -4 4 0

Pomoci predchozi véty vytvorime tabulku a vidime, Ze podil zadanych polynomu
je 22 —4x + 4 a zbytek r = f(1) = 0, tedy 1 je kofenem polynomu f(z).

Cviceni

1. Urcete nejvétsi spolecny délitel polynomu z* + 223 — 522 — 6z a 2 — 623+ 8x% 462 —9.
2. Najdéte kotfeny polynomu z* + 6% + 72* — 62 — 8. Pouzijte znalosti z véty o ra-
cionalnich kotenech.

3. Rozlozte polynom 223 + 1722 4+ 40z + 16 na kofenové ¢initele. Alespoii jeden z kofenti
je celociselny.

12



4. Odstrante vicenasobné kofeny polynomu z* + 2% — 32% — 5z — 2.

5. Najdéte kofeny polynomu z° — 1523 + 1022 + 60x — 72 vite-li, ze ma jeden koren
trojndsobny a jeden dvojnasobny.

6. Pomoci Hornerova schématu vydélte polynom 4a° + 8z% + 1923 — 29z* + 18z + 18
linedrnimi polynomy = — 1, x + 1 a = — 3. Je néktery z nich korenovym Cinitelem za-
daného polynomu?
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1.2 Funkce

Podkapitola 1.2 shrnuje nejzakladnéjsi pojmy vztahujici se k matematické analyze,
které budou pro nas déale potfebné. Smyslem je zamyslet se nad tim, jaka je souvislost
mezi kofenem polynomu a nulovym bodem funkce. Jisté vas napadne, ze polynomialni
funkce nabyva hodnoty 0 pravé v bodech, jez jsou koreny daného polynomu. Nize uve-
dené definice slouzi predevsim k pochopeni Bolzano-Cauchyho veéty, ktera se vyuziva
napf. pfi numerické metodé puleni intervalu (viz 3.2.1).

K vysloveni véty v této podkapitole se predpoklada znalost zakladnich matema-
tickych pojmu, jako je tfeba funkce. Zaroven nebudeme popisovat pojmy jako je de-
finiéni obor, vlastnosti funkci, atd. Prostor vénujeme pouze tomu, co je nutné potieba
znat k teSeni algebraickych rovnic.

Formulace nadchazejici véty vychézi z (Travnicek, 2017).

Véta 1.2.1 (Bolzano-Cauchyho)
Je-li funkce f spojitd na <a,b> a plati-li f(a)-f(b) < 0, pak existuje ¢islo £ € <a,b>
takové, ze f(£)=0.

Hlavni myslenka spoc¢iva v tom, ze pokud stanovime interval, o kterém vime, ze v
jednom krajnim bodé se funkce nachéazi pod osou z a v druhém krajnim bodé je nad
osou z, tak diky jeji spojitosti musi nékde mezi témito body osu z (alespon jednou) pro-
tnout. Pravé tento bod nabyva hodnoty y = 0, a tedy je kofenem polynomu, kterym je
funkce zaddna. V nasem ptipadé se budeme zabyvat pouze funkcemi polynomidlnimi.
Vyhodou je, ze takové funkce jsou spojité vzdy.

-"m

kofen

(@)

Obréazek 1.1
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Kapitola 2

Algebraické rovnice

Ve druhé kapitole zavedeme zakladni pojmy z oblasti algebraickych rovnic. Vsechny tii
uvedené definice i véta vychazeji z (Krutsky, 1998).

Definice 2.1
Necht f(z) = apz™ + anp_12™ ' + ... + a17 + aop je polynom stupné n, kde a,, # 0.
Algebraickou rovnici stupné n rozumime rovnici ve tvaru f(z)= 0.

Resit algebraickou rovnici f(x)= 0 vlastné znamend nalézt viechny kofeny poly-
nomu f(z). Vime, Ze to jsou vSechny takové prvky c, pro které plati f(c)= 0. Vsechny
tyto prvky potom nazveme fesenim dané rovnice. Rovnice nemusi byt vzdy zadana s 0
na jedné strané, ale obecnéji g(x) = h(x). Jelikoz lze takovou rovnici vzdy prevést na
tvar (f(z) =) g(x)—h(z) = 0, muzeme zapis f(x) = 0 povazovat za tzv. obecny tvar
algebraické rovnice.

Pokud budeme mluvit o rovnicich, nebudeme x nazyvat proménnou, nybrz neznamou.
Abychom mohli zavést pojem tesitelnosti algebraickych rovnic, potrebujeme definovat
binomické rovnice.

Definice 2.2
Rovnice tvaru 2" —a = 0, kde a € T', a # 0, n > 1 se nazyva binomicka rovnice. Reseni
rovnice se nazyva n-td4 odmocnina z a.

Tyto rovnice lze Tesit pro libovolné n € N, tedy do libovolného stupné, a v oboru
komplexnich ¢isel maji vzdy pravé n ruznych teSeni. Rovnice 2™ — 1 = 0 mé v kom-
plexnich ¢islech téchto n Teseni €, = COS%T7r +i- sz’n%T”, pro k=0,1,...n — 1.
Definice 2.3
Nechf f(z) je nenulovy polynom nad télesem T' C C. Rekneme, ze rovnice f(z)= 0
je algebraicky tesitelna, pravé kdyz existuje konec¢nda posloupnost binomickych rovnic
Yy —by =0,y"—by =0, ..., y"™ — by, = 0 takova, ze
e koeficient i-té rovnice b;, 1 = 1,2,...k, je prvek, ktery vznikne provedenim konecného
poctu racionélnich operaci na koeficienty polynomu f(x) a feseni predchézejicich rov-
nic
e kazdé teseni rovnice f(z)= 0 uréime provedenim konecného poéctu racionalnich ope-
raci na koeficienty polynomu f(z) a na feseni rovnic vyse.
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Posloupnost binomickych rovnic se nazyva retézec algebraické resitelnosti rovnice

f(x)=0.
Zminované racionalni operace jsou: +, —, - a :.

Véta 2.1
Algebraicky tesitelnd je kazda algebraickd rovnice stupné ¢tyti a nizsiho.

Casto musime hledat feseni algebraickych rovnic vyssich stupin a, dle znéni véty
vyse, s algebraickou resitelnosti zde nepochodime. Ackoliv tfeba existuji specialni typy
rovnic, pro které mame univerzalni feSeni i pii vyssim stupni, neni to dostatecné. Dale
muzeme vyuzivat poznatku z prvni kapitoly a danému polynomu odstranit vicenasobné
koteny, pripadné najit jeho raciondlni kofeny, ani to vSak nemusi stacit. Jednou z
moznosti, jak tento problém Tesit jsou numerické metody feSeni algebraickych rovnic.
Tém se budeme vénovat ve zbytku textu. Obvykle probihd toto feseni ve dvou krocich.
Odstranéni vicendsobnych kotenu a urceni intervali, ve kterych lezi pravé jeden hle-
dany koren (kapitola 3.1) a aproximace onoho kofenu (kapitola 3.2).
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Kapitola 3

Numerické metody

3.1 Vymezeni a pocet korenu

V této podkapitole popiSu moznosti, jak pti hleddni kofenu polynomu vymezit intervaly,
ve kterych tyto koreny lezi a jak urcit jejich pocet. Tyto metody predstavuji efektivni
zpusob, jak pii ur¢ovani kotenu zacit. Hned nasledujici véta jasné a jednoduse udéava,
kde se koteny vyskytuji.

Véta 3.1.1 (Horova, 2004)

Necht A = max(|a1], ..., |an|), B = max(|ag|, ..., |an_1]), kde ax, k = 0,1,....,n, aga, # 0,
jsou koeficienty polynomu f(z) € T[z]. Pak pro vSechny kofeny &, k = 0,1,...,n, poly-
nomu f plati:

1 <|§|<1+A
1+%—’€— ||

Poznamka

Necht cy,...,cm je posloupnost redlnych &sel riznych od nuly.

Rekneme, Ze pro dvojici ci,cpy1 nastdva znaménkovd zmeéna, pokud cpcpiq < 0.
Rekneme, ze dvojice Ck,Crr1 2achovdva znaménko, jestlize cpcpiq > 0.

Definice 3.1.1 (Horova, 2004)

Posloupnost realnych polynomu P = Py, P,...,P,, se nazyva Sturmovou posloupnosti
prislusnou polynomu P, jestlize:

e Vsechny realné kotreny polynomu Fy jsou jednoduché.

e Je-li £ redlny koren polynomu Fy, pak signP;(§) = — signPj(€).

e Proi=12,..m—1, P1(a)P;_1(a)< 0, jestlize v je redlny kofen polynomu P;.

e Posledni polynom P,, nema redlné koteny.

Prvni podminku muzeme splnit pomoci metody odstranéni vicenasobnych korenu, tedy
vydélenim polynomu P nejvétsim spoleénym délitelem polynomu P a P’ (viz str. 12).

Uvedu nyni postup, jak tedy Sturmovu posloupnost vytvorit. Je dan polynom P
stupné n, jehoz vsechny redlné koteny jsou jednoduché (pokud by nebyly, lze fesit, jak
je psdno vyse).

Polozme FPy(x) = P(z) a Pi(x) = —P'(x). Dalsi polynomy P;;; ziskdme délenim po-
lynomu F,_; polynomem P;. Takovy polynom PF;.; je zbytek po déleni s opaénym
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znaménkem. Lze vidét jistou souvislost s Euklidovym algoritmem. Protoze stupné po-
lynomu kazdym krokem klesaji, musi tento algoritmus skonéit nejvyse po n krocich. Po-
sledni polynom v sestrojené posloupnosti je tedy zaroven nejvétsim spole¢nym délitelem
polynomu P, a P;. Jelikoz mame splnénou podminku jednoduchosti realnych korenu
polynomu P, pak P a P’ nemaji zadné spolecné redlné koreny, tedy P,, nema redlné
koteny.

Nasledujici véta nam ukazuje praktické vyuziti Sturmovy posloupnosti k nalezeni
intervalu, ve kterych lezi redlné koteny zadaného polynomu.

Véta 3.1.2 (Sturmova) (Horova, 2004)

Pocet redlnych kotenu polynomu P v intervalu a < z < b je roven W (b) — W (a), kde
W (x) je pocet znaménkovych zmén ve Sturmové posloupnosti Py(x),...,Py(z) v bodé
x (z niz jsou vyskrtnuty nuly).

Véta 3.1.3 (Budan-Fourierova) (Budan-Fourier theorem)

Pocet kofenu algebraické rovnice f(z)= 0 lezicich v intervalu (a,b), kde a < b, je roven
(nebo o sudé ¢islo mensi) ¢islu 7 = t; — ty, kde ¢; je pocet znaménkovych zmén v
posloupnosti funkénich hodnot derivaci polynomu f(x) v bodé a, tedy f(a), f'(a), ...,
f™(a) a ty je pocet znaménkovych zmén ve stejné posloupnosti, oviem v bodé b.

Véta 3.1.4 (Descartova) (Horova, 2004)

Pocet kladnych kofenu polynomu P (poc¢itdno s ndsobnosti ) je roven poé¢tu znaménkovych
zmén v posloupnosti koeficientu ay,...,a,, nebo o sudé ¢islo mensi.

Jsou-li vsechny koeficienty ao,...,a, ruzné od nuly, pak pocet zapornych kotenu je roven
poctu zachovani znamének v této posloupnosti nebo o sudé ¢islo mensi.

Zatimco prvni tfi véty urcovaly hranici a poc¢et kotenu jasné, nasledujici véta slouzi
pouze k odhadu, i ten muzeme ale vyuzivat. Jelikoz pojednavame o redlnych kotenech,
tak uvazujeme v prvni ¢asti Descartovy véty pocet téchto kofenu piipadné o sudy
pocet mensi. V tomto dovétku jsou obsazeny koreny komplexni, které se objevuji vzdy
ve dvojicich (jak bylo uvedeno v prvni kapitole).

Priklad

Urcete hranice redlnych kotenu a odhadnéte pocet kladnych a zapornych korenu poly-
nomu 2z° + 3zt + 623 — 32% — 22 + 2.

Reseni

A = max(2,3,6,3,2) = 6, B = max(2,2,3,6,2) = 6.

izﬁ‘%élxklébr%:él

Posloupnost koeficientu polynomu: 2, — 2, — 3,6,3,2, znaménkové zmény jsou 2.
Kladné kofeny mohou byt 2 nebo zadny. Zaporny koifen mohou byt 3 nebo 1.
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3.2 Numerické metody pro hledani realnych korent

3.2.1 Metoda bisekce

Metoda bisekce (Cesky metoda prleni intervalu) predstavuje jednu ze zékladnich a nej-
jednodussich metod urcovani kofene rovnice ve tvaru f(z) = 0. Pracujeme s intervalem
(a,b), na némz ma rovnice (po separaci) pravé jeden redlny koten.

Podivejme se tedy na presny postup. Mame dan interval (a,b), na némz plati
f(a)-f(b) < 0. Podle Bolzano-Cauchyho véty existuje ¢ takové, ze f(c)= 0.
Ozna¢me ay = a, byj=b, s; = C”—;“bl
Pokud f(s;) = 0, pak je s; hledany koten.

Pokud f(s;) < 0, pak lezi kofen v intervalu (s1,b;) a oznaéime as = s1, by = by.
Pokud f(s;) > 0, pak lezi kofen v intervalu (a;,s;) a oznacime as = ay, by = 5.
Opakovanim tohoto posutpu ziskame posloupnost intervalu

<a1,bl> D <a2,bg> D...D (an,bn>.

Pro délku téchto intervalu plati by — ap = blz_]f”, prok=12....

Pro vsechny tyto krajni body intervalu a koten ¢ plati nerovnost

o <a<..<a, <c<b, <..<by <b.

Jako podminku zastaveni budeme nejcastéji pouzivat moment, kdy velikost inter-
valu (a,,b,) klesne pod zadanou odchylku €. Dalsi moznosti muze byt urc¢eni konkrétniho
poctu iteraci. Nekdy se rovnéz vyuziva podminka | f(x)| < e.

Cely princip lze formulovat vétou vychazejici z (Horova, 2004).

Véta 3.2.1
Necht f € (a.,b), f(a)f(b)< 0 a necht m4 f v intervalu (a,b) jediny kofen c. Pak me-
toda bisekce generuje posloupnost s, = %, n = 1,2,..., kterda konverguje ke kofenu

¢ a aproximuje kofen takto: |s, — c| < 2=%.

i _ ———

o

P SE

fla) [

Obréazek 3.1

19



Na obrazku je princip ilustrovan.

Ukazkovy priklad 1

Ukazme si praktické feseni prikladu touto metodou. Budeme hledat zaporné feseni rov-
nice 22 — 2 = 0. JelikoZ jde o numerické uréeni hodnoty odmocniny ze dvou, muzeme
jako pocatecni interval zvolit (—2, — 1), kde jisté lezi. Jako podminku ukonéeni zvolime
pocet 10 iteraci, jde nam zejména o ukazku postupu, nikoliv o urc¢eni co nejpresnéjsiho
vysledku. V prvnim sloupci budeme pro orientaci zaznamenavat cislo iterace. Dalsi
tfi sloupce predstavuji (v tomto pofadi) levy krajni bod intervalu, jeho stied a pravy
krajni bod. V nasledujicich sloupcich budeme zaznamenavat jejich funkéni hodnoty.

Tabulka je v Excelu vytvorena pomoci funkei v ném obsazenych. Stied intervalu
urcujeme jako prumér odpovidajicich hodnot a a b. Funkéni hodnoty tvoiime po-
moci matematickych vypoctu piimo v dané burice. Vsechny nésledujici radky jsou pak
tvoreny automaticky. Nové krajni body intervalu jsou uréeny pomoci funkce KDYZ, a
to presné zpusobem popsanym vyse. V pripadé levého krajniho bodu to bude vypa-
dat takto: KDYZ f(a)-f(s) > 0, pak novym levym krajnfm bodem bude stfed, jinak
zustava bod neménny.

Vse je mozné si v prilozenych souborech proklikat.

k ay Sk by f(ak) f(sk) f(bk) €k

1 | —2,00000 | —1,50000 | —1,00000 | 2,00000 | 0,25000 | —1,00000 | 0,50000
2 | —1,50000 | —1,25000 | —1,00000 | 0,25000 | —0,43750 | —1,00000 | 0,25000
3 | —1,50000 | —1,37500 | —1,25000 | 0,25000 | —0,10938 | —0,43750 | 0,12500
4 | —1,50000 | —1,43750 | —1,37500 | 0,25000 | 0,06641 | —0,10938 | 0,06250
5 | —1,43750 | —1,40625 | —1,37500 | 0,06641 | —0,02246 | —0,10938 | 0,03125
6 | —1,43750 | —1,42188 | —1,40625 | 0,06641 | 0,02173 | —0,02246 | 0,01563
7 | —1,42188 | —1,41406 | —1,40625 | 0,02173 | —0,00043 | —0,02246 | 0,00781
8 | —1,42188 | —1,41797 | —1,41406 | 0,02173 | 0,01064 | —0,00043 | 0,00391
9 | —1,41797 | —1,41602 | —1,41406 | 0,00510 | 0,00510 | —0,00043 | 0,00195
10 | —1,41602 | —1,41504 | —1,41406 | 0,00510 | 0,00234 | —0,00043 | 0,00098

Nalezli jsme teseni z = —1,415 s presnosti 0,001 (po zaokrouhleni).

Vyhodami této metody je jednoduchy princip, a tedy i jednoducha implemen-
tace. Zaroven tato metoda vzdy konverguje. Konverguje vSak velmi pomalu, coz je
nejvyraznéjsi nevyhodou. Pokud v daném intervalu lezi vice kotfenu, najdeme takto
pouze jeden. K tomu uz umime ale pristupovat diky poznatkum z predchozi podkapi-
toly a intervaly jednoznacné urcit.
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3.2.2 Metoda regula falsi

Metoda regula falsi se podobd bisekci, ovSem namisto stredu intervalu (a,b) poklada
za zkoumany bod prusecik secny grafu funkce (prochézejici body [a, f(a)] a [b, f(b)])
a osy T.

Na zacatku mame opét interval (a,b) s vlastnosti f(a)-f(b)< 0 a body [a,f(a)] a
b, f(b)]. Pomyslné sestrojime secnu prochazejici témito body, ktera ma rovniciy = f(a) +
+ &=/ (x—a). X-ovou soutadnici pruseciku s osou z uré¢ime vztahem p = a — ;EZ))ibf_(Zg .

b—a
Oznacme ay = a, by=b, py = a; — %

Pokud by bylo f(p) = 0, pak jsme nalezli hledany koten, jinak bude mit f(p) stejné
znaménko jako f(a) nebo f(b).

Pokud bude sgnf(p) = sgnf(a), bude ¢islo p novym levym krajnim bodem intervalu,
oznacime as = py, bs = by.

V opacném pripadé bude platit sgnf(p) = sgnf(b) a prusecik bude novym pravym
krajnim bodem, oznacime as = ay, by = p;.

Opakovanim tohoto postupu generujeme posloupnost pq,pa,...,pn.

Kritéria pro ukonceni jsou stejnd jako pii metodé bisekce. Néktery z pruseciku muze
byt kofenem, pocet iteraci dosdhne predem daného poctu nebo bude hodnota |py—pgi1|
nizsi nez predem dana odchylka.

Vsechny uvedené myslenky opét zformuluji do véty vychézejici z (Horové, 2004).
Véta 3.2.2

Necht f € (a,b), f(a)f(b)< 0 a nechf ma f v intervalu (a,b) jediny kofen c. Pak
posloupnost {pk}zo_l urcena metodou regula falsi konverguje pro libovolné pocatecni

aproximace a’,b' € (a,b), f(a’)-f(b')< 0 ke korenu ¢ € (a,b).

| /

i(b)

a ps ps 3. b

Obrazek 3.2

Obrazek znazornuje, jak by probihaly prvni tii iterace této metody.
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Ukazkovy piiklad 2

Ukazme si nyni, jak tesit priklady metodou regula falsi v Excelu. Prvni a druhy slou-
pec budou tvorit krajni body vychoziho intervalu, které budou nésledné nahrazeny
krajnimi body novych intervalu. Do tretiho sloupce zaddame souradnici pruseciku podle
vzorce vypsaného vyse. Ndsledné budeme jesté potiebovat funkéni hodnotu v pruseciku
p. Pomoci té néasledné tvorime nové intervaly piresné podle predpisu.

Pro ilustraci pouzijeme stejny piiklad jako v predchozi kapitole. Pokusime se co nejpresnéji
urc¢it hodnotu odmocniny ze dvou. Jako podminku pro zastaveni nepouzijeme tentokrat
pocet iteraci, ale odchylku (tedy rozdil hodnot odpovidajicich pruseciku py a pruseciku
Pri1, Ktery by vzniknul dalsi iteraci). Polozme ji rovnu 0,001. Opét za¢indme na inter-
valu (-2, — 1).

k ar by, D f(pw) €k
1 [ —2,00000 | —1,00000 | —1,33333 | —0,22222 | 0,0952
2 | —1,33333 | —1,00000 | —1,42857 | 0,04082 | 0,0148
3| —1,33333 | —1,42857 | —1,41379 | —0,00119 | 0,0004
4| 141379 | —1,42857 | —1,41421 | —0,00001

Rozdil ps a ps je 0,00042, coz je ostie méné nez nase zadand odchylka, tedy muzeme
za nalezené reseni prohlésit ¢islo —1,414 (po zaokrouhleni neni vidét rozdil mezi tretim
a ctvrtym prusecikem, méame na mysli samoziejmeé p3).

Je vidét, ze se stejnou presnosti jsme nalezli kofen jiz pii tieti iteraci. To ale obecné
neplati, v nékterém pripadé muze konvergovat pomaleji. Jeji vyhodou zustava snadnd
implementace a také to, ze vzdy konverguje. Konvergence je ale pii vyssich pozadavcich

N

rovnéz urcuje v daném intervalu jen jeden koten.
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3.2.3 Metoda secen

Tato metoda vyuziva aproximaci derivace funkce. S tim souvisi i to, Ze jde o metodu
dvoukrokovou, tedy pouzivame pii ni vzdy dvé naposledy vypocitané hodnoty (a stejné
tak i dvé pocatecni iterace).

K nalezeni kofene pouzivame secnu grafu jdouci body [z1, f(z1)] a [z2, f(x2)].
Cisla 21 a x5 jsme si opét na zacatku zvolili jakozto krajni body intervalu, na kterém
ocekavame koten. Nasledujici hodnotu vzdy ziskdme jako prusecik secny a osy x. Z
rovnice pro secnu ke grafu funkce a nasledného dosazeni za y pii hledani pruseciku se
da odvodit obecny itera¢ni vzorec této metody. Pro k = 1,2,... ma iteracni vzorec tvar

Formulovand véta vychazi z (Horova, 2004), kde lze najit i dukaz a pojednéni o kon-
vergenci této metody.

Véta 3.2.3

Necht rovnice f(x)= 0 m4 kofen c a necht derivace f' a f” jsou spojité v okoli bodu
¢, pricemz f’(c)# 0. Posloupnost uréend metodou secen konverguje ke kotrenu ¢, pokud
zvolime pocatecni aproximace x1, x5 dostatecné blizko bodu c.

Konvergence je tedy zajisténa pti vhodné zvoleném a dostatecné malém pocatecnim
intervalu. Toho muzeme dosdhnout napt. uzitim metody bisekce na zacatku hledani
kotrenu. Jde o priklad, kdy se hodi metody uvedené v tomto textu kombinovat.

Na obrazku nize lze vidét prvnich tii kroky této metody. Hodnoty x; a x5 jsme si
na zacatku zvolili. Muzeme si vS8imnout, ze ziskané x4 se vyrazné oddaluje od ostatnich
bodu. Kdybychom vymeénili o¢islovani prvnich dvou nami zvolenych hodnot, byl by
vznikly bod x, vyrazné blize hledanému kotenu. Tuto uvahu si rozmyslete, piipadné
nacrtnéte do grafu.
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Obrazek 3.3

Ukazkovy priklad 3

Nyni k praktickému pouziti. Opét vyuZzijeme hleddni kladného feseni rovnice 22 —2 = 0
s presnosti 0,001. Jako pocdtecéni interval vezmeme (1;2). Tato ¢isla rovnou pouzijeme
jako prvni dvé aproximace, tedy polozime z; = 1 a x5 = 2. V Excelu vytvotrime
¢tytsloupcovou tabulku, kdy opét prvni sloupec bude oznacovat poradové cislo ite-
race a posledni hodnotu odchylky €. Definujeme ji jako €, = |xp — xp41]- Ve druhém
sloupci pocitame aktualni hodnotu . V prvnich dvou fadcich vzdy tuto hodnotu rucné
vyplnime podle zadaného pocatecniho intervalu (tady je v tabulce pro prehlednost
neuvadim). K vypoctu kazdé dalsi hodnoty pouzivame iteraéni vzorec uvedeny vyse.
Do tretiho sloupce zanasime odpovidajici funkéni hodnotu. Pristup k ni nam zjed-
nodusi pocitani novych iteraci.

Ty f(zp) €k
1,33333 | —0,22222 | 0,66667
1,41463 | 0,00119 | 0,01463
1,41421 | —0,00001 | 0,00042

O | Wo|

Vidime, ze u x5 klesla hodnota €, pod nami zvolenou toleranci 0,001. Nalezené
feSeni je tedy 1,414 +0,001.
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3.2.4 Newtonova metoda

Newtonova metoda je také zvana metodou tecen. Jak jiz nazev napovida, budeme vzdy
hledat teénu ke grafu funkce v daném bodé. Obecné je potieba predpokladat existenci
derivace na celém intervalu, kde feseni hledame. Jelikoz pracujeme pouze s polynomy,
tato starost nam odpada.

Princip je prosty. Zvolime si pocatecni ¢islo x; a hleddme teénu ke grafu funkce
jdouci bodem [z1, f(x1)]. Prusecik tetny s osou x oznacime jako xs. Pokrac¢ujeme
hledanim tecény jdouci bodem [xq,f(22)]. Takto postupujeme déle az do dosazeni dané
podminky zastaveni.

Hodnota f’(z1) znamend smérnici tecny grafu funkce v bodé [xy, f(z1)], tedy
fl(zy) = L@ yde zy je prusecik tecny s osou x. Z tohoto vyrazu dokdzeme vyjadrit

To—T1 Y
tento vzorec: x9 = T — ]{/((211)).
Obecné tedy Newtonova metoda pouziva pro vypoéet nasledujicich iteraci (pro k& = 1,2,...)

tento vzorec: Ty41 = Tp — JJ:’((ZIZ))'

Newtonova metoda nemusi vzdy konvergovat. Konvergenci urcuje nasledujici podminka
z (Fajmon, 2014).

Véta 3.2.4.1 (Fourierova)

Necht v intervalu (a,b) lezf jediny kofen rovnice f(z) = 0 a necht f’(z) a f7(x) jsou
spojité a neméni znaménko na intervalu (a,b). Zvolime-li za pocatecni aproximaci
x1 € (a,b) tak, aby byla splnéna podminka f(x1)- f7(z1) > 0, Newtonova metoda
bude konvergovat.

Uvedené myslenky opét zformulujeme v nésledujici vété vychazejici z (Horova,
2004).

Véta 3.2.4.2

Necht ¢ € {(a,b) je kofenem rovnice f(x)= 0 a f’(c) # 0. Potom existuje § takové, ze
posloupnost {xk}zozo generovana Newtonovou metodou konverguje k ¢islu ¢ pro kazdou
pocatecni aproximaci zg € (¢ — d,c+ §) C (a,b).

i(x,)

2
I
i \
i
i \
/ I
y i
4 & Xy X5
kofen b
i
i
I

Obrazek 3.4
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Na obrazku vyse jsou ilustrovéany prvni ¢tyfi iterace (prvni hodnotu si volime, dalsi
jiz vznikly aplikaci metody.

Ukazkovy priklad 4

Pro praktickou ukézku opét pouZzijeme feseni rovnice 22 — 2 = 0, tentokrate budeme
hledat teseni kladné. Za prvni iteraci zvolime x; = 2 a ovéfime konvergenci podle
Fourierovy véty: f(2) = 2, f”(2) = 1, tedy 2-1 > 0. Metoda bude konvergovat. Déle
potiebujeme vypocitat prvni derivaci funkce: f'(z) = 2x. V Excelu vytvorime tabulku
o tfech sloupcich. V prvnim budeme pocitat iterace. V druhém sloupci bude aktudlné
pocitané x; podle vzorce uvedeného vyse. Do tietiho sloupce vkladame funkéni hod-
noty. Jako podminku zastaveni pouzijeme rozdil dvou po sobé jdoucich iteraci nizsi nez
zadand odchylka e. Formélné pro néjaké k, pti splnéni | z, — x4 |< € bude vysledkem
xk. Zvolme si odchylku 0,001. Tabulka bude vypadat nasledovneé.

k T (zx) €k
2,00000 | 2,00000 | 0,5000
1,50000 | 0,25000 | 0,0833
1,41667 | 0,00694 | 0,0025
141422 | 0,00001 | 0,0000
1,41421 | 0,00000

Jelikoz | 4 — x5 |= 0,00001 < 0,001, tak muzeme fesenim prohlasit z = 1,41421.

O | W~

yyyyyy

pripadech nemusime byt schopni podminku konvergence ovérit, presto stoji tato me-
toda za pouziti. Z hlediska rychlosti konvergence patii mezi nejvyhodnéjsi.

Zdvojena Newtonova metoda

Jde o obdobu Newtonovy metody, kterda ma iteracni vzorec mirné upraveny a vypada

takto: xpy1 = 2 — 2]{,((2’;)).

Formélnim doplnénim je tato véta, kterd stejné jako popis nize, vychézi z (Stoer,
1983).

Véta 3.2.4.3
Necht f(x) je redlny polynom, stf(z) > 2 md vsechny koteny c¢; > c3 > ... > ¢,
realné. Necht & je nejvetsi kofen f(z), ¢1 > & > ¢o. Pro stf(x) = 2 piedpokladejme

<1z . < r ., f=) _ L, _of&x v _ . f)
c1 > co.Pak pro kazdé z > ¢; jsou cisla 2/ = 2 e Qf,(z), Yy = o)

definovéna a plati proné & <y, ¢; <y < 2.

Prakticky postupujeme stejné jako v pripadé klasické Newtonovy metody, jen s
odlisnym iteracnim predpisem. Mohou nastat dva piipady:
Pokud maji vsechny hodnoty f(zx) stejné znaménko, tedy f(xo)-f(xr) > 0 pro vsechna
k, pak x; konverguje k ¢, a to rychleji nez Newtonovou metodou.
Jinak existuje néjaké j, pro které f(zo)-f(x;) <0 a dojde k tzv. piestieleni:
Ty > T > ... > xj_ > ¢ > x; > & > . Dale potom pokracujeme klasickou
Newtonovu metodou s pocdtecni iteraci x;.

26



3.2.5 Metoda prosté iterace

Metoda prosté iterace je zaloZzena na prevodu puvodni rovnice f(x)= 0 na ekvivalentni
tvar x = g(z). Takovych novych tvari muze byt samoziejmé nékolik, od jejich tvaru
se potom odvijeji konvergence metody i jeji rychlost. Ukolem je poté najit pevny bod
této nové funkce.

Jen pripomenu, ze pevny bod je takovy bod, ktery se v zadaném zobrazeni zobra-
zuje sam na sebe. Pii TeSeni zvolime pocatecni bod jako nultou iteraci a kazdy dalsi
néasledujici ziskdme jako funkéni hodnotu jeho predchudce, tedy xp1 = g(xy). Pti volbé
funkce g je potieba ovérit podminky uvedené ve vété nize, aby metoda konvergovala.
Zaroven je v bodé II) uveden formélni popis. Véta vychazi z (Danék).

Véta 3.2.5 (postacujici podminky konvergence)

Predpoklddejme, Ze funkce g(z) je na intervalu (a,b) spojita a plati:

a) Vx € (a,b): g(x)€ {(a,b)

b) 3g € (0,1): [ g(y)—g(z)| < qlz—y|

Potom

I) v intervalu (a,b) existuje pravé jeden kofen ¢ rovnice x = g(x)

IT) posloupnost {xk}zozl uréena vztahem z, = g(xy_1) konverguje pro kazdé zy € (a,b)
alimg oo = c.

Je-li funkce ¢(x) diferencovatelnd, 1ze druhou podminku nahradit podminkou:
dg € (0.1): | ¢'(z)] < q V€ (ab).
Tuto podminku budeme v prikladech pouzivat, jelikoz nase funkce budou (na danych
intervalech) vzdy diferencovatelné.

Ukéazkovy piiklad 5

Praktické pouzit{ si ukdZeme na piikladé urcovani kladného feSenf rovnice 22—z —15 =
= 0. Resenf budeme hledat na intervalu (4,5). Odchylku zvolime € = 0,001. Vypocet za-
stavime tedy ve chvili, kdy | 2 — 41 |< €. Jako iteraéni funkci vyjddifme 2% = x+ 15,
tedy x = ++/z + 15. Jelikoz hleddme kladné feseni, polozime g(z)= v/x + 15. Ovérime
prvni ¢ast podminky. Musi platit Vo € (4,5): 4 < /z + 15 < 5, po umocnéni a prave
ziskame 1 < v/x + 15 < 10. To zfejmé plati pro vSechna x z daného intervalu. Ovérime
druhou podminku, tedy zda plati Vo € (4,5): | ¢'(x)|< 1. Po zderivovdni obdrzime
| Wﬁ |< 1. Vyraz v absolutni hodnoté bude vzdy kladny, muzeme ji odstranit.

Po vynasobeni (kladnym vyrazem 2+/x + 15) dostaneme nerovnost 1 < 2v/z + 15. Tu
muzeme umocnit a po upravé ziskdme —5749 < x, coz plati pro vSechna x € (4.,5).
Tabulku v Excelu tvorime (kromé éislovéani iterace) dvousloupcovou - v prvnim sloupci
ma misto vzdy i-t4 iterace, v druhém ta nasledujici. Jak je uvedeno vyse, iterace
ziskdavame postupnim vkladanim ziskané hodnoty do predpisu iteracni funkce.

T g(w) €k
4,50000 | 4,41588 | 0,08412
4,41588 | 4,40635 | 0,00953
4,40635 | 4,40526 | 0,00108
4,40526 | 4,40514 | 0,00012

Plati | x4 — x5 |= 0,00012 < 0,001, tedy hledanym tesenim je 4,40526.

B~ Wl N |
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3.3 Numerické metody pro hledani imaginarnich
korent

3.3.1 Newtonova metoda

Jesté jednou se vratme k Newtonové metodé (kapitola 3.2.4). Jelikoz grafy komplexnich
funkei komplexni proménné maji také tecny, je Newtonova metoda pouzitelnd i pro na-
lezeni komplexnich koten.

Postupujeme stejné jako pii hledani redlnych kofenu, jen jsme nuceni pocitat s kom-
(tedy komplexniho éisla s nenulovou imaginédrni slozkou). Pravidla pro konvergenci na-
leznete napt. v (Wiersma, 2016).

[teracni vzorec pro vypocet Newtonovy metody: zx11 = ) — ]{,((m

T

k) _
oy» bro kE=12,...

Priklady budeme opét chtit fesit v Excelu. Nez se podivame na konkrétni feseni,
uvedu nékolik funkci, které se nam budou hodit:
Komplexni ¢islo tvaru z = u + iv zaddme pomoci =COMPLEX (u;v).
Soucet dvou komplexnich ¢isel: =IMSUM(Z1;72).
Rozdil dvou komplexnich ¢isel: =IMSUB(Z1;72).
Soucin dvou komplexnich ¢isel: =IMPRODUCT(Z1;72).
Podil dvou komplexnich ¢isel: =IMDIV(Z1;Z2).
Dalsi funkce a podrobnéjsi popis muzete najit na support.microsoft.com.

Ukéazkovy piiklad 6

Vyzkousime najit feseni rovnice 22 + 1 = 0. Mdme tedy f(z) = 22 +1 a f'(z) = 2x.
Jako prvni iteraci vybereme x; = 1 + i. Itera¢ni vzorec bude v tomto ptipadé tvaru
Tpy1 = Tp — zz’%;l = %(xk — i) Tabulka bude stejnd jako v pripadé hleddni redlnych
korent - v prvnim sloupci ¢islujeme iteraci, v druhém piseme aktualni hodnotu x a ve
tretim sledujeme jeho funkéni hodnotu f(zy).

k Ty f ()

1 1+ 142

2 0.25 1 0.75i 0.5+ 0,375

3 —0.075 4+ 0.9752 0,055 — 0,14625:

4 0.001716 + 0.997304+ 0,005388 + 0,003422¢

5 | —4.641846 E-06 + 1.000002¢ | —4,320964E-06 — 9,283713 E-061
6 | —1.002868F-11 + 1,000002: 1,688005E£-11 — 2,005737E-114
7 8.463657FE-23 + 1 1,693006 £-221

8 7 0

V osmé iteraci jsme nagli presné feSeni. Muzeme vidét, ze jeho funkéni hodnota je
rovna 0. Zaroven muzeme feSenim prohlasit ¢islo komplexné sdruzené —i.
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3.3.2 Bairstowova metoda

V této kapitole si uvedeme i jednu metodu na hledani imaginarnich korenu algebraické
rovnice. Jak uvidite, od pfedchozich metod se bude vyznamné lisit. Jeji podstatou je
nalezeni kvadratického trojclenu, ktery déli zadany polynom. Princip popisu této me-
tody pochézi z (Skotédk, 2017).

Méjme polynom f(z) = a,z™ + a,_12" ' + ... + a1z + a¢ a hleddme polynom
D(x) = 2*+rz+s. Nasim tkolem je nyn{ urcit hodnoty koeficientti r,s tak, aby polynom
D(z) délil polynom f(x). Jeho kofeny pak snadno spoc¢itame jako kofeny kvadratické
rovuice.

Polynom tedy rozkladame takto: f(x) = D(x)f,—2(x) + R(z), kde f,o(z) =
= 0,22 + by 1273 + ...+ b3z + by, R(x) = by(x + )+ bp. Za prvni iteraci volime
Di(z)= 2* + riz + s1. My se snazime polynom vydélit beze zbytku, tedy tak, aby
R(x) = 0. Tento problém se d& fesit jako soustava rovnic Newtonovou metodou. Dalsi
iterace hledaného kvadratického trojélenu D(z) je Dy(x)= x? + 1oz + o, kde 75 = 1y +
+ h a s = s1 + 7. Hodnoty ¢isel h a j obdrzime vyfesenim soustavy rovnic. Uvedenou
soustavu a detailnéjsi odvozeni naleznete v (Skoték, 2017). My se opét zaméiime spise
na praktickou stranku.

Polynomy f, o(z) a R(z) jsou vysledky déleni polynomu, da se tedy pouzit zo-
becnéného Hornerova schématu. Nize si ukdzeme, jak s nim budeme pracovat. Princip
je podobny jako pfi pouziti zminéném v kapitole 1.1, jen se v tomto pripadé pouziva
tzv. dvoji déleni. Podrobnéjsi popis lze nalézt napt. v (Mika, 1985).

Ay, Ap—1 Ap—2 Ap—3 a9 aq ao
—r —rb, —rb,—1 .. —rby —rbs —rby
-3 —sb, ... —sbs —sby —sbs —5sby
b, b,_1 by bs by A=b B=b
—r —rc, —TCp_i1 ... —TCy
-8 —8¢, ... —S8C5 —SCy
Cn  Cp_1 Cp—o . a=c3 b=cy

Ve schématu jsou jiz vyznaceny hodnoty, které nas ddle budou predevsim zajimat.
Po vyplnéni tedy vytvorime soustavu rovnic:
(ar —b)h —aj = —A,
ash —bj = —B.
Nasledné ji vyresime pro neznamé h a j, které pouzijeme pro aktualizaci hodnot r
a s. V dalsf iteraci budeme tedy pracovat s polynomem z? + (r + h)x + (s + j). Takto
pokracujeme az do dosazeni zadané presnosti. Pro zvolenou presnost € do momentu,
kdy rozdily dvou po sobé jdoucich hodnot 7, a s, klesnou pod e.

Ukéazkovy piiklad 7

Ukazme si opét postup feseni na konkrétnim piikladu. Mame za 1ikol nalézt feseni rov-
nice ¢ — 52% + 1022 — 10z + 4 = 0 pomoci této metody. Za pocatecni hodnoty zvolime
rp = —1, s = 1 a odchylku ¢ = 0,01. Pomoci zobecnéného Hornerova schématu
vypocteme:
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1 -5 10 —-10 4
1 1 -4 5
-1 -1 4 =5
1 -4 5 -1 -1
1 1
-1 -1
1 -3 4

Nyni muzeme sestavit soustavu rovnic: —h+3j = 1, —3h —47 = 1. Odsud ziskame
feseni h = —0,5385, j = 0,1538. Pomoci néj aktualizujeme hodnoty: ro = —1 — 0,5385,
s9 = 140,1538. S novymi hodnotami takto postupujeme déle az do dosazeni pozadované
odchylky. V tabulce nize uvadim posloupnost téchto hodnot. Vyjma Tfeseni soustavy
rovnic je vSe opét generovano pomoci funkci v Excelu, jsou tam vytvorena schémata i
soustavy rovnic pro vSechny iterace. Soustavu rovnic jsem fesil pomoci programu Wol-
phram Alpha.

k Tk Sk
1 —1 1
2| —1,5385 | 1,1538
3 =2,067 | 1,6229
4| —2295 | 2,4383
5 | —2,0612 | 2,0091
6 | —1,9963 | 1,9955
7 —2 2

Lze videét, ze pii sedmé iteraci klesla odchylka sousednich hodnot |r; — rg|, |s7 — sgl
pod nami zadanou hodnotu, timto tedy nas vypocet koné¢i. Nalezli jsme polynom
2% — 3x + 2. KdyZ provedeme déleni polynomu z* — 523 + 1022 — 10z + 4 nalezenym
polynomem, obdrzime polynom z? — 2z + 2. Nyni mdme dva kvadratické polynomy,
jejichz kofeny snadno vypoéteme. Resenim zadané rovnice jsou tedy ¢fsla 1, 2 (koteny
polynomu x? — 3z + 2) a 1 47 (kofeny polynomu z? — 2z + 2).

Pr1i hledani kvadratického troj¢lenu s komplexnimi koteny, které jsou tedy zaroven
kotreny zadaného polynomu, se opravdu obejdeme bez uziti komplexni aritmetiky. Tu
vyuzivame az pii feSeni kvadratické rovnice. Pii pouziti této metody samoziejmé zalezi
na stupni puvodniho polynomu. Hledani jeho vhodného délitele muzeme tedy opakovat
i vicekrat v zavislosti na tom, polynom jakého stupné po vydéleni obdrzime.
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Kapitola 4
Priklady
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Priklad 1
Vyieste rovnici 22 — 3x + 1 = 0 metodou bisekce s odchylkou nejvyse 0,0001.

Najdeme interval, kde lezi vSechny kotfeny polynomu:

1+‘%

<zl <1+ 2 ap tedy tyto kofeny lezi v intervalu (—4; —i> U

Sestrojime Sturmovu posloupnost piislusnou danému polynomu f(x):

fo( ) = a3 — 3([5 +1
fa(z) =
Sestavime tabulku pro vymezeni realnych korenu.
x () filx) folz) fs(x) | W(z)
—00 - - - - 0
00 + - + - 3
0 + + - - 1
-1 [ + 0 - - 1
-2 - - - - 0
1 - 0 + - 2
2 |+ - + - 3

Z tabulky muzeme vy¢ist:
W(oo) — W(—

) = 3 = 3 redlné koteny

W(0) = 2 = 2 kladné kofeny
W(—2) =1 = 1 kofen v intervalu (—2, — 1)

( ) = 1 = 1 koten v intervalu (0,1)
W(1) =1 =1 kofen v intervalu (1,2)

V nasledujicich tabulkdch je metoda bisekce postupné aplikovana na vsechny tii
zjisténé intervaly.

Metoda bisekce na intervalu (—2, — 1).

k a Sk b, f(ax) f(sk) f(by) €k

1 —2,00000 | —1,50000 | —1,00000 | —1,00000 | 2,12500 | 3,00000 | 0,50000
2 —2,00000 | —1,75000 | —1,50000 | —1,00000 | 0,89063 | 2,12500 | 0,25000
3 —2,00000 | —1,87500 | —1,75000 | —1,00000 | 0,03320 | 0,89063 | 0,12500
4 —2,00000 | —1,93750 | —1,875005 | —1,00000 | —0,46069 | 0,03320 | 0,06250
5 —1,93750 | —1,90625 | —1,87500 | —0,46069 | —0,20816 | 0,03320 | 0,03125
6 —1,90625 | —1,89063 | —1,87500 | —0,20816 | —0,08609 | 0,03320 | 0,01563
7 —1,89063 | —1,88281 | —1,87500 | —0,08609 | —0,02610 | 0,03320 | 0,00781
8 | —1,882813 | —1,87891 | —1,87500 | —0,02610 | 0,00364 | 0,03320 | 0,00391
9 —1,88281 | —1,88086 | —1,87891 | —0,02610 | —0,01121 | 0,00364 | 0,00195
10| —1,88086 | —1,87988 | —1,87891 | —0,01121 | —0,00378 | 0,00364 | 0,00098
11| —1,87988 | —1,87939 | —1,87891 | —0,00378 | —0,00007 | 0,00364 | 0,00049
12| —1,87939 | —1,87915 | —1,87891 | —0,00007 | 0,00178 | 0,00364 | 0,00024
13| —1,87939 | —1,87927 | —1,87915 | —0,00007 | 0,00086 | 0,00178 | 0,00012
14| —1,87939 | —1,87933 | —1,87927 | —0,00007 | 0,00039 | 0,00086 | 0,00006
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Metoda bisekce na intervalu (0,1).

k ak 5k by, [ (ax) f(sk) J(br) €k
1 1 0,00000 | 0,50000 | 1,00000 | 1,00000 | —0,37500 | —1,00000 | 0,50000
2 1 0,00000 | 0,25000 | 0,50000 | 1,00000 | 0,26563 | —0,37500 | 0,25000
3] 0,25000 | 0,37500 | 0,50000 | 0,26563 | —0,07227 | —0,37500 | 0,12500
4 10,25000 | 0,31250 | 0,37500 | 0,26563 | 0,09302 | —0,07227 | 0,06250
5 | 0,31250 | 0,34375 | 0,37500 | 0,09302 | 0,00937 | —0,07227 | 0,03125
6 | 0,34375 | 0,35938 | 0,37500 | 0,00937 | —0,03171 | —0,07227 | 0,01563
7 10,34375 | 0,35156 | 0,35938 | 0,00937 | —0,01124 | —0,03171 | 0,00781
8 | 0,34375 | 0,34766 | 0,35156 | 0,00937 | —0,00095 | —0,01124 | 0,00391
9 |0,34375 | 0,34570 | 0,34766 | 0,00937 | 0,00421 | —0,00095 | 0,00195
10 | 0,34570 | 0,34668 | 0,34766 | 0,00421 | 0,00163 | —0,00095 | 0,00098
11 | 0,34668 | 0,34717 | 0,34766 | 0,00163 | 0,00034 | —0,00095 | 0,00049
12 | 0,34717 | 0,34741 | 0,34766 | 0,00034 | —0,00031 | —0,00095 | 0,00024
13 | 0,34717 | 0,34729 | 0,34741 | 0,00034 | 0,00002 | —0,00031 | 0,00012
14 | 0,34729 | 0,34735 | 0,34741 | 0,00002 | —0,00014 | —0,00031 | 0,00006
Metoda bisekce na intervalu (1,2).
k ak Sk b, [ (ax) f(sk) J(br) €k
1 | 1,00000 | 1,50000 | 2,00000 | —1,00000 | —0,12500 | 3,00000 | 0,50000
2 | 1,50000 | 1,75000 | 2,00000 | —0,12500 | 1,10938 | 3,00000 | 0,25000
3 | 1,50000 | 1,62500 | 1,75000 | —0,12500 | 0,41602 | 1,10938 | 0,12500
4 11,50000 | 1,56250 | 1,62500 | —0,12500 | 0,12720 | 0,41602 | 0,06250
5 | 1,50000 | 1,53125 | 1,56250 | —0,12500 | —0,00339 | 0,12720 | 0,03125
6 | 1,53125 | 1,54688 | 1,56250 | —0,00339 | 0,06077 | 0,12720 | 0,01563
7 | 1,53125 | 1,53906 | 1,54688 | —0,00339 | 0,02841 | 0,06077 | 0,00781
8 | 1,63125 | 1,563516 | 1,53906 | —0,00339 | 0,01244 | 0,02841 | 0,00391
9 | 1,53125 | 1,563320 | 1,53516 | —0,00339 | 0,00451 | 0,01244 | 0,00195
10 | 1,563125 | 1,53223 | 1,53320 | —0,00339 | 0,00056 | 0,00451 | 0,00098
11 | 1,563125 | 1,63174 | 1,53223 | —0,00339 | —0,00142 | 0,00056 | 0,00049
12 | 1,563174 | 1,563198 | 1,53223 | —0,00142 | —0,00043 | 0,00056 | 0,00024
13 | 1,53198 | 1,53210 | 1,53223 | —0,00043 | 0,00006 | 0,00056 | 0,00012
14 | 1,53198 | 1,563204 | 1,53210 | —0,00043 | —0,00018 | 0,00006 | 0,00006

Hledana feseni jsou
r1 = —1,87933 £ 0,00006, o2 = 0,34735 £ 0,0001, z3 = 1,53204 + 0,0001.
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Priklad 2

Uréete kladnd redlna feSeni rovnice 32° — 822 — 1 = 0. Porovnejte pocet
kroka metody regula falsi a metody bisekce nutnych k dosazeni vysledku s
odchylkou nejvyse 0,0001.

Najdeme interval, kde lezi vSechny kotfeny polynomu:
ﬁ <lrg] <14 |_—31|, tedy tyto kofeny lezi v intervalu (—4; —<3) U (57;4).
El

Sestrojime Sturmovu posloupnost prislusnou danému polynomu f(x):
fol@) = f(x) = 8% — 822 — 1

filz) = —f'(z) = —92° + 162
fa(x) = —=(fo(x) mod fi(z)) = 128z + 27 (vynésobeno 27)
fs(x) = —=(fi(x) mod fo(z))= 61857 (vyndsobeno 16384)

Sestavime tabulku pro vymezeni realnych korenu.

z | folz) filz) folz) fi(z) | W(z)
—00 - - - + 1
00 + - + + 2
0 - 0 + + 1

1 - + + + 1
2 - - + + 1

3 + - + + 2

Z tabulky muzeme vy¢ist:

W(o0) — W(—o0) =1 = 1 redlny koten
W(oo) — W(0) =1 = 1 kladny koten

W(3) —W(2) =1= 1 koten v intervalu (2,3)

V prvni tabulce je vyuzita metoda regula falsi na intervalu (2,3).
k ay by Pk f(pr)

2,00000 | 3,00000 | 2,52941 | —3,63444
2,52941 | 3,00000 | 2,67642 | —0,79047
2,67642 | 3,00000 | 2,70551 | —0,14692
2,70551 | 3,00000 | 2,71083 | —0,02649
2,71083 | 3,00000 | 2,71178 | —0,00475
2,71178 | 3,00000 | 2,71195 | —0,00085

| O = | W[ DO —
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V druhé tabulce je vyuzita metoda bisekce taktéz na intervalu (2,3).

k 0 Sk bk f(ak) f(sk) [ (br) €k

1 | 2,00000 | 2,50000 | 3,00000 | —9,00000 | —4,12500 | 8,00000 | 0,50000
2 | 2,50000 | 2,75000 | 3,00000 | —4,12500 | 0,89063 | 8,00000 | 0,25000
3 | 2,50000 | 2,62500 | 2,75000 | —4,12500 | —1,86133 | 0,89063 | 0,12500
4 12,62500 | 2,68750 | 2,75000 | —1,86133 | —0,54858 | 0,89063 | 0,06250
5 | 2,68750 | 2,71875 | 2,75000 | —0,54858 | 0,15494 | 0,89063 | 0,03125
6 | 2,68750 | 2,70313 | 2,71875 | —0,54858 | —0,20081 | 0,15494 | 0,01563
7 | 2,70313 | 2,71094 | 2,71875 | —0,20081 | —0,02394 | 0,15494 | 0,00781
8 | 2,71094 | 2,71484 | 2,71875 | —0,02394 | 0,06525 | 0,15494 | 0,00391
9 | 2,71094 | 2,71289 | 2,71484 | —0,02394 | 0,02059 | 0,06525 | 0,00195
10 | 2,71094 | 2,71191 | 2,71289 | —0,02394 | —0,00169 | 0,02059 | 0,00098
11 | 2,71191 | 2,71240 | 2,71289 | —0,00169 | 0,00945 | 0,02059 | 0,00049
12 1 2,71191 | 2,71216 | 2,71240 | —0,00169 | 0,00388 | 0,00945 | 0,00024
13 | 2,71191 | 2,71204 | 2,71216 | —0,00169 | 0,00110 | 0,00388 | 0,00012
14 | 2,71191 | 2,71198 | 2,71204 | —0,00169 | —0,00030 | 0,00110 | 0,00006

V obou piipadech jsem zaokrouhloval na 5 desetinnych mist. V Excelu si muzZete
pocet desetinnych mist zvysit a podivat se, kde se nalezend feSeni lisi. Jejich funkéni
hodnoty jsou totiz ruzné.

Vyuzili jsme metodu regula falsi a s presnosti 0,0001 jsme nalezli feSeni z = 2,71195.
Bylo k tomu potteba 6 iteraci.

Metoda bisekce nalezla pfi stejném pocatecnim intervalu feseni ' = 2,71198, ovSem az
pri 14. iteraci.
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Priklad 3

Vyieste rovnici 24 +22° — 522+ 42 +1 = 0 metodou bisekce s odchylkou nejvyse
0,001.

Nalezneme hranice koi"enfl
<o <1+ |1|, tedy tyto kofeny lezf v intervalu (—6; —¢) U (3;6).

5
Hn

Sestrojime Sturmovu posloupnost prislusnou danému polynomu f(x):
folz) = 2+ 22% — bx? + 4o + 3

filz) = —423 — 622 + 102 — 4
fo(z) = 1322 — 172 — 10
fs(x) = 164x 4 267
fi(z) = —1402193
Sestavime tabulku pro vymezeni realnych korenu.
x| folz) filx) folz) f3(z) falz) | W(z)
—o | + + + - - 1
—6 + + + - - 1
—~1 - - + + - 2
0 + - - + - 3
1 | + - - + - 3
6 + - + + - 3
00 + - + + - 3

Z tabulky muzeme vy¢ist:
W(o0) — W(—00) = 2 = 2 redlné koteny
W(oo) — W(0) = 0 = zadny kladny koren
W(0) — W(—o00) = 2 = 2 zaporné kotfeny
W(—1) — W(0) = 1 = 1 kofen v intervalu (-1,0)
W(-1) - W(-6) = 1 = 1 kofen v intervalu (-6,-1)

V Excelu dle predpisu vytvorime dvé tabulky, ve kterych bude provadéna metoda bis-
ekce. V prvni tabulce hleddme kofen z intervalu (—1,0) a nasledné v druhé z intervalu
(—6,—1).

Z praktickych dﬁvodu jsem zaokrouhlil Véechny mezivysledky na ti"i desetinna mista.

v s

36



Metoda bisekce na intervalu (—1,0).

k| ax Sk bk flar) | f(sk) | f(br) | e
1 | —1,000 | —0,500 | 0,000 | —9,000 | —2.438 | 1,000 | 0,500
2 | —0,500 | —0,250 | 0,000 | —2,438 | —0,340 | 1,000 | 0,250
3 | —0,250 | —0,125 | 0,000 | —0,340 | 0,418 | 1,000 | 0,125
4 | -0,250 | —0,188 | —0,125 | —0,340 | 0,062 | 0,418 | 0,063
5 | —0,250 | —0,219 | —0,188 | —0,340 | —0,133 | 0,062 | 0,031
6 | —0,219 | —0,203 | —0,188 | —0,133 | —0,034 | 0,062 | 0,016
7 | —0,203 | —0,195 | —0,188 | —0,034 | 0,0146 | 0,062 | 0,008
8 | —0,203 | 0,199 | —0,195 | —0,034 | —0,010 | 0,015 | 0,004
9 | —0,199 | —0,197 | —0,195 | —0,010 | 0,003 | 0,015 | 0,002
10 | 0,199 | —0,198 | —0,197 | —0,010 | —0,004 | 0,003 | 0,001
Metoda bisekce na intervalu (—6, — 1).
k ay Sk b, flar) | fsk) | f(bx) €k
T | —6,000 | —3,500 | —1,000 | 661,000 | —9,938 | —9,000 | 2,500
2 | —6,000 | —4,750 | —3,500 | 661,000 | 163,910 | —9,938 | 1,250
3 | —4,750 | —4,125 | —3,500 | 163,910 | 43,574 | —9.938 | 0,625
4 | —=4,125 | =3,813 | —3,500 | 48,574 | 13,514 | —9,938 | 0,313
5 | —3.813 | —3,656 | —3,500 | 13,514 | 0487 | —9.938 | 0,156
6 | —3.656 | —3,578 | —3,500 | 0,487 | —5.,032 | —9.938 | 0,078
7 | —3.656 | —3,617 | —3,578 | 0,487 | —2.352 | —5,032 | 0,039
8 | —3.656 | —3,637 | —3,617 | 0487 | —0,952 | —2.352 | 0,020
9 | —3.656 | —3,646 | —3,637 | 0,487 | —0,238 | —0,952 | 0,010
10 | —3,656 | —3,651 | —3,646 | 0,487 | 0,124 | —0,238 | 0,005
11| —3,651 | —3,649 | —3,646 | 0,124 | —0,057 | —0,238 | 0,002
12 | —3,651 | —3,650 | —3,649 | 0,124 | 0,033 | —0,057 | 0,001
13 | —3,651 | —3,650 | —3,649 | 0,033 | —0,012 | —0,057 | 0,001

Muzete si vSimnout shodné odchylky v predposlednim i poslednim fadku, to je dano
pravé zaokrouhlovanim. Nas zajima vysledek az z posledniho fadku, jelikoz az tam je
odchylka nizsi nez 0,001, tedy vyhovujici nasemu zadani.

Nalezli jsme teseni 1 = —0,198 + 0,001 a x5 = —3,65 + 0,001.
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Priklad 4

Uréete FeSeni rovnice z° — 4x + 2 = 0 s vyuzitim Newtonovy metody s od-
chylkou nejvyse 0,001.

Najdeme na jakém intervalu lezi realné koreny:
<lrg] <14 |2| tedy tyto kofeny lezi v intervalu (—3; —1) U (3; 3).

1+‘—

Sestrojime Sturmovu posloupnost prislusnou danému polynomu f(x):

folz) = 2° —dz +2
filz) = =5zt +4
fa(x) = 162 — 10
falz) = —13259

Sestavime tabulku pro vymezeni realnych korenu.

| Jolw) fi(x) folz) fs(x) | W)
—00 - - - - 0
00 + - + - 3
0 + + - - 1
1 - - + - 2
-2 - - - - 0
2 + - + - 3

Z tabulky muzeme vy¢ist:

W(o0) - W(—00) = 3 = 3 redlné koreny
W(0) - W(—2) =1 = 1 koten v intervalu
W(1) - W(0) =1 = 1 kofen v intervalu (0
W(2) - W(1) =1 =1 kofen v intervalu (1

<_2>0>
1)
2)

Nyni nasleduji tabulky s vypocty jednotlivych kofenu. Vypocet zastavujeme, kdyz
hodnota ¢, klesne pod zadanou hodnotu 0,001.

Hledani feseni na intervalu (1,2). Za prvni iteraci volime stfed tohoto intervalu.
k Tk, f () €k
1] 1,5000 | 3,5938 | 0,1686
2 11,3314 | 0,8577 | 0,0732
3| 1,2581 | 0,1198 | 0,0141
4 11,2441 | 0,0039 | 0,0005
Nalezené teseni je 1,2441 + 0,001.

Hledéni feseni na intervalu (0,1). Jako prvni iteraci opét volime stied intervalu.
k Ty / (SBk) €k
1 10,5000 | 0,0313 | 0,0085
2 10,5085 | 0,0001 | 0,0000
Nalezené teseni je 0,5085 4 0,001.

Hledani feseni na intervalu (—2,0). Z praktickych duvodu jako prvni iteraci tentokrat
volime hodnotu —2 (viz excelovy soubor).

38



T f(zr) €k
—2,0000 | —22,0000 | 0,2895
—1,7105 | —5,8015 | 0,1495
—1,5610 | —1,0251 | 0,0399
—1,5211 | —0,0590 | 0,0026

5| —1,5185 | —0,0002 | 0,0000
Nalezené reseni je —1,5185 + 0,001.

= WD ]

Takto jsme nalezli tii realnd TeSeni zadané rovnice. Jelikoz jde o rovnici 5. stupné,
tak zbyvaji jesté dva, komplexné sdruzené. Pokud postupné podélime polynom % —4xz+
+ 2 linedrnimi dvojcleny (z — 1,2441), (z — 0,5085) a (x + 1,5185), obdrzime kvadra-
ticky trojclen. Ten muzeme fesit jako kvadratickou rovnici - obdrzené koteny jsou
—0,1168 + 1,43841.

Resen{ rovnice z° — 4z + 2 = 0 jsou:
1,2441 £ 0,001 , 0,5085 + 0,001,—1,5185 £+ 0,001, —0,1168 £ 1,4384s.
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Priklad 5

Uréete feSeni rovnice z° — 42+ 2 = 0. Nejprve naleznéte komplexné sdruzené
kotreny polynomu, zbylé kofeny poté naleznéte pomoci metody secen. Reseni
hledejte s odchylkou nejvyse 0,001.

Vyuzijeme poznatky ziskané pii feseni predchoziho ptikladu. Redlné koreny jsou tii
a lezi v intervalech (—2,0), (0,1) a (1,2). Pro nalezeni kompexniho kofenu vyuzijeme
Newtonovu metodu s poc¢atecni komplexni aproximaci.

Nize je tabulka pro nalezeni komplexniho kotenu. Jak vidite, jako poc¢atecni apro-
ximaci jsme museli zvolit ¢islo s nenulovou komplexni slozkou.

k Ty f () €k

1 21 2,0000 + 241 0,02632 + 0,3158:
2 | —0,0263 + 1,68427 | 1,0471 + 6,78147 | 0,04177 + 0,1846¢
31 —0,0681 & 1,996 | 0,5576 + 1,42987 | 0,03959 + 0,095
4 | —0,1077 + 1,44017 | 0,1408 40,0885z | 0,0091 + 0,0018:
5 [ —0,1168 1 1,4383i | 0,0015 — 0,00217 | 0,0000 — 0,0001;

Nalezli jsme kofen —0,1168 + 1,4383: & (0,001 + 0,001¢). Podle véty o komplexnich
kotenech, je kofenem i ¢islo komplexné sdruzené —0,1168 — 1,4383:.

Déle nasleduji tabulky pro hledani realnych korenu. Prvni dvé iterace muzete vidét
piimo v excelovych souborech. Jsou jimi vzdy krajni body intervalu, na kterych kofen
hledame. Vyjimkou je opét posledni pripad, kde kvuli konvergenci ke spravnému korenu
pouzivame jako prvni dvé aproximace ¢isla —2 a —1,9. Jak by to vypadalo pro hodnoty
—2 a 0, si muzete prohlédnout v excelovém souboru.

Metoda secen na intervalu (1,2).
Ty f(iﬁk) €k
1,0370 | —0,9487 | 0,0339
1,0709 | —0,8750 | 0,4026
1,4735 | 3,0527 | 0,3129
1,1606 | —0,5365 | 0,0468
1,2074 | —0,2636 | 0,0452
1,2526 | 0,0731 | 0,0098
9 | 1,2428 | —0,0065 | 0,0008
Nalezli jsme Teseni 1,2428 + 0,001.

O | OO = | W

Metoda secen na intervalu (0,1).
Ty f(iﬁk) €k
0,6667 | —0,5350 | 0,3835
0,2832 | 0,8691 | 0,2374
0,5206 | —0,0440 | 0,0114
6 | 0,5091 | —0,0023 | 0,0006
Nalezli jsme teseni 0,5091 + 0,001.

O | Wo|
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Metoda secen na intervalu (—2,0).
Ty f(xr) €k
—1,6783 | —4,6026 | 0,0966
—1,5817 | —1,5723 | 0,0501
—1,5315 | —0,3002 | 0,0118
—1,5197 | —0,0270 | 0,0012
7| —1,5185 | —0,0005 | 0,0000
Nalezli jsme Teseni —1,5185 £ 0,001.

| O = | | &

Nalezend feSeni zadané rovnice jsou priblizné —0,1168 £ 1,43837; 1,2428 4 0,001;
0,5091 £ 0,001 a —1,5185 + 0,001.
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Priklad 6

Najdéte feseni rovnice z* + 2° + 22 + 2 + 1 = 0. Pouzijte Bairstowovu metodu
s odchylkou nejvyse 0,001. Za pocateéni hodnoty zvolte r;, = —1, s; = 1.

Mame zadany uvodni hodnoty ry = —1. s; = 1. Vytvoiime zobecnéné Hornerovo
schéma s témito vychozimi hodnotami podle postupu popsaném v kapitole 3.3.2.

1 1 1 1 1
1 1 2 2
-1 -1 -2 =2
1 2 2 1 -1
-1 1
1 -1
1 3 1
Odpovidajici soustava rovnic ma tvar —4h — 3j = —1, 3h — j = 1. ReSenim

této rovnice je dvojice (h,j) = (0,3077;—0,0769). V druhé iteraci tedy pokracujeme
s ro = —0,6923, s = 0,9231. Takto pokracujeme dale, dokud hodnoty h, j neklesnou
pod 0,001.

Zobecnéna Hornerova schémata pro jednotlivé iterace jsou prehledné vypsany v ex-
celovém souboru. Nize v tabulce muzeme vidét, jak se vyviji hodnoty 7 a s;.

k Tk Sk

1 -1 1

2 | —0,6923 | 0,9231

3| —0,6139 | 0,9848
4] —0,618 1

Nalezli jsme r = —0,618 a s = 1, tedy hledany polynom je tvaru 22 — 0,618z + 1. Timto

polynomem délime polynom na levé strané rovnice, tedy z*+ 2%+ 22 +x + 1. Po délen{

obdrzime (se zanedbatelnym zbytkem) x? + 1,618z + 1.

Nyni jiz zbyva jen urcit koreny téchto dvou kvadratickych trojclent:
Kofeny polynomu 22 — 0,618z + 1 jsou 0,309 £ 0,9517.
Kofeny polynomu x2 + 1,618z + 1 jsou 0,809 4 0,5878i.

Nalezend teseni zadané rovnice jsou priblizné —0,809 4+ 0,5878¢ a 0,309 + 0,9514.
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Priklad 7

Pomoci metody prosté iterace najdéte feSeni rovnice 2% — 2° — 1 = 0, které
lezi na intervalu (0,2) s odchylkou nejvyse 0,001.

Prvnfm tikolem pii feSeni je nalezeni vhodné iteracni funkce g(x). Z polynomu z% —

—2%—1 = 0 mizeme vyjadrit 2% = 23+1, atedy x = v/a® + 1. Polozme g(z) = v2* + 1.
Ovéifme podminky konvergence. Pro prvni podminku musi platit 0 < va? +1 < 2, po
umocnéni na Sestou ziskdvdme 0 < x® + 1 < 64, coz jisté plati pro viechna x € (0,2).
Déle mé platit | ¢'(z) |=| W |< 1. Tato nerovnost plati pro vsechna x > —0,879,
tedy i pro vSechna x z naseho zkoumaného intervalu. Jelikoz itera¢ni funkce splinuje obé
podminky, lze ji pouzit a hledat jeji pevny bod. Kdybychom zvolili napiiklad funkci
g(x)= v/ab — 1, pak narazime na problém jiz pfi ovéfovani prvni podminky konver-
gence. Tato funkce totiz na intervalu (0,2) nabyva hodnot (—1,3,979).

Nize je uvedena tabulka iteraci do dosazeni podminky zastaveni.

Tk f(zr) €k
1,0000 | 1,1225 | 0,0358
1,1225 | 1,1582 | 0,0109
1,1582 | 1,1691 | 0,0034
1,1691 | 1,1725 | 0,0034
1,1725 | 1,1735 | 0,0010

6 | 1,1735 | 1,1738 | 0,0003
Nalezli jsme pevny bod funkce g(z) na zadaném intervalu : 1,1735 4 0,001. Toto éislo
je zdroven feSenim rovnice 2% — 23 — 1 = 0 na (0,2).

QY | W N |
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Priklad 8

Jedno feseni rovnice —z° +12° — 22 —x +1 = 0 lezi na intervalu (—4,0). Najdéte
ho pomoci metod bisekce, regula falsi, seCen a tecen s odchylkou nejvyse
0,0001. Porovnejte pocet iteraci nutnych k dosazeni pozadovaného vysledku.

Ze zadéani vime, ze na intervalu (—4,0) lezi pravé jedno reseni dané rovnice. Postupné

tedy jen aplikujeme metody na tento interval.

Metoda bisekce na (—4,0).

k ay S by, f(ax) f(sk) J(br) €k

1 | —4,0000 | —2,0000 | 0,0000 | —5131,0000 | —97,0000 | 1,0000 | 2,00000
2 | —2,0000 | —1,0000 | 0,0000 —97.0000 —1,0000 | 1,0000 | 1,00000
3 | —1,0000 | —0,5000 | 0,0000 —1,0000 1,2031 1,0000 | 0,50000
4 | —1,0000 | —0,7500 | —0,5000 —1,0000 0,7722 1,2031 | 0,25000
5 | —1,0000 | —0,8750 | —0,7500 | —1,0000 | 0,1477 |0,7722 | 0,12500
6 | —1,0000 | —0,0375 | —0.8750 | —1,0000 | —0.3445 | 0,1477 | 0,06250
7 [ =0.9375 | —0,0063 | —0.8750 | —0,3445 | —0,0803 | 0,1477 | 0,03125
8 | —0,9063 | —0,8006 | —0,8750 | —0,0303 | 0,0380 | 0,1477 | 0,01563
9 | —0,9063 | —0,8984 | —0,8906 —0,0803 —0,0201 | 0,0380 | 0,00781
10 | —0,8984 | —0,8945 | —0,8906 —0,0201 0,0092 0,0380 | 0,00391
11| —0,8984 | —0,8965 | —0,8945 —0,0201 —0,0054 | 0,0092 | 0,00195
12 | —0,8965 | —0,8955 | —0,8945 —0,0054 0,0020 0,0092 | 0,00098
13 | —0,8965 | —0,8960 | —0,8955 —0,0054 —0,0017 | 0,0020 | 0,00049
14 | —0,8960 | —0.8958 | —0,8055 | —0,0017 | 0,0001 | 0,0020 | 0,00024
15 | —0,8960 | —0,8950 | —0,8058 | —0,0017 | —0,0008 | 0,0001 | 0,00012
16 | —0,8959 | —0,8958 | —0,8958 —0,0008 —0,0003 | 0,0001 | 0,00006

Nalezli jsme teseni —0,8958 + 0,0001.

Metoda regula falsi na (—4,—1). Levy krajni bod volime odlisny, abychom jako vysledek
neobdrzeli feSeni z jiného intervalu. Jak by to dopadlo, kdybychom interval nechali beze
zmény, muzete vyzkouset v odpovidajicim excelovém souboru.

k ay by, D f(pw) €k

1 [ —4.,0000 | —1,00000 | —0,9994 | —0,0930 | 0,08285
2 | —0,9994 | —1,00000 | —0,9166 | —0,1633 | 0,01628
3 1-0,9166 | —1,0000 | —0,0003 | —0,0341 | 0,00352
41-0,0003 | —1,0000 | —0,8968 | —0,0074 | 0,00077
5 [ —0,8968 | —1,0000 | —0,8960 | —0,0016 | 0,00017
6 [ —0.8960 | —1,0000 | —0,8958 | —0,0004 | 0,00004

Nalezli jsme teseni —0,8958 + 0,0001.

Metoda se¢en na (—4, — 1). Levy krajni bod zménén ze stejného duvodu jako vyse.

k Ty, f(iﬁk) €k

31 —0,9994 | —0,9930 | 0,08285
41 —0,9166 | —0,1633 | 0,01630
5 | —0,9003 | —0,0339 | 0,00427
6 | —0,8960 | —0,0016 | 0,00021
71 —0,8958 | 0,0000 | 0,00000
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Nalezli jsme teseni —0,8958 + 0,0001.

Newtonova metoda s pocatecni iteraci —2, jakozto stied intervalu (—4,0).

k Ty, f(iﬁk) €k

1] —2,0000 | —97,0000 | 0,35273
2 | —1,6473 | —32,1752 | 0,28757
3| —1,3597 | —10,4556 | 0,22392
4 | —1,1358 | —3,1909 | 0,15244
5 —0,9833 | —0,8072 | 0,07234
6 | —0,9110 | —0,1180 | 0,01470
7| —0,8963 | —0,0040 | 0,00054
8 | —0,8958 0,0000 0,00000

Nalezli jsme teseni —0,8958 + 0,0001.

Vsechny ¢tyii metody nam poskytly totozné feseni. Jak vidno, nejméneé efektivni je
dle ocekavani metoda bisekce. Ostatni tTi metody jsou z hlediska poctu iteraci srovna-
telné (lisi se o jednotky, kdezto bisekce jich mé dvojndsobné vic). U metod regula falsi
a secen jsme se ale setkali s komplikaci volby pocatecnich iteraci.
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Priklad 9
6 _ .3

Naleznéte redlna feSeni rovnice 2° — 23 — 22 + 0,1 = 0 s odchylkou nejvyse
0,001. Vyuzijte metodu secen, regula falsi, prosté iterace a Newtonovu.

Sestrojime Sturmovu posloupnost piislusnou danému polynomu f(z):

folz) = 2% — 23 — 22 + 0,1

fi(x) = —62° + 32% + 2z

fo(z) = 323 + 42* — 0,6 (vynasobeno 6)

f3(x) = —16,022% — 3,6x + 2,13 (zaokrouhleno)

fa(x) = 3,492 + 1,58 (vynasobeno 10 a zaokrouhleno)
fa(x) = —0,48 (zaokrouhleno)

Sestavime tabulku pro vymezeni realnych korenu.

v | folx) fi(x) folx) folz) falx) fs(z) | W(z)
—00 | + + - - - - 1
00 + - + - + - b}
-1 + + + - - - 1
—0,5 - - + - - - 2
0 + + - + + - 3
0,3 - + - - + - 4
1 - - + - + - 4
2 | + - + - + - 5

Z tabulky muzeme vy¢ist:

W(oo) - W(—00) = 3 = 4 realné koreny

W(-0,5) - (—1) = 1 =1 kofen v intervalu (—1, 0,5)
W(0) - W(—=0,5) =1 = 1 koten v intervalu (0,5, 0)
W(0,3) - W(0 ) = 1 =1 kofen v intervalu (0 , 0,3)
W(2) - W(1) =1 =1 kofen v intervalu (1,2)

Nize jsou tabulky s hleddnim konkrétnich feSeni na zjisténych intervalech.

Metoda se¢en na (—1, 0,5).

k Tg f(xr) €k
3 1-0.599 | 0,002 | 0,0068
11-0,592 | 0,000 | 0,0004

Nalezli jsme teseni —0,592 4+ 0,001.

Metoda regula falsi na (—0,5 , 0).

k ay bi Pk f(pr) €k

1| —0,500 | 0,000 | —0,457 | —0,004 | 0,0189

2 | —0,457 | 0,000 | —0,438 | —0,001 | 0,0035

3|1 —0,438 | 0,000 | —0,435 | 0,000 | 0,0004
Nalezli jsme teseni —0,435 4+ 0,001.

Na fadé je metoda prosté iterace. Za iteraéni funkci zvolime g(x)=

\/xb — a3+ 0,1.

Ovérime podminky konvergence. Zaprvé musi platit 0 < (/2% — 23+ 0,1 < 0,3. Po
umocnéni ziskavame 0 < 2% — 23 + 0,1 < 0,09, miZete ovéiit, Ze toto plati pro vSechna
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x € (0, 0,3). Zadruhé pozadujeme | ¢'(z)|=|

62°—322

—~—__ |< 1. To plati pro vSechna
24/ 26 —2340,1

kladna z < 0,395, tedy pro vSechna x z nami zkoumaného intervalu. Zvolena iteracni
funkce spliiuje obé podminky konvergence, muzeme hledat pevny bod.

T

g(wy)

€k

1,000

0,316

0,0528

0,316

0,263

0,0231

0,263

0,286

0,0089

0,286

0,278

0,0089

0,278

0,281

0,0036

| O x| W N |

0,281

0,280

0,0014

7

0,280

0,280

0,0006

Nalezli jsme teseni 0,28 + 0,001.

Na zavér Newtonova metoda. Jako poc¢atecni aproximaci volime stfed zkoumaného in-

tervalu (1,2), tedy hodnotu 1,5.

k

T

f(zy)

€k

1,500

5,866

0,1638

1,336

1,621

0,0925

1,244

0,331

0,0308

=Wl N =

1,213

0,029

0,0032

5

1,210

0,000

0,0000

Nalezli jsme teseni 1,21 + 0,001.

Zadana rovnice ma 4 realnd reseni. Jsou jimi —0,591+0,001; —0,43440,001; 0,2840,001
a 1,21 4+ 0,001.
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Priklad 10

Najdéte feSeni rovnice 2° + 3z — 2 = 0 s odchylkou nejvyse 0,001, vite-li, ze
polynom na levé strané ma pouze jeden realny koien. Vyuzijte Newtonovu
metodu.

Vychazime-li z informace, ze existuje pouze jeden redlny kofen, pak vime, ze ostatni
4 koteny jsou komplexni (po dvou komplexné sdruzené). Nasim prvnim tikolem bude
najit interval, ve kterém koten lezi. Vyuzijeme véty 3.1.1. Podle ni pro hledané = plati:
ﬁ <Jz|<1+ % Zajimaji nds tedy intervaly (—%, — }1> a (i,%>

Pro krajni body muzeme nyni vyzkouset jejich hodnotu po dosazeni do prislusného
polynomu f(z)= z° + 3z — 2. Podle véty 1.2.1 se budou na intervalu, ve kterém lezf
koten, stiidat znaménka.

f(_l)_ 2817
R
f(Z): T 1024°

1=

Redlny koren polynomu f(x) hleddme tedy na intervalu (i,%>

Newtonova metoda s pocatecni iteraci z; = 1.
k T f(iﬁk) €k
1| 1,000 | 2,000 | 0,2500
210,750 | 0,487 | 0,1064
310,644 | 0,041 | 0,0107
410,633 | 0,000 | 0,0001
Nalezli jsme teseni 0,633 4+ 0,001.

Newtonova metoda pro hledani komplexnich kofenu. Startujeme s iteraci 1 + 7.
k Ty / (SBk) €k
1 141 —3—i 0,1765 + 0,0588:
210,824 40,9417 | —0,867 4+ 0,072: | 0,0843 — 0,0390:
310,739 40,9807 | —0,031 + 0,162¢ | 0,0096 + 0,0158:
410,749+ 0,996 | 0,001 — 0,006z | 0,0004 4+ 0,0005%
Nalezli jsme teseni 0,749+ 0,996¢. Spolu s nim ma samozrejmeé rovnice jako feSeni i ¢islo
komplexné sdruzené 0,749 — 0,9964.

Jesté jednou Newtonova metoda, tentokrat s prvni iteraci —1 — 4.
k Ty f () €k
1 —1—i -1+ 0,0588 — 0,0588:
2| —1,059 — 0,941 | —0,146 — 0,130z | 0,0061 + 0,00964
3| —1,065— 0,951 | 0,002 40,0037 | 0,0001 + 0,0002¢
Nalezli jsme teseni —1,065 — 0,951, s nim soucasné i —1,065 + 0,9514.

Zadana rovnice ma teseni 0,749 + 0,996¢; —1,065 £+ 0,9517 a 0,633 £ 0,001.
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Zaver

Tato préce se zabyvala numerickymi metodami feseni algebraickych rovnic. Cilem bylo
vytvorit text, ktery by mohl slouzit jako studijni opora nejen pro studenty vysokych
skol, ktefi se v ramci svého studia s timto tématem setkaji, ale i pro zdjemce z rad
zaku strednich skol.

Vysledkem je soupis zasadnich definic, které jsou pro tuto problematiku potiebné,
dale ptehled sedmi konkrétnich numerickych metod a v neposledni tadé také sbirka
reSenych prikladu. V prvnich dvou kapitoldach jsou zavedeny zakladni definice a véty z
oblasti teorie polynomu, funkeci a algebraickych rovnic, které jsou zakladnimi kameny
pri snaze o porozuméni dané problematice. V prvni ¢asti tieti kapitoly byly predstaveny
zékladnf metody zjistovani pocti a lokalizace (redlnych) kofent polynomi. V druhé
¢asti je popsano a na piikladech ilustrovano pét zakladnich a nejspise nejpouzivanéjsich
numerickych metod pro hledani redlnych korenu. V posledni ¢asti tieti kapitoly nalez-
neme dvé metody pro hledani kofenu komplexnich, jde spiSe o rozsifujici cast a jeji
hlavni pifinos muze byt také v nastinéni pouziti komplexni aritmetiky v programu
Excel. Ctvrtd kapitola obsahuje sbirku piikladi Fesenych témér bezvyhradné prave v
Excelu.

Za svuj hlavni pfinos povazuji vytvotreni prehledného materialu, ktery se dlouze
nezabyva teoretickym odvozovanim a dokazovanim danych vét. Text predevsim sazi
na predstaveni hlavnich myslenek a nasledné praktické pouziti, tedy popis toho, jak
pomoci MS Excel dané priklady vytesit. Dalsim piinosem by mohla byt tvorba vlastnich
ilustraci v teoretické ¢asti, ale predevsim kompletni shirka autorskych piikladu vyuzivajici
vSechny zminéné numerické metody.

Numerickych metod pro hledani kotenu polynomu, potazmo pro feseni (nejen) al-
gebraickych rovnic, je celd fada. Daji se rovnéz mezi sebou kombinovat a cest k jejich
vyuziti je tedy velmi mnoho. Zaméril jsem se specidlné na ty, které se daji oznacit
za bézné pouzivané a také je jejich implementace uzivatelsky privétiva a nevyzaduje
hlubsi informatické znalosti. Pfeji ¢tenaium spoustu uspéchu pii studiu tohoto tématu
a doufam, ze jim text bude ku pomoci.

Préce je vysazena v programu IXTEX, obrazky jsou autorské a vytvofeny v programu
Geogebra. Jak je uvedeno vyse, pii feseni piikladu byl vyuzit program MS Excel.
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