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Uvod

Kombinatorika a pravdépodobnost jsou oblasti matematiky, kterym se na zakladnich
Skolach pftili§ nevénuje. Téma bakalarské prace ,, Kombinatorika, pravdépodobnost a
statistika ve vyuce na 2.stupni ZS“ jsem si vybral z diivodu prohloubeni a hlubsiho

pochopeni této matematické oblasti.

Bakalarska prace je rozdélena na dvé Casti — teoretickou a praktickou. Cilem teoretické
Casti je na zakladé studia literatury prezentovat zakladni definice a vzorce pro vypocty,
doplnéné o feSené ulohy, které pomohou k lepsimu pochopeni daného tématu. Pro lepsi
nazornost jsou v nékterych pfipadech vypracovany obrazkové feSené ulohy nebo jsou
barevné rozliSeny dopliované udaje do vzorcu. Nejprve je prace vénovana
kombinatorice, ktera navazuje na pochopeni pravdépodobnosti a na zavér statistice.

Déle je zminéno zarazeni kombinatoriky, pravdépodobnosti a statistiky do Ramcového

vzdélavaciho programu zakladniho vzdélavani.

Cilem praktické casti je Ctenafim prezentovat vybrané tlohy pro uZziti ve vyuce na
2.stupni zakladnich skol. V tlohach jsou uvedeny postupy, barevné znazornéni a rizné
moznosti feSeni kombinatorickych, pravdépodobnostnich a statistickych uloh.

Kombinatorika, pravdépodobnost a statistika podporuje logické mysleni, predstavivost a
celkovou orientaci v bézném zivoté, proto by bylo dobré, aby zaci této matematické

oblasti co nejlépe porozuméli.



TEORETICKA CAST



1. Kombinatorika

,, Kombinatorika je matematicka disciplina, kterd se zabyva rozdélovdnim, uspordddnim
a vybérem prvkit z dané mnoziny, tj. tvorenim konfiguraci danych prvkii do skupin s
urcitymi viastnostmi.“ (Blazkova, Vanurova in Novotna, 2012, s. 156) Od jinych
matematickych disciplin, se li§i kombinatorika tim, ze se zabyva jen koneCnymi
mnozinami. To znamena, ze se s nekoneCnem v kombinatorice nesetkame. Lisi se i tim,
ze vétSinou nemame moznost ovéfeni spravnosti vysledku, ke kterému jsme dospéli.

Musime spoléhat jen na svij tisudek (Calda, Dupac, 1993).

Zakladni pojmy kombinatoriky

1.1 Pravidlo souctu a soucinu

.. Ma.li kazdé pravidlo vyjimku, pak kombinatorickd pravidla jsou vyjimkou, nebot Zdadnou
vyjimku nemaji. “ (Calda, Dupac, 1993, s. 8)

K vypoctu kombinatorickych uloh si vétsinou vysta¢ime s dvéma jednoduchymi pravidly.
Pravidlo souctu a soucinu.

1.1.1 Pravidlo souctu:

Jsou-li A4, A5, ..., A, kone¢né mnoziny, které maji po fad€ py, po, ..., pn prvka, a jsou-li
kazdé dveé disjunktni (tzn. maji prazdny prunik), pak pocet prvki mnoziny

A UA,U---UA, jerovenp; + py + +p,. (Calda, Dupac, 1993, s.9)

Uvedeme si jednoduchy ptiklad pro lepsi pochopeni a snadné vysvétleni pravidla souctu.

Priklad: Michal se potiebuje obléknout. Ma na vybér ze 3 rifli a 4 kalhot. Kolika zptisoby

se muze Michal obléknout?

ReSeni: V tomto piikladu mame 2 mnoZiny a to jsou: prvni mnozina jsou rifle (A1) a

druhd mnozina jsou kalhoty (Az). Kde v mnozin€ A; mame 3 prvky a v mnoziné€ A, mame

4 prvky. Sjednotime-li (se¢teme mnoziny) mnoziny A; U A, dostaneme vysledek:
3+4=7

Odpovéd’: Michal se mize obléknout sedmi zpisoby.

n n n | r1“
| |
| J
| B |

Obrazek 1: Rifle a kalhoty, zdroj: freepik.com



http://freepik.com

1.1.2 Pravidlo soudinu:

Pocet vSech uspotradanych k-tic, jejichz prvni €len lze vybrat n,zptsoby, druhy ¢len po
vybéru prvniho ¢lenu n, zpusoby atd. az k-ty ¢len po vybéru vSech predchazejicich ¢lent

Ny zpusoby, jeroven ny - n , - Ny. (Calda, Dupac, 1993, s. 9)

Uvedeme si podobné jednoduchy piiklad pro lepsi pochopeni a snadnéjsi vysvétleni

rozdilu, pouzitim aplikace pravidla sou¢tu mezi pravidlem soucinu.

Priklad: Anic¢ka ma v Satniku 5 triCek riznych barev a 3 sukynky riznych barev. Kolika

zpusoby se muZze Anicka obléknout tak, aby méla na sob€ vzdy jiny par obleceni?

ReSeni: V tomto piikladu mame 2 mnoziny a to jsou: prvni mnozina jsou tricka (A) a
druha mnozina jsou sukynky (B). Kde v mnoziné A mame 5 prvkt a v mnozin€¢ B mame
3 prvky. Kazdy prvek z mnoziny A muzeme libovolné pfifadit k libovolnému prvku

z mnoziny B. To znamena 5-3 = 15

1. Sukynka
2.Sukynka
3.Sukynka

1. Sukynka

2. Sukynka
3. Tricko

3.Sukynka

1. Sukynka
2.Sukynka
3.Sukynka

1. Sukynka
2.Sukynka
3.Sukynka

1. Sukynka
5. Tricko 2.Sukynka
3.Sukynka

Obrazek 2: Ukdzka reSeni prikladu soucinu, zdroj: autor

Odpovéd’: Anicka ma 15 zpusobu, jak se obléknout.

Je vidét, ze obé pravidla jsou skoro samoziejma, coz jim vSak neubird na vyznamu.
Pomoci téchto pravidel budeme pozd€ji odvozovat kombinatorické vzorce. Nez se
pustime do variaci, permutaci a kombinaci vysvétlime si jesté symbol — vykficnik™, ktery

se nazyva faktorial.
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1.2 Faktorial

Pro kazdé piirozené Cislo n definujeme:
n'=1-2-3-..-(n—1)-n
neNnN
n! (¢teme: n faktorial) (Calda, Dupac, 1993, s. 18)

Ukazeme si prvnich 10 faktoriala jako malou pomucku pro vypocty a nazornou ukazku,

jak rychle Cisla (dané moznosti) narustaji.

ol=1
11=1
20=2-1=2

3'=3-2-1=6
4!=4.3-2-1=24
5/!=5-4-3-2-1=120
6!=6-5-4-3-2-1=720
7'=7-6-5-4-3-2-1=5040
81=8-7-6-5-4-3-2-1=40320
91=9.8-7-6-5-4-3-2-1=362880
10/=10-9-8-7-6-5-4-3-2-1=3628800

Vysvétleme si pro¢ 0! a 1! se rovna 1.

n! ve skuteCnosti znamena, kolika zptisoby miZzeme setadit n prvku.

98]

0! 1! 2!

1O

@

0@

Obrazek 3: Ukdzka faktorialu, zdroj: autor

Z obrazku muzeme vidét, ze pokud mame t¥i prvky, mame 6 moznosti, jak je usporadat
(setfadit). Pokud méme dva prvky méame 2 moznosti a jeden prvek mame 1 moznost.
V piipad¢€, Ze mame nula prvkd, tak nemame zadnou moznost, jak dany prvek sefadit,

ale to je prave ta 1 moznost, jak dany prvek usporadat (nijak). Proto 0! = 1.

11



1.3 Variace bez opakovani

Dalsi z dulezitych kombinatorickych pojmu jsou variace.

k-Clenna variace z n prvkl je usporadana k-tice sestavena z té€chto prvku tak, ze kazdy
prvek se v ni vyskytuje nejvyse jednou.
Pocet V(k,n) vSech k-Clennych variaci z n prvka je
Vikn)=n(n—-1)(n—-2)..(n—-k+1)
(Calda, Dupac, 1993, s. 13-14)

Mame »n navzajem raznych prvka a pfirozené Cislo k£, k < n. Pro vybér prvniho ¢lenu
usporadané k-tice mame n» moznosti (zde mize byt libovolny ¢len z n prvki). Po prvnim
vybéru mame na vybér druhého ¢lenu uz jen n-1 moznosti (zde nemuze byt Clen, ktery
jsme jiz vybrali na prvni misto). Po vybéru prvniho a druhého ¢lenu mame na vybér
ttetiho ¢lenu uz jen n-2 moznosti a tak dale, az pro vybér k-tého lenu mame po vybéru
vSech predchozich ¢lent prave n-(k-1) moznosti. Lze to znazornit schematicky takto:

(Calda, Dupac, 1993, s. 13)

usporadana k-tice 1.¢clen| 2.Clen | ... | (k-1)-niClen | k-ty Clen
moznosti vybéruzn prvka | n n-1 n-(k-2) n-(k-1)
Tabulka 1: Variace bez opakovani: zdroj: Calda, Dupac, 1993, s. 13

Priklad: Kolik pfirozenych trojcifernych ¢isel mtizeme vytvotit z Cislic 1,2,3,4,5 pokud

kazda cislice se v daném cisle vyskytuje pouze jednou.

OO0

Obrdazek 4: Cisla, zdroj: autor
ReSeni: Priklad miZeme fesit podle pravidla soucinu, které jiz zname, ale tento piiklad
je klasickym piikladem variace bez opakovani. Jde o tficlennou variaci z 5 prvku, kde
muzeme pouzit vzorec: V(k,n) = n(n—1)(n — 2) ...(n — k + 1), kde & znaci velikost
té skupiny (v naSem pripadé trojciferna ¢isla), kterou chceme vytvofit a n je poCet prvki,

které mame na vybér (pét Cislic — 1,2,3,4,5).

Vik,n)=n(n—-1)(n—-2)..(n—k+1)
V(3,5 = 55-1)(5-2)=5-4-3 = 60

Odpovéd’: Mlizeme vytvorit 60 pfirozenych trojcifernych cisel.

12



1.4 Permutace bez opakovani

Dalsi z dulezitych kombinatorickych pojmu jsou permutace.

Permutace z » prvka je kazda n-Clenna variace z té€chto prvka.
Jinak feCeno permutace z n prvki je usporadana n-tice sestavena z téchto prvku tak, ze
kazdy se v ni vyskytuje pravé jednou.
Pocet P(n) vSech permutaci z » prvku je
Pm=nl=1-2-3:-..-(n—-1)-n
P(n) =V(n,n) =nl!
(Calda, Dupac, 1993, s. 17-18)

Permutace jsou zvlastni pfipad variaci, kdy n = k. Pocet usporadani konec¢ného poctu
prvku, kdy se kazdy prvek vyskytuje praveé jednou, se nazyva permutace bez opakovani.

(Janurova, Janura, Svoboda, 2011, s. 232)

Priklad: Kolik pfirozenych Cisel mizeme vytvorit z Cislic 1,2,3,4,5 pokud kazda Cislice

se musi v daném cisle vyskytnout pravé jednou?

ReSeni: Je jasné, ze budeme hledat péticiferna &isla ze zadanych &islic. Hledame tedy

kolik mame na kazdé pozici moznosti pro dosazeni.

Prvni Cislici mizeme vybrat z 5 moznosti: (1,2,3,4,5). Vybereme si napr. Cislo 3.

3
Druhou ¢islici mizeme vybrat ze 4 moznosti: (1,2,4,5). Vybereme si nap¥. Cislo 5.

35___

Treti Cislici mizeme vybrat ze 3 moznosti: (1,2,4). Vybereme si nap¥. Cislo 2.
352 __

Ctvrtou &islici mazeme vybrat ze 2 moznosti: (1,4). Vybereme si nap¥-. &islo 4.
3524 _

Patou Cislici mtizeme vybrat uz jen z 1 moznosti: (1). Proto vybereme Cislo 1.
35241

Délame tedy permutace z péti prvki:
P(n) = n!

P(5)=5/=5-4-3-2-1=120

Odpovéd’: Muzeme vytvorit 120 prirozenych Cisel, kde se prave kazda z Cislic vyskytuje

prave jednou.

13




1.5 Kombinace bez opakovani

k-clenna kombinace z n prvkl je neusporadana k-tice sestavena z téchto prvku tak, ze
kazdy se v ni vyskytuje nejvyse jednou.
Pocet K(k,n) vSech k-Clennych kombinaci z n prvki je
n!
“k-(n-k)!
(Z) se nazyva kombinacni ¢islo (Cteme » nad k) (Calda, Dupac, 1993, s. 25-27)

K(kn) = (Z)

Kombinace se vyrazné li§i od variaci a permutaci tim, Ze nezalezi na potadi prvku.

Budeme ale opét pozadovat, aby se zadny prvek neopakoval.

Priklad: Na Sachovy turnaj, kde hraje , kazdy s kazdym® se pfihlasilo pét hraci. Tomas,
Honza, Michal, Jakub a Adam. Vypi§ vS§echny mozné zapasy a vypocite] pomoci vzorce,
kolik zapast se celkem odehralo?

ReSeni: Zde je nutné Zaky upozomit na to, Ze v piipads, ze hraje ,kazdy s kazdym,
nezalezi na poradi a neni nutné, aby napt. Tomas, ktery hral s Honzou, chtél opét hrat

Honza s Tomasem.

Tomas-Honza - —_— — —

Tom4as-Michal Honza-Michal - — —

Tomas-Jakub Honza-Jakub Michal-Jakub -— -—
Tomas-Adam Honza-Adam Michal-Adam Jakub-Adam -—
n n!
K(k,n) = =
(k) (k) Kl -(n—k)!

k(25 _()_ 5! _ 5! _5-4-}!_20_10_10
(25) = 2/ 20-(5=2)!" 21-31 20.30 2 1

Odpovéd’: Odehralo se celkem 10 zapasa.

Priklad: Mame 7 fotbalist a 3 stejné fotbalové mice. Kolika zpisoby Ize rozdélit mice
mezi fotbalisty za pfedpokladu, ze 1 fotbalista dostane jen 1 mic?
ReSeni: V tomto piikladu si vybirame trojice ze 7 prvka (fotbalistd), kdy nezalei na
poradi, vjakém jednotlivé prvky vybereme, protoze dana trojice dostane stejny mic.
Jedna se o kombinace bez opakovani, takze dosadime do vzorce.

7! 70 7-6:5-M 765

K(3,7) = (7) = = = 35
3) T3 73 3.4l 34 7

Odpovéd’: Mice mezi fotbalisty 1ze rozdélit 35 zpusoby.

14



Zakladni pojmy kombinatoriky s opakovanim

1.6 Variace s opakovanim

k-¢lenna variace s opakovanim z » prvka je usporadana k-tice sestavena z té€chto prvku
tak, ze kazdy se v ni vyskytuje nejvyse k-krat.
Pocet V'(k,n) vSech k-Clennych variaci s opakovanim z n prvku je
V'(k,n) =nk
Pro odvozeni vzorce se pouzije kombinatorické pravidlo soucinu:

Viikkn)=n-n-n-...n=nk

U variaci bez opakovani jsme zjistovali pocet vybéra prvka, kde zalezelo na poradi a kde
se kazdy prvek vyskytoval nejvySe jednou. Jediny rozdil u variaci s opakovanim je ten,
ze se mohou jednotlivé prvky ve vybéru opakovat. (Calda, Dupac, 1993, s. 35-37)

Lze to znazornit schematicky takto:

usporadana k-tice 1.¢len | 2.¢len | ... | (k-1)-ni Clen | k-ty Clen
moznosti vybéru z n prvkl
s neomezenym poctem

Tabulka 2: Variace s opakovanim, zdroj: Calda, Dupac, 1993, s. 36

n n n n

Pouzijeme podobny ptiklad jen s mensi upravou jako u variaci bez opakovani:
Priklad: Kolik ptirozenych trojcifernych cisel miizeme vytvofit z Cislic 1,2,3,4,5 pokud
se Cislice mohou opakovat.
ReSeni: Jde o tii¢lennou variaci z 5 prvkil, kde miizeme pouzit vzorec: V'(k, n) = n¥ kde
k znaci velikost té skupiny (v nasem pripadé trojciferna Cisla), kterou chceme vytvofit a
n je pocet prvku, které mame na vyber (pét Cislic — 1,2,3,4.5). Lze to fesit:
a) Podle pravidla soucinu:
Prvni Cislici mizeme vybrat z 5 moznosti:
5__
Druhou ¢islici mizeme vybrat opét z 5 moznosti:
55_
Treti Cislici mizeme vybrat opét z 5 moznosti:
555
Vysledek: 5-5-5 =125

b) Podle vzorce:

V'(k,n) =nkf - V'(3,5) =53 =125

Odpovéd’: Mlzeme vytvorit 125 ptirozenych trojcifernych cisel.
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1.7 Permutace s opakovanim

Permutace s opakovanim z n prvku je usporadana k-tice sestavena z téchto prvku tak,
ze kazdy se v ni vyskytuje aspon jednou.

Pocet P'(kq, k, ..., k,) permutaci s opakovanim z n prvki, v nichz se jednotlivé prvky
opakuji k4, k5, ..., ky-krat, je

(ky + ky + -+ kp)! n!
P’ =
(ky ke, . Ben) kilky! ..k, 0 Ml nyl-npl- ..y

(Calda, Dupac, 1993, s. 41-42; Janurova, Janura, Svoboda, 2011, s. 232)

Priklad: Kolik ruznych péticifernych Cisel je mozné vytvorit z Cisel 7,8,9, pokud:
a) se Cislice 7 vyskytuje dvakrat, Cislice 8 dvakrat a cislice 9 jedenkrat?

b) se Cislice 7 vyskytuje trikrat, Cislice 8 jedenkrat a Cislice 9 jedenkrat?

a)

ReSeni: Budeme hledat péticiferna &isla ze zadanych &islic. Protoze mame 2x sedmicku,

2x osmicku a 1x devitku, mize to vypadat nasledovne:

77889nebo9887 7nebo78789 ...

ki +ky+ -+ ky)!
P’(kl,kz,...,kn)=( 1 2 n) —

Kl ky! k!
, (2+2+1)! 5! 120
P2l =—s =~ 7 = %Y

Odpovéd’: Muzeme vytvorit 30 riznych péticifernych Cisel.
b)
Reseni: Budeme hledat péticiferna &isla ze zadanych &islic. Protoze mame 3x sedmicku,

1x osmicku a 1x devitku, muze to vypadat nasledovne:

77789nebo98777nebo78797 ...

' (k1+k2++kn)l
Pl ez oo ben) = === =

B+1+D! 5 _5-4-/3/!_20_20

P'GLD =— EIETE TR TR TR

Odpovéd’: Muzeme vytvorit 20 riznych péticifernych Cisel.
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1.8 Kombinace s opakovanim

k-clenna kombinace s opakovanim z » prvkul je neusporadana k-tice sestavena z t&chto]
prvku tak, Ze kazdy se v ni vyskytuje nejvyse k-krat.
Pocet K'(k, n) vSech k-Clennych kombinaci s opakovanim z n prvki je
n+k-1
e )

Obecné plati: K'(k,n) = P'(k,n—1) = ’;T((: i)), (n+k D)

K'(kn) = (

(Calda, Dupag, 1993, s. 47-48)]

Priklad: Mame fotbalistu a 3 rizné barvy fotbalovych mica: Cervena, zluta a bila. Kolika

zpusoby si fotbalista miize vybrat 5 mica?

L
Obrazek 5: Fotbalista, zdroj: freepik.com

ReSeni: V tomto piikladu si vybirame pétice (k) ze 3 prvkad (1), kdy nezaleZi na potadi,
v jakém jednotlivé prvky vybereme. Fotbalista si vybira 5 mica, protoze na vybeér jsou
jen 3 barvy, tak si musi vybrat danou barvu vicekrat, takze se jedna o kombinace

s opakovanim.

Dosadime do vzorce:

K'(k,m) = (n + ]I‘\: - 1)

K'(53) <3+5—1> (7) 7! _7-6-50 42 _ 1
’ 5 5) T 51(7—5) 52! 1
Odpovéd’: Fotbalista si muze vybrat 21 zptisoby pét micu ze tfi barev.
Zluta bila Celkem

w3 ) e[ Ay RN RN Ry
5 | OO® 9@ |- o on el S 3
441 G000V ® | cc e i @ [ L;L‘.’ui'm, 6
3+2 @08 -eee s tr sttt e e | s 6

w3y /%% | e3 w3y w3y e 3 39
v | @@ @ ) e e S @S S S @ B s

3 e 3 3y T3y s
2¢2+1 Qoww@zi‘»:-,w-UO&&..w 3
MozZnosti 7 7 21

Obrazek 6: Ukdzka reSeni prikladu kombinace s opakovanim, zdroj: autor
Fotbalové mice, zdroj: freepik.com
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2. Pravdépodobnost

Teorie pravdépodobnosti je matematicka disciplina, ktera zkouma nahodné pokusy a
nahodné jevy. Pravdépodobnost je vlastné Sance, ze se stane néjaky jev. Matematicka
teorie pravdépodobnosti pouziva slova, jako jsou pravdépodobnost, nad€je, Sance. Jaka
je pravdépodobnost, ze zitra vyhraji v kartach? Jakou mam nadé&ji, ze zitra potkam

Elisku? Jaka je Sance, ze zitra porazim Petra? (Crilly, 2007)

Zakladni pojmy pravdépodobnosti

2.1 Nahodné pokusy

Nahodné pokusy jsou pokusy, které i pii dodrzeni piredepsanych podminek mohou vést
k raznym vysledkiim. Vysledky pokust zavisi nejen na predepsanych podminkach, ale
také na nahodé. Klasickymi nahodnymi pokusy jsou tah sportky, hod hraci kostkou, hod
minci, michani karet. ...

U vsech nahodnych pokust budeme predpokladat, ze pfedem vime vSechny mozné
vysledky, které mohou nastat. Vysledky se budou navzajem vylucovat (pokud nastane
jeden, nemuze nastat druhy), ale zarover jeden z nich nastane vzdy (nenastane zadny jiny
vysledek, nez ktery jsme predpokladali).

Mnozinu vSech moznych vysledkii nahodného pokusu budeme znacit Q (Omega), jeji
libovolny prvek pismenem . Ve skolské matematice bude mnozina Q vzdy kone¢na.

(Calda, Dupac, 1993)

2.2 Nahodné jevy

Nahodny jev je podmnozina mnoziny v§ech moznych vysledku nahodného pokusu, ktery
zna¢ime velkymi pismeny: A, B, C...

Znalost ptirodnich zakon nam umoziuje presné predvidat, ze pokud napfiklad vyhodime
minci smérem nahoru, mizeme si byt jisti, Ze bude padat smérem dold. Neni ale mozné
presné urcit, kterou stranou tahle mince padne vzharu. Panna nebo orel? To urcuje

nahoda. (Ptocki, Tlusty 2007)

Obrazek 7: Mince, zdroj: freepik.com
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2.3 Klasicka definice pravdépodobnosti — Laplaceovo schéma

[Necht' je dana konecna mnozina Q jevu, které jsou stejné ,,mozné“, jev A je libovolna

podmnozina mnoziny Q. Pravdépodobnost jevu A nazyvame ¢islo
P(A) ="
n

kde m je pocet prvkd mnoziny A (m < n), n je pocet prvkd mnoziny Q.

(Janurova, Janura, Svoboda, 2011, s. 238)

Priklad: Jaka je pravdépodobnost, ze pfi hodu kostkou padne cislo 3?
ReSeni: Mnozina Q jsou viechny moznosti, které mohou nastat pfi hodu kostkou:

Q=1{1;2;3:4;5;

6}. Mnozina A jsou moznosti, které chceme, aby nastaly. V nasem ptipade

je to jen jedna moznost a to Cislo 3. A= {3}.

m
PU) =—

1

Odpovéd’: Pii hodu kostkou padne ¢islo 3 s pravdépodobnosti % .

Priklad: Jaka je pravdépodobnost, Ze pfi hodu kostkou padne liché ¢islo?

ResSeni: Mnozina Q jsou vSechny moznosti, které mohou nastat pfi hodu kostkou:

2TT 5 1Y

Q=1{1;2;3;4;5;6}. Mnozina A jsou moznosti, které chceme, aby nastaly. V nasem piipadé

jsou to vSechna licha Cisla: A = {1;3;5}.

m

3 1
P(1,3,5) = g = z
nebo:
1
P(1) = P(3) =P(5) = Z

Z toho vyplyva:

P(1)+P(3)+P(5) = +1+1—3—1
N 6 6 6 2

=

Odpovéd’: Pii hodu kostkou padne liché Cislo s pravdépodobnosti % .
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2.4 Vlastnosti pravdépodobnosti

Pravidlo 1

Pro libovolnou mnozinu A € Q plati:

(¢teme: mnozina A je podmnoZinou mnoZiny Omega)

a) Pravdépodobnost je vzdy nezaporné Cislo a pohybuje se mezi 0 a 1.
P(A) €(0;1)

(Janurova, Janura, Svoboda, 2011; Kyselova, Richtarikova, Zovincova, 2009, s. 149)f

b) Jestlize jev A neni vysledkem zadného nahodného pokusu, pak jev A nazyvame
nemozny. A = @

(Cteme: A je prazdna mnozina) (@ - mnozina, ktera neobsahuje zadny prvek)
P(A) =P®) =0

(Janurova, Janura, Svoboda, 2011, s. 238; Kyselova, Richtarikova, Zovincova, 2009)

Priklad: Jaka je pravdépodobnost, Ze na hraci kostce padne Cislo 7?
ReSeni: Tato situace nemdZe nastat, protoze na hraci kostce jsou jen Cisla: (1,2,3,4,5,6).
Jev A je nemozny. P(A) =0

Odpovéd’: Pravdépodobnost, ze na hraci kostce padne ¢islo 7 je nulova (nemozna).

c) Jestlize jev A je vysledkem kazdého nahodného pokusu, pak jev A nazyvame jisty.
A=0Q
P(A)=P(Q) =1

(Janurova, Janura, Svoboda, 2011, s. 238; Kyselova, Richtarikova, Zovincova, 2009)

Priklad: Jaka je pravdépodobnost, Ze na hraci kostce padne ¢islo mensi nebo rovno 6?

3,4,5,6).

275 TOY S

ReSeni: Tato situace musi nastat, protoze na hraci kostce jsou pravé &isla: (1,2
JevAjejisty. P(A) =1

Odpovéd’: Pravdépodobnost, ze na hraci kostce padne Cislo mensi nebo rovno 6 je

- R

stoprocentni (jista).

B G

Obrazek 8: Hraci kostky, zdroj: freepik.com
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Pravidlo 2

Pro libovolnou mnozinu A € Q plati:

P(A)) =1-P(A)
Jevy A, A" nazyvame opacné (ANA" =0aAUA =Q).
Jev A’ se nazyva doplnék jevu A vzhledem k mnoziné Q.

(Janurova, Janura, Svoboda, 2011, s. 239; Kyselova, Richtarikova, Zovincova, 2009)

Primik Sjednoceni

(N - prunik, U - sjednocenti)

Obrazek 9: Grafické znazornéni priniku a
sjednoceni dvou mnoZin, zdroj: autor
Priklad: Jaka je pravdépodobnost, Ze na kostce nepadne Cislo 2?
ReSeni: Tento priklad vypotitame pomoci opaéného jevu A’. Chceme, aby nam padly
cisla: (1,3,4,5,6), ale pro nas bude jednodussi si fict, ze chceme, aby nam padla 2, o které

jiz vime, ze jeji pravdépodobnost pii hodu kostky je % . Od vsech jevi, které mohou nastat

pii hodu kostkou, odecteme % (v naSem pripadé Cislo 2) a ziskame jev, ktery potfebujeme.

P(A)=1-PA) =1 1_6_ 1.5
N N 6 6 6 6

Odpovéd’: Pravdépodobnost, ze na kostce nepadne Cislo 2 je g .

Pravidlo 3

Pro libovolné mnoziny A € Q, B € Q plati:

P(AUB) = P(A) + P(B) — P(AN B)

Kyselova, Richtarikova, Zovincova, 2009, s. 149)

Priklad: Jaka je pravdépodobnost, ze pii hodu kostkou padne liché ¢islo (jev A) nebo
Cislo vétsi nez 3 (jev B)?

ReSeni: Mame mnoZinu A = {1,3,5} amame mnozinu B = {4,5,6}, pouzijeme vzorec pro
sjednoceni, kde musime odecist prunik (to jsou Cisla, ktera se nachazi v obou mnozinach,

u nas je to ¢islo 5).

o w
o w
[
N -
o Lt

P(AUB) =P(A)+P(B)—P(ANB) ==+

Odpovéd’: Pravdépodobnost, ze pii hodu kostkou padne liché nebo vétsi Cislo nez 3 je Z'
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Pravidlo 4

Pro libovolné mnoziny A cQ, Bc QaA N B = ( plati:
P(AUB) =P(A) + P(B)

Kdyz A N B = @, pak jevy nazyvame disjunktni (vzajemné neslucitelné — nemaji zadny

spoleCny prvek).

Kyselova, Richtarikova, Zovincova, 2009, s. 149)

Priklad: Jaka je pravdépodobnost, ze pii hodu kostkou padne liché Cislo (jev A) nebo
Cislo 2 (jev B)?

Reseni: Mame mnozinu A = {1,3,5} a mame mnozinu B = {2}. Pouzijeme vzorec pro

sjednoceni. Prinik nemusime odecitat, protoze nemaji zadny spolecny prvek.
P(AUB)—P(A)+P(B)—3+1—4—2
- 6 6 6 3

Odpovéd’: Pravdépodobnost, ze pfi hodu kostkou padne liché ¢islo nebo cislo 2 je %

2.5 Nezavislost jevu

Jevy A, B se nazyvaji nezavislé (jev A neni zavisly na jevu B a naopak), jestlize plati:
P(AnB)=P(A) - P(B)

(Janurova, Janura, Svoboda, 2011, 5.240)

Priklad: Mame Cervenou a zelenou kostku. Budeme predpokladat, ze na Cervené kostce
padne Cislo 3 (jev A) a soucet obou kostek bude 7 (jev B). Jsou tyto jevy nezavislé?
Re3eni:

Mame dvé kostky (dva hody): Q =36 (6 - 6)

Jev A: na Cervené kostce padne ¢islo 3 = {(3;1), (3;2), (3;3), (3:4), (3;5), (3;6) } = vysledky
pozitivni jevu A (6 moznosti).

Jev B: soucet obou kostek bude 7 = {(6;1), (5:;2), (4;3), (3:4), (2;5), (1;6)} = vysledky
pozitivni jevu B (6 moznosti).

Kdyz vime, ze nam na Cervené kostce padlo Cislo 3, potom pozitivni vysledek jevu B je

kombinace (3:4).
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) = 6 1 P(B) = 6 1
36 6 36 6

1
P(ANB) =

1
P(A)-P(B) =<

Odpovéd’: Jevy jsou na sebe nezavislé.
V ptipadé nerovnosti jsou to jevy zavislé. Uvedeme si na prikladu:

Priklad: Mame Cervenou a zelenou kostku. Budeme pfedpokladat, ze na Cervené kostce
padne Cislo 3 (jev A) a soucet obou kostek bude 8 (jev B). Jsou tyto jevy nezavislé?
Re3eni:

Mame dvé kostky (dva hody): Q =36 (6 - 6)

Jev A: na Cervené kostce padne ¢islo 3 = {(3;1), (3;2), (3;3), (3;4), (3.5), (3;6) } = vysledky
pozitivni jevu A (6 moznosti).

Jev B: soucet obou kostek bude 8 = {(6;2), (5;3), (4;4), (3.5), (2;6)} = vysledky pozitivni
jevu B (5 moznosti).

Kdyz vime, ze nam na Cervené kostce padlo Cislo 3, potom pozitivni vysledek jevu B je

kombinace (3:5).

6 1 5
PA)=—=>  P(B)=—

36 6 36
1
P(ANB) =—
1 5 5
PA)-PB) =535 =715

P(AnB) = P(A) - P(B)

1¢1
36 6

5
36

Odpovéd’: Jevy nejsou na sebe nezavislé (jevy jsou zavislé).
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2.6 Podminéna pravdépodobnost

Pravdépodobnost jevu A za predpokladu, ze jev B jiz nastal, se nazyva podminéna

pravdépodobnost P(A|B) jevu A.

P(ANB)

P(AIB) =—5 s

P(B) # 0

(Janurova, Janura, Svoboda, 2011, s.239)

Priklad: Mame Cervenou a zelenou kostku. Jaka je podminéna pravdépodobnost, Ze na
Cervené kostce padla 3 za podminky, ze padl soucet 77

Reeni:

Mame dvé kostky (dva hody): Q =36 (6 - 6)

Jev A: na Cervené kostce padla 3 = {(3;1), (3;2), (3;3), (3:4), (3;5), (3;6)} = vysledky
pozitivni jevu A (6 moznosti).

Jev B: padl soucet 7= {(6;1), (5;2), (4;3), (3:4), (2;5), (1,6)} = vysledky pozitivni jevu B
(6 moznosti).

Kdyz vime, ze nam na Cervené kostce padla 3, za podminky, ze padl soucet 7, potom

pozitivni vysledek je kombinace (3:4).

6 1 6 1
P =35=5 B =375

1
P(AﬂB):%

P(ANB) 16 1
P(A|B)=———36——I =

P(B) 1 36
6

Odpovéd’: Podminéna pravdépodobnost, ze na Cervené kostce padla 3 za podminky, ze

padl soucet 7 je& .

Obrazek 10: Hraci kostky, zdroj: freepik.com
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3. Statistika

Statistika pracuje (podobné jako pravdépodobnost) s hromadnymi jevy. Sbira, zpracovava
a vyhodnocuje udaje. Statisticky soubor (napt. obané Olomouce) obsahuje statistické
jednotky (napf. obCany), u nichz se sleduji statistické znaky (napt. vyse platu, pocet déti).
Data se zaznamenavaji do tabulek a zobrazuji se grafy pomoci vypocetni techniky.

(Ridk4, Blahunkova, Chara, 2013)

Zakladni pojmy statistiky

3.1 Statisticky soubor, statistické jednotky, rozsah souboru

Statisticky soubor je koneCna neprazdna mnozina ziskand na zakladé statistického
pozorovani (zkoumani), jejiz prvky maji urcité spolecné vlastnosti. Prvky této mnoziny
jsou nazyvany statistické jednotky. Statistickym souborem jsou napt. zaci vybrané tridy,
Clenové sportovniho druzstva. Pocet vSech prvki statistického souboru se nazyva rozsah
souboru, ktery se znaci pismenem n, N. Je to napft. pocet zaka vybrané tfidy, pocet ¢lend

sportovniho druzstva. (VoSicky, 1996)

3.2 Statisticky znak

Statisticky znak je spolecna vlastnost prvku statistického souboru. Jednotlivé udaje znaku
se nazyvaji hodnoty znaku a znaci se: x4, Xy, ..., Xp,.

Kvalitativni znak byva vyjadien slovnim popisem (napf. pohlavi, povolani, narodnost,
barva vlasu, ...).

Kvantitativni znak byva vyjadren Cislem (napf. vyska, vaha, vék, pocet zakua...).

(Vosicky, 1996)

3.3 Absolutni Cetnost

Absolutni Cetnost je pocet prvka dané tiidy. Udava, kolikrat se v souboru vyskytuje
hodnota daného znaku.
Oznaceni (pro k-tou tfidu): ny, Ny,

Soucet poctu prvka jednotlivych tiid je roven rozsahu daného souboru.

n+n,+--+n,=n

(Janurova, Janura, Svoboda, 2011)
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3.4 Relativni Cetnost

Pomér poctu prvkll dané tfidy statistického souboru k rozsahu tohoto statistického
souboru, se nazyva relativni Cetnost.
Oznaceni (pro A-tou tfidu): ¢

Cp =—

ny — pocet prvka k-té tridy

n — rozsah souboru (Janurova, Janura, Svoboda, 2011)

Piiklad: Zaci tiidy 7.B psali matematicky test. Dostali nasledujici znamky:

Znamka 1 2 3 4 5
Pocet zakl (Cetnost) ny, 6 7 3 3 1
Tabulka 3: Znamky tidy 7.B, zdroj: autor

Urcete relativni Cetnost zaka, ktefi ziskali: a) 1

b) 3

c)S
ReSeni: Abychom byli schopni vypogitat relativni Setnost, musime znat absolutni Eetnost
(celkovy pocet zakt 7.B). Absolutni Cetnost vypocitame tak, ze seCteme vSechny zaky.

n1+n2+“‘+nk:n
61+72+33+34+15:20

Absolutni Cetnost (pocet zakli 7.B) je 20 (n).

Ng

Ck_n
03 3=309
ATy T2 10 TN

n 3
=B 2 _015=159
ST T 20 %

n 1
=5 . —005=59
5= 720 %

Odpovéd’: Relativni Cetnost zaku 7.B, ktefi ziskali znamku:
a) 1je 0,3 (30 %)

b)3je 0,15 (15 %)

c) 5je 0,05 (5 %)
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3.5 Rozdéleni ¢etnosti — grafické znazornéni

Rozd¢leni Cetnosti Ize znazornit graficky.
Spojnicovy diagram neboli polygon cetnosti ziskame spojenim bodi useckami. Prvni
soufadnice je hodnota kvantitativniho znaku (v nasem piipadé znamka 1-5), druha

soufadnice je odpovidajici Cetnost (v nasem piipadé pocet zaku). (Calda, Dupac, 1993)

Spojnicovy diagram vysledku matematického testu t¥idy 7.B

8
7
6
N 5
2
>N 4
-
o 3
<
A 2
1
0
1 2 3 4 5
Znimky

Graf 1: Spojnicovy diagram, zdroj: autor
Kruhovy diagram neboli vysecovy graf znazoriiuje rozdéleni Cetnosti kvalitativniho
znaku. Riznym hodnotam znaku odpovidaji kruhové vysece, jejichZ plo§né obsahy jsou
umérné Cetnostem. Jednotlivé vysecCe jsou od sebe rozliSeny barvami nebo typem

Srafovani. (Calda, Dupac, 1993)

Vysecovy graf vysledkia matematického testu t¥idy 7.B

5
5%

[
m2
m3
15%

m4

H5

2

35%

Graf 2: Vysecovy graf, zdroj: autor
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Histogram se pouziva pro zobrazeni intervalového rozdéleni Cetnosti. Délky intervalt
vyjadiuji Sitky sloupct, vysky sloupct odpovidaji Cetnostem. V pfipad€, ze intervaly
nejsou stejné dlouhé, musi byt Cetnostem rovna plocha obsahu sloupcti, nikoli vyska.

(Calda, Dupac, 1993)

Histogram vysledkii matematického testu ti'idy 7.B

Pocet zZaku
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Graf 3: Histogram, zdroj: autor

Dalsim z mnoha graft, které se pouZzivaji, je sloupcovy graf, ktery se od histogramu lisi

tim, Ze se sloupce navzajem nesmi dotykat.

Sloupcovy graf vysledka matematického testu tiidy 7.B
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Graf 4: Sloupcovy graf, zdroj: autor
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3.6 Aritmeticky prumér

Aritmeticky primeér X hodnot x4, x; ..., X, kvantitativniho znaku x je dan podilem souctu

hodnot znaku a jejich poctu:

n

_ X txyt+tx, 1
n n :

i=1
Z je symbol sumy

i —je index, ktery zacina hodnotou 1 a kon¢i hodnotou »
x; jsou jednotlivé ¢leny, které sc¢itame:

Xi =Xy +Xp + -+ xp, (Vosicky, 1996)

Piiklad: Zaci tiidy 7.B psali matematicky test. Dostali nasledujici znamky:
1,2,3,3,1,2,1,41,523,1,42,14222. Urdete aritmeticky primér téchto zndmek

(pramérnou znamku) z matematického testu tiidy 7.B.

ReSeni: Secteme viechny prvky (znamky) dohromady a podélime celkovym po&tem.

Xyt xy et xy,
X = =
n

14+24+3+3+14+24+1+4+14+5+2+3+14+4+2+1+44+2+2+2

20
46 23,
20 10~
=23

Odpoveéd’: Aritmeticky primér znamek z matematického testu tfidy 7.B je 2,3.

Pocitame-li aritmeticky prameér ztabulky rozdé€leni Cetnosti, musime ovSem kazdou

hodnotu x; nasobit jeji Cetnosti, pouzijeme vzorec:

k

_ Ny xyptngrxy e tnex, 1

X = = - n; - x;
n

n

=1
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Uvedeme si stejny ptiklad, ale s pouzitim tabulky si ukdzeme zjednoduseni (zkraceni)
vypoctu.

Piiklad: Zaci tiidy 7.B psali matematicky test. Dostali nasledujici znamky:

Znamka 1 2 3 4 5
Pocet zakl (Cetnost) ny 6 7 3 3 1

Tabulka 4: Znamky tiidy 7.B, zdroj: autor

Urcete aritmeticky pramér t€chto znamek (primérnou znamku) z matematického testu

tiidy 7.B.

_ ng-x;y+ny-x;+--+n,-x,
X = =
n

_6:1+7-2+3-3+3-4+1-5 6+14+9+12+5 46 23
N 20 N 20 20 10

2,3

x=23

Odpoveéd’: Aritmeticky primér znamek z matematického testu tfidy 7.B je 2,3.

3.7 Modus

Hodnota znaku, ktera se mezi prvky statistického souboru vyskytuje nejcastéji, se nazyva
modus.

Oznaceni: Mod (x) nebo X

(Janurova, Janura, Svoboda, 2011, s. 243)

3.8 Median

Hodnota prostfedniho ¢lenu mezi prvky statistického souboru, usporadanymi podle
velikosti, se nazyva median. Je-li rozsah souboru n sudé ¢islo, je median aritmetickym
prumérem hodnot dvou stiednich prvka.

Oznaceni: Med (x) nebo X

(Janurova, Janura, Svoboda, 2011, s. 243)
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Piiklad: Zaci tiidy 6.A psali matematicky test, ze kterého dostali tyto znamky:
1,2,4,2,5,1,1,2,1,3,3,4,1,3,2,1,1,3,4,5,3. UrCete modus a median z téchto znamek.

ReSeni: Pro lepsi piehlednost si udélame tabulku, ze které jsme schopni lépe vy&ist

modus (nejcastéji vyskytovana hodnota z danych prvki) a median (prostfedni hodnota

z danych prvka).
znamka 1 2 3 4 5
cetnost 7 4 5 3 2

Tabulka 5: Znamky tridy 6.4, zdroj: autor
Z tabulky vidime, Ze se nejcastéji vyskytuje znamka 1, proto plati:
x=1
Pfi ureni medianu si sefadime prvky (znamky) souboru podle velikosti a urime

prostfedni hodnotu:1,1,1,1,1,1,1,2,2,2.2.3.3,3.3.3,44,4,5,5

2T TS TS TOITOTOIITOITOTOTOLTOTOTS TS Ty oY

Odpovéd’: Modus je znamka 1 a median je znamka 2.
Uvedeme si dalsi priklad, kde bude sudy pocet prvki (znamek).

Piiklad: Zaci tiidy 6.B psali matematicky test, ze kterého dostali tyto znamky:
1,2,4,25,1,1,2,1,3,3,4,1,3,2,1,1,3,4,5,3,5. UrCete median z t€chto znamek.

2T TOTOT S ST NTONT T NOTOATO Ay 0Ty oV oY

ReSeni: Budeme postupovat stejnym zpiisobem jako u minulého piikladu.

znamka 1 2 3 4 5
cetnost 7 4 5 3 3

Tabulka 6: Znamky tridy 6.B, zdroj: autor

Pfi urCeni medianu si sefadime prvky (znamky) souboru podle velikosti a urCime

prostfedni hodnotu:1,1,1,1,1,1,1,2,2,2,2.3.3,3,3,3,4,4,4,5,5,5

DO IO DD DD DD D D e e
111111122 22333334445 55

Pocet prvka (znamek) je sudé Cislo. Medianem je aritmeticky prumér dvou stiednich

prvka (znamek) 2 a 3.

~_2+3._25
¥=——=2

Odpovéd’: Median téchto znamek je 2,5.
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4. Kombinatorika, pravdépodobnost a statistika ve vyuce na 2.
stupni ZS
4.1 Ramcové vzdélavaci programy
Ramcové vzdélavaci programy (RVP) vydava Ministerstvo Skolstvi, mladeze a
t&lovychovy (MSMT) po projednani s piislusnymi ministerstvy. RVP tvoii obecn&
zavazny ramec pro tvorbu skolnich vzdélavacich programi skol vSech obord vzdélani. V
Ceské republice byly zavedeny zakonem & 561/2004 Sb., o piedskolnim, zakladnim,
sttednim, vy$§im odborném a jiném vzdelavani (Skolsky zakon). RVP stanovi predev§im
konkrétni cile, formy, délku a povinny obsah vzd€lavani, organizacni usporadani,
profesni profil, podminky prabéhu a ukoncovani vzdélavani, podminky pro vzdélavani
zaki se specialnimi vzdélavacimi potfebami, organiza¢ni podminky, podminky
bezpecnosti a ochrany zdravi. (RVP 2017)
4.2 Skolni vzdélavaci programy
Skolni vzdélavaci program (SVP) je kurikularni dokument, ktery vytvaii pedagogidti
zaméstnanci kazdé Skoly v Ceské republice, na zakladé ramcovych vzdélavacich
programu, podle kterého se uskuteciuje vzdélavani na jednotlivych skolach. Je vydavan
a zvefejnén reditelem Skoly na pfistupném misté ve Skole nebo Skolském zafizeni a na
internetovych strankach pfislusné skoly. Je voln€ dostupny komukoliv. (RVP 2017)
4.3 Ramcovy vzdélavaci program pro zakladni vzdélavani
Ramcovy vzdélavaci program pro zakladni vzdélavani (RVP ZV) navazuje na Ramcovy
vzdélavaci program pro predskolni vzdélavani (RVP PV). RVP ZV je otevieny dokument,
ktery se obnovuje podle ménicich se potieb spoleCnosti, zkuSenosti uciteld a podle
ménicich se potieb a zajmd zakd. Je rozdélen do 4 &asti. Cast A, B, C a D. Pro potieby
této bakalarské prace je klicova cast C, ktera obsahuje vzdélavaci oblast — Matematika a
jeji aplikace. (RVP ZV 2023)
4.4 Matematika a jeji aplikace
Vzdélavaci oblast Matematika a jeji aplikace je v zakladnim vzdélavani zalozena
predevSim pro vyuziti matematiky v realném zivoté. Pomaha ziskavat matematickou
gramotnost, logické mySleni. Klade duraz na dikladné porozuméni zakladnim
myslenkovym postupim a pojmam matematiky. Zaci se uéi vyuzivat prostfedky
vypocetni techniky (napf. kalkulacky, vhodné pocitacové softwary, vyukové programy) a

to umoziuje pristup k matematice i zakiim, kteti maji nedostatky v numerickém pocitani
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a v rysovacich technikach. Obor Matematika provazi celé zakladni vzdélavani (je
realizovan ve v§ech rocnicich) a vytvari zakiim podminky pro dalsi tispésné studium.

(RVP ZV 2023)

4.5 Matematika a jeji aplikace na 2. stupni

Vzdélavaci obsah vzdélavaciho oboru Matematika a jeji aplikace na 2. stupni je rozdélen
na Ctyfi tematické okruhy:

Cislo a proménna, kde si Zaci osvojuji aritmetické operace, udi se ziskavat &iselné udaje
meétfenim, odhadovanim, vypoftem a zaokrouhlovanim. Seznamuji se s pojmem
promeénna.

Ucivo: délitelnost piirozenych Cisel, cela Cisla, desetinna Cisla, zlomky, pomér, procenta,
mocniny a odmocniny, vyrazy a rovnice.

Zavislosti, vztahy a prace s daty, kde se zaci uci rozpoznavat urcité typy zmeén a
zavislosti, které jsou projevem béznych jeva realného svéta. UCi se, ze zménou mize byt
rast i pokles a ze zména mize mit i nulovou hodnotu. Tyto zmény a zavislosti zaci
analyzuji z tabulek, diagramt a grafi. Zkoumani téchto zavislosti vede k pochopeni
pojmu funkce.

Ucivo: zavislosti a data, funkce.

Do tematického okruhu Zavislosti, vztahy a prace s daty je zarazena statistika.
Geometrie v roviné a v prostoru, zde se zaci uci znazorfiovat geometrické utvary a
geometricky modelovat realné situace. Hledat podobnosti a odliSnosti atvart, které se
vyskytuji vSude kolem nés. UCi se porovnavat, odhadovat, méfit délku, velikost uhlu,
vypocitat obvod a obsah a zdokonalovat svtj graficky projev.

U¢ivo: rovinné utvary, metrické vlastnosti v roving, prostorové utvary, konstruk¢ni ulohy.
Nestandardni aplika¢ni ulohy a problémy, jsou dileZitou soucasti matematického
vzdélavani, pfi jejichz feSeni nestaci jen znalosti a dovednosti Skolské matematiky, ale je
potteba uplatnit také logické mysleni, kombinac¢ni tisudek, prostorovou predstavivost.
Tyto tlohy by meély prolinat v§emi tematickymi okruhy v prabéhu celého zakladniho
vzdélavani. Reseni logickych uloh, jejichz obtiznost zavisi na mife rozumové vyspélosti
zaka, posiluje védomi zaka ve vlastni schopnosti logického uvazovani.

Ucivo: ciselné a logické tady, Ciselné a obrazkové analogie, logické a netradicni
geometrické ulohy. (RVP ZV 2023)

Do tematického okruhu Nestandardni aplikaéni ulohy a problémy je zafazena

kombinatorika a pravdépodobnost.
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PRAKTICKA CAST
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5. Vybrané alohy pro uziti ve vyuce na 2. stupni zikladnich Skol

V teoretické Casti jsou vysvétleny zakladni pojmy kombinatoriky, pravdépodobnosti a
statistiky, jsou uvedeny vzorce pro vypocty (které byly odvozeny, vysvétleny na
vzorovych prikladech), se kterymi budeme nyni pracovat v praktické casti, ktera je
vénovana vybranym ulohdm pro zaky 2. stupné zakladnich Skol. VSechny ulohy
v praktické Casti (vCetné obrazki) jsou zpracovany tak, aby je bylo mozné vzit a rovnou

takto pouzit.

5.1 Vybrané ulohy z kombinatoriky

Priklad: V cukramé prodavaji 15 druha kopeckovych zmrzlin a 4 druhy tocené zmrzliny.
Urcete, kolik riznych zmrzlin si mizeme koupit?
ReSeni: mnozina A; = 15 kopegkovych zmrzlin
mnozina A, = 4 to¢ené zmrzliny

15+4 =19
Odpovéd’: Mlzeme si koupit 19 riznych zmrzlin.
Priklad: Urcete pocet vSech pfiirozenych dvojcifernych cisel, v jejichz dekadickém
zapisu se kazda Cislice vyskytuje nejvyse jednou.
ReSeni: Viechna prirozena dvojciferna &isla 1ze rozdélit do dvou skupin. Prvni skupina
obsahuje vSechna dvojciferna Cisla s riznymi cislicemi, kterych je 90. Druha skupina
obsahuje vSechna dvojciferna Cisla se stejnymi ¢islicemi (11, 22, ..., 99), kterych je 9.
Pocet dvojcifernych ¢isel s riznymi ¢islicemi oznacime p a to plati:
Pocitame pomoci pravidla souctu:

p+9=90

Odecteme 9 od obou stran rovnice:
p+9—-9=90-9
p =81
nebo

Dvojciferné Cislo ma 2 pozice. Na prvni pozici miizeme vybirat z 9 Cislic (1-9), na druhé
pozici opét z 9 (0-9, ale nemuzeme pouzit Cislici, ktera je jiz na prvni pozici).
A dostavame stejny vysledek za pouziti kombinatorického pravidla soucinu:

9-9=81
Odpovéd’: Pocet vSech prirozenych dvojcifernych cisel, v jejichz dekadickém zapisu se

kazda cislice vyskytuje nejvyse jednou je 81. (Calda, Dupac, 1993)
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Priklad: Kolik riznych vét 1ze sestavit ze zadanych slov?
Tomas/Honza/Jakub, umi/neumi, lyzovat/bruslit/plavat/b&hat
a) vypi$ vSechny moznosti

b) pouzij pravidlo soucinu

ReSeni: a)

Tomas umi lyzovat.
Tomas umi bruslit.
Tomas umi plavat.

Tomas umi béhat.

Tomas neumi lyzovat.

Tomas$ neumi bruslit.
Tomas neumi plavat.

Tomas neumi béhat.

Honza umi lyzovat.
Honza umi bruslit.
Honza umi plavat.

Honza umi béhat.

Honza neumi lyzovat.

Honza neumi bruslit.
Honza neumi plavat.

Honza neumi béhat.

Jakub umi lyzovat.
Jakub umi bruslit.
Jakub umi plavat.
Jakub umi béhat.
Jakub neumi lyZovat.
Jakub neumi bruslit.
Jakub neumi plavat.

Jakub neumi béhat.

b)
3-2-4=24

Odpoveéd’: Lze sestavit 24 riznych vét ze zadanych slov.

Priklad: Urcete pocet vSech trojcifernych pfirozenych cisel, kde se kazda Ccislice
vyskytuje nejvyse jednou.

ReSeni: Mame deset &islic: (0 az 9). Na prvni pozici mizeme dosadit devét &islic:
(1,2,3,4,5,6,7,8,9) 0 tam nemuZe byt, protoze napf. Cislo 037 neni trojciferné ¢islo. Na
druhou pozici mizeme dosadit opét devét Cislic, protoze musime odecist tu Cislici, kterou
jsme jiz pouzili na prvni pozici, ale zarovei mizeme pouzit Cislo 0. Na tfeti pozici nam
zbyva uz jenom osm cislic, protoze musime odecist ty dvé Cislice, co jsme pouzili na
prvnich dvou mistech.

9-9-8=0648

Odpovéd’: Pocet vsech trojcifernych piirozenych Cisel, kde se kazda Cislice vyskytuje

nejvyse jednou je 648.

V obou ptikladech bylo pouzito pravidlo soucinu.
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Priklad: Na atletickém zavodé bézelo 10 bézct. Kolika zpisoby muze dopadnout

obsazeni stupni vitéza? R
Reseni: Hledame trojice z 10 prvkd. . . 4'}_
o
N 1 o
Vikkn) =nn— D(n —2) .. (n — k + 1) S~ 4
s =
V(3,10) =10(10 — 1)(10 — 2) =10-9-8 =720 2 13

™

Obrazek 11: Stuperi vitézil, zdroj: freepik.com
Odpovéd’: Obsazeni stupritl vitézi muze dopadnout 720 zpusoby.

Priklad: Fotbalisti maji za ukol pfijit na fotbalovy trénink, na kterém budou mit: tricko,
Sortky, Stulpny a kopaCky rtizné barvy, ktera se nesmi opakovat. Na vybér maji z Sesti
barev: Cervena, zluta, zelena, modra, bila a Cerna.
a) Kolika zptsoby se mohou fotbalisti obléknout?
b) Kolika zptsoby se mohou fotbalisti obléknout v pfipad€, Zze budou mit zluté kopacky?
c) Kolika zpisoby se mohou fotbalisti obléknout v pfipadé, ze budou mit Cervené
kopacky nebo Cervené tricko?
Reeni:
a) Vybirame Ctvefice z 6 prvka.
Vikkn) =n(n —1)(n - 2)..(n —k + 1)
V(4,6)=6(6 —1)(6 —2)(6 —4+1)=6-5-4-3=360

b) Tentokrat mame danou barvu kopacek (zlutou). V tomto pripadé budeme pocitat stejné,
jen nehledame Ctvefice, ale trojice a mame o barvu méné.

V335 =55-1)(5-2)=5-4-3=60
c) Z teSeni b) jiz vime, Ze pokud mame danou barvu kopacek, mame 60 zptusobu. Nyni

mame urcenou barvu kopacek nebo tricka, proto se moznosti s¢itaji nebo nasobi dvéma.
V335 =55-1)(5-2)=5-4-3=60
60-2=120- 60+ 60 =120
Odpovéd’: a) Fotbalisti se mohou obléknout 360 zptisoby.
b) Fotbalisti se mohou obléknout 60 zptisoby v piipad€, ze maji zluté kopacky.

c) Fotbalisti se mohou obléknout 120 zplisoby v piipadé, ze maji Cervené kopaCky nebo
cervené tricko.

V obou ptikladech se jedna o variace bez opakovani.
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Priklad: Kolik Ctyfcifernych sudych cCisel Ize vytvorit z ¢islic: (1,2,3,4) v pripadé, ze se
zadna cislice nebude opakovat?
ReSeni: Zaci maji 3 zplisoby, jak dany piiklad pogitat.

a) Vypsanim moznosti:

1234 2134 3124 4123
1243 2143 3142 4132
1324 2314 3214 4213
1342 2341 3241 4231
1423 2413 3412 4312
1432 2431 3421 4321

b) Pomoci vzorce:

P(n) = nl>PA)=4=4-3-2-1=24

Pomoci vzorce nam vysSel vysledek 24, protoze jsme vypocitali v§echny moznosti
ctytcifernych cisel, které lze vytvorit z Cislic: (1,2,3,4). My ale chceme jen suda
Ctyfciferné Cisla. Aby bylo Cislo sudé musi koncit sudou cislici, v naSem ptipadé je to

Cislice 2 a 4. Proto musime vysledek vyde¢lit dvéma, protoze mame 2 sudé a 2 liché Cislice.
24:2 =12

¢) Pomoci vzorce:

Zaci si feknou, ze na konci Cisla bude 2: __2

P,(3)=31=3-2-1=6

Mame 6 moznosti, jak vytvorit ¢tyfciferné Cislo, aby koncilo dvojkou.

Z4ci si feknou, Ze na konci &isla bude 4: ___4
P,(3)=3!=3:2-1=6

Mame 6 moznosti, jak vytvorit Ctyfciferné Cislo, aby koncilo ¢tyfkou.

Vysledny vypocet bude vypadat nasledovne¢:

P(3)-2=31-2=3-2-1-2 =12

2,4
P,(3)+P,(3) =646 =12

Odpovéd’: Lze vytvorit 12 sudych ctyfcifernych Cisel.
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Priklad: Urcete, kolika zptisoby mizeme vytvofit z 5 divek a 7 chlapci Sesticlenné
volejbalové druzstvo, jestlize:

a) nejsou stanoveny zadné omezujici podminky
b) v ném ma byt stejny pocet divek i chlapca

¢) v ném ma byt nejvyse jedna divka

Obrazek 12: Volejbalovy mic,
lv{e§eni° zdroj: fireepik.com

a) Vybirame Sesti¢lenné druzstvo z 12 lidi (5 divek a 7 chlapct)

K(k )_(n)_ n!
=) TR (= k)
12 12! 120 12-11-10-9-8-7-8 924
K(6,12):< ): - - . =227 _ 924
6) 6-(12—-6) 6-6! B-B8BA 3218 1

b) Vybirame tFi divky z 5 a tFi chlapce ze 7, které mezi sebou vynasobime, protoze

kdybychom je secetli, tak nezapocitame vSechny mozné kombinace, které mohou nastat.

<5) (7)_ 5! 77 51 71 5.4.31 7-8.5. 4
3/ 731 (5-3) 31-(7-3)! 3!-20 3.4 F.20 .M
20 35 700 350

> T~ ~ 3

c) Vybirame Sesticlenné druzstvo, kde ma byt nula divek nebo jedna divka a zbytek

chlapci.
0 divek:
Ko(6,7)=<7)= rn__ T T8 T,
6/ 6!-(7-6)! 611 g'-1 1
1 divka:

« _<5> (7) 5! 7! 50 70 54 7-6-8 5 42
L=

1) \5) UG- '5(7-5)! 11-4 5.2 1-# g-20 1 2
521 105
11 1

K=Ky, +K, =7+105=112

Odpovéd’: a) Muzeme vytvorit 924 Sesticlennych druzstev v pfipad€, ze nemame zadné
omezujici podminky.

b) Muzeme vytvorit 350 Sesticlennych druzstev, kde je stejny pocet divek a chlapca.

¢) Mazeme vytvorit 112 Sesti¢lennych druzstev, kde ma byt nejvyse jedna divka.
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Piiklad: Eliska zapomnéla &tyfmistny &iselny kod od své Satni skiinky. Cislice
v Ciselném kodu se mohou opakovat. Kazdé misto (pozice) ma 10 moznosti (0-9).

a) Kolik je moznosti, jak otevfit skiiiku, kdyz si ElisSka nepamatuje zadnou ¢islici?

b) Kolik je moznosti, jak oteviit skiinku v ptipad€, ze na prvni pozici je Cislice 57

c¢) Kolik je moznosti, jak oteviit skfiniku v pfipad€, ze na prvni pozici je ¢islice 5 a na

konci kodu je suda ¢islice?

ReSeni:

a) Na kazdé pozici mame 10 moznosti (0-9).
V'(k,n) = n* - V'(4,10) = 10* = 10 000
nebo pomoci pravidla soucinu:
10-10-10-10 = 10000

b) Na prvni pozici vime, ze je Cislice 5 a na dalSich tfech pozicich mame opét 10 moznosti
(0-9).

V'(3,10) = 103 = 1 000

c¢) Na prvni pozici vime, Ze je Cislice 5 a na posledni pozici je suda Cislice.

ui{l—
» {lu

nebo

V'(2,10) -5 =10%-5=100-5 = 500

Odpovéd’:

a) V pripadé, ze si Eliska nepamatuje zadnou Cdislici, je 10 000 moznosti, jak otevfit
skiinku.

b) V pfipadé€, Ze je na prvni pozici ¢islice 5, je 1 000 moznosti, jak oteviit skiinku.

c) V pripadé, ze je na prvni pozici ¢islice 5 a na konci kodu je suda Cislice, je 500

moznosti, jak oteviit skiitiku.
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Priklad: Anicka ma 4 Cerné, 2 Zluté a 1 Cerveny koralek.

a) Urcete, kolika zpisoby muze Anicka koralky navléknout?

b) Urcete, kolika zpusoby muze Anicka koralky navléknout, pokud chce mit Cerveny
koralek uprostied?

¢) Urcete, kolika zpisoby muiZze Anicka koralky navléknout, pokud chce mit Cerny koralek
uprostied?

d) Urcete, kolika zptsoby muze Anicka koralky navléknout, pokud nechce Zluté koralky

vubec pouzit a Cerveny chce mit uprostied?

Re3eni:
a)
, (ky + Ky + -+ kyp)!
P'(ky, ky, ... ky) = ki'k,! ..k,
4+ 7+ 1) 71 7-6-5-4! 210 105
P41 = L = £ s

410010 4o 4o 2 1

b) Anicka chce, aby byl Cerveny koralek uprostied, tim padem je jeho pozice dana.

Pocitame stejné jako v pripade a), akorat bez Cerveného koralku.

(4+2)! 6! 6-5-4 30 15

400 Mo Ao T2 T
c¢) Anicka chce, aby byl Cerny koralek uprostied, tim padem je jeho pozice dana. Pocitame
stejn€ jako v pripadé a) akorat budeme mit o jeden Cerny koralek méné (ten ktery je
uprostied).

P'(3,2,1) =

P'(4,) = 15

B+ +1! 6  6-5-4-31 120 60
31 11l 3o Ao o2 1

d) Anicka nechce pouzit zluté koralky, tim padem s koralky nebudeme pocitat. Zaroven

60

chce, aby Cerveny koralek byl uprostfed (pozice Cerveného koralku je opét dana).

, 41 1
P(4):I:1:1

Odpovéd’:

a) Anicka muze koralky navléknout 105 zptisoby.

b) V pripadé, Ze chce mit Anicka Cerveny koralek uprosted, maze koralky navléknout 15
zpusoby.

¢) V pripad€, Ze chce mit Anicka Cerny koralek uprostifed, muze koralky navléknout 60
zpusoby.

d) V ptipadé, ze Anicka nechce pouzit zluté koralky a Cerveny koralek chce mit uprostied,

muize koralky navléknout 1 zptisobem.
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Priklad: , a se maji rozdelit o pét Cervenych a Ctyfi modré ruze.
a) Kolika riznymi zptisoby se mohou divky rozdélit, jestlize nemame zadné omezeni?
b) Kolika riznymi zpisoby se mohou divky rozdélit, jestlize ma kazda dostat, alespon
jednu Cervenou razi?

¢) Kolika riznymi zptsoby se mohou rozdélit, jestlize ma Eliska dostat pravé jednu rtizi?

ReSeni: a)

K'(5)—< +5—1>_<7>_ 7! _7-6-,'5/!_42_21_21
o 5 - \5) 51 (7-5! F20 2 1
, +4-1 6 6! 6-5-4 30 15
K(4’)_< 4 >_<4)_4!(6—4)!_ 412! =7 T b

K'=K'-K'=21-15=315
b) Kazdé dévce ma dostat Cervenou ruzi, proto pocitame uz jen se dvéma Cervenymi.
+2—1)_<4)_ 40 4320 12 6
2 2/ 204-2) 220 2 1
K’:K’-K’:6-1§:90

K'(2,3) = (

¢) Vime, ze Eliska dostane pravé jednu ruzi, proto s ElisSkou nemusime pocitat a
odecteme si jednu razi.

V pripad¢, ze Eliska dostane cervenou razi:

K4 )_( +4—1>_<5)_ 5! _5-;(!_5_5
o 4 4 4G -4 411

, +4-1\ (5 5! 5-4 5

K(4’)_< 4 )‘(4)_4!(5—4)!_;1!!1!_1_5

Ky'=K -K'=5-5=25
V ptipade¢, ze Eliska dostane modrou riizi:

, +5-1\ (6 6! 6-81 6

K(5’)_< 5 )‘(5)_5!(6—5)!_5/!1!_1_6

, +3-1\ 4 4! 4-30 4

K(g’)_< 3 )‘(3)_3!(4—3)!_;{!1!_1_4

K =K' -K' =6-4=24
Secteme moznosti, kdy Eliska dostane Cervenou nebo modrou rizi:
K' =K;' +K; =25+ 24 =49
Odpovéd’: a) Jestlize nemame zadné omezeni, divky se mohou rozdélit 315 zpusoby.
b) Jestlize ma kazda dostat alespon jednu Cervenou ruzi, divky se mohou rozdeélit 90
zpusoby.

c) Jestlize ma Eliska dostat pravé jednu rizi, mohou se divky rozdélit 49 zpusoby.
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5.2 Vybrané ulohy z pravdépodobnosti

Priklad: Honza se snazi uhodnout, na jaké Cislo mysli jeho kamarad Tomas. Tomas mu
poradil, ze ¢islo, na které mysli, je liché, kladné, dvojciferné a mensi nez €islo 30. Jaka je

pravdépodobnost, ze Honza ¢islo uhodne?

ReSeni: Nejprve si spogitame, kolik mame lichych dvojcifernych kladnych &isel mensich
nez Cislo 30.
Na prvnim misté mizeme mit: 1 nebo 2

Na druhém misté muzeme mit: 1,3,5,7,9

2. 5
fows] fow]
1,2 1,3,5,7,9
2-5=10
PA) = —
10

Odpovéd’: Pravdépodobnost, ze Honza Cislo uhodne je % .

Priklad: Jaka je pravdépodobnost, ze ze 32 hracich karet vytahneme jako prvni kartu

eso?

ReSeni: Mezi 32 kartami jsou 4 esa, proto pravdépodobnost bude vypadat nasledovné:
P(4) = m_ 4 1
n 32 8

Odpovéd’: Pravdépodobnost, ze vytahneme jako prvni kartu eso je % :

A A
WX
L

Obrazek 13: Esa, zdroj: freepik.com
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Priklad: Hazime 4x minci. Jaka je pravdépodobnost, ze padne alespon 2x orel?

ReSeni: Ma nam padnout alespoii 2x orel, to znamen4, Ze nam mize padnout 2x, 3x nebo
4x. Pro nas bude jednodussi pocitat, ze nam padne nejvyse 1x, to znamena, ze nam padne
0Ox nebo 1x.
orel =0
panna =P

A = alespon 2x orel

A" = nejvySe 1x orel: Obrazek 14: Mince, zdroj: freepik.com
Ox orel = (P, P, P, P) = | moznost

Ix orel = (O, P, P, P); (P, O, P, P); (P, P, O, P); (P, P, P, O) = 4 moznosti

hod minci = 2 moznosti (panna nebo orel)

pocet hoda = 4

Vzorec bude vypadat nasledovné:

1+4 1+4 5

24 16 16

P(A") =

Od vSech moznosti odecteme opacny jev A" a dostaneme vysledek, ktery potfebujeme:

P(A) = 1 — P(AY) = 1 5 16 5 11
N N 16 16 16 16

Odpovéd’: Pravdépodobnost, ze padne alespon 2x orel je % .

Priklad: V rodiné je 5 osob. Jaka je pravdépodobnost, ze alespon dva maji narozeniny

ve stejny mésic? 2 % ¥
™ 4 r w7 W . r . ’ W r 3 .- n - o .
Reseni: Budeme pocitat opacny jev (dva se nenarodi ve stejny meésic). M

1
1 mésic = — roku
12 Obrazek 15:
osoba=o0 Narozeninovy dort,
zdroj: fireepik.com

12 mésict

Od vSech moznosti odecteme opacny jev A" a dostaneme vysledek, ktery potfebujeme:

POA) = 1 — P(AY) = 1 55 144 55 89
N N 144 144 144 144

« . . . . ) ., ., . 89
Odpovéd’: Pravdépodobnost, ze alespori 2 osoby maji narozeniny ve stejny mésic je Tan
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Priklad: Jaka je pravdépodobnost, ze ze 32 hracich karet vytahneme cervenou kartu nebo

kartu s Cislem 7?

ReSeni: V balicku je 32 karet, z toho je pilka Gervenych a ptlka Eernych (16 + 16).
Balicek obsahuje 4 sedmiCky (vaed).

Musime odecist prinik (spolecné prvky), v nasem piipadé: 79,7 4.

8+¥ 8x¢ 790,74,79,7% 790,764

P(A U B)= P(A) + P(B PAnB)—Ta+ 4 §—18—9
( ) = P(4) (B) ( 32 32 32 32 16

Odpovéd’: Pravdépodobnost, ze ze 32 hracich karet vytahneme Cervenou kartu nebo

v .9
kartu s Cislem 7JeE .

Priklad: Jaké je pravdépodobnost, ze ze 32 hracich karet vytahneme cervenou 7 nebo

jakoukoliv ¢ernou kartu?

ReSeni: V balicku je 32 karet, z toho je pilka Gervenych a ptlka Eernych (16 + 16).
Balicek obsahuje 4 sedmiCky (vaed).

Prunik nemusime odecitat, protoze nemaji zadny spolecny prvek.

79,76 ETRET )

2 16 18 9
P(AUB)= PA)+ P(B) =+ ——= o ==

Odpovéd’: Pravdépodobnost, ze ze 32 hracich karet vytdhneme cervenou 7 nebo

: - .9
jakoukoliv ¢ernou kartu je -

Obrazek 16: Hraci karty, zdroj: freepik.com
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Priklad: Mladi manzelé planuji rodinu se tfemi détmi. Pravdépodobnost narozeni
chlapce je 50 % a narozeni je také 50 %. Urcete pravdépodobnost nasledujicich
jevu a zjistéte, jestli jsou tyto jevy na sebe zavislé:

a) prvni se narodi

b) druhy se narodi chlapec

¢) vSechny tfi déti budou chlapci

ReSeni: Abychom byli schopni vypogitat pravdépodobnost musime si nejprve vypocitat

vSechny moznosti, které mohou nastat:

2:2.2=8
a) Prvni se narodi
1-2-2=4
P(A) = i ==
8
b) Druhy se narodi chlapec:
2-1-2=4
byt
8 2
¢) Vsechny tii déti budou chlapci
1-1-1=1
P(C) = 1
8
Nyni zjistime, jestli jsou jevy A, B na sebe zavislé:
Prvni se narodi a druhy se narodi chlapec:
1:1-2=2
bty 2o
8 4
P(4) - P(B) zl.l:l
2 2 4

P(An B) = P(A) - P(B)

N
N =
N =

Odpovéd’: Jevy A, B jsou na sebe nezavislé.
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Nyni zjistime, jestli jsou jevy A, C na sebe zavislé:
Prvni se narodi a vSechny tfi déti budou chlapci:

Nemuze se prvni narodit a zaroven chlapec (jevy se vzajemné vylucuji), proto na

prvni pozici mame nula moznosti:

Odpovéd’: Jevy A, C nejsou na sebe nezavislé (jsou na sebe zavislé).

Nyni zjistime, jestli jsou jevy B, C na sebe zavislé:

Druhy se narodi chlapec a vSechny tfi déti budou chlapci:

11-1=1
1
P(B NC)==
(B o =3
11
PB)-PO =531

P(B n C) = P(B) - P(C)

+

x| —
N =
x| —

Odpovéd’: Jevy B, C nejsou na sebe nezavislé (jsou na sebe zavislé).

y

g ¥ -

Obrazek 17: Divka a chlapec, zdroj: freepik.com
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Priklad: Michal ma dvé kostky. Jednu klasickou, na které jsou cisla 1,2,3,4,5,6 a druhou
kostku falesnou, na které jsou samé 6.
Vime, ze pii hodu kostkou padlo sudé cCislo. Jaka je pravdépodobnost, ze Michal hazel

klasickou kostkou?

ReSeni: Vime, Ze nastal jev B (padlo sudé &islo). Jev A je, Ze hodil klasickou kostkou.

T

Obrazek 18: Hraci kostky, zdroj: freepik.com

1,3,5 2,4,6 6,6,6,6,6,6
3 6

Na klasické kostce mame 3 moznosti, jak nam muaze padnout sudé Cislo a na faleSné mame

6 moznosti, jak nam muze padnout sudé Cislo. Celkem mame 9 moznosti.

PANB) 3 1

PUAIB) = =5y~ =573
nebo
1 9 3
3
P(AnB):E

3
PANB) 13 3

Wl s

3

Odpovéd’: Pravdépodobnost, ze Michal hazel klasickou kostkou je % .

Obrazek 19: Michal hazi kostkou, zdroj: freepik.com
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5.3 Vybrané tulohy ze statistiky

Priklad: Hraci fotbalového tymu vstielili za sezonu nasledujici pocet golu:

Pocet golu 0 1 3 5 10
Pocet hraca 2 8 4 5 1

Tabulka 7: Pocet hracii a vstielenych golii, zdroj: autor

Urcete relativni Cetnost vSech hracu, ktefi vstrelili dany pocet gola.

ReSeni: Abychom byli schopni vypogitat relativni Setnost, musime znat absolutni Eetnost

(celkovy pocet hraca). Absolutni Cetnost vypocitame tak, ze seCteme vSechny hrace.
Tl1 +n2 ++nk =n
20+81+43+55+110:20

Absolutni Cetnost (pocet hraca) je 20 (n).

Ng

Ck—n
L P Y ETYY.
=T 10 T
oSt o440y
ATy T2 10 TN
L P A Y
ST T2 10 eT YN
L —1—025—250/
ST T2 g TN

n 1
clozﬁ’:%:o,os:s%

Odpovéd’: Relativni Cetnost v§ech hracu, ktefi vstielili dany pocet gola:

0 gola dalo 10 % hracu

1 g6l dalo 40 % hraca 2 ;

3 goly dalo 20 % hracua d P\
s m

5 gola dalo 25 % hraca : ado

10 golt dalo 5 % hract
Obrazek 20: Nevstreleny gol, zdroj: freepik.com
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Priklad: Ve tfid€ je 20 zaka. Z toho:
6 zaku ma nula sourozencu

10 zak( ma jednoho sourozence

2 zaci maji dva sourozence

2 z4ci maji tf1 sourozence Graf 5: Cetnost Zdkii, zdroj: autor
a) Vypocitejte relativni ¢etnost zaku s danym poctem sourozencu
b) Zapis zjisténou Cetnost do grafu
¢) Kolik ma v priméru jeden zak sourozencti?
ReSeni:
n+n,+-+n =n

6o +10; + 2, + 23 =20

Absolutni Cetnost (pocet zakul) je 20 (n).

oo

k n
n°—6—3—03—30°/
T T2 10 0T
L
AT T 27T
L B Y ITY.
2=y T2 10 T
L P NS ETY.
ST n T2 10 "

b) Z grafu mazeme vidét, ze oranzova vysec je nejvetsi = 50 %. Zelena a Cervena vysec
je stejna =10 % (10 % zelena, 10 % Cervend). Modra = zbylych 30 %.
c)

Tll'xl +n1'x1+“‘n1'x1

X =
n

_6:0+10-1+2-2+2-3 20 _
- 20 ~ 20

1

Odpovéd’: a) zaki s nula sourozencem je 30 %, zaka s jednim  Graf'6: Cetnost zdkii,

. 0/ “Ailo N .. R zdroj: autor
sourozencem je 50 %, zaka se dvéma sourozenci je 10 % a
zaku se tfemi sourozenci je 10 %.
b) Oranzova vysec je 50 %, zelena vyseC je 10 %, Cervena vyseC je 10 % a modra vysec
je 30 %.

¢) V priméru ma jeden zak jednoho sourozence.

50



Priklad: V grafu je zaznamenano, kolik zakt chodi od pondéli do patku do krouzkid na

zakladni skole:

Krouzky na zakladni Skole

6

4

2

0 —— - - T L
Po Ut St Ct

Dny v tydnu

- A A
o N O~ O

Pocet Zaka
[00)

@Sachy @Tanec @Fotbal

Graf'7: Krouzky na zdkladni Skole, zdroj: autor

Z grafu vyc¢téte hodnoty a vypocitejte aritmeticky primér, modus a median u krouzku:

a) Sachy b) Tanec c) Fotbal
ReSeni:
a)
_ X1 +x+4+x, 0+10+9+6+0 25
X = = = = 5
n 5 5
X¥=0,06910,=0 X=— 6 «—=6
00 910
b)
o ox +x+ 4+ x, 144+5+124+7+12 50
X = = = — =
n 5 5
X =57,12,12,14 = 12 X=> 12 «—=12
57 12,14
c)
_ oxy+x+ 4+ x, 154+9+114+0+15 50
X = = = — =
n 5 5
X¥=0911,1515=15 X=— 11 «e—=11
0,9 15,15

Odpovéd’: a) U sachd je aritmeticky primér X = 5, modus ¥ = 0 a median X = 6.
b) U tance je aritmeticky primér X = 10 , modus ¥ = 12 a median ¥ = 12.

¢) U fotbalu je aritmeticky primér X = 10 , modus ¥ = 15 a median ¥ = 11.
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Priklad: Vypocitejte primérnou mzdu, modus a median sedmi pracovnikd v téchto
ptipadech:
a)

Pracovnik A B C D E F G

Mzda (v tisicich K¢) 18 20 30 20 25 17 24
Tabulka 8: Mzdy pracovnikii, zdroj: Kurina, 2009

b)
Pracovnik \Y A B C D E
Mzda (v tisicich K¢) 150 15 15 15 15 15 15
. Tabulka 9: Mzdy pracovnikii, zdroj: Kurina, 2009
Reseni:
a)
X +x,+o+x, 18+20+30+20+25+17+24 154
= — = =22
n 7 7
x =20
X = 20
17,18,20 24,25,30
b)
_ 150+ 154+ 15+15+15+15+15 150+6-15 240
X = = = = 34,286
7 7 7
x=15
X =

15
15,1515 15,15,150

Vysledek primérné mzdy, i kdyz je spravné vypocten, neodpovida ani platim Sesti
podfizenych pracovnika (ty jsou mensi nez polovicni), ani platu vedouciho (ten je vice
nez Ctyinasobny). Vysledek priméru byva presnéjsi, pokud hodnoty, které pocitame jsou

pfiblizné stejné (mezi hodnotami nejsou veliké rozdily).

Odpovéd’:
a) Primérna mzda je 22 000 K¢, modus je 20 000 K¢ a median je 20 000 K¢&.
b) Primérma mzda je 34 286 K&, modus je 15 000 K¢ a median je 15 000 K¢&.
(Kufina, 2009, s. 276-277)

+3
N
t\% E/% /
- W B @ @
- = LS4 N b L

P&

Obrazek 21: Penize, zdroj: freepik.com

W
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Zavér

Cilem bakalarské prace bylo vysvétleni zakladnich pojmi kombinatoriky,
pravdépodobnosti a statistiky. Na zacatku bylo objasnéno, co je kombinatorika, pravidlo
souctu a soucinu, faktorial, variace, permutace, kombinace bez opakovani/s opakovanim.
Dale bylo popsano, co je pravdépodobnost, ndhodné pokusy a nahodné jevy, vlastnosti
pravdépodobnosti, zavislost a nezavislost jevii a podminéna pravdépodobnost. Bylo
objasnéno, co je statistika, statisticky soubor, statisticky znak, absolutni a relativni
cetnost. Bylo vyobrazeno rozdéleni Cetnosti — grafické znadzornéni. Bylo vysvétleno, co

je aritmeticky primér, modus a median.

U vsech oblasti byly prezentovany zakladni definice, postupy a vzorce potiebné ke
spravnym vypoctim. Na jednoduchych prikladech bylo ukazano, ze lze tlohy fesit
raznymi zpusoby, v nékterych ptipadech i bez pouziti vzorce. Piiklady byly uvadény
z bézného zivota, aby zaci méli predstavu, co pocitaji. Takové, aby jim tématem byly
blizké, jako je napriklad fotbal, fotbalové mice, goly, volejbal, Sachy, tanec, koralky, raze,
obleceni, zmrzliny, kostky, karty, ¢isla, znamky, sourozenci. Postupy feSeni byly
doplnény textem, popt. barevné rozliSeny. V né€kterych tlohach byly pouzity obrazky,
¢ast z nich znazormuji feSeni prikladu, nekteré byly pouzity jen pro odlehéeni, pobaveni

a zatraktivnéni.

Hlavnim cilem této prace byla snaha zaujmout Ctenafte a predevsim, aby Ctenar porozumel
postupim feSenych matematickych uloh. U nékterych Zzakii neni kombinatorika,
pravdépodobnost a statistika zrovna oblibené téma, ale pokud by tato bakalarska prace
méla zakiim pomoci k lep§imu pochopeni nebo alespon zamysleni, tak cil bakalarské

prace byl splnén.

53



Seznam pouzitych matematickych symboli a znacek:

+ plus, znak pro scitani
— minus, znak pro od¢itani
krat, znak pro nasobenti
jé, déleno (lomeno), znak pro déleni
= je rovno
* neni rovno
< je mensi nebo rovno nez
AUB sjednoceni mnozin A, B, sjednoceni jevi A, B
ANnB prunik mnozin A, B, prinik jevi A, B
Aco mnozina A je podmnozinou mnoziny Omega
n! n faktorial
€ je prvkem
V(k,n) variace k-té tfidy z n prvka
V'(k,n) variace s opakovanim k-té tfidy z n prvka
P(n) permutace Cisla »
P'(ny,n,,...,n;) | permutace s opakovanim z »n prvkia
K(k,n) kombinace & prvkl z n prvkua
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K'(k,n) kombinace s opakovanim k prvka z n prvka
(Z) kombinacni ¢islo n nad k
nk k-t4 mocnina ¢isla n
0, w omega
P(A) pravdépodobnost nahodného jevu A
? mnozina, kterd neobsahuje zadny prvek
A jev A
A jev opacny k jevu A
P(A|B) podminéna pravdépodobnost jevu A za podminky B
n, N rozsah vybéru, rozsah souboru
n absolutni Cetnost k-té tiidy
Cx relativni Cetnost k-té tfidy
X aritmeticky prumer
> suma
i index
Mod(x), X modus
Med(x), ¥ median
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