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1 Uvod

Teorie Fourierovy transformace se v soucCasnosti hojné vyuziva pro zpracovani
signalu, prestoze pochézi z prelomu 18. a 19. stoleti. Uziva se pfi zaostfovani
obrazu, odfiltrovani Sumu apod. Pro nas je dulezité jeji aplikace v teroii lidské reci,
resp. analyze samohlasek. Jde o diskutované a zddané téma, predevsim v oblasti
lékarstvi, nebot pokud by se podafilo vytvorit program, ktery by dokézal roze-
znat jednotlivé samohlasky z nahravky na mikrofon, mohl by byt vyuzit pro osoby,
které se uc¢i znovu mluvit (napf. po mozkové obrné a mozkové mrtvici). Sestaveny
program by témto osobam ukézal, jak maji zménit tvar mluvidel tak, aby jejich
“a” znélo opravdu jako “a”, protoze cClovék, ktery se u¢i znovu mluvit, nerozezné
na zakladé svého sluchu, jestli samohlasku rika spravné. Timto problémem se
zabyvaji odbornici po celém svété. V soucasnosti jsou vytvoreny softwary jako
Praat a Multi Speech, které slouzi k nahravani, analyze a méfeni charakteristik
lidské Teci, ale ne ke korekci mluvici osoby a jejimu vyslovovani samohlasek. Se-
staveni takového programu (spiSe softwaru) je samoziejmé nad ramec této préace
— chci se vénovat hledani formantia samohlasek pomoci Fourierovy transformace,
pri¢emz bych chtéla zpfesnit oblasti jednotlivych formantti a potvrdit, Ze teorie
formanti je spravnd a predevsim také vyfesit problém “maskovani” formanti
za nosnou frekvenci hlasky. Je tedy kazda samohlaska urcena svymi formanty?
Zmame rozmezi frekvence, kde se formanty dané samohlésky nachazeji? Jsou for-
manty rozdilné pro muze a zeny?

Cilem diplomové préace je pochopit a popsat matematické metody potiebné k
analyze digitalnich zvukovych signéli, zejména teorii Fourierovych fad a Fourie-
rovu transformaci a vyuzit tuto teorii na analyzu ¢eskych samohlasek, zejména
se zietelem na identifikaci formantu v digitalnim zaznamu hlasu. Dil¢im cilem
prace je vytvorit databézi ¢eskych vokali a vytvorit tak prakticky zaklad pro
dalsi zpracovani tohoto tématu.

Na uvod se seznamime s trochou historie Fourierovych rad a podivame se na jejich
vyjadifeni a podminky, za kterych jsou konvergentni. V kapitole o Fourierovych
fadéch je zarazen také Gibbsuv jev, protoze s konvergenci Fourierovych fad velmi
tzce souvisi a pii aplikaci Fourierovych fad i Fourierovy transformace jako takové
se s nim miizeme setkat.

Pro odvozeni Fourierovy transformace je tfeba pochopit a popsat Fourieriv inte-
gral, kterému se vénujeme v kapitole nésledujici a prejdeme tak plynule k vlastni
Fourierové transformaci. Abychom mohli aplikovat Fourierovu transformaci v
praxi, je tfeba se podivat na podstatu diskrétni Fourierovy transformace a jeji
rychlou verzi. Tim se dostavame k samotné aplikaci teorie v praxi.

V dalsi kapitole si také objasnime pojmy jako jsou samplovani a aliasing, které
bychom neméli v souvislosti s digitalnim zpracovanim zvuku vynechat.



Kapitola 6 je vénovana zvuku, a to predevsim jeho vzniku a Siteni. Zjistime zde,
jak vlastné vznika hlas v lidském téle a co rozumime pod pojmem formanty. V
praktické casti je uveden konkrétni postup, kterym jsem ziskala data ke zpraco-
vani, a na jehoz zakladé jsem k vysledkim této prace dospéla.

2 Historie

Kapitola o historii je s malymi zménami prevzata od Herrmanna z [6|. Fran-
couzsky matematik a inzenyr Jean-Baptiste Joseph Fourier (1768-1830) oznémil
21. 12. 1807 v Pafizi na zasedani francouzské Akademie, Ze libovolnou (grafem)
zadanou funkci lze reprezentovat trigonometrickou fadou. Toto tvrzeni piijali
Akademici, mezi nimi i velky analytik Lagrange, se zna¢nou neduvérou a dokonce
s averzi. Otazkami rozvinutelnosti funkei do trigonometrickych rad se v té dobé
Fourier zabyval v ramci studia Siteni tepla. Tato teorie, kterou rozvijel, byla
znédma pod nazvem Fourier Series Analysis a pozdéji zobecnéna na Fourier Trans-
form. Akademici chtéli, aby svou teorii upfesnil, a proto Sifeni tepla bylo vy-
hléseno jako soutézni téma Grand prix de mathématiques na rok 1812. Fourier
predlozil své vysledky ke konci roku 1811, soutéz vyhral, aviak posuzovatelé (mezi
nimi Laplace a Lagrange) se vyslovili kriticky k pfesnosti jeho metod a nedovolili
uverejnit jeho praci v Mémoires de I’Académie des Sciences.
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Obrazek 1: Jean-Baptiste Joseph Fourier (1768-1830).

Fourier to pocitoval jako kfivdu. Kdyz publikoval svij spis “Théorie analytique
de la chaleur” (Analyticka teorie tepla) v r. 1822, zahrnul do néj prakticky



beze zmény prvni ¢ast svych tehdejsich vysledku. A kdyz se dva roky nato stal
sekretafem Akademie, a tim nejvlivnéjsim védcem ve Francii, postaral se o to,
aby jeho puvodni prace byla publikovana v Mémoires tak, jak byla predlozena v
r. 1811.

Prioritu si zabezpecil, jeho analyzy vsak nebyly, a vlastné ani nemohly byt, uplné
presné, nebot nebylo vyjasnéno, co se rozumi pojmem funkce, soucet rfady atp. Pro
ilustraci uvedme, jak byla v té dobé& chapana funkce: bud jako analyticky vyraz
nebo jako kfivka, kterou lze opsat volné vedenou rukou: “curva queecunque libero
manus ductu descripta” (Euler). Presto kdyz Fourier mluvil o moznosti rozvinout
do trigonometrické rady “libovolnou” funkci, byl blize pravdé nez jeho kritici, kteti
se snazili omezit platnost jeho rozvoji pouze na t¥idu funkei analytickych (a v
dusledku tedy nekoneéné diferencovatelnych).

Ospravedlnénim formalismu, ktery Fourier zavedl, se zabyvalo mnoho matematiki
19. stoleti. Nejdrive bylo tifeba vnést poradek do zakladnich pojmu. Muzeme
bez nadsazky Fici, ze Fourierova préce sice zpusobila do¢asnou krizi matematiky,
ale v zapéti podnitila bouflivy rozvoj matematickych disciplin. Osvétlit pod-
statu nekonecnych rozvoji mohl teprve presné definovany pojem limity, ktery
byl rozvinut okolo roku 1825 Gaussem, Cauchym a Abelem. U Dirichleta se pii
studiu trigonometrickych fad objevuje poprvé (1829) moderni pojem funkce jako
“prifazeni”. Jako prvni stanovil podminky (dodnes zvané Dirichletovy) na funkci,
které zarucuji konvergenci Fourierovy rady. Jsou to omezenost a existence jen
kone¢ného poc¢tu bodu nespojitosti a maxim a minim na intervalu délky periody.
Nejjednodussim piikladem funkei, splhujicich Dirichletovy podminky, jsou funkce
po c¢astech spojité a monoténni na intervalu délky periody.

P1i studiu Dirichletovy teorie se setkal Riemann s pozadavkem integrovatelnosti
funkce. To ho vedlo k vytvoreni teorie integralu — Riemannova integralu — prvnimu
matematicky propracovanému pojmu integral. A teprve tehdy se staly Fourierovy
formule zcela jasnymi. Je ptiznacéné, ze teorie integralu byla soucéasti jeho habili-
taéni prace (z r. 1854, ale publikované az v r. 1868, dva roky po Riemannové smrti)
s nazvem “Uber die Darstellbarkeit einer Funktion durch eine trigonometrische
Reihe” (O reprezentovatelnosti funkce trigonometrickou fadou). Riemannovi také
vdécime za zavedeni Fourierovy fady. Nésledujici dvé kapitoly cerpaji teorii opét
od Herrmanna z [6].

3 Fourierovy rady

Definice 1. Necht L > 0. Funkéni fada tvaru

. kmx
+Z (ak cos— + by, sin T) ) (1)



kde ay, by € R, se nazyva trigonometrickd Tada. Jeji castecné soucty

kmx kmx

so(z) = — +Z<akcos——|—bksinT), neN

se nazyvaji trigonometrické polynomy (stupné n).

Uvazujme moznost reprezentovat funkci f ve tvaru souctu trigonometrické rady

(1), tj.
k k
—|— g <akcosﬂ+bksin%),

kde koeficienty ag, ay, ..., by, b, ... je tfeba urcit.

Poznamka 1. Pro stru¢nost zavedeme symbol P(2L), kterym ozna¢ime mnoZinu
vSech funkci z R do R, které jsou:

1. periodické s periodou 2L
2. (riemanovsky) integrovatelné na intervalu [—L, L].

Poznamka 2. V celém textu Ny oznacuje vSechna prirozena ¢isla N véetné 0.

Nyni uvedeme vztahy, které budeme pro dalsi postup potiebovat.

Necht L > 0,k,m € N. Pak cos 2% sin 2 € P(2L) a plati:

/_L dx = 2L; (2)

L

bk Lok
/_Lcos%xdx—/_Lsm%xd:v—O (3)

bk k
/_Lcos%sin%dm—o (4)

/ L kmx mne {
COS —— COS dr =
_L L L

/ L krx . mmz J
sin —— sin o
_I L L

je-li k £ m,

, o jeli k=m;

,je-li k #m,
, je-li k=m.

NS NO

Tyto vysledky lze formulovat tak, ze trigonometricky systém funkci

{ . krx . k’ﬂ'l‘}
,COS ——, sin ——
L L) jen

je ortogonalni na intervalu [—L, L].



Nyni predpokladame, ze mame danou funkei f, ktera je 2L—periodicka, a dodame
predpoklad, Ze je integrovatelna na intervalu délky periody, tj. f € P(2L). V tom
pripadé jsou 2L—periodické a integrovatelné i funkce tvaru

mmnx . mnTx

f(z) cos 7 f(z)sin 7

pro vSechna m € N. Koeficienty ay, by najdeme za predpokladu, Ze jsou splnény
nasledujici podminky:

e fada konverguje k f(x) tj. plati

0w kmx . kmx
f(z =?+;<akcos—+bksmT), (7)

pro vSechna x € R

m7rac mnx

L

e fadu lze po vynasobeni cos , kde postupné klademe m € Ny, a sin
N, integrovat pres interval delky periody ¢len po ¢lenu.

,m €

=om € Np a integraci pres

Postupnym nésobenim vztahu (7) funkcemi cos
interval [—L, L] dostavame

L
/ f(zx) cos LI - 6;0 COS m;ms dx+
-L

—i—Zak/ coslcosmﬂxdx%—z:bk/ smﬂcosmzzdx.

Ze vztahu (4), (5) a (6) plyne, Ze jediny nenulovy ¢len vpravo je ¢len v prvni radé

s k=m, a tedy
/ f(z cos

L
/ f(zx @ dxr = Lay.

—L

dx = La,,.

Pro m = 0 dostaneme

m” ,m € N a naslednou

Zcela analogicky postupnym néasobenim funkcemi sin
integraci pfes interval [—L, L], obdrzime

[ o

Cisla ag, ay, ..., by, by, ...uréena témito vztahy se nazyvaji Fourierovy koeficienty

funkce f.

d:U—Lb




Definice 2. Necht f € P(2L). Potom fada (1), v niz

1 [* k
—Z/Lf(x)cos%dx, k € Ny, (8)

1 [* k
—Z/_Lf(x)sin%xdx, keN, 9)
se nazyva Fourierova (trigonometrickd) fada funkce f.

Skute¢nost, ze fada (1) je Fourierovou fadou funkce f, zapisujeme symbolicky
a——l—Z acos——l—b Sinkﬂ

Zajima nas tedy, kdy je tato rada konvergentni a za jakych podminek je jeji soucet
v x roven f(x).

3.1 Konvergence

Konvergence Fourierovy fady je otazkou existence limity posloupnosti ¢aste¢nych
souctu

a u ( kmx . kma

so(x) = o Sp(x) = Z ay cos —— + by sin T) , neN, (10)
k=1

kde ay, a by jsou definovany predpisy (8) a (9). Pfedpoklady zarucujici konvergenci
mohou byt kladeny na koeficienty a; a by nebo na samotnou funkci f a prave
témi se budeme zabyvat. Fourierovu fadu miizeme utvotit pro libovolnou funkci
f € P(2L). Jestlize se hodnoty dvou funkei lisi pouze v koneéné mnoha bodech
intervalu [—L, L], integraly (8) a (9), které definuji Fourierovy koeficienty, jsou
stejné, to znamené, Ze obé funkce maji stejnou Fourierovu fadu. Nemuzeme tedy
ocekavat, ze Fourierova fada libovolné funkce (tj. z P(2L)) bude konvergovat k
f(z) pro libovolné x. Ukazuje se, ze bohuzel ani spojitost nestadi.

Problematika konvergence Fourierovych tad je velmi slozita, coz ukazuje nasledu-
jici nepatrna ¢ast znadmych vysledki z minulosti. Od A.N. Kolmogorova z r. 1926
(viz [7]) existuje piiklad funkce lebesgueovsky integrovatelné, jejiz Fourierova
fada diverguje vsude. Jiz v r. 1871 byla znama (Du Bois Reymond) spojita
funkce, jejiz Fourierova rada diverguje na mnoziné, ktera je hustd v intervalu
[—L,L]. Do r. 1966 nebylo znamo, existuje-li pro spojitou funkci neprazdna
mnozina, na niz Fourierova rfada konverguje. Kladn& odpovéd vyplynula teprve
z prace L. Carlesona (1966), ktery dokazal, ze kazda kvadraticky lebesgueovsky
integrovatelné funkce f ma Fourierovu fadu, kterd konverguje k f vSude az na
mnozinu lebesgueovy miry nula. Zakladni vysledek o konvergenci vyslovime ve
Vété 1. Nésledujici Lemma 1 a Poznamky 3 a 4 budeme potiebovat pro dikaz
této véty.
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Lemma 1. Je-li periodicka funkce integrovatelna na jednom intervalu délky pe-
riody, je integrovatelné na kazdém intervalu délky periody a vSechny integraly na
intervalech délky periody se rovnaji, tj.

L E+L
feP@RL) — / f@de= | fla)da
-L

&L

pro libovolné ¢ € R.

Pro dalsi vétu budeme potiebovat definovat pojem po ¢astech hladka funkce.

Definice 3. Funkce f se nazyva po ddstech hladkd na intervalu [a, b], jestlize ma
(aZ na koneény pocet bodi1) derivaci, ktera je po ¢astech spojita na [a, b].

Presnéji feceno, funkce f je po ¢astech hladka, jestlize existuje koneéné mnoho
bodu
a=x90<x1 < -<xg=0

takovych, Ze

1. f ma spojitou derivaci na (x;_1,2;),i = 1, ..., q,

2. existuji jednostranné vlastni limity f(x;+), f'(x;+) pro7 = 0,...,.q — 1, a
f(xi=), f'(wi—) proi=1,...q.

Poznamka 3. ! Je-li funkce f po ¢astech spojitd na intervalu [a,b]|, pak

b
lim/ f(z)sin \x dz = 0.

A—00

Diikaz. Dokézeme, ze fR f(z)sin Az konverguje k nule pro A — oo. Toto plati

dokonce pro libovolnou f € L'(R). Plati to, i kdyZ sinus nahradime kosinem.
1. Protoze ]
sin \x = 2—(€i>\$ — 7

]

1 . p
cos A\x = — (e 4 e77)
2
ziejme staci dokazat, ze

lim /Rf(:c)ei’\x = 0.

A—00

2. Volme f charakteristickou funkci omezeného intervalu [a, b]. Potom

iA ’ iA er ’ L i iA
[ e = [ev = |52 = L -,

IToto tvrzeni je v literatufe oznatovano jako Riemann-Lebesgueovo lemma.
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Tedy

1 iAb iXa 2
— (e +le <,
(1] +1e™)) < 75

/R flaes| < oo

ziejmé konverguje k nule pro A — oo.

3. Tvrzeni tedy plati i pro jakoukoli linedrni kombinaci takovych charakteri-
stickych funkei, neboli plati pro vSechny jednoduché méritelné nezaporné funkce
(j.n.m.) s kompaktnim nosicem.

4. Kazda méritelna nezapornéa funkce s kompaktnim nosi¢em se da napsat jako
limita j.n.m. s kompaktnim nosic¢em, tedy volme € > 0 libovolné, najdeme n € N
takove, Ze || f —su|[1 < €, kde funkce s, jsou j.n.m. s kompaktnim nosi¢em. Potom

mame

[ s@e = [ (1) = s+ [ safwpe

R R R

a tedy

[1@e| < [ 1@ = sl +| [ safre].

R R R

Proto

lim /f(m)ei’\”” <|If = sulls + lim '/sn(:c)ei’\x :

A—00 R A—00 R
Tedy

lim /f(x)ei’\”” <e+0
A—oo | Jr
pro ¢ libovolné, neboli
lim /f(a:)ei)‘x = 0.
A—oo | Jp
5. Pokud f neni nezdporna, napiSeme
f=r—f
a dostavame
lim /f(q;)e"’\x = lim /f*(q:)e"’\x — lim /f(:z:)ei’\‘” —0.
A—oo | Jp A—oo | Jr A—oo | Jp

6. Nyni volme libovolnou f € L'(R). Definujme

fn(z) = restrikce f(z) na interval [—n,n].

/R ful@)e

12

Pro kazdé n méame podle bodu 4

lim =0.

A—00




Opét napiseme

ZL’) ei)\x

gémw—mm+4nmw$

a stejnym postupem jako v bodu 4 dostaneme vysledek. O]

Poznamka 4. Je-li po ¢astech hladkéa funkce f v bodé z; spojita zprava (popf.
ji dodefinujeme hodnotou f(x;+)), existuje derivace zprava v bodé z; a plati

fi(z) = f'(@it), t)

T+ T — T—wit

Podobné, je-li f spojita zleva v bodé x;, popf. ji nahradime hodnotou f(x;—),
existuje derivace zleva v bodé z; a plati f’ (z;) = f'(x;—). Dikaz plyne z La-
grangeovy véty o stfedni hodnoté diferencidlniho poc¢tu za vyuziti jednostranné
spojitosti.

Véta 1. Necht f € P(2L) je po ¢astech hladkd na [—L, L]. Potom Fourierova
fada funkce f dana vztahem (1) konverguje v kazdém bodé = € R k aritmetickému
pruméru limit zprava a zleva, tj. plati

kmx
+ Z (akCOS— +bksin%> =
f(x), je-li f spojita v x,
B %[f($+) + f(x—)], neni-lif spojita v z,
kde ag, by, jsou definovany vztahy (8) a (9).

Drikaz. Vychodiskem diikazii vét o konvergenci je vyjadieni ¢astecnych soucti s,

v integralnim tvaru
/ flz—1t)D ( ) dt

7t

Aﬂﬂx+w+fu—wﬂh(f)da

nebo

e~ =

sn(z) =

kde

1
D,(0) = 5 + cos @ + cos 20 + ... + cosnd.

Podoba téchto vztaht je odvozena v tomto dikazu. Vyuzijeme vysledkii Poznamky
3 a 4. V integralnim vyjadieni castecnych souctii se objevuje tzv. Dirichletovo
jadro D,, a za¢neme odvozenim jeho vlastnosti. Oznac¢ime-li

Dy(0) ==, D,(0)= % +cosf + cos260 + ... + cosnf (= D,,_1(0) + cosnb),

13



pro kazdé n € N a 6 € R, plati

sin[(n+ 2 . .
M je-li 6 # 2mm, m € Z. (11)

251n§

n + %, je-li 0 = 2mm, m € Z,

Pro kazdé n € Ny je funkce D,, spojita, suda, 2w —periodické a

2 ™
z D =
- /0 NOX.

Uvedenou trigonometrickou identitu (11) pro 6 # 27wm dostaneme n—néasobnym
pouzitim vzorce

2sinycosd = sin(d + ) —sin(d — ), 7,0 € R,

nebot

1 1
QSing (5 + cosf + cos 260 + ... +Cosn9) = sin [(n—{— 5) 9] .

Uvazujme nyni libovolnou funkei f € P(2L). Dosazenim vztahia (8) a (9) do

kmx . knx
—1—2 (akcos— +bksmT> ,

dostavame pro kazdé n € Ny pfi vyuziti vztahu (11)

= km& krx . kw& kmx B
—|— Z <COS—COST + sstmT)] d¢ =

e 0 e [ iom, (0 e

Pouzitim 2L—periodicity integrandu lze podle Lemmatu 1 psat

“1f e (5)

kde nova proménna t = x — £ nebo alternativné (vyuzitim sudosti funkce D,,)

o (x) = Z/OL fz+1)+ f(x— 1) Dy (%) dt.



pak

1 it

=1 [0 -sen+ sa-0- s, (F) a=

::%[fguﬁm{(n+%)%ﬂth

f(fﬂ+t)—f(~’lf+)+f(~’lf—t)—f(33—)} or

: 7t *
t t sin 57

kde

g(t) = [

Uzitim vysledku Poznamky 4 je

flatt) = fl=+) - fle—t) - fla—)
lim . = f'(z+), lim ; = f'(z—),
a ponévadz
wt
lim 22 =1,
t—0 sin 2+

2L
mé funkce g v 0 vlastni limitu zprava, je tedy po ¢astech spojita na [0, L] a podle
vysledku Poznadmky 3 je timto véta o konvergenci dokazana. O

3.1.1 Gibbsuyv jev

“Achillovou patou” aproximace Fourierovou fadou je tzv. Gibbsuv jev. Pted-
stavme si jednoduchou funkeci s nespojitosti, napt. funkei f(z) = z pro z €
(—m,m). Nas zajimé, co se bude dit v bodech nespojitosti. V okoli téchto bodd,
tj. kde f(x+) # f(x—), dochézi k “prekmitu”. Kazdy ¢asteény soucet fady ma
maximum, které prevySuje priblizné o 9% velikost skoku. Geometricky to zna-
mend, ze grafy Castecnych souctt se blizi pfi n — oo a pfiblizovani se bodu
nespojitosti k vertikalni tsecce nikoli s krajnimi body f(z+) a f(x—), jak by-
chom ¢ekali, ale k tise¢ce podstatné (asi 0 9% ) delsi. Pro¢ pravé 9% 7 Podle véty
o bodové konvergenci plati: jestlize predpokladame, ze f(z) je spojita funkce a
spojité diferencovatelna az na koneény pocet bodu, pak pro kazdé a € (0, 1)

Sn(z) — é( lim f(z)+ lim f(z)) pron — oo

t—a~ t—at
a plati, ze maximum S, (x) je vétsi nez 1 pro n — oo, presnéji

lim max S, (z) = 1,089490...

takze presah nad 1 je témér 9% .
Na Obrazku 2 muzeme vidét znazornéni Gibbsova jevu graficky. Vyjadieni jsme

ziskali pouzitim nasledujictho m-filu:
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original
3r four. rada

Obrazek 2: Grafické zobrazeni Gibbsova jevu.

h = @(t) t;
N = 44,
tic
koef = zeros(1,2%N+1);
pos = 0O;
for k = -N:1:N
pos = pos+l;
@(t) h(t).x(exp(-i*k*t));
c = quadgk(fun, -pi,pi,’MaxIntervalCount’,2*N+10);
koef (pos) = c/(2*pi);

H

o)

B
Il

end

XX = -pi:pi/100:pi;

rad = 0*xx;

pos = 0O;

for k = -N:1:N
pos = pos+l;
c = koef (pos) *exp (i*k*xx) ;
rad = rad + c;

end
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Rychlé zmény funkénich hodnot se déji v ramci velice tizké oblasti a tato oblast
se zmenSuje stale vice jak roste n. Castecné soucty proto musi v tomto bodé
nespojitosti “spéchat” stale vice, tim se dostanou vyrazné nad danou funkéni
hodnotu a teprve pak se usadi. Toto chovani se stane vzdy, kdyz se Fourierova
fada musi vypofadat s nespojitosti. Na obou jejich stranach se u ¢astecnych
souctu objevuji oscilace, které jsou na stale uzsim prostoru, ale jejich velikost se
nezmensuje.

U Fourierovych fad m4 tato nestejnomérna konvergence v okoli bodu nespojitosti
zvlastni charakter, ktery byl poprvé ke konci 18. stoleti podrobnéji vySetfovan
americkym matematikem a fyzikem J. W. Gibbsem (1839-1903), a proto se v
literatute traduje pod nazvem Gibbsiiv jev.

3.2 Stejnomérni konvergence

Véta 2. Necht f € P(2L) je po ¢astech hladké na [—L, L] a spojitad na R. Potom
rada
Qo

SRS A)

k=1

je konvergentni a v dusledku toho:

e Fourierova rada (1) funkce f konverguje absolutné a stejnomérné na R

e jeji soucet je roven f(x) pro vSechna x € R.

Nyni odvodime vztahy, které budeme potiebovat pro dikaz Véty 2. Uvazujme
funkci f, kterd spliuje predpoklady Véty 1 o konvergenci. To znamena, ze je
2L—periodicka a existuje kone¢né mnoho bodt —L = 29 < 2y < --- < 2y = L
takovych, ze f ma spojitou derivaci na (z;_1, z;),i = 1, .., q, existuji jednostranné
vlastni limity f(x;+), f'(z;+) proi =0,..,q—1, a f(z;—), f'(x;—) proi =0, .., q.
Pro kazdé k € N lze tedy psat

L r1 T2
Lay = / f(x)cos km dx = / f(x) cos ki dx + / f(x) cos ki dzx+
., L ., L . L

kmx

L
+---+/ f(z) cos — du.
Tg—1 L

Odtud integraci per partes dostavame

z1 T2 L
ar = % { {f(x)smk%x} _L—I— {f(x)smk%p} +o+ {f(x)smk%m} }—

1
1 xr1 xr2
0 {/L f/(x)sinlmrTxdm—l—/xl f/(x)sinkLLxd:E—i—...
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/ f'(x)sin k"ﬂ'_{l? da:}

a tedy
1 ! k 7 L /
ar == ;[f(xi—) — f(z+)]sin 7;” - b
Podobné
1 a1 kmx; L
be = == D (@im) = flzit)] cos == = [f(L=) = f(=L+)]coskm — —a.

Zde a}, a b, znamenaji Fourierovy koeficienty funkce f’, tj.

/f s—dx /f n—d:v

Ponévadz funkce f’ je omezena, jsou omezené i posloupnosti a) a b}, a tedy
existuje konstanta C' > 0 takova, ze

C
|ak|—|—|bk| SE, k € N.
K tomu, aby platilo
L., L,
_ - 12
A LT k> bk /{j’ﬂ'ak, k c N7 ( )

staci, aby

f(_L+> :f(L_)’ f($1+) :f<mi_)a 1= 17"'7(]_17

tj. aby funkce f byla spojita na celém R. Tohoto predpokladu vyuzijeme v dikazu
Véty 2.

Jestlize doplnime predpoklady Véty 1 o pozadavek spojitosti f na celém R,
ukazeme ve Vété 2, Zze fada

s \+ (o] + ). (13)

je konvergentni a stava se konvergentni majorantou fady

krx . kmx
—|—Z (ak cos——l—bksm T) : (14)

Tato skutec¢nost ma diisledky, které jsou uvedeny ve Vété 2
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Tedy ke kazdému e > 0 existuje ng € N tak, Ze pro vSechna n > ng a pro vSechna
r € R plati

< €.

a kmx . kmx
|f { 0+Z<akcos—+bksmT)}

V nésledujicim dikazu vyuzijeme Weierstrassovo majorantni kritérium:

Necht

o {fi(z)}2, je posloupnost funkei definovanych na mnoziné £ C R

o |fi(x)] < My pro vSechna z € E k € Ny

e > 7, My je konvergentni ¢iselna fada (tzv. konvergentni majoranta fady
2 ko Jr ().

Pak rada D - fi(x) je stejnomérné a absolutné konvergentni na E.

Diikaz. Konvergence fady (14) plyne ze vztahii (12), které jsou dusledkem piedpo-
kladané spojitosti funkce f na celém R a uplatnénim tzv. Besselovy nerovnosti
viz |6]

@2 =
§0+Zak+b2 / f2dz. (15)

=1

7, elementarni nerovnosti ab < “Q"QH’ , ktera plati pro libovolna a,b € R, a ze
vztahi (12) odvodime
L L L
= | =V | =|—— + =Zb?
2] '/ﬁr g ‘27rk2 * T *
a podobné
L L L
bl = | — - =2
e ‘kﬂak '27#62 + mk

tedy dostavame

L 1 L 1
’ak‘ (‘b ‘2 k2> 3 ‘bk‘ (‘akj|2 k2) y k c N

Pouzitim Besselovy nerovnosti (15) pro f" dostaneme, ze fada Y, (|a}|* +|0,.*)
. . o o . L, o 00 1 - .o .

je konvergentni a ponévadz je znamo, Ze ) .~ ;z je konvergentni, fada (13) je
rovnéz konvergentni. Podle Weierstrassova majorantniho kritéria je rada (14)
absolutné a stejnomérné konvergentni na R.

O
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Spojitost funkce f (nutna podminka stejnomérné konvergence rady (14) ) se tedy
stala za predpokladi Véty 11 podminkou postacujici pro stejnomérnou i absolutni
konvergenci.

Poznamka 5. Praveé absolutni a stejnomérna konvergence je charakteristickou
vlastnosti mocninnych rad, tj. v intervalu konvergence rada konverguje absolutné
a v kazdém omezeném uzavieném intervalu, ktery je ¢asti intervalu konvergence,
fada konverguje stejnomérné.

4 Fourierdv integral

V predchézejici kapitole jsme se zabyvali podminkami, které umoznuji rozvinout
funkci f do Fourierovy trigonometrické fady. Nutnou podminkou je periodicita
funkce f. Pokud funkce periodickd neni, lze ji za urcitych podminek vyjadrit
pomoci Fourierova integrélu, ktery si mizeme predstavit jako limitni pripad
Fourierovy rady funkce, jejiz perioda roste nade vSechny meze. Vysledky jsou
zékladem pro vybudovéani Fourierovy transformace viz [6].

4.1 Fouriertv integral funkce

Funkci f, kterd je 2L—periodicka, spojita na R a po ¢astech hladki na intervalu
[—L, L], 1ze podle Véty 1 napsat ve tvaru

aop > kmx . knx
flz) = 0} +k2:; <akcosT +kaIHT) ,

kde ay, by jsou dany vztahy (8) a (9). Pouzitim sou¢tového vzorce pro funkci cos
lze ekvivalentné psat

) =57 [ FOde+ T3 s AT =8) g (16)

a tato rovnost plati pro vSechna z € R.

Nyni opustime predpoklad, Zze f je periodicka funkce. Necht je f spojita na R a po
¢astech hladké na intervalu [—L, L] pro véechna L > 0. D4 se o¢ekavat, Zze prove-
denim limitniho pfechodu pro L — 400 ve vztahu (16) dostaneme reprezentaci
f pro vSechna x € R.

Prvni ¢élen vpravo vztahu (16) konverguje k nule, a to za dodateéného predpokladu
existence nevlastniho integralu

+oo
/_ (@) d, (17)

o
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tj. absolutni integrovatelnosti funkce f na R. Za tohoto predpokladu totiz pro
kazdé L > 0 plati

/fdx

Ve druhém ¢lenu funkce f (tj. v fadé vztahu (16)) vystupuji hodnoty funkce
cos[vy(z — )] pro hodnoty vy = 2% k € N, pro néz je

1 [t
gﬁ/ faldr < 57 [ Il de

AU}C = VUg+1 — Vg = A’Uk — 0

s
L,

pro L — +o0. Rada tedy strukturou pfipomina integralni soucet pro funkci

1 L
— [ @ coslote - 6] de
T J-L
Ocekavame, Ze pro L — +o0o bude mit prava strana funkce f(x) za limitu integral

a dostaneme, pro kazdé x € R,

s =2 [ ([ e colote - €))ae) (18)

T —00

Vyraz vpravo se nazyva Fourieriv integrdl funkce f (v bodé x).

4.2 Véta o reprezentaci funkce Fourierovym integralem

Véta 3. Necht funkce f je absolutné integrovatelnd na R (tj. nevlastni integral
(17) je konvergentni) a po ¢astech hladka na kazdém omezeném intervalu. Potom
Fourieriv integral (18) funkce f konverguje pro kazdé = € R a plati

Jten+ e =1 [ ([ s costuta - o) de) ao

Diikaz. 7 absolutni integrovatelnosti funkce f (pouzitim majorantniho kritéria)
dostavame, ze pro kazdé v,z € R plati

'/:of ©esloto o) < | T @ese- el des ()

+oo
s/ F(©)] de < +oo.

—00

Oznacime-li, pro kazdé N > 0,

=1 [ ([ reeotota-o1ae) av

m 00
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je diky vlastnosti (19) mozno provést zaménu poradi integrovani (opravnénost
zameény je zalozena na tzv. stejnomérné konvergenci vnitiniho integralu vzhledem
k v a ta vyplyva z (19)). Tedy

)=+ [0 ([ colota - gan ) de =

o0

= l I f(g)snl[];/v(_xg 5)]

+o00
=—/0 @t )+ flz— 1)

™

dé =

sin Nt

dt,

kde jsme posunuli meze integralu, tim misto f(§) piSeme f(—&) + f(+¢) a opét
jsme pouzili substituci t =z — £.

Z konvergentniho nevlastniho integralu

+00 3 N
| EEa—n o),

00 X

ktery neni absolutné konvergentni, plyne, ze pro kazdé N > 0 plati

2 [ gin Nt
—/ PV =1,
0

s t

sin Nt

dt.

™

+o00
v(o) =TI — 2 [ = e+ o =0 = fao)

Integral napiSeme jako soucet dvou integrala I; a Iy na intervalech [0, Ny], resp.
[No, +00). V disledku konvergence integralu (17) konverguji (s pouzitim majo-

rantniho kritéria) i integraly | oo LIWOL gt pro jakdkoli a > 0. Lze tedy volbou

a t
dostatecné velkého a uc¢init libovolné malym integral I5. Integral I; na omezeném

intervalu [0, a] pak lze ucinit libovolné malym volbou dostatecné velkého N zcela
analogicky, jako v dikazu Véty 1. O

4.3 Komplexni tvar Fourierova integralu a Fourierova trans-
formace

V této kapitole budeme potiebovat pojem hlavni hodnota integralu funkce. Jestlize
pro a € R jsou integraly

/_a f(z)dx, +OO f(z)dx

o0 a
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konvergentni, pak fikdme, Ze zobecnény integral funkce f od —oo do +oo je
konvergentni a klademe

—+00 —+00

(@) do = /_ " r@de+ [ fle)de (20)

Miuze se stét, ze zobecnény integral (20) neexistuje, ale existuje (vlastni) limita
integrali v mezich od —N do N pro N — 4o00. V takovém pripadé nazyvame
tuto limitu hlavni hodnotou integrdlu funkce f od —oo do 400 a znacime ji V.p.
(z francouzského valeur principale). Je tedy

N—+oc0

+o0
Vop. f( = lim / f(z (21)

Necht f je absolutné integrovatelnd na R a na kazdém omezeném intervalu je po
castech hladka. Ponévadz funkce sinfv(z — £)] je licha a funkce cos[v(x — &)] je
sudé (jako funkce v pii pevnych z, ), plati pro kazdé N > 0

[ ([ st - ende) av=o.

[ ([ s@cste - 1) o=z [ ([ st cosote —)1ac)) o

Pouzitim Eulerovy formule e’ = cos a + i sin o platné pro viechna o € R a Véty
3 dostaneme

st + 5@l =2 i [ ([ @) cotote - 10 ) o=

T N—+00 0 e’}

o ([ ([ r@cotuts - ede) av) +
voedm (i ([ 7 s@sniets - e1de) av) =

1 N +o00 ]
= — lim ( f(&)e@=9 d§) dv

27T N—+o0 -N

Pouzijeme-li oznac¢eni V.p. pro hlavni hodnotu integralu, miizeme psat

+o0 400
U + 1w = gve [ ([T reeeoa) o

oo

V.p. nelze obecné vynechat, nebot nevlastni integral od —oo do +oo nemusi
existovat. Této upravy Fourierova integralu se s vyhodou uziva v aplikacich a
slouzi k zavedeni tzv. Fourierovy transformace. Oznac¢ime-li

+oo

fl) = F(&)e e de, (22)
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pak
+oo

S+ fa) =5V [ fw)e (23)

Funkce definovana vztahem (22) se nazyva Fourierova transformace funkce f a
vztah (23) predstavuje tzv. inverzni Fourierovu formuli. Zobrazeni, které vzoru f
prifazuje obraz f , se nazyva Fourierova transformace a znaci se I, tedy Ff = f
nebo podrobngji F{f(z)}(v) = f(v). Fourieriiv obraz Ff se nazyvé spektrem
signdlu (vzoru) f. Pro t¥idu funkei f, které jsou absolutné integrovatelné a spojité
na R a po ¢éastech hladké na kazdém omezeném intervalu plati podle Véty 3 tzv.
Véta o jednoznacnosti: k Fourierovu obrazu je vzor v této tiidé jediny (a je uréen
pomoci inverzni Fourierovy formule).

F' je prosté zobrazeni a zobrazeni, které kazdému obrazu f pritazuje funkci defi-
novanou vpravo ve vzorci (23) se nazyva inverzni Fourierova transformace a
zna¢i F~1. Plati F~'f = f nebo podrobngji F~{f(v)}(z) = f(z) pro viechna
x € R. Ponévadz ovSsem defini¢ni obor inverzni Fourierovy transformace, tedy
obor hodnot Fourierovy transformace, neni snadné charakterizovat, buduji se
teorie Fourierovy transformace i na jinych tfidach a prostorech funkci a zkouma
se prostota tohoto zobrazeni (a tedy existence inverzniho zobrazeni).

Poznamka 6. Z divodi vétsi symetrie se nékdy Fourierova a inverzni Fourierova
transformace definuji pomoci vzorct

£ 1 e —ivg
Ff = o) = o= / F(€)e e de,

17 1 oo ]
Ff=—Vp. fv)e™ dv.
or - (v)
Nékteré vlastnosti Fourierovy transformace jsou potom vyjadieny vzorci, které
nabyvaji formélné jednodussiho tvaru.

4.4 Aplikace a vyuziti Fourierovy transformace

Fourierova transformace (FT) mé opravdu Siroké vyuziti, pro predstavu néktera
uvedeme. Fourierova transformace se pouziva pfi feSeni diferencialnich rovnic.
Podstata spoc¢iva v tom, ze FT prevadi operaci derivovani na operaci nasobeni
obrazu nezavisle proménnou (viz [11]). Provedeme-li Fourierovu transformaci po-
dle vSech nezévislych proménnych, dostaneme pro obraz feSeni rovnici, v niz se
derivovéni Vﬁbec nevyskytuje Kdyi ji Vyfeél’me staéi pak najit Fourieruv vzor,
zadny vzor. Pak tato metoda nevede k 0111, ale provedeme-li Fourierovu trans-
formaci jen podle ¢asti proménnych, dostaneme diferencialni rovnici pro funkei
méné proménnych s parametry, ktera miize byt snadnéji fesitelna, nez rovnice
puvodni a pak opét musime najit vzor.
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Pomoci Fourierovy transformace lze provadét spektralni filtraci, tj. modifikaci
texturalnich strutktur ¢ zvyraznéni obrazu jako takového a zlepseni jeho kon-
trastu. Frekvencni filtry odstranuji nizké frekvence, ¢imz dochazi k detekci hran,
vysoké frekvence, kde poté dochazi ke zvyraznéni ploch nebo odstranuji stfedni
frekvence a tim dochéazi k rozostfeni malych struktur. V oblasti obrazu je pak FT
vyuzita pro apravu kvality obrazu, jeho zaostfeni nebo komprese.

Dalsi vyuziti F'T spociva ve frekvencni analyze rota¢nich stroju, tj. pravidelné
sledovani stroju, jejich vibraci, vyhodnocovani vibra¢nich spekter a urcovani za-
vad. Na zékladé vyhodnoceni vibracnich spekter rotacnich stroju lze ziskat presny
prehled o jeho technickém stavu, predikovat pravdépodobné zavady a urcit zby-
vajici zivotnost zarizeni.

FT lze pouzit pro identifikaci a eliminaci periodického Sumu obsazeného v druzi-
covém snimku viz [18]. V tomto pFipadé je nejprve provedena Fourierova trans-
formace, posléze aplikovdana maska (Sum se zobrazi ve Fourierové spektru ve
tvaru pruhi) a data jsou zpétné transformovana do prostorové domény (inverzni
Fourierova transformace).

Metody Fourierovy transformace vyuzivaji také pfistroje pracujici na principu in-
terference zareni. Tyto pTistroje se vyuzivaji v oblasti infracervené spektroskopie
k identifikaci chemické struktury latek.

5 Diskrétni fourierova transformace

Fourierova transformace je u¢innou matematickou metodou ke zpracovani ri-
znych signalt a jejich analyzovani. Obraz Fourierovy transformace se nazyva
spektrem signalu. Defini¢ni vzorec pro Fourierovu transformaci je integralem a
pro praktickou realizaci neni prili§ vhodny, protoze jeho analytické feseni existuje
jen v omezeném poctu piipadi a je nutno jej fesit numericky. Navic v piipadé
pocitacového zpracovani neméme spojitou funkci, ale jen jeji hodnoty v diskrét-
nich vzorkovacich okamzicich. Z téchto duvodi se definuje diskrétni Fourierova
transformace (DFT), jejiz vstupy a vystupy jsou posloupnostmi hodnot tedy
diskretizovany signal.

5.1 Samplovani

Samplovanim (neboli vzorkovanim, z anglického slova sample = vzorek) rozumime
proces prevodu analogového (neboli spojitého) signélu na digitalni (neboli diskrét-
ni). Vstupni signal se digitalizuje pomoci A /D pfevodniku ? a periodicky se uklada
po stanovenych okamzicich do paméti. Pocet sejmutych vzorku za jednu vtefinu
je vzorkovaci frekvence a spotieba paméti zavisi na této frekvenci pfimo tmeérné.

2elektronicks sou¢astka uréené pro pievod signalu z analogového na digitalni
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Proces vzorkovani si muzeme ukédzat na nésledujicim pfikladu. Predstavme si
posloupnost velmi tuzkych stejné vysokych a Sirokych impulsi. Reknéme, Ze im-
pulstt bude 44 100 za sekundu. V okamziku “vystireleni” impulsu budeme z ana-
logového signélu odebirat vzorky. Vyslednym vzorkovanym signalem je tedy rada
impulsi a jejich vyska je rovna okamzité hodnoté ptivodniho analogového signélu.
Pokud ze signalu odebereme zminénych 44 100 vzorkt za sekundu, znamena to, ze
vzorkovaci frekvence, ozna¢ovana nékdy jako SR (sample rate), je 44 100 Hz. Da
se Tict, Ze nasim analogovym signalem vlastné modulujeme velikost jednotlivych
vzorkovacich impulst. Proto se také proces vzorkovani nékdy oznacuje zkratkou
PAM (pulsni amplitudova modulace).

Na prvni pohled se miize zdat, Ze proces samplovani je velice jednoduchy (zapo-
jime mikrofon, nastavime vzorkovaci frekvenci a nahrajeme urc¢ity zvuk). Faktem
ale je, ze vytvorit dobry vzorek zvuku je ¢asto pomérné slozity proces, ktery
vyzaduje dobré znalosti z oboru akustiky.

Nyni A/D prevodnik trochu podrobnéji. Tento prevodnik provadi dvé zakladni
operace. Jednak troviiové kvantovani signalu a déle prevod trovné kvantového
signalu do digitalni podoby. Pfi troviiovém kvantovani zaokrouhlujeme velikosti
jednotlivych vzorki signalu na nejblizsi hodnotu urcitého vhodné zvoleného ra-
stru. Zaokrouhlujeme proto, abychom mohli vyjadrit vzorky kone¢nym poctem
bitt. Bit je zakladni informad¢ni jednotka nabyvajici bud hodnoty 0 nebo 1. Kvan-
tovany vzorek miize nabyvat pouze jedné z 2" ruznych hodnot, kde n je pocet
bita piislusného A /D prevodniku, coz potFebujeme. Kdybychom nezaokrouhlovali
(jinymi slovy — kdybychom velikost kazdého vzorku chtéli vyjadrit s nekoneéné ve-
likou pfesnosti), potfebovali bychom k tomu nekoneény pocet bita. Po troviiovém
kvantovani prichazi na fadu PCM koédovani (zkratka PCM oznacuje pulsni ko-
dovou modulaci — tedy kodovani velikosti impulst do digitalni podoby, reprezento-
vané nulami a jedni¢kami). Pfi PCM kdodovani musime velikost kazdého zaokrou-

Ve weiv s

velmi dobfe je popsan Bensonem v [1].

5.2 Aliasing

Aliasing je jev, ke kterému miuZe dochazet v situacich, kdy se spojita informace
prevadi na diskrétni. Slovo aliasing znamenajici v ¢estiné falsovani (resp. chyba
vzorkovanim) presné vystihuje jev, ke kterému dojde pii nedodrzeni Shannonova
teorému. Aliasing muzeme popsat jako pritomnost umélych komponent v digital-
nim signalu, ktery jsme ziskali z analogového. Divod, pro¢ k tomuto jevu dochazi
je, ze samplovaci frekvence puvodniho signalu je pfilis nizkd a tyto frekvence
se prekryvaji. Aby pii samplovani nedochazelo k aliasingu, musi byt vzorkovaci
frekvence rovna minimalné dvojnasobku nejvyssi frekvence obsazené ve vzorko-
vaném signéalu - tzv. Shannonuv teorém (nékdy nazyvany Nyquistiv, Shannon-
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Nyquistiv teorém nebo také Shannon-Kotélnikoviv teorém):

f
5
kde f,, je kmitocet signalt prichézejicich na vstup a f je vzorkovaci frekvence.
Pokud tuto podminku vzorkovaci frekvence nespliuje, dochazi k prekryti frekvenci
vzorkovaného signalu a tedy ke ztraté informace. Znamou ukézkou aliasingu je
napiiklad filmovy zaznam néjakého rychle se otacejiciho predmétu, napr. vrtule
letadla. Abychom se vyhnuli problémim zptsobovanym aliasingem, musi byt na
vstupu vzdy zafazen dolnopropustni analogovy filtr (tzv. anti-aliasing filtr), ktery
signaly, jejichz frekvence nespliuji podminku Shannonova teorému, potlaci. Velmi
dobfe je aliasing a smysl Shannonova teorému popsan Bensonem v [1]: uvazujme
¢isté sinusovou vlnu s frekvenci v, napf.

f(t) = Acos (2mvt).

fm < (24)

Je dana vzorkovaci rychlost N = -1 vzorkii za sekundu a vyska funkce v M —tém

At
vzorku je dana vztahem

f(M/N) = Acos (2nrvM/N)

Je-li v vétsi nez ¥, feknéme % + «, pak

f(M/N)= Acos(2(N/2+ a)Mn/N)
= Acos(Mm+ 2aMn/N)
= (=DM Acos(2aMn/N).

Zména znaménka u a nema dopad na vysledek vypoctu, dostaneme tedy stejny
vysledek jako u vlny v = N/2 — a namisto v = N/2+ «. KdyZ se na to podivame
z jiného uhlu, vzorkové body v tomto vypoctu jsou presné ty samé body, kde
se grafy funkei A cos(2(N/2 + a)nt) a Acos(2(N/2 — a)nt) kiizi, coz vidime na
Obrazku 3.

Vysledkem tohoto je, Ze frekvence, které je vétsi nez polovina vzorkovaci frekvence,
se odrazi skrz polovinu vzorkovaci frekvence, zni tedy jako frekvence odpovidajici
hodnoté mensi nez polovina vzorkovaci frekvence. Tento jev se nazyva aliasing.
Na Obrazku 3 jsou vzorkové body oznaceny cernymi teckami. Vykreslené dvé
frekvence maji mirné vyssi a mirné nizsi frekvenci nez polovina snimaci frekvence.
Vzorkové body jsou tedy body, kde se tyto dva grafy na Obrézku 3 kiizi.

U vln s pfesné polovinou vzorkovaci frekvence nastava néco zajimavého — kosinové
vlny ztistavaji nedotceny, ale sinové viny naprosto zmizi. To znamené, ze fazova
informace je ztracena a informace o amplitudé je zkosena. Zavérem Shannonova
teorému je to, ze pred digitalizaci analogového signélu je zasadnim krokem nechat
ho projit skrz dolnf propust, aby se odstranily frekvence nad polovinou vzorkovaci
frekvence. Jinymi slovy, kazda frekvence z ni vystoupi v paru se svym odrazem.
V piipadé digitalnich kompaktnich diski je tou mezni frekvenci polovina z 44,1
KHz, tedy 22,05 KHz. Jelikoz je hranice slySitelnosi u clovéka obvykle nizsi nez
20 KHz, miizeme to povazovat za vyhovujici bez rezervy.
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Obrazek 3: Kiizeni grafa funkei (viz [1]).

5.3 Prechod od Fourierovy transfomrace k diskrétni Fou-
rierové transformaci

Vypocet spektra signalu podle vztahu (22) narazi na jeden problém: potfebujeme
znat pribéh signdlu pres nekoneény ¢asovy interval. Trvani v praxi se vyskytu-
jicich signali je vzdy kone¢né a jejich spektrum tedy, striktné vzato, neni defi-
novano. Musime je tedy néjakym zptisobem rozsitit na nekonec¢ny interval a poci-
tat spektrum tohoto néhradniho signélu. Pfechod od spektra definovaného jako
Fourierova transformace spojitého signalu, které je spise teoretického vyznamu,
k DFT (resp. FFT) kone¢ného poctu vzorki pouzivany v praxi neni zcela pii-
mocary a je vhodné jej rozlozit do nékolika na sebe navazujicich kroki.

Kromé toho, Ze v praxi se vyskytujici signaly jsou definovany pouze na omezeném
¢asovém intervalu, jejich spektrum byva také nenulové pouze na omezeném inter-
valu. Méame-li signal o spektru omezeném na intervalu [—7%, %], mizZeme jej dle
Shannonova vzorkovaciho teorému (24) beze ztraty informace, a tudiz s moznosti
jeho 1plné rekonstrukce, navzorkovat se vzorkovaci periodou 7. Necht f,,.n =
0,.., N—1 je pavodni samplovany signal v bodech nT. Nahradou integralu sumou
v definici Fourierovy transformace (22) dostaneme vyraz:

Flw)= > fae ™" (25)

n=—oo

Pouzijeme-li z celého nekoneéné dlouhého signalu pouze konecny pocet N vzorki,

popf. ostatni vzorky signalu polozime rovny nule, ziskame z predchozi transfor-
mace (25) vyraz:

F(w) = fae™" (26)

Tento obraz signalu f, je tedy, stejné jako v predchozim ptipadé, spojity a perio-
dicky, presto nese o signalu pro jeho zkraceni méné informaci nez nesly obrazy
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predchozi. To se zpravidla projevi snizenim “rozliseni”, tj. jemnosti detaili podél
kmitoc¢tové osy.

Poslednim krokem pomyslného pirechodu k DF'T je navzorkovani spojitého obrazu
v kmito¢tové oblasti (26) v bodech wy, = %, k=0,1,..., N—1. Toto navzorkovani
je mozné provést pri zachovani moznosti obnovy ptivodniho spojitého pribéhu, a
to je zajisténo zkracenim vstupniho signalu na N vzorka provedené v predchozim
kroku. Vysledkem je Diskrétni Fourierova transformace (DFT) definovana vzta-

hem (znaceni zjednodusime, tj. F(wy) = Fy):

N—-1
Fo=Y" foe™%, kde k=0,.,N-1. (27)

n=0

tedy zobrazeni RY — RY. Vztah pro inverzni diskrétni Fourierovu transformaci

o oy , o« . , . . . g g2m
(zna¢ime IDFT) miZzeme ziskat nap¥. vynasobenim rovnice (27) &initelem e~
a vytvorenim sumace podle k:

N-1 N-1 N-1

1127 - 2m
E /‘erzklw _ 2 fn [E ezk(ln)N] . (28)
k=0 n=0 k=0

Sumace v hranatych zavorkach je rovna 0 pro [ # n a rovna N pro [ = n, takze

dostaneme:
N-1

1 o
£ = NZer“ﬂl% (1=0,1,2,.,N —1). (29)
k=0
Diikaz.
1 = 2w 1 B e o oom g2m
N Z erzklw _ N fje_lkJWGZle _
k=0 k=0 j=0
1 N—-1 N-1 1 N-1
ik(l—7) 2T
= fiy MR = N fion(l —j) = fi,
j=0 k=0 Jj=0
kde Oy (l) = £ SN M O

Vztah (29) predstavuje inverzni DFT, ktera umoziuje vypocitat diskrétni ho-
dnoty f, ze zadanych diskrétnich hodnot spektra Fj, které mizeme napt. odecist
ze zadaného spojitého pribéhu spektra.

Diskrétni Fourierova transformace je zobrazenim, které periodicky diskrétni vek-
tor f, délky N prevede na periodicky diskrétni vektor Fj délky N, f, — Fy a
inverzni diskrétni Fourierova transformace je zobrazenim opac¢nym, tj. Fj, — f,.

Diskrétni Fourierova transformace nasla velké uplatnéni zejména s rozvojem vy-
pocetni techniky. Soucasti fady pfistroju jsou jednoticelové procesory, které rea-
lizuji tuto transformaci. Jeji hlavni rozvoj nastal po roce 1965, kdy J.W.Cooley
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a J.W.Tukey popsali velmi efektivni algoritmus vypoctu DFT, tzv. rychlou Fou-
rierovu transformaci (Fast Fourier Transform — FFT). Diky tomuto algoritmu se
stala diskrétni Fourierova transformace nejrozsitenéjsim prostredkem pro vypocet
Fourierovy transformace. Kromé algoritmu Cooley-Tukey jsou pouzivany dalsi
algoritmy, které se lisi predev§im vyjadienim FFT a jsou to algoritmy FFT:
Bluestein’s, Bruun’s, Prime-factor, Rader’s a Split-radix. Algoritmus FFT je
také implementovan ve vSech nejrozsitenéjsich matematickych programech jako
je napt. Maple, Matlab, Mathcad, GNU Octave, Mathematica, atd.

5.4 Rychla Fourierova transformace

Kapitola o rychlé Fourierové transformaci (Fast Fourier Transform — FFT) ¢erpa
zejména z literatury [1]. FFT je zptsob vypoc¢tu diskrétni Fourierovy transfor-
mace piimocarym zpusobem, pii kterém je tfeba méné aritmetickych operaci nez
pii uziti rovnice (27). Vztah pro vypocet diskrétni posloupnosti Fy ze zadané
posloupnosti hodnot f,, je dan rovnici (27) a pro inverzni postup vztahem (29).
S ohledem na vyklad postupu pii vypoctech podle téchto rovnic zavedeme sub-
stituci:

Wik = e7i% k. (30)
Vztahy pro DFT a IDFT pak budou ve tvaru:

N-1 N-1

DFT = Fy = fue 8" =37 Wik (31)
0 0
| Nl . | V-l

IDFT:ﬁf§ﬁ§:ﬂdWMZTVEIEM@M. (32)

0 0

Vypocet diskrétnich hodnot F} nebo f, podle téchto vztahi je pti delsi posloup-
nosti N zadanych diskrétnich hodnot ¢asové velmi naro¢ny. Vyzaduje velké mnoz-
stvi aritmetickych operaci, protoze optimalnim zptisobem pro vypocet polynomu
je Hornerovo schéma, které potiebuje N — 1 nasobeni a séitani, coz pro celou
transformaci déava pocet operaci 2 x N x (N —1) tedy priblizné N? operaci. KdyZ
si predstavime, ze N miize byt napt. 0.5 — 1 milion a ¢as vypoctu stoupa Gmeérné s
N2, je vypocet diskrétni Fourierovou transformaci neprakticky. DileZitym krokem
ve vytvéareni ¢asové uspory je minimalizace po¢tu nasobeni a vypocet pomoci FFT
narozdil od DFT vyzaduje pouze N log, N operaci.

<o . . . 1k » 2nmik o
Priklad 1. Uvazme situaci, ze N = 4. V tom pripadé jsou ¢isla e™~ rovnomérné
rozlozena po jednotkové kruznici v komplexni roving, takze

=1 (k=0)



rovnice se tedy redukuji na
Fr=fi+h+f+fs
Fy=fo—ifi— fa+ifs
Fo=fo—fi+fo—fs
Fs=fo+ifi—fa—1ifs
1
fo= Z(FO + Fy + Fy + F3)
1 i )
f1 = Z_l(FO -+ ZF1 — F2 — ZFg)
1
fo= ZL(FO — F + F, — F3)

1 ) )
f3 = Z(FO — ZFl — F2 —|—ZF3)

K vysvétleni fungovani rychlé Fourierovy transformace pouzijeme N jako sudé
¢islo. Muzeme tedy rozdélit soucet (31) na sudé a liché vyrazy:

2

—2mwi(2n)k —2mi(2n+1)k
Fy = E Joane™ N+ E Jonrem N

N N
N1 N g

Rozhodujici je, Ze hodnota Fj, ~ je velmi podobn& hodnoté Fjy. Zjisténim, Ze
2

e ™Mk — 1 g e7m@nHDk — (1) obdrzime

S
—

81
5—
—2mi(2n)k —27mi(2n+1)k

Fk+% = fone™ & 4+ (=1 Z Jonyre” N
0 n=0

3

MiuZeme tedy vypocitat hodnoty Fj N za stejny cas s poloviénim tusilim, které
by bylo jinak potfeba, plus je tfeba pri¢ist dalsi ¢as na provedeni scitéani a

odcitatni vysledki. Ony dva soucty, které pocitame, jsou samy o sobé diskrét-

nimi Fourierovymi transformacemi (s pravou stranou nasobenou e~ ) pro %

bodu namisto N bodi, takze je-li % sudé, mizeme zopakovat tentyz postup. Na
Prikladu 1 se timto upravuje vypocet nasledovné:

Fo = (fo+ f2) + (f1 + f3)

Fy=(fo+ fa) = (fi+ f3)
Fi=(fo—fo) —i(fi — fs)
Fy = (fo— f2) +i(f1 — f3).
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6 Tvorba a Sifeni zvuku

Obsah této kapitoly je z velké ¢asti prevzat z literatury [14]. Za¢neme tim, jak
fyzicky zvuk vznika.

6.1 Vznik zvuku

Zvuk je tvoren vzdy, kdyz je porusSena rovnovaha hustoty (nebo tlaku) plynu,
kapaliny nebo pevné latky. Jestlize lokalni preruSeni tlaku (hustoty) obsahuje
frekvence v rozmezi od 20 do 20 000 Hz (tzv. slySitelné pasmo), vznika zvuk.
Frekvence pod hranici 20 Hz se nazyvaji infrazvuk a frekvence nad 20 000 Hz
pak ultrazvuk. Jestlize preruseni tlaku je pozitivni, vznikd zhustovani ve stfedu a
tim hustota stoupa. Naopak, jestlize je toto preruseni negativni, vzniké fedéni a
tedy hustota klesa. Nyni uvedeme tii konkrétni situace s popisem vzniku zvuku.

Predstavme si vélec s pistem uvnitt — pohybem pistu je vzduch stridavé zhustovan
(kondenzovéan) a fedén. Castice, které jsou v kontaktu s pistem, se snazf nésle-
dovat jeho kmitavy pobyb, ale protoze nejsou s pistem ani s ni¢im jinym pevné
spojeny, vytvaii sviij vlastni pohyb narazem. Hybnost je prenasena na pfilehlé
castice s casovym zpozdénim na bod déle od pistu. Toto “prenaseni” preruseni
tlaku tvori vlastni zvuk.

V pripadé tleskidni je zvuk produkovan nahlym pferusenim proudu vzduchu,
ktery je stlac¢en mezi dlanémi. Toto docasné preruseni proudu vzduchu muze
byt zesileno vzdélenim dlani od sebe, tim se vytvofi rezonan¢ni komora.

Dalsim zajimavym zdrojem zvuku je siréna. Mé&jme plny kotouc po jehoz obvodu
jsou pravidelné vzdalené otvory. Proud vzduchu je smérovan piimo na otvory po
obvodu kola. Periodické ruseni proudu vzduchu témito otvory zptisobuje znacné
prerusent tlaku a tim velmi intenzivn{ zvuk. Cim bude rychlejsi toceni kotouce, tj.
pousténi a zastavovani proudu vzduchu, tim vyssi bude frekvence takto vzniklého
zvuku. Siréna je dilezitym zdrojem zvuku pro tcast hlasu pii mluveni, protoze
se podoba hlasivkovému zdroji zvuku. V obou ptipadech je vzduch nuceny perio-
dicky prochézet skrz otvor. Vysledkem je tedy série impulsi.

Zajimavy aspekt je produkce zvuku u lidi a zvitat, protoze mala zvifata mohou
¢asto vydavat zvuky, které jsou mnohem intenzivnéjsi nez ty od zvirat velkého
vzrustu. Je zde urcity kompromis mezi objemem vzduchu, ktery je hnany zdro-
jem, a frekvenci, na které je tento vzduch produkovan. “Malé zdroje” mohou byt
velmi intezivni, jestlize se jejich proud vzduchu rychle méni.

6.1.1 Zvukové spektrum, tény a Sumy

Zvukové spektrum v akustice pfedstavuje kombinaci vSech frekvenci, ze kterych se
vétsina zvuki (tedy mechanické vinéni) sklada. Vétsina zvuki, které se v prirodé
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vyskytuji, nejsou jednoduché tény o jedné frekvenci, ale maji slozity prubéh,
ktery lze analyzovat pomoci pristroji.

Tony maji pravidelny pribéh, ktery je sloZzen z jedné nebo vice frekvenci, na
které 1ze zvuk pfi analyze jeho spektra rozlozit. Ténem v akustice je kazdy zvuk se

cvv .

stalou frekvenci. Nejnizsi frekvence tonu je povazovana za zakladni a udava vysku
tonu. Ostatni, vyssi frekvence, se oznacuji jako alikvoty® a ovliviwji vysledny
sluchovy dojem nazyvany barva tonu (témbr). Jednotlivé razné tony se tedy lisi
frekvenci, ale lidské ucho nevnima rozdil téchto frekvenci, nybrz rozlisuje je na
zékladé jejich podilu. Tén s dvojnasobnou frekvenci zni pro lidské ucho o jednu
oktavu vyse. Kazdy ton by mohl byt popséan svou frekvenci (vyjadfenou napt. v
Hz), v praxi by ale bylo takové oznaceni velmi nepohodlné. Frekvence se proto
uvadi jen pro zakladni tén, kterym je tzv. komorni A, které ma frekvenci 440 Hz.

’

Poznamka 7. Komorni “A” neboli jednocarkové “A” je zékladem veskerého mo-
derniho ladéni. Jako mezindrodni standard bylo toto ladéni ustanoveno v Parizi
roku 1858, ale jeho pouzivani bylo znamo i mnohem diive viz [23|. Nejprve kazda
Skola ¢i smér pouzivaly jako komorni “A” svoji vlastni normu, ktera se lisi vzdy
jednotlivou frekvenci tohoto zédkladniho ténu. V roce 1958 se mezinarodni komise
dohodla na pouzivani komorniho “A” o frekvenci 440 Hz. Toto moderni ladéni je
0 néco vyssi nez byla ladéni pouzivana v barokni a starsi hudbé. Napr. pti ladéni
anglickych pistalovych varhan v roce 1720 bylo komorni “A” na 380 Hz a pfi ladéni
pouzivaném pievazné v barokni hudbé na 415 Hz. Norma komorniho “A” byla u-
stanovena hlavné z duvodu, aby bylo zaruceno, ze klaviry a jiné nastroje maji
stejnou ténovou vysku a diky tomu mohly néstroje spole¢né hrat a nedochézelo
tak k nepatfi¢nym zvukovym disonacim ¢i neladéni.

Na rozdil od ténu maji Sumy, neboli hluky, nepravidelny priubéh kmiti. Mnoho
zvuki nejsou ¢istymi tony a ani Cistymi Sumy, ale maji jak slozky ténové (pravidel-
né kmity o urcitych frekvencich), tak i sumové (nepravidelnosti). V lidskeé feci jsou
samohlasky slozenymi tony a souhlésky jsou Sumy.

Mezi zakladni fyzikalni vlastnosti zvuku patii:

e intenzita, ktera je urcena velikosti “zvukové energie”, jez projde za sekundu
plochou 1m? kolmou na smér &iFeni zvuku, intenzity ubyva se &tvercem
vzdalenosti od zdroje zvuku

e vyska, ktera je dana u jednoduchého tonu kmitoctem jeho zdroje, u slozené-
ho tonu interferenci vysek tont ¢astkovych, udava se v hertzech [Hz|: kmi-
toCet rovny 1 Hz méa takovy periodicky déj, jehoz 1 kmit trva 1 sekundu

3 Alikvotni tén, nebo téZ vyssi harmonicky ton, je ton, ktery zni spole¢né s ténem zakladnim.
Vétsinou se u kazdého zvuku vyskytuje mnozstvi alikvotnich tona a jejich intenzita je to, co
urcuje charakteristickou barvu zvuku. Pravé diky alikvotnim ténim jsme schopni poslechem
rozpoznat, o jaky se jedna hudebni néastroj.

33



e barva zvuku, kterd vznikéa u slozenych zvuki na zakladé interference vysek
(viz Poznamka 8) a intenzit ¢astkovych toni

e kvantita, tj. trvani v cCase.

Poznamka 8. Interference je charakteristickou vlastnosti vin a znamena vza-
jemné ovliviiovani ¢ prolinani vin. Pii jejich pohybu a prolinani se v urcitém
bodé vzajemné zesiluji, zatimco v jinych bodech vzajemné rusi. Pti zpracovani
nahravanych samohlasek se projevi tak, ze pii vstupu dvou tont na frekvenci
presné 440 Hz, dostaneme na vystupu opét ton na frekvenci 440 Hz, protoze
vychazime z goniometrického vzorce
Sinx+siny:2sinx+ycosx_y
2 2

kde za x a y dosazujeme soucin: 27, frekvence v Hz a ¢as v sekundach. Kdyz
vezmeme nahravky dvou komornich A, dostaneme tedy pii vstupech x = 27440t
ay = 2m440¢t

2m880t

sin 27440t + sin 27440t = 2sin cos 0 = 2sin 27440¢.

Ale pokud vezmeme dva tony o frekvencich s malym rozdilem napt. 440 Hz a 460
Hz, ve vysledku dostaneme:
2m900¢ 2120t

sin 27460t 4 sin 27440t = 2 sin 5 cos 5 = 2 sin 27450t cos 27w10¢,

coz se potom pfi poslechu tohoto tonu projevi pravidelnym “kolisanim” zvuku s
frekvenci 10 Hz, ton zni “pferusované”. Timto zptisobem se miize stat, ze sou¢tem
tonu s frekvencemi f; a fo vznikne toén, jehoz zdanliva zékladni frekvence je
vyrazné mensi nez f; a fs.

Zmatelny rozdil ve vysledné hlédsce mizete sami posoudit na vzorcich, které nalez-
nete v prilozeném CD ve slozce Interference. Soubor “stejne” vystihuje situaci
prvni (tj. obé vstupni frekvence jsou stejné a to 440 Hz), naproti tomu hlaska
“ruzne” vychazi z druhé situace, tedy ze vstupni frekvence jsou 440 Hz a 460 Hz,
rozdil je slysitelny.

6.1.2 Formanty

Jednotlivé samohlésky se stejnou délkou, vyskou a intenzitou se lisi barvou ténu
(tzv. témbrem), ktera je dana vlivem spolupodilejicich se vedlejsich frekvenci —
formantt, které vznikaji rezonanci dutin (hltanova, nosni a tstni). Rezonance je
ovliviiovana zménami tvaru téchto dutin béhem fe¢i podle polohy mluvidel (ar-
tikulatori). Formanty jsou charakteristické ¢asti spektra zvuku — oblasti posileni
frekvenci, které identifikuji samohlasku pro posluchace. Podle rostouci frekvence
se formanty oznacuji F1, F2 atd., pficemz F1 a F2 a jejich vzdjemny pomér maji
pro znéni hlasky zasadni vyznam.
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Prvni dva formanty se vyskytuji zpravidla do hranice 2500 Hz. V Tabulce 1 se
muzeme podivat, v jakych oblastech se pohybuji tyto formanty pro jednotlivé
¢eské samohlasky, v Tabulce 2 jsou formanty pro anglické samohlasky. Konkrétni

pripady pak uvedeme v praktické ¢asti této prace.

Hléska | F1 [Hz] F2 [Hz
i 300 - 450 | 2100 - 2800
e 500 - 700 | 1600 - 2100
a | 800 - 1100 | 1100 - 1500
0 500 - 700 | 900 - 1200
u 300 - 500 | 600 - 1000

Tabulka 1: Hodnoty formantt ¢eskych samohlasek (viz [21]).

Hlaska F1 [Hz| F2 [Hz|
1 300 - 450 | 2000 - 3600
e 650 - 900 | 1600 - 3000
a 800 - 1200 | 1100 - 2100
0 600 - 800 | 500 - 1400
u 100 - 400 | 400 - 1100

Tabulka 2: Hodnoty formantu anglickych samohléasek (viz [21]).

Nutno podoktnout, ze jako prvni byly indetifikovany oblasti formantt pro anglické
samohlasky. Od ¢eskych formanti se mirné lisi, coz je dano predevsim odlisnou
vyslovnosti samohlések anglickych a ¢eskych. Typické pro zobrazeni prvniho a
druhého formantu jsou tzv. “formantové mapy” jak mizeme vidét na Obrazku 4,
kde na vodorovné ose jsou frekvence prvniho formantu a na svislé ose druhého.

6.2 Vznik hlasu v lidském téle

Lidsky hlas je pomérné komplikovany fyzikalni jev. Na to, Ze s nim pfichazime do
styku doslova denné, je kupodivu, Ze (stejné jako mnoho jinych neurofyziologic-
kych procesi) neni zcela uspokojivé pochopena ani jeho tvorba ani vniméani.
Lidsky hlas je periodickym zhustovanim a ziedovanim vzduchu. Vznik hlasu
vysvétluji razné teorie. Nejznaméjsi z nich je myoelastickd (tonicka, aerodyna-
micka), ktera vysvétluje vznik hlasu ¢innosti hlasivkovych svalii a vlivem supra-
glotalniho (viz nize) tlaku vzduchu. Vlastnosti lidského hlasu jsou déany fyziologii
hlasového tstroji. Vyznam mé predevsim délka hlasivek (u Zen kolem 1,2 cm,
u muza 1,5 — 2,5 cm). Cim jsou hlasivky kratsi, tim rychleji kmitaji a bézny
mluveny hlas je vyssi.
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Obrazek 4: Mapa prvniho a druhého formantu pro anglické samohlésky.

Hlas se v lidském téle tvori v dychacim tstroji, které anatomicky zahrnuje plice,
prudusky, pridusnici, hrtan (neboli larynx), hltan, jicen a ustni a nosni dutinu.
Cely proces je velmi dobfe popsan v praci J. Svece viz [13], z které je pro tuto
¢ast Cerpano. V souvislosti s vytvarenim hlasu hovorime o dychacim tstroji jako
o hlasivkovém akustickém systému. Cely proces probiha ve dvou traktech, a to
v subglotickém (pod hlasivkami) a supraglotickém (nad hlasivkami) traktu. Do
subglotalniho traktu zahrnujeme cestu vzduchu od plic, kde dychaci svaly do
nich natdhnou vzduch a stejné tak jej posilaji zpét pres prudusnici a prudusky k
hrtanu. V hrtanu jsou umistény hlasivky, jejichz kmity moduluji proud vzduchu,
a tim vytvareji periodické zmény vzdusného traktu — vznikd akusticky signal.
Zde tento trakt kon¢i a zac¢ina trakt supragloticky, do kterého patii hrtan, hltan
kého systému, jenz se v nejvétsi mite podili na artikulaci, je ¢ast pravé supraglotic-
kého traktu zvané vokalni trakt, kterou je oznacovan prostor mezi hlasivkami a
ustnim otvorem.

Hlasivky (chordae vocales) bychom mohli popsat jako dva hlasové valy pokryté
sliznici. Mezi hlasivkami se vytvaii hlasivkova stérbina (glottis), jejiz dvé tfetiny
jsou ohranic¢eny blanitou ¢asti hlasivek. Hlasivky jsou napjaty mezi chrupavkou
stitnou, kde se navzajem stéale dotykaji, a chrupavkami hlasivkovymi. Hlasivkové
chrupavky jsou umistény vzadu a jsou ¢aste¢né pohyblivé. Jejich kloubni spojeni
s prstencovou chrupavkou je mimotradné slozité. Také zptisob jejich svalového
a nervového ovladani je velmi komplikovany a nebyl dosud v dplnosti popsan
a vyloZen. Pfi sevieni hlasivek pod nimi vznika ptetlak (zhusténi vzduchového
sloupce), zatimco nad hlasivkami je podtlak (zfedéni vzduchu). Vznik pretlaku
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Obrazek 5: Znazornéni hlasivkového akustického systému (viz [13]).
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Obrézek 6: Hlasivkova stérbina (glottis) zobrazena zeptedu viz [20].

je dan tim, Zze vydechovy proud je plynuly a prekazka sevienych hlasivek jej na
okamzik zbrzdi. Pretlak pod hlasivkami vede k jejich oddaleni, mnozstvi vzduchu
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Obrazek 7: Hlasivkova stérbina (glottis) zobrazena shora viz [20].

Obrazek 8: Fotografie hlasivkové stérbiny viz [17].

pod hlasivkami unikne, vzniknou podminky pro nové sblizeni atd. Podle novych
vyzkumu napoméha sblizeni hlasivek i proudéni vzduchu kolem nich. Neni vy-
louceno ani nervové ovlivnéni celého procesu.

Hlasivky se chvéji pasivné (jako vlajka ve vétru) a aktivné (nasi vili) mizeme
ovlivnit pouze jejich napéti a jiné mechanické vlastnosti. Hlasivky pravidelné
prerusuji proudici vzduch a vytvareji tim zakladni periodicky signal, ve kterém
je zastoupena pouze zékladni frekvence (odpovidajici vySce tonu) a jeji nasobky
(odpovidajici vy$sim harmonickym frekvencim).

Takovy zvuk jesté nema zadnou barvu a nelze v ném rozeznat zadnou urci-
tou samohlasku. Charakteristické znéni, individualni pro jednotlivce, ziskavé az
priuchodem nadhrtanovymi prostorami — rezonatory, v nichz se méni nékteré ze
svrchnich tont zédkladniho hlasu. Zakladni periodicky signal vytvoreny hlasivkami
vchazi do slozitého systému rezonanc¢nich dutin, které miZeme rizné tvarovat
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(pfedevsim pohybem Ccelisti, jazyka a rti). Podle toho, jak se nastavi tvar re-
zonanc¢nich dutin, dochézi v pivodnim signalu k potlaceni ¢i zesileni nékterych
frekvencnich pasem a tato posilené frekvencni pasma se nazyvaji formanty.

Jazyk funguje pfi feci rizné. U vokélu se posunuje nahoru a doptedu nebo cela
hmota jazyka dozadu, ¢imz se rtizné modifikuje rezonanc¢ni prostor tst a hrdla.
Tento posun je pro jednotlivé samohlésky typicky a stal se proto zakladem pro
systemizaci vokali. Systém vokalt se zobrazuje schématem, jehoz vychodiskem
je trojuhelnikovy obrazec vytvoreny koncem 18. stoleti Ch. F. Hellwagem (podle
toho je pojmenovan jako “Hellwagtv trojuhelnik” viz Obrazek 9). Obrazec zachy-
cuje vertikalni a horizontalni posun jazyka z klidové polohy. Pro potieby srovnéa-
vaci fonetiky vytvoril anglicky fonetik Daniel Jones v r. 1914 sérii “zakladnich
samohlasek” (cardinal vowels) a jejich artikula¢ni a akustické charakteristiky
presné popsal. Zakladni samohléasky jsou ty, kdy jazyk je v extrémni poloze tj.
vpredu, vzadu, nahofe nebo dole. Jonesovo zobrazeni je pfesnéjsi (nez popis Ch.
F. Hellwagem) viz Obréazek 10 a naznacuje ponékud i relace vysky riaznych vokali.
Schémata se stala vychodiskem dnesnich popisi soustav samohlasek riznych
jazykt.

Obrézek 9: Hellwagiiv trojihelnik.

Na proces formovani samohlasek je mozné se divat ze dvou hledisek. Lze sle-
dovat proces formovani vysledné akustické vlny nebo proces formovani vysled-
ného frekven¢niho spektra. Zminéné dva pristupy odrazi dvé klasické teorie tvorby

Obrazek 10: Schéma zékladnich samohlasek podle D. Jonese viz [24].
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Obrazek 11: Pfedni a zadni poloha jazyka pii zakladnich samohlaskach viz [24].

hlasu, které byly formulovany uz v minulém stoleti némeckym fyzikem H. Helm-
holtzem a némeckym fyziologem L. Herrmannem. V minulosti probihaly cetné
diskuze, ktera z téchto teorii je spravna. Dnes je jiz zfejmé, Ze obé teorie jsou v
podstaté ekvivalentni a jen vyjadiuji ruzny thel pohledu na tentyz problém.
Pavodni Herrmannova teorie vysvétluje formovani akustické viny tak, ze pfi
kazdém otevieni hlasivek jejich Stérbinou projde puls vzduchu a ten rozezvuci
jednotlivé dutiny (rezonatory) vokalniho traktu. Ty vydaji kratky tlumeny ton,
ktery rychle odezni. Tento déj se opakuje kazdy cyklus znovu a znovu. Chara-
kteristické tony dutin nazval Herrmann formanty, nebot formuji hlasku. Helmhol-
tzova teorie samohlasek vychazela v podstaté z predstavy dutin vokalniho traktu
pusobicich jako rezonétory, které zesiluji harmonické tony prvotniho hlasového
signalu.

6.3 Zjistovani formantt v soucasnosti

Software, ktery je v dnesni dobé vyuzivan pro hledéni formantt a analyzu feci jako
takové, vyvinuli Paul Boersma a David Weenink z University of Amsterdam. Jeho
nazev Praat vznikl podle slova “mluvit” v afrikdnstin€ a nizozemstiné. Software je
zdarma ke stazeni, takze je mozné jej vyzkousSet. Umoznuje nahravat celé slova i
samotné samohlasky a vykreslit formanty ve formé tecek ve spektru dané hlasky.
K analyze formanti vyuzivd LPC (Linear Predictive Coding), coz je kodovaci
algoritmus ztratové komprese pro zajisténi spektralni obalky digitalizovaného
hlasového signalu v komprimované formé. Je to jeden z nejefektivnéjsich zpi-
sobtu analyzy a zpétné konstrukce hlasového signalu. LPC pfi provadéni analyzy
vychézi z predpokladu, Ze hlas je generovan zdrojem (hlasivkami), kde na hla-
sivkové Stérbiné zavisi prubéh a intenzita generovanych vokali a na krku a tstech,
které tvorii jakysi tubus, ktery pak zptsobuje rtizné rezonance, coz dava hlasu jeho
charakteristické zabarveni pro kazdého ¢lovéka. Presné fungovani véeté pouzitych
vzorcu je mimo ramec této préace, ale naleznete je na [26].
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7 Prakticka ¢ast

7.1 Uvod do praktické &asti

Jak jiz bylo Feceno v tivodu, cilem diplomové prace je vytvorit program, ktery by
rozeznal formanty v samohlaskach, a potvrdit, Ze teorie formantt p¥i rozpoznévani
samohlasek je spravna. Tedy, Ze jednotlivé samohlasky jsou urceny oblastmi
posilenych frekvenci. Predevsim bych chtéla vyfesit problém “maskovani” for-
mantu za nosnou frekvenci samohlasky. Abych mohla program aplikovat, poridila
jsem nahréavky samohlések deseti muzti a deseti Zen Sirokého vékového spektra
(18 — 70 let). Nahravky jsou pofizeny ve formatu “.wav” na mikrofon Genius MIC-
01A nahravacim softwarem Sony Sound Forge 10.0.367 Trial version. Od vSech
muzl i zen mam nahravky samohlasek i, e, a, o, u, na frekvenci, na které kazdy
prirozené mluvi. U Sesti muzi a péti zen mam nahravky samohlasek také intono-
vané tj. kazdy zpiva ve své poloze danou samohlasku po pultéonech pies celou
jednoc¢arkovanou oktavu a tim dostavam 12 téoni od kazdé samohlasky. Jedno-
¢arkovana oktava je od “c” (261,5 Hz) do “h” a obsahuje komorni A (440Hz).
Cela oktéava byla predehravana na klavesach (keyboardu) typu Casio CTK 530.
Celkem mam 72 (tj. 6 x 12) intonovanych nahravek kazdé samohlasky od muzi
a 60 (tj. 5 x 12) intonovanych nahravek kazdé samohlasky od Zen. Nahravky jsou
ofezany v sofwaru Sound Forge na délku 1s a ulozeny pro dalsi uziti opét ve for-
matu “.wav”. Jednotlivé intonované samohlésky upravené na délku trvani 1s jsem
z praktickych divodi pojmenovala il — 112, el —el2, al —al2, ol — 012, ul — ul2
pro kazdou osobu zvlast. Vsechny pouzité nahravky naleznete na CD piiloze.

0.2 ] . . :
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0.1 | -

0.05 ‘ 1

-0.05 |
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Obréazek 12: Prubéh tlaku vzduchu pred tusty pii hlasce “i”.
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Pokud se zaméfim na rozpoznéani jednotlivych samohlasek na zakladé grafického
znazornéni jejich spektra je potfeba nahranou hlasku upravit. Na Obrazku 12
miizeme vidét zaznam pribéhu tlaku vzduchu (nahrany pii hlasce “i” na mikrofon
pred usty), kde zadné posileni frekvence nebo jinou nepravidelnost nepozname.
Na vodorovné ose je ¢as v sekundach (zobrazuje se tedy priubéh tlaku po dobu
dvacetiny vtefiny) a na svislé ose je relativni tlak vzduchu.

Abych mohla jednotlivé samohlésky od sebe rozpoznat, je tfeba provést rychlou
verzi diskrétni Fourierovy transformace ptuvodniho signalu.

7.2 Software a pouzité m-fily

Pro nahravani samohlasek jsem pouzila software Sony Sound Forge 10.0.367 Trial
version a veskeré programy (m-soubory tj. m-fily) byly vytvofeny v softwaru
Matlab Version 7.0. Prvni m-file nazvany “read” (viz nize), kterym jsem upravi-
la ptivodni nahravky, nacte danou samohlasku, smaze z ni vSe, co je nad jednu
sekundu a funkei Matlabu “fft” provede rychlou verzi diskrétni Fourierovy trans-
formace. Funkce Matlabu “fft” mi da diskrétni Fourierovu transformaci vektoru x
(pavodniho signalu) délky n spocitanou pomoci rychlé Fourierovy transformace

n

X(k) = a(jy— D,

j=1

kde w, = e je n-ty kofen. Pricemz Matlab vyuziva Cooley-Tukey algorit-
mus. Déle m-file “read” provede normalizaci spektra a nakonec spektrum vykresli
pomoci funkce Matlabu “plot”. M-file “read”

function [output, sound] = read(x);
origin=wavread(x) ;

origin = origin(:,1);
m=length(origin);
origin(44100:m)=[];
four=fft(origin);
power=four.*conj(four)/44100;
power (1)=[1;

N=5000;

output=sqrt (power) ;

tot = sum(output);

output = output/tot;

Pouzitim m-filu “read” tedy dostavam spektrum dané samohléasky. Jeho priklad
vidime na spektru samohlasky “i” na Obrazku 13. Tuto konkrétni samohlasku
jsem vybrala zdmérné, protoze mé zakladni frekvenci pravé v oblasti formantu.

Na ose x je frekvence v Hz a na ose y intenzita.

33}
1
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Poznamka 9. Divodem pro¢ analyzuji 12 samohlések po piilténech je maskovani
formanti. MuZze se stat, ze samohlaska (na dané frekvenci) nemé v oblasti for-
mantu zadnou energii napt. pokud feknu hlasku “i” na frekvenci 600 Hz, neni v
oblasti prvniho formantu (tj. 300-450 Hz) zadna ¢ast spektra, ktera by mohla byt
posilena. Naopak vyrazné spektralni maximum je na 600 Hz, tedy mimo oblast
prvniho formantu. Oblasti formantt jsou takto “maskoviny” nosnou frekvenci a
proto k jejich urceni potfebujeme soucet hlasek na vice riznych frekvencich. Aby
vynikly oblasti posilené frekvence kazdé samohlésky, nechala jsem opakovanym
pouzitim m-filu “read” vykreslit vSechny intonované samohlasky (zvlast i, e, a,
0, u) od jedné osoby do jednoho grafu. Pro ukédzku uvadim graf samohlasky “i”
na Obrazku 14, kde jsou jiz oblasti zesilenych frekvenci patrné, ale abych méla
presnéjsi a lépe viditelny vysledek, sestavila jsem m-file, ktery nam jasnéji tyto
oblasti urdi.
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Obrazek 13: Spektrum samohlasky “i” pouzitim m-filu “read”.

Myslenka, kterou chci nyni realizovat spociva ve vytvoreni “obecné samohlé-
sky”, kterou dostanu zprumérovanim vSech nahranych samohlasek od dané osoby.
Takovou obecnou samohlasku pouziji jako “obecné pozadi”’, na které budu zobra-
zovat konkrétni samohlasku (i, e, a, o, u) od stejné osoby. Vsechny intonované
samohlasky od jedné osoby nactu pres m-file “read” do matice “P” tak, Zze po
fadcich jsou ulozeny spektra samohlasek il —i12, el —el2, al —al2, ol — 012, ul
—ul2. Po sloupcich v této matici sectu nediferencovany zvuk a znormuji sumou
téch souctu sloupct matice “P”. Tuto obecnou normovanou samohlasku zobrazim
jako pozadi v grafu, na které necham vykreslit znormovanou (opét sumou téch
seCtenych sloupci matice “P”) samohlasku (zv1ast i, e, a, o, u), ktera bude tvorena
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Obrézek 14: Spektrum vsSech intonovanych “©” pouzitim m-filu “read”.

vSemi intonovanymi hlaskami od dané osoby. M-file “compare”, ktery naleznete v
CD priloze ve slozce “m-fily”, vykresli celkem 5 grafii, kde v kazdém bude obecné
samohlaska jako modré pozadi a pfes ni bude cervené vykreslend znormovana
samohlaska i, e, a, o, u (zvlast). Jeden z téchto grafi pro ukizku uvadim na
Obréazku 15. V8echny pouzité m-fily potom naleznete v Ptiloze m-fily.

Pro zobrazeni oblasti formantii pouziji vygenerovana data obecnych samohlasek
tj. uni, une, una, uno, unu (pojmenovani podle anglického “universal” + konkrétni
samohléska), soucet “s” a matici “P”. Data na¢tu a ¢tyfmi nize uvedenymi m-fily
vytvorim grafy, kde bude zobrazena obecnd samohlaska jako pozadi. Pivodné
jsem hledala formanty tam, kde spektrum dané samohlasky (jeji primeér) presahlo
spektrum této obecné samohlasky (prumér vSech samohléasek). To ale neni nej-
rozumnéjsi, protoze v tom obecném pozadi jsou oblasti formantu také posileny.
Proto jsem pozadi prolozila exponencielou a tim vytvorila jakysi model spektra
vokalu tésné nad hlasivkami. Potom budu hledat oblasti, kde dan& samohlaska

presahla tuto exponencielu.

Mam tedy pozadi tvorené obecnou samohlaskou, kterd je prolozena exponen-
cielou, a pres toto pozadi bude vykreslena konkrétni samohlaska vyhlazena po-
moci filtru viz nize. Filtr je tvofen samostatnym m-filem “filter” a vyhlazuje
samohlasku pomoci klouzavych priméri, pricemz Sitka okna téchto klouzavych
pruméru je v urcovani oblasti formantii zasadni. Je zde dulezité, jak zvolim délku
okna, protoze pokud by jeho délka byla prili§ velka, filtr vyhladi samohlasku
tak, Ze oblasti formantu se zacnou “slévat” do jednoho. Na druhou stranu, kdyz
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Obréazek 15: Spektrum obecné samohlasky jako modré pozadi s ¢ervenym spek-

[153)]

trem “1” pfes ni.

zvolim délku okna malou, vokil nebude dobfe vyhlazen a oblasti formanti se
budou objevovat i na frekvencich, kde by pro konkrétni samohlédsku nemély byt.
Samotné grafy vykresli m-file “findfor” (angl. najdi formant) s vyuzitim pomoc-
nych m-fila “expa”, “filter” a “draw”. M-file “expa” vykresli exponencielu a “filter”
vyhladi spektrum dané samohlasky. M-file “draw” vSe zobrazi do jednoho grafu.
M-file “findfor” potom nacte data, ktera jsou jiz vytvorena pomoci m-filu “com-
pare” a prolozi obecnou samohlasku exponencielou. Na konkrétni samohlasku a-
plikuje zhlazovaci filtr a vSe vykresli do jednoho grafu. Vysledek pro samohlasku
I mtzeme vidét na Obrazku 16. Tam kde spektrum samohlésky presahne expo-
nencielu ur¢uji formanty — konkrétné na Obrézku 16 jsou to oblasti 100 — 300 Hz,
2000 — 2100 Hz a 2900 — 3900 Hz. Grafy ostatnich samohlasek a vSech osob jsou
v Obrazové priloze, kde kazdy graf zobrazuje jednu samohlésku konkrétni osoby;,
a také na CD priloze ve slozce Grafy.

Formanty se tradi¢né klasifikuji jen podle frekvence (1épe feceno podle rozsahu
frekvenci, na kterych se formant vyskytuje). Jak je ale vidét na grafech pro
samohlasky “0” a “u” v Obrazové priloze (tj. grafy 7.1 — 7.6, 8.1 — 8.5, 9.1 — 9.6,
10.1 - 10.5), ¢asto byva rozdil v jejich relativni sile ¢i Sifce pasma nez v poloze
stfedu jejich pasma. Proto navrhuji formant charakterizovat tfemi cisly, ktera
urci stfed oblasti formantu, jeho §ifku a vysku. Stfed oznac¢ime F; a bude uveden
v Hz stejné jako sitka formantu oznacena Fy. Jeho vyska F3 méfi presah vrcholu
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Obrézek 16: Spektrum obecné samohlasky jako zluté pozadi, proloZené exponen-
cielou s ¢ervenym vyhlazenym spektrem “i”.

spektra ve formantu nad proloZenou exponencielou a je vyjadfena pomérem 7,

kde a je vyska spektra v oblasti formantu méfena od osy  po maximum spektra
tohoto formantu a b je vyska exponenciely ve stejném bodé. Grafické znazornéni
odéitan{ hodnot z grafu mitzete vidét na Obrazku 17. Zluta Sipka sméfuje do bodu
na ose x, kde je F. Rozsah, kde mérime F5, je zobrazen zelenou Sipkou a konec¢né
hodnoty a a b jsou znézornény cCervenou a modrou Sipkou. Tyto charakteristiky
jsem postupné odecetla ze vSech grafu, kterych je celkem 55 (6 muzia + 5 Zen
krat 5 samohlasek) a jsou k dispozici pro porovnani v Obrazové piiloze.

7.3 Vysledné hodnoty

Vysledky, ke kterym jsem dospéla, jsou uvedeny v nésledujicich tabulkach. Jsou
rozdéleny na muZe a Zeny, coZ je vyznaceno v levém hornim rohu M/ Z, a podle
samohlasek, kterych se tykaji — I, E, A, O, U — oznaceno tamtéz. V prvnim sloupci
jsou osoby popsény poradovym &islem (1-6 muzi, 1-5 Zeny). Nasledujici sloupce
jiz obsahuji namérené hodnoty danych formanti. Jak jsem jiz zminila, kazdy for-
mant je popsan t¥emi ¢isly (v dolnim indexu) a ¢islo formantu najdete v hornim
indexu — tedy znaceni F| znamené prvni charakteristiku prvniho formantu, F3
treti charakteristiku druhého formantu atp. Hodnoty v tabulkich jsem odecitala
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Obrazek 17: Grafické znazornéni odé¢itani hodnot z grafu.

primo z grafu v Matlabu, pficemz prvni dvé charakteristiky jsou zaokrouhleny
na 50 Hz a tfeti charakteristika na jedno desetinné misto. Je tfeba zdiraznit,
ze umisténi formantu tj. F}, je stfedem oblasti, kde spektrum presahlo exponen-
cielu, nikoli bodem, kde je spektrum nejvyssi. Abych mohla spocitat “primérné
hodnoty” pro kazdou charakteristiku, bylo by potfeba mit vice dat, protoze na
pocet vzorki, které mam k dispozici, neni vhodné aplikovat jakoukoli statistickou
metodu — vysledky by nemély vypovidajici hodnotu. V pripadech, kde spektrum
nepiekrocilo danou exponencielu, jsou mista vysledkovych tabulek prazdna. U
samohlasky U je tabulka zkracena jen na dva formanty, protoze zadné dalsi se jiz
neprojevily (prestoze jsem sledovala spektra az do 5000 Hz).
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MI|F] | Ff [FY| FZ | FZ [ F2| F° | F} | F3
1 [200 [ 350 |24 | 2150 | 350 | 3,4 | 2750 | 450 | 6,2
2 | 300 | 350 | 2,2 | 2600 | 1050 | 3,4 | 3650 | 550 | 12,2
3 1300|300 | 3 |2200| 350 | 2333001150 | 5
4 1250|350 | 2,8 2600 | 800 |3,2]3650 | 850 | 6,3
5 | 200|250 | 2,7]2100| 350 | 2 | 3300 | 1050 | 20,3
6 | 200|350 | 2,4 2550 | 950 | 4,6 | 4550 | 600 | 22,6

Tabulka 3: Vysledné hodnoty pro muZze a samohlasku I.

Z1

Fy

Fy

£y

Y

by

£

Y

£y

3

U= W N =

400
400
400
400
400

350
350
350
350
350

45
3,6
3,5
3,5
2,8

2900
2900
2500
2900
2600

1000
600
200
850
500

1.8
1,9
2.4

2,1
1,7

4100
4450
4050
4150
3900

600
600
550
750
550

2
3,7
3.4
5,1
3.8

Tabulka 4: Vysledné hodnoty pro Zzeny a samohlasku I.

F}

Fy

Fy

FY

Fy

£y

FY

Fy

Fy

S U= W N~

500
650
600
550
950
600

300
350
350
450
250
350

2.2
2.6
2,7
2,6
2
1,6

1750
1550
1600

1600
1700

350
350
250
450
450

2,2

2.7
1,7
1,8
2,2

)

2600
2950
2850

2300
2700

600
400
350
500
500

3,6
4,2
4,4
3,1
3

Tabulka 5: Vysledné hodnoty pro muze a samohlésku E.
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ZE

F}

Fy

Fy

Ly

£y

Fy

FY

3

g

U W N =

700
850
850
650
850

750
450
300
750
450

2,5
2,5
2,2
1,7
1,8

1600

1950
1600

350

450
300

1,6

1,6

2900

3250
2900
3000

950

600
450
400

1,6

1,9
1,9
2.4

Tabulka 6:

Vysledné hodnoty pro zeny a samohlasku E.

M A

Fy

Fy

Fy

Y

£y

£y

UL W N~

650
650
650
600
600
700

450
350
400
500
250
350

2,3
2,7
2,6
2,5
1,8

2950
3100
2600
2600

400
400
200
250

2.7
3
1,7
2.8

Tabulka 7

: Vysledné hodnoty pro muze a samohlasku A.

Z A

Fi

Fy

£y

Y

F3

F

QU = W DN =

950
900
900
900
1000

950
550
450
350
950

2.2
2.8
3
2,9

3,5

1450
1400
1450

200
350
300

3300

3500
3050
3350

250
650
600
200

1,9

2,6

Tabulka 8: Vysledné hodnoty pro Zeny a samohlasku A.
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MO FF [ F] [F} | FZ[ FZ|FZ] F3 | F3 | FS
1 (360450 3 | - | - | - | - -
2 [ 500|350 | 4 |900|300| 2 |3500 1000 | 4,6
3 1550|350 | 3 |900|300]|28] - - -
4 1400|550 | 3 | 950|200 | 1,9 | 3350 | 400 | 3
5 [600|500|21| - | - | - |3000] 450 | 5,4
6 |450 300 |22[900 20025/ - - -

Tabulka 9: Vysledné hodnoty pro muze a samohlasku O.

Z O

Fy

Fy

iy

£y

£

£y

T W N~

450
400
450
450
500

350
300
400
400
400

2,2
1,9
2,2
2
2.3

900
950
800
900
950

300
350
200
300
300

2.6

2,3
2,3

2.3

Tabulka 10: Vysledné hodnoty pro Zeny a samohlasku O.

MU

F}

Fy

Fy

£y

Fy

O U= W N+~

200
300
350
300
300
300

400
450
400
450
400
400

2.6
3,7

3.6
3,2

150
350
200
200

1,5
1,8
1,5
1,9

Tabulka 11: Vysledné hodnoty pro muze a samohlasku U.

20




ZU|F | FI TR FP ] F2 | F2
400 | 350 | 4,3 | 850 | 250 | 1,5
450 | 350 | 4,2 | 900 | 350 | 3,1
350 | 350 | 4,7 | 900 | 250 | 1,8
400 | 400 | 4,1 | 850 | 250 | 1,5
450 | 450 | 4,1 [ 900 | 250 | 2

Uk~ W N+~

Tabulka 12: Vysledné hodnoty pro Zeny a samohlasku U.

7.4 Komentar vysledki

Co tedy mohu fici na zakladé naméfenych hodnot v tabulkach 3 — 127 Nejprve
se podivam na rozdilnost muzskych a Zenskych formanti. Je obecné znamo, ze
zeny maji formanty umistény vy$ nez muzi, a to cca o 200 Hz viz [12]. Toto
pravidlo mohu potvrdit, nebot kdy% se podivame na hodnoty F} vysledkovych
tabulek a porovname je u jedné samohlasky mezi muzi a Zenami, opravdu jsou
zenské formanty posunuty vys (pozor — je potieba myslet na to, Ze hodnota F}
nam udava stied daného formantu nikoli rozmezi, kde se formant vyskytuje). U
konkrétnich samohlasek mtizeme pozorovat:

e [: formanty Zen jsou o 200 Hz vys nez formanty muzi, pficemz se stoupa-
jicim formantem tento rozdil jesté roste

E: prvni formant Zen je vys také o 200 Hz, ale druhy formant maji ve stejné
oblasti, tfeti uz potom opét o 200 Hz vy$ u Zen nez u muzi

A: u této samohlasky jsou dokonce vsechny Zenské formanty o 300 Hz vys
nez muzské

O: zde jsou formanty muzu a Zen kupodivu stejné

U: Zenské formanty jsou o 100 Hz vys nez muzské.

Zajimava odlisnost mezi muzskymi a Zenskymi formanty je i u druhé charakteri-
stiky Fy — Zeny maji vSechny formanty cca o 50 Hz $irsi nez muzi, a to u vSech
samohléasek. Je tfeba ale podotknout, Ze pokud bych méla dostate¢né mnozstvi
vzorki, mohl by tento rozdil zaniknout (¢i naopak se posilit). Na druhou stranu
neni zfejma odliSnost mezi muzi a zenami v tieti charakteristice, tj. v poméru
vysky spektra v oblasti formantu a vysky exponenciely (miZzeme se na to divat
jako na silu prekroceni spektra nad danou exponencielu). Snad jen u samohlasky
I, kde rozdil pomérta u prvniho formantu je 1. Jinak u vSech samohlasek jsou si
hodnoty Fy pro i—ty formant podobné. To nelze ¥ici o rozdilech mezi samohléskou
O a U, ty majf sflu formanti F} opravdu odlisnou a vzhledem k tomu, Ze jejich
oblasti formanti F} jsou velmi podobné, je tento rozdil predeviim u prvniho
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formantu vcelku zasadni pri urceni, zda se jedné o formant hlasky O ¢i U. Tento
jev je dobfe viditelny hlavné v grafech (viz Obrazova piiloha).

KdyZ nyni porovnam praktické vysledky s obecné platnymi hodnotami formanti
v Tabulce 1, je vidét, Ze je rozumné rozlisovat formanty pro muze a Zeny zvlast
uz z divodu posunuti zenskych formanti o 200 Hz vys, jak jiz bylo uvedeno. Pro
porovnavani vysledki s hodnotami v Tabulce 1 je tfeba z vysledkovych tabulek
3 — 12 srovnatelné hodnoty urcit, protoze charakteristika F} nam udava stied
formantu a F} jeho §ifku narozdil od hodnot Tabulky 1, kde jsou tyto dvé hodnoty
obsazeny v jednom rozsahu Hz. Tedy pro porovnani jsem pouZila pro dolni hranici
formantu (jak je uvadéna v Tabulce 1) vypocet F| — % a pro horni hranici F}+ %
U konkrétnich samohlasek mohu o vyslednych hodnotéach fici:

e [: prvni a druhy formant odpovida hodnotam v Tabulce 1 (pokud posuzuji
muze i zeny dohromady), t¥eti formant bych potom mohla definovat v
rozmezi 3000 — 4000 Hz pro muze a 3700 — 4500 pro zZeny, zde mizeme opét
vidét rozdil v posunuti Zenskych formanti vys v porovnani s muzskymi

e E: u této samohlasky se dle hodnot ve vysledkovych tabulkach oblast for-
mantu lehce rozsitrila a to na 400 — 1000 Hz pro muze i Zeny dohromady, v
porovnani s hodnotami v Tabulce 1 a tfeti formant se objevuje v rozmezi
2400 — 3000 Hz pro muze a 2650 — 3550 Hz pro Zeny (opét se ukazuje rozdil
cca 200 Hz v posunuti formantii zenskych nad muzské)

e A: prvni formant této samohlasky je ve vysledcich hodné posunuty dolu,
pro muze se vyskytuje v oblasti 400 — 900 Hz, pro Zeny mezi 650 — 1250
Hz, coz muze byt zpusobeno malou strmosti exponenciely, druhy formant
pro muze je posunuty doli na 900 — 1200 Hz u Zen naopak o 100 Hz nahoru
oproti Tabulce 1

e O: spodni hranice prvnfho formantu je ve srovnani s obecné znamymi ho-
dnotami o 250 Hz niz pro muze i Zeny, horni hranice je stejné, tj. 700 Hz a
hodnoty druhého formantu vcelku odpovidaji hodnotam Tabulky 1

e U: rozsah prvniho formantu ve vysledkovych tabulkdch vcelku odpovidéa
hodnotam v Tabulce 1 i kdyz pro nékteré muze zacina prvni formant uz na
100 Hz, coz je o 200 Hz niz nez obecné znamé hodnoty, rozmezi druhého
formantu je stejné jako v Tabulce 1.

Poznamka 10. Ve vyslednych grafech se projevily také ¢tvrté formanty, které z
divodu prehlednosti nejsou zahrnuty v tabulkach vysledkt, protoze se objevily
jen ziidka. Ale stoji za povSimnuti u samohlasky A, kde se objevily u ¢tyf muzu
a tif Zen. Jejich charakteristiky vysly celkem piesné: primér F}' pro muze je 3300
— 3500 Hz, Fy je 550 Hz a pomér Fy vychazi 6,1. Pro Zeny potom F}! v mezich
4000 — 4200 Hz, Fy je 600 Hz a pomér Fy 3,3. Dal by se tedy na zédkladé téchto
vysledkii charakterizovat ¢tvrty formant F* pro samohlasku A.
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KdyZz mluvim o formantech jako posilenych frekvencich kazdé samohlasky, je
zajimava také mySlenka tzv. antiformanti. Mohly by se takto oznacit oblasti
oslabenych frekvenci. Pokud se podivame na grafy formanti muzi i Zen samohlas-
ky O v Obrazové priiloze, je zfejmé, Ze oblast mezi 1500 — 2500 Hz je zcela
oslabena. Stejné situace je vidét i na grafech muzi a Zen u samohlasky I, zde
je tato oblast mezi 1500 a 2000 Hz. Jinymi slovy by v téchto oblastech mohl
byt definovan antiformant, ve kterém je frekvence potlacena. Posouzeni z tohoto
hlediska by mohlo byt tedy prfedmétem dalsiho zkoumani a diskuze.

7.4.1 Komentai grafi

Dalsim zajimavym vysledkem je pohled na grafické znazornéni v Obrazové piiloze.
Na kazdé jeji strané jsou grafy pro jednotlivé osoby jako na Obrazku 16 s tim,
7e kazda strana je pro jednu samohlasku a zvlast pro muze a Zeny. V grafech si
muzete povSimnout, Ze osa y je zobrazena pro kazdou osobu do jiné vysky resp.
jinych hodnot osy y (napt. 4-1073,6 - 1073), ale pro vSechny samohlasky jedné
osoby jsou tyto hodnoty stejné. Na odéitani charakteristik tato skute¢nost nema
vliv.

Kdyz se podivam na grafy samohlasky I, je vidét, co se formantu tyce, ze je tato
samohlaska velmi stabilni, tj. prestoze Zeny zpivaly o oktédvu vyS nez muzi, je
ziejmé jak graficky tak podle vysledkovych tabulek, ze formanty jsou ve stejnych
oblastech. Pro tuto samohlasku je charakteristicky vyrazny formant v oblasti 300
— 400 Hz a potom dalsi az kolem 2500 Hz, coz pravé na grafech je dobre vidét.
Bylo by také zajimavé zjistit, zda se ve formantech muze projevit odlisnost mezi
moravskym a ¢eskym I a v ¢em vlastné spociva podstata jejich rizné znélosti.

U samohlasky E je dobte vidét, jak se projevuje jiz zminéné maskovani formanti
— kdyz se podivame na grafy muzi 3.1, 3.2, 3.5 a 3.6, tak v oblasti kolem 250 Hz
se zobrazuje lokalni maximum (vrchol spektra), které svadi k tomu, povazovat jej
za formant, ale je to jen posileni zakladni frekvence, které neni formantem. Stejné
dobfe je tento jev vidét i na grafech 4.2, 4.3, a 4.5 u Zen. Resenf vidim v ofezu
spektra samohlasky, protoze exponencialni regresi poc¢itam z celého spektra 0 —

v

vy

vy

exponenciely vliv. Tim by se vyfTesil pfesah spektra samohlésky nad exponencielu
na zacatku grafu, kde nejsou formanty, protoze exponenciela by byla v této ¢asti
grafu strméjsi. Zajimavé je, ze v grafu 3.4 se jiny nez prvni formant neprojevil, coz
grafii je zde znatelny ¢tvrty formant okolo frekvence 3500 Hz. Grafy 4.1 a 4.4 tj.
zeny 1 a 4 jsou témér stejné a je tomu tak i u ostatnich samohlasek — hlasy zde
patii sourozenctum, je tedy mozny vliv geneticky dané barvy hlasu?
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Pri pohledu na grafy samohlasky A vyniké oblast oslabeni v rozmezi 1500 —
2500 Hz a to u muzu i Zen (mohli bychom zde zjistovat existenci antiformantu)
a opét se zde projevuje maskovani formantti okolo frekvenci 300 — 400 Hz. U
této samohlasky je patrné tzv. slévani formanti, které jsme diskutovali pii volbé
délky okna klouzavych primeéri pii vyhlazovani samohlasky filtrem. Tento jev by
se dal tedy odstranit vhodnéjsi volbou délky tohoto okna. Je zajimavé, ze grafy
u samohlasky A jsou jakoby dvou typi — pribéh spektra na grafech 5.2, 5.3, 5.4,
5.6 a 6.3 je vizualné podobny narozdil od grafa 5.1, 5.5, 6.1, 6.2, 6.4 a 6.5.

Samohlasky O a U bych chtéla porovnat spolecné. Jak jsem jiz zminila, jejich
oblasti st¥edti formantt F} jsou témér stejné, ale pravé na jejich grafickém zna-
zornéni je patrnd odlisnost mezi vyskami jejich spektra — nejlépe je to vidét pri
porovnéani grafi O a U u zen. Oblasti posileni jsou stejné, ale u samohlasky U
prvni formant vyrazné presahuje danou exponencielu narozdil od O. U muzi
tento rozdil neni tak patrny, tam je lépe viditelné mirné posunuti prvniho for-
mantu samohlasky U bliz k nule narozdil od O. U druhého muze na grafu 7.2 je
dobfe vidét presah spektra nad exponencielu v oblasti okolo 3000 — 3500 Hz, coz
je charakteristické pro konkrétni osobu a je to zptisobeno barvou hlasu.

8 Komplikace a zajimavosti pri zpracovani

Nahravani intonovanych samohlések bylo trochu obtizné z toho divodu, Ze dnes
malokdo bez tréninku zpévu umi intonac¢né zvladnout a zazpivat celou oktavu
po pilténech, prestoze kazdy zvuk byl predehravan na klavesach. Je tedy mozné,
ze vysledky mohly vyjit odlisné, pokud by byly tony zpivany zcela ¢isté podle
predehrané oktavy. Ale na druhou stranu, ¢im ruznéjsi frekvence mam nahrané,
tim je vétsi pravdépodobnost odhaleni maskovani formant.

U dvou muzi a jedné Zeny se stalo, Ze posledni nejvyssi hlasku vibec nevyzpivali
- v tom pfipadé jsem misto ni (napf. al2) nakopirovala tutéz samohlasku nejvyssi,
ktera byla od dané osoby k dispozici, tj. all, pfepsala jsem ji na al2 a tak s nf i
nadale pracovala. Na zpracovani formanttu by vSak tato “aprava”’ neméla mit vliv.
Otézkou je, jaky vliv na nahravky by mélo pouziti profesionélniho mikrofonu a
techniky, zda by se tim projevily dalsi odlisSnosti mezi samohlaskami.

P1i odéitani hodnot z grafu 9.1 je viditelny druhy formant, ktery nepreséhl ex-
ponencielu, ale presto jsem jej zahrnula do naméfenych hodnot.

9 Zavér

Zakladem kazdé préace s daty je dostatecné mnozstvi vzorku, na kterych chara-
kteristiky sledujeme. Bylo by tedy samoziejmé zapotiebi zkoumat formanty na
mnohem Sirsim spektru dat, a to v fddu 100. Dalsim dilezitym predpokladem
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vysledki s vypovidajici hodnotou je pouziti dobré statistické metody, ktera je pro
konkrétni ticel vhodna. Pii zpracovani namérenych dat navrhuji, aby pii dalsim
zpracovani vysledkt k tomuto tématu byla vyuzita vhodné statisticka metoda.

Na zakladé uvedenych vysledki mohu potvrdit, Ze kazda samohlaska je urcena
svymi formanty a jejich oblasti se podafilo potvrdit. O zpresnéni téchto oblasti
lze hovofit jen v souvislosti s rozdélenim formantt na muzské a zenské. Vysledky
tedy potvrdily, Zze odliSnost mezi muzskymi a zenskymi formanty je znatelna a

je rozumné charakterizovat je zvlast pro muze a Zeny, nebot jejich rozdilnost je
kolem 200 Hz.

Podarilo se vyfesit problematiku maskovani formanti a to diky rozsahu pouzitych
frekvenci, na kterych byly samohlasky zpivany. Otazkou stéle zustava, zda jsme
schopni na zakladé zobrazeného grafu spektra konkrétni samohlasky urcit, o
kterou samohlasku se jedna. Jisté je ale tato metoda na hledani formantt uspésné
pouzitelna a je mozno problematiku timto smérem dale zkoumat. Také by bylo
vhodné pfi dalsim zpracovani pouzit na nahravani profesionélni mikrofon. Tato
prace je tedy spiSe nastinénim dané problematiky a zakladem pro jeji dalsi po-
drobny vyzkum.

Databéze samohlasek je k dispozici na CD pfiloze. Je mozno ji vyuzit pro dalsi
zpracovani nebo jen pro posouzeni dat, ze kterych vysledky vysly.

Plynulym pokracovanim této prace by mohlo byt predevsim detailnéjsi zpraco-
vani vétsiho mnozstvi vzorki a mohla by byt zédkladem nebo alespon nastinénim
vyuziti Fourierovy transformace pro sestaveni programu, ktery by na zakladé
nalezenych formanti umél samohlasku urcit. Mohli bychom se také zamérit na
rozdily mezi samohlaskami osob, které s hlasem pracuji profesionélné (zpévaci,
moderatofi apod.), zda jejich samohlasky budou mit stejné charakteristiky na
rozdil od lidi s neSkolenym hlasem. V tomto sméru je znama teroie péveckého
formantu viz [21], ale mohly by se ukazat i dalsi odlisnosti.
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10 CD priloha

Na pfilozeném CD naleznete celkem 4 slozky — Databaze, Grafy, Interference a
M-fily. V prvni z nich jsou data rozdélena do dvou podslozek na muze a zeny. V
kazdé z nich jsou nasledujici 3 podslozky:

e intonovane - obsahuje slozky A, E, I, O, U, z nichz v kazdé jsou nahravky
jen intonovanych samohlasek vSech muzu resp. zen

e podle osob - je rozdélena do deseti slozek (pro kazdou osobu jedna), v nichz
jsou jiz jednotlivé samohlasky dané osoby intonované (oc¢islované od 1 do
12) i mluvené (bez ¢iselného oznaceni)

e vsechny dohromady - obsahuje slozky A, E, I, O, U, kde v kazdé jsou vSechny
nahravky (intonované i mluvené) od vSech muzi resp. Zen.

V dalsi slozce s ndzvem Grafy je celkem 55 souborti, z nichz kazdy obsahuje graf z
Obrazové prilohy. Nazvy soubort odpovidaji znaceni v Obrazové priloze. Slozka
M-fily obsahuje textové soubory, které jsou pojmenovany podle m-fili pouzitych
v praktické ¢asti a jejich obsah je popsan tamtéz.
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11 Priloha m-fily

Compare:

total = sum(P);

s = sum(total);

total = total/s;

N = 5000;

figure(1)
plot(total(1:N),’blue’);
title(’pozadi’)

una = sum(P(1:12,:));

s = sum(una) ;

una = una/s;

figure(2)
plot(total(1:N),’blue’);

hold on

plot(una(1:N),’red’)

title(’modre pozadi a cervene A’)

une = sum(P(13:24,:));

s = sum(une);

une = une/s;

figure(3)
plot(total(1:N),’blue’);

hold on

plot(une(1:N),’red’)

title(’modre pozadi a cervene E’)

uni = sum(P(25:36,:));

s = sum(uni);

uni = uni/s;

figure(4)

plot(total(1:N), ’blue’);

hold on

plot(uni(1:N),’red’)

title(’modre pozadi a cervene I’)

uno = sum(P(37:48,:));

s = sum(uno) ;

uno = uno/s;

figure(5)
plot(total(1:N),’blue’);
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hold on
plot(uno(1:N),’red’)
title(’modre pozadi a cervene 07)

unu = sum(P(49:60,:));

s = sum(unu);

unu = unu/s;

figure(6)
plot(total(1:N),’blue’);

hold on

plot(unu(1:N),’red’)

title(’modre pozadi a cervene U’)

Draw:

function draw(X,total,yy,foba,sound)
figure

plot(X,total,’y’);

hold on

plot(X,yy,’k’)

plot(X,foba,’r’)

word = [’vowel ’ sound];
legend(’general vowel’,’exp fit’,word)
title(word)

Expa:

function yhat = expa(b,X)
yhat = b(1)*exp(-b(2)*X)

Filter:

function fx = filtruj(x,h)
if mod(h,2)"=1

error(’okno neni liche delky’)
end
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a = (h+1)/2;
= (h-1)/2;
N = length(x);

o

fx = x;

for i = a:1:N-a+1
bit = x(i-b:i+b);
p = mean(bit);
fx(i)=p;

end

Findfor:
N = 5000;

total = sum(P);
total = total(1:N)’;
s = sum(total);
total = total/s;

X = (1:1:N)°;
betahat = nlinfit(X,total,@expa, [0;0]);
yy = expa(betahat,X);

s = sum(yy);
yyn = yy/s;
h = 131;

oban = oba(1:N)’;

foba = filter(oban,h);
foba = foba/sum(foba);
draw(X,total,yy,foba,’A’)

oben = obe(1:N)’;
fobe = filter(oben,h);
fobe = fobe/sum(fobe);

draw(X,total,yy,fobe,’E?)

obin = obi(1:N)’;
fobi = filter(obin,h);
fobi = fobi/sum(fobi);

draw(X,total,yy,fobi,’I’)
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obon = obo(1:N)’;

fobo = filter(obon,h);
fobo = fobo/sum(fobo) ;
draw(X,total,yy,fobo,’0’)

obun = obu(1:N)’;

fobu = filter(obun,h);
fobu = fobu/sum(fobu) ;
draw(X,total,yy,fobu,’U’)

Read:

function [exit, sound] = read(x)
original=wavread(x) ;

original = original(:,1);
m=length(original);
original(44100:m)=[];
four=fft(original) ;
power=four.*conj(four)/44100;
power (1)=[1;

N=5000;

exit=sqrt (power) ;

totals = sum(exit);

exit =exit/totals;
plot(exit(1:N),’red’);
axis([0;5000;0;25%10~(-3)1);
sound = original;

3
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12 Obrazova priloha
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1 Graty formantd muzi samohlésky I

x 10" vowel | x 10" vowel |
4 T T T T 25 T T T
general vowel general vowel
35} exp fit | exp fit
: vowel | vowel |
2L ]
3l ]
25 q 15 |
2 1
15 4 ! ’
1 1
05 1
05 q
0 0 v
0 1000 2000 3000 4000 5000 0 1000 2000 3000 4000 5000
1. 1 graf muze 1 1.2 graf muze 2
x10° vowel | x10° vowel |
4 T T T T 35 T T T
general vowel general vowel
35 exp fit | exp fit
: vowel | 3r vowel | 1
3 1
25 q
2 ]
1.5 1
; | ]
05 1 1
o]
o] 1000 2000 3000 4000 5000 0 1000 2000 3000 4000 5000
1. 3 graf muze 3 1. 4 graf muze 4
x10° vowel | x10° vowel |
6 T T T T 4 T T T T
general vowel general vowel
exp fit 35t exp fit |
5L vowel | - vowel |
3l ]
4} 1
25 1
3t 1 2 g
1.5 9
s 1
1 1
1B 1
0.5 1
0 0
o] 1000 2000 3000 4000 5000 0 1000 2000 3000 4000 5000

1.5 graf muze 5
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2 Grafy formantt zen samohlasky [

x10° vowel | X 10° vowel |
5 T T T T 7 T T T
general vowel general vowel
451 exp fit q exp fit
vowel | 6 vowel | 1
4| 1
35f E 5r 1
3t 1 af 1
25¢ q
2t E 3 1
150 4 Al i
1 1
1k ]
0.5 q
0 3 T 0 :
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2.1 graf Zzeny 1

2.2 graf Zeny 2

x 10" vowel | X 10 vowel |
3 T T T T 6 T T T
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25} vowel | 5l vowel | ]
2 1 4t |
1.5 1 3r 1
1 4 2t -
05 1 1 1
. . ; . - .
o] 1000 2000 3000 4000 5000 0 1000 2000 4000 5000

2.3 grafzeny 3

3

2. 4 graf zeny 4

x 10 vowel |
5 T T T T
general vowel
451 exp fit B
vowel |
4} i
35 1
3| ]
251 q
2F 1
1.5 q
1 i
0.5 b
N
0 h s
0 1000 2000 3000 4000 5000

.5 graf zeny 5
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3 Grafy formanti muzi samohlasky E

x10° vowel E x10° vowel E
4 T T T T 25 T T T T
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35} exp fit | exp fit
: vowel E vowel E
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4 Grafy formantt zen samohlasky E

x10° vowel E x10° vowel E
5 T T T T 7 T T T
general vowel general vowel
451 exp fit q exp fit
vowel E 6 vowel E 1
4| 1
35f E 5r 1
3t 1 af 1
25¢ q
2t E 3 1
150 4 Al i
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1k ]
0.5 q
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4.1 graf zeny 1 4.2 graf zeny 2
x10° vowel E X 10° vowel E
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5 Grafy formantii muza samohlasky A

x 10" vowel A
4 T T T T
general vowel
| exp fit |
35 vowel A
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6 Grafy formantt zen samohlasky A

x10° vowel A x10° vowel A
5 T T T T 7 T T T
general vowel general vowel
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7 Graty formanti muza samohlasky O

x10° vowel O X 10° vowel O
4 T T T T 25 T T T
general vowel general vowel
35} exp fit | exp fit
: vowel O vowel O
2L ]
3l ]
251 q 15 |
2 1
15 4 ! ’
1 1
05 1
05 q
o . . 0 : :
0 1000 2000 3000 4000 5000 0 1000 2000 3000 4000
7. 1 graf muze 1 7.2 graf muze 2
x 10" vowel O x 10" vowel O
3 T T T T 35 T T T T
general vowel general vowel
exp fit exp fit
25 vowel O 3r vowel O 1
25 9
2 ]
1.5 1
1 ]
0.5 4 i
0 L r . "
o] 1000 2000 3000 4000 5000 0 1000 2000 3000 4000
7.3 grat muze 3 7. 4 graf muze 4
x10° vowel O X 10° vowel O
6 T T T T 4 T T T
general vowel general vowel
exp fit 35t exp fit |
5L vowel O - vowel O
3l ]
4} 1
25 1
3t 1 2t g
1.5 9
s 1
1 1
1B 1
0.5 1
0 - L .
o] 1000 2000 3000 4000 5000 0 1000 2000 3000 4000 5000

7.5 graf muze 5

7. 6 graf muze 6

5000

5000



8 Grafy formanti Zen samohlasky O

x10° vowel O x 107 vowel O
5 T T T T 7 T T T T
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9 Graty formantt muza samohlasky U

X107 vowel U x 10
4 T T T 35 T
general vowel general vowel
35} exp fit | exp fit
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10 Grafy formanti Zen samohlasky U

x10° vowel U x10° vowel U
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