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Pouzité znaceni

mnozina realnych c¢isel

mnozina prirozenych cisel

uzaveér mnoziny M

vnitfek mnoziny M

okoli bodu

Banachiiv prostor

duélni Banachiiv prostor

prostor spojitych funkci na kompaktu F
prvek dualniho Banachova prostoru
hodnota funkcionalu z* € E* v bodé y € E
Gateauxuv diferencial funkce f v bodé x
Fréchettiv diferencial funkce f v bodé =
subdiferencial funkce f v bodé x
oteviena koule o stfedu x a poloméru r
uzaviend koule o stfedu z a poloméru r
uzaviena jednotkova koule v prostoru F
jednotkova sféra v prostoru F

defini¢ni obor zobrazeni T

Banachiiv prostor

duélni Banachiiv prostor s w*—topologii
uzavieny konvexni a-kuzel

platek neprazdné mnoziny A



Uvod

Matematika je velmi rozsahly védni obor, ktery se sklada z mnoha disciplin.
Jednou z nich je i funkcionalni analyza. Ta se zabyva predevsim studiem prostort
funkci a jejich vlastnosti. Mezi né patii i Asplundovy prostory, kterym se vénuje
tato diplomovéa préace.

V roce 1933 vyslovil polsky matematik S. Mazur vétu, ktera se o nékolik desi-
tek let pozdéji stala zédkladem pro vznik Asplundovych prostori. Pfispél k tomu
také J. Lindenstrauss, ktery Mazurovu vétu dokazal jesté dale rozsirit. Nakonec
toto téma zacal studovat Edgar Asplund a sepsal nékolik zajimavych prispévkii.
Jednim z nich byla opét nova formulace Mazurovy véty, a také jeho zakladni
této prace.

Cilem diplomové prace je tedy sepsat problematiku tykajici se Asplundovych
prostort, jejich prikladt a vlastnosti.

Prace obsahuje pripravnou kapitolu, v niz jsou pfipomenuty nékteré zakladni
pojmy, které jsou pouzity v dalSich c¢astech. Druha kapitola je vénovana kon-
vexnim funkcim na Banachovych prostorech, jejich gateauxovské diferencovatel-
nosti a fréchetovské diferencovatelnosti, a také monoténnim operatorim a jejich
vlastnostem. Jsou v ni mimo jiné uvedeny dvé dulezité véty, a to Mazurova véta
a Preiss-Zajickova véta. Dale tuto kapitolu dopliuje i nékolik ptikladi. V posledni
treti kapitole jsou shrnuty poznatky o Asplundovych prostorech, ke kterym se do-
spélo na zakladé predchozi kapitoly, véetné Asplundovy véty a nékolika prikladi
Asplundovych prostori.

V celé praci jsou konce uvedenych prikladii oznaceny hvézdickou % a uvedené

diikazy jsou ukonceny ¢tvereckem [ na konci radku.



1 Pripravna kapitola

V této kapitole si zadefinujeme nékteré zakladni pojmy, které budeme pouzi-

vat v dalSim textu.

Definice 1.1. Metricky prostor se nazyva uplny, jestlize kazda cauchyovska pos-

loupnost je konvergentni posloupnost.

Definice 1.2. Normovanym linearnim prostorem rozumime kazdy linearni pros-
tor F nad télesem redlnych cisel, na kterém je definovan funkcional ||.|| : £ — R,

ktery nazyvame normou a ktery spliiuje néasledujici axiomy:
1) [|z]| >0 Ve € E, ||z|| =0 < 2z =0,
2) || Ax|| = |\l - [|z]] VAER, Vx € E,
3) [lz+yll <zl +llyll Va,y € E.

Poznamka 1.1. Kazdy normovany linearni prostor je metricky prostor s metri-
kou definovanou formuli p(z,y) = ||z — y||. Potom Banachovym prostorem rozu-

mime kazdy normovany linearni prostor, ktery je v prislusné metrice p tplny.

Definice 1.3. Nechf L je omezené linedrni zobrazeni mezi normovanymi linedr-

nimi prostory E a F'. Jeho norma je dana vztahem
IL]| = sup {[| L]l - || p < 1}

Prostor vsech omezenych linedrnich zobrazeni prostoru E do prostoru F' znac¢ime
symbolem L(F, F'), pfi¢emz na ném uvazujeme pravé definovanou normu.
Je-li F' pole skalaru R, piSeme misto L(F, F') kratce E*. Potom prostor E* na-

zyvame topologickym dualem prostoru E.

Poznamka 1.2. Je-li F normovany linearni prostor, potom normu jeho duélu

E* nékdy nazyvame dualni normou.

Definice 1.4. Metricky prostor E se nazyva separabilni, jestlize existuje nejvyse

spocetnd mnozina M C E takova, ze M = E.
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Definice 1.5. Algebra A nad télesem realnych cisel je vektorovy prostor, na kte-
rém je definovano vnitini nasobeni, které je asociativni, distributivni a plati pro
nej

Alab) = a(Ab) = (Aa)b  pro A € R, a,be€ A.
Véta 1.1. (Stone-Weierstrassova). Méjme E kompaktni prostor a A linedrni

podprostor C(E). Pokud je A uzaviend podalgebra C(E), kterd oddéluje body E
a obsahugje konstantni funkce, pak A = C(E).

Dukaz: viz [8, strana 274]

Poznamka 1.3. Podmnozina G normovaného linearniho prostoru E je w—ote-

viend, jestlize ke kazdému a € G existuje ¢ > 0 a ¢1,..., ¢, € E* tak, ze plati
Ula,¢1,...,¢0n,€) ={r € E:|pjx—a)l<eproj=1,....,n} CG.

Sjednoceni libovolného poctu w—otevienych mnozin i prinik konec¢ného poctu
w—otevienych mnozin je opét w—oteviena mnozina. Potom topologie utvorena
z w—otevienych mnozin, jejich sjednoceni a kone¢nych prinikt se nazyva slaba
topologie neboli w—topologie na E.

Dale obdobné podmnozina G normovaného linearniho prostoru £* je w*—otevte-

na, jestlize ke kazdému a € G existuje € > 0 a x € F tak, ze plati
Ula,z,€) :=={¢1,...,0n € E" : Jpj(xr —a)| <eproj=1,....,n} CG.

Sjednoceni libovolného poc¢tu w*—otevienych mnozin i prinik koneéného poctu
w*—otevienych mnozin je opét w*—oteviend mnozina. Potom topologie utvorena
z w*—otevienych mnozin, jejich sjednoceni a kone¢nych prinikt se nazyva slaba

s hvézdickou topologie neboli w*—topologie na E*.

Poznamka 1.4. Mnozinu G nazveme mnozinou typu Gs (nebo také G5 — mnozi-

nou), je-li prinikem spoc¢etné mnoha otevienych mnozin.

Definice 1.6. Topologicky prostor (E,7) se nazyva Hausdorffav, pokud pro
kazdé dva rtzné body = a y prostoru F, existuji takova okoli U bodu x a V

bodu y, ze UNV = 0.



Véta 1.2. (Hahn-Banachova). Necht M je podprostor redlného linearniho pro-
storu E, p sublinearni funkciondl na E a f linedrni funkciondl na M takovy, Ze

pro vSechna x € M
f(x) < p().

Potom existuje linedarni funkcional F' definovany na celém prostoru E, rozsirugici
funkcional f tak, Ze

F(z) < p(x), Ve € E.
Dukaz: viz [2, strana 179

Véta 1.3. (Banach-Alaogluova). Necht E je Banachiv prostor. Uzaviend jed-
notkovd koule Bp+ := {p € E* : ||| < 1} je w*-kompaktnd.

Dukaz: viz [8, strana 65]

Poznamka 1.5. MnozZinu F' nazveme mnozinou typu F,, muze-li byt napséana

jako spocetné sjednoceni uzavienych mnozin.

Véta 1.4. KaZdd otevrenda mnozina Banachova prostoru ma Baireovu vlastnost.
To znamend, Ze je-li M oteviend mnozZina v Banachové prostoru
a {Gn}.2, je posloupnost oteviengch hustych mnoZin v M, pak N2, G,, je hustd

mnozina.
Dukaz: viz [10, strana 14]

Poznamka 1.6. (Princip maximality). Axiom vybéru je ekvivalentni s prin-
cipem maximality. Ten fika, Zze mame-li mnozinu M usporadanou relaci < tak,
ze kazdy tetézec je shora omezeny, pak ke kazdému m € M existuje maximalni

prvek n mnoziny M takovy, ze m < n.

Princip maximality byl formulovan i Zornem v podobé lemmatu, vice o této

problematice 1ze najit v literatufe, viz [3, strana 101 — 110).

Lemma 1.1. (Zornovo). Necht M je neprizdnd uspordidand mnoZina s vlast-

nosti, Ze kazdy jeji retézec md horni zdvoru. Potom M md mazimdlni prvek.
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Definice 1.7. Mé&jme neprazdnou mnozinu F, jeji prvek a a necht A C E. Dira-

cova mira J, na o-algebfe P(FE) vSech podmnozin mnoziny E je dana predpisem

0, pokuda ¢ A,
da(A) =
1, pokuda € A.



2 Konvexni funkce, monotonni operatory

V této kapitole uvedeme nékteré vlastnosti konvexnich funkci a monotdénni
operatory. Tyto poznatky vyuzijeme v hlavni ¢asti této prace tykajici se Asplun-
dovych prostorti, a sice v prikladech nebo mohou byt také potiebné pii diikazech

nékterych vét.

2.1 Konvexni funkce na realnych Banachovych prostorech

Pismenem F oznacujeme redlny Banachtv prostor, D je neprazdna oteviena
konvexni podmnozina prostoru E a f je konvexni funkce na D, tedy f: D — R

a splnuje podminku

fltz+ (1 —t)y] <tf(z)+ (1 —1)f(y),

kde z,y € D a 0 < t < 1. Kdyz rovnost plati vzdy, nazyvame f afinni funkeci.
Déle funkci f : D — R nazyvame konkavni, kdyz — f je konvexni.
V dalsim textu budeme studovat vlastnosti diferencovatelnosti konvexnich funkei,

za predpokladu spojitosti.
Priklad 2.1.

e Norma funkce f(z) = ||z|| je spojitéd a konvexnina D = E. Jelikoz 0 <t < 1
plati, Ze |t| = t a muzeme tedy psat
tllzl + (=) llyll = el + 11 =t gl = [lez]] + )1 = )y]
> ||tz + (1= 1)yl

Vyse uvedena podminka pro konvexni funkce je tedy splnéna.

e Mé&jme funkci a(x) = (z*,2) — b, a: E — R, 2* € E*, b € R. Ukazeme, ze
tato funkce je konvexni, tj. spliiuje podminku
altz + (1 —t)y] < ta(z) + (1 — t)a(y).
aftr + (1 —t)y] = (a*,te + (1 —t)y) — b= (a*,tx) + (z*, (1 —t)y) — b
=t(z*z)+ (1 —1t)(z*y) —b
= t({z%,2) = b) + (1 = )((z", y) — b) = ta(z) + (1 = t)a(y).

10



Podminka pro konvexni funkce je tedy splnéna a dokonce vidime, ze vsude

plati rovnost, proto dana funkce je afinni.

*

Poznamka 2.1. V dalsim piikladé ukaZeme, Ze konvexni funkci na koneéné
mnoziné je i suprémum z néjaké skupiny konvexnich funkci. Specialné je-li A

neprazdna, omezena podmnozina Banachova prostoru E, potom funkce
x> sup {||z —yl| : y € A}
je spojita a konvexni na F.

Priklad 2.2. Méjme E Banachuv prostor a konvexni funkce f; : £ — R, pro

kazdé ¢ € I, kde I je libovolna indexova mnozina. Ukazte, ze také funkce

g(w) = Sup fi(z)

je konvexni.

Reseni: Jelikoz f; jsou konvexni funkce, pro kazdé i € I plati
fite + (1 =t)y) <tfi(x) + (1 —1)fily), kdeO<t<L
Potom ale plati

g(te + (1= t)y) = sup fi(tz + (1 = t)y) <sup {tfi(x) + (1 =) fi(y)}

il el

< suptfi(x) +sup(l — 1) fi(y)

icl i€l
= tslel? filzx)+(1—1) Slg) fily) = tg(x) + (1 —t)g(y),

tudiz g je konvexni funkce.

*

Nyni uvedeme zakladni lemma, které je podstatné pro studium diferencova-

telnosti konvexnich funkeci.
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Lemma 2.1. Jestlize xo € D, potom pro kazZdé x € E smérova derivace zprava

0+ (o) (x) = Tim L8+ 12) = f@o)

t—0+ t

ezristuje a definuje sublinedrni funkciondl na E.

Dukaz: viz [12, strana 2]

Diilezita pro nas bude Gateauxova diferencovatelnost, kterou budeme potre-

bovat pro definici slabého Asplundova prostoru, proto si ji nyni zadefinujeme.

Definice 2.1. Konvexni funkce f se nazyva gateauxovsky diferencovatelna v bodé

xo € D, existuje-li pro kazdé x € E limita

df (o) () = lim flwo +tz) — f(wo)

t—0 t

Funkce df (zo)(z) se nazyva Gateauxova derivace nebo Gateauxiv diferencidl

funkce f v bodé x.

Tato definice pozaduje existenci obou jednostrannych limit a je z ni zfejmé, ze
f je gateauxovsky diferencovatelnd v bodé xy pravé tehdy, kdyz
—d* f(xo)(—z) = d* f(xy)(z) pro kazdé x € E. Jelikoz sublinedrni funkcionél
p je linearni pravé tehdy, kdyz p(—x) = —p(x) pro vSechna x, je vidét, ze f je
gateauxovsky diferencovatelnd v bodé xy pravé tehdy, kdyz = — dt f(xo)(z) je

linedrni v x. Plati-li to, je df (x¢) linearni funkcionél na E.

Piiklad 2.3. Na Banachové prostoru E := C ([0, 1]) je ddna funkce

fixzo— /0 (z2(t) — 220 (t))dt.

Zjistéte, zda je gateauxovsky diferencovatelna v bodé xg.
Budeme postupovat podle definice a danou funkci dosadime do vzorce pro derivaci

funkce f ve sméru x € E a upravime ji.

df (o) (x) = lim LT FAY) = F(@0)

A—0 A
12



1
=lim ~ [ ((zo+ A\v)* —2(mo + Az) — (23 — 210))dt
A—0 )\ 0
g b o 2.2 _ 2
= lim (x5 4 2x0A\x + N°2° — 209 — 2Mx — x5 + 220)dt
A—0 )\ 0
1

1
=lim [ (2zoz + \2® — 2z)dt = / (2xox — 2x)dt.
A—=0 Jq 0

Oznacime-li L : x +— 2 fol(xoac — x)dt, je vidét, Ze L je linearni funkcional. Potom

z odhadu
1 1 1
La| < 2/ oz — 2] df < 2 max |x(3)|/ o — 1] dt = 2 ||xH/ 2o — 1] dt
0 86[0,1] 0 0

dostavame omezenost, coz znamend, ze funkciondl L je spojity. Tedy funkce f je

gateauxovsky diferencovatelnd v bodé xy a L je Gateauxova derivace v bodé z.

*

Poznamka 2.2.

e Pro libovolné prvky x,y prostoru se skalarnim soucinem plati Schwarzova

nerovnost

(@, y)| < [l lyll -

e Hilbertiv prostor tvofi kazdy Banachtv prostor, jehoz norma spliiuje pro

kazdou dvojici z,y rovnobéznikové pravidlo
2 2 2 2
[l +yl” + [z = ylI” = 2(l=]" + [[y[I")-

Naopak v Banachové prostoru, pro jehoz normu plati rovnobéznikové pra-

vidlo, je norma odvozena ze skalarniho soucinu a plati

1 2 2
(@,9) = 7l +ylI” = llz = yl).
Névod na dokézani téchto vztahi je uveden v literatufe [8, strana 7).
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Priklad 2.4. Najdéte Gateauxuv diferencidl v bodé xy pro druhou mocninu

normy v realném Hilbertové prostoru H. Mame tedy funkci
f(z) = |l2||* = (z,2), VzeH.

Dosadime zadanou funkci do vzorce pro derivaci funkce f v bodé xy ve sméru x.

2 2
o Do+ gl = ol

t—0 t t—0 t

2 2 2
Sl o 1) + (12, 20) + i — ol
t—0 t

2 2
t t t
i (w0, ) + t(xo, ) + [t|” |||
t—0 t

p— 3 2 J—
= lim (2(xo, ) + [t] [|2]|) = 2(xo, 7).

Tedy df (x)(z) = 2(xo, ) je hledany funkcional. Pomoci Schwarzovy nerovnosti
dostaneme odhad |df (x¢)(z)| = |2(xo, z)| < 2||zo]| |||, funkciondl je tedy ome-
zeny, tj. spojity a je hledanym Gateauxovym diferencidlem v bodé z.

*

Véta 2.1. Je-li konvexni funkce f spojita v xo € D, potom je lokdlné Lipschit-
zouskd v xg, tedy zde existuje M >0 a § > 0 takové, Ze B(xg;0) C D a

|[f(@) = f(y)l < M [|lz —yl|,
kde x,y € B(zo;9).

Dukaz: viz [12, strana 4]

Disledkem této véty je, ze je-li konvexni funkce f spojitd v bodé xg € D,
potom d7 f(xzg) je spojity sublinedrni funkciondl na E, a proto df (zg) (kdyz exis-
tuje) je spojity linearni funkcional. Jinymi slovy mizeme fict, Ze je-li f spojita
konvexni funkce, ktera je gateauxovsky diferencovatelnd v bodé, jeji diferencial
je spojity linearni funkcional.

Nyni vyslovime vétu, kterou vyuzijeme v dalSich dikazech.
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Véta 2.2. Necht E C R" je konvexni mnozina, f : E — R je konvexnd funkce a x
je bod z mnoZiny relativné vnitrnich bodu mnoZiny E. Potom existuje konecnd

smeérovd derivace d* f(xg)(h) pro vSechna h z linedrniho obalu mnoZiny E.

Dukaz: viz [6, strana 42]

fotth)—f(z0)
t

V tomto dtikazu je ukazano, ze funkce ¢(t) = je na intervalu

(0,9) neklesajici a zdola ohranic¢end, a tedy existuje kone¢na limita

lim ¢(t) = d* f(xo)(h).

t—0t+

Potom pro libovolné h € E at > 0 plati

lim 6(s) = inf 6(s) < 6(¢). (1)

s—0t s>0

Nasleduje véta, ktera fika, kdy je funkce gateauxovsky diferencovatelna v bodé.

Véta 2.3. Spojitd konvexni funkce f je gateauxovsky diferencovatelnd v bodé

xg € D prdvé tehdy, kdyz existuje jediny funkciondl z* v prostoru E* splniujici

<.T*,LC—370> Sf(x)_f(x(])? LEGD, (2)

nebo ekvivalentné

(2, y) < d" f(zo)(y), ye€E. (3)

Dukaz: Ukazeme, ze vztahy (2) a (3) jsou ekvivalentni. Jestlize x* spliiuje vztah
(2), potom pro libovolné y € E plati 2o + ty € D pro dostate¢né malé ¢t > 0,

a proto

t(z*,y) = (2", (xo + ty) — o) < f(wo +ty) — f(o),
coz znamena, ze x* spliiuje vztah (3). Naopak, kdyz x* spliiuje vztah (3) a x € D,
polozime y = x — zg. Potom x¢ + t(z — xy) € D pokud 0 < ¢t < 1 a dostaneme

f(xo + t(x — x0)) — f(0)
; 7

(v%, 2 — x0) < d" f(20)(x — o) <
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ptri¢emz posledni nerovnost vyplyva ze vztahu (1). Zvolenim ¢ = 1 dostaneme
vztah (2). Cely dikaz viz [12, strana 5.
O

Definice 2.2. Necht f je konvexni funkce definovand na konvexni mnoziné C
a z € C. Subdiferencidl funkce f v bodé z je mnoZina Jf(z) ze vSech bodu

x* € B spliujicich
(x",y —x) < f(y) = f(x) provyeC.

S ohledem na vétu 2.3. je spojita konvexni funkce f gateauxovsky diferencova-

telnd v bodé xy pravé tehdy, kdyz subdiferencial df () je jednobodovd mnozina.

Véta 2.4. Je-li konvexni funkce f spojitd v bodé xo € D, potom Of(xo) je ne-
prazdnd, konverni a slabé kompakini podmnozZina prostoru E*. Navic zobrazeni
x — Of () je lokdlné omezené v bodé xg, tedy existuje M > 0 a okoli U bodu x
v mnoziné D takové, Ze ||x*|| < M, kde x € U a x* € Of(x).

Dukaz: Nejprve ukdzeme, Ze subdiferencial Of (x¢) je neprazdna mnozina. Vime,
ze f je spojita v bodé xy € D. S vyuzitim véty 2.3., definice 2.2. a pouzitim Hahn-
Banachovy véty, dojdeme pfimo k tomu, Ze subdiferencial df(x¢) je neprazdny:

d* f(x) je spojity a sublinearni, tedy existuje z* € E* tak, Ze

(x*,y) <d* f(xo)(y), VyekE.

Nyni nahradime y za y — zg a vyuzijeme-li vztahu (1), pfi¢emz polozime t = 1,

dostaneme
(2", y — zo) < d"f(x0)(y — w0) < flwo+ (y — w0)) — flw0), Vye€D.
Dale ukazeme, Ze O f (o) je konvexni. Necht 27 € df(x0), x5 € Of (). Potom
(€7, & — xo) < f(x) = f(x0),
(@5, @ — xo) < f(x) = f(x0).
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Zvolime a € (0,1) a prvni nerovnost vynasobime ¢islem « a druhou nerovnost
1 — a, potom
a(ry,z —x) < af (x) — af(2o),
(1 - ) (53,2 — 20) < (1 - a) f(z) — (1 - a) f(zo).

Nakonec obé nerovnosti secteme
a(ry,z —xo) + (1 — o) (25, x — xo) < f(x) — f(wo)
a upravou dostaneme
(] + (1 — )2y, o —x0) < f(x) — f(20).

Tedy ax] + (1 — a) x5 € df(xo).
Daéle chceme ukazat, ze subdiferencidl 0f(zg) je slabé s hvézdickou uzavieny.

Budeme proto ptredpokladat, ze 2* ¢ Jf(x¢). Tedy existuje y € E tak, ze

Fy) = flwo) < (2%, y — o)

Z definice slabé topologie vyplyva, ze pro kazdé z* ve vhodném slabém okoli
bodu z* plati stejnd nerovnost. To ukazuje, ze subdiferencidl 0f(zo) je slabé
s hvézdickou uzavieny. Dalsi vlastnost, kterou ukézeme je lokalni omezenost.
Z véty 2.1. vime, ze f je lokalné lipschitzovska v bodé xg, a proto existuje M > 0

a okoli U bodu z( tak, ze
[f(y) = fl@) < M|y—=|, kdex,yel.

Jestlize x € U a z* € df(z), potom pro vSechna y € U méame

(" y—x) < fly) — flx) < M |ly — =,

coz implikuje, Ze ||z*|| < M. Nakonec slaba kompaktnost vyplyva z véty 1.3.
Banach-Alaogluovy.

O

Budeme-li dale predpokladat, ze FF a F' jsou normované linearni prostory, U

je neprazdna oteviend podmnozina prostoru F a ze mame funkci ¢ : U — F|,

muzeme rozsirit definici Gateauxova diferencialu takto:
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Definice 2.3. Rekneme, Ze ¢ je gateauxovsky diferencovatelna v bodé o € U,
jestliZe existuje spojité linedrni zobrazeni z E do F', oznacené dy(zy)(z), tak, ze

dip(x0)(x) = lim (0 + tx) — p(o)

t—0+ t

pro Vx € F.

Jinymi slovy muzeme fici, Ze ¢ ma smérové derivace v bodé xy v kazdém
sméru x a vysledné funkce ze sméri x je spojita a linearni.
Déle uvazujme stale stejné predpoklady a zadefinujme Fréchetiiv diferencial,

ktery budeme potiebovat pro definici Asplundova prostoru.

Definice 2.4. Rekneme, ze ¢ je fréchetovsky diferencovatelna v bodé zy € U,

jestliZe existuje spojité linearni zobrazeni z E do F oznacované ¢'(xg) tak, Ze

o 230+ ) = plan) = /(@) (x) _

70 Jedl
Funkce ¢'(z0) se nazyva Fréchettv diferencial nebo Fréchetova derivace funkce (.

Obecné muzeme fici, Zze mame-li spojitou funkci ¢, kterad je fréchetovsky di-
ferencovatelna v bodé xy, potom je i gateauxovsky diferencovatelnad v bodé xq

a plati ¢'(zg) = dp(xo).

Priklad 2.5. Zjistéte, zda je funkce z prikladu 2.3. fréchetovsky diferencovatelna
v bodé xy. Tedy

fixzo— /0 (z2(t) — 220 (t))dt.

(V piikladé 2.3. jsme zjistili, ze df (zo)(z) = 2 fol (xor — x)dt.)

Opét budeme postupovat podle definice a spocitdme danou limitu.

lim f(zo + ) — f(z0) — df (o) (2)

a0 ]

1 1 1 2 _9x x) — (22 — 2x0) — 2(xox —
= tim o [ (G ) = 2o + ) = (5 200) = 20 — )

z—0

xz—0

1 1
= lim H / (933 + 2z0x + 2% — 2x9 — 20 — 33(2) + 2x9 — 2x0x + 27)dt
Ll Jo
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1
=lim — [ 2% dt < lim|z| = 0.
z—0 H[L‘H 0 z—0

Z vysledku vidime, ze funkce f je fréchetovsky diferencovatelna a plati f'(z)

= df (z0)(x) = 2 f, (wox — x)dt.
*

Priklad 2.6. Pro zadani z piikladu 2.4. najdéte Fréchettuv diferencial v bodé x.

Dana funkce je tedy ve tvaru
f(@) = |l«|* = (z,2), VzeH

a dosadime ji do vzorce limity z definice Fréchetova diferencidlu. (V piikladé 2.4.

jsme zjistili, ze df (zo)(x) = 2(z0, x).)

o 100 +2) = f(0) = df () 0)

=0 ]

— lloll” — 2(wo, 2)

V dalsich tpravach vyuzijeme poznamku 2.2. a dostaneme

2 2 2 2
Nz + al” = flzol” = llzo + ol + 4 lao —

a0 ]

2 2 2
3 o + 2|I” — [lzolI” + 5 [0 — ]|

= lim
750 [z
2 2 2
g ol el =l
x—0 ||xH z—0

Zavér tedy je, ze funkce f je fréchetovsky diferencovatelna a hledany Fréchetiv
diferenciél je f'(xo) = df (zo)(z) = 2(z0, x).

*

Nyni jesté uvedeme priklad funkce, ktera je gateauxovsky diferencovatelna,

ale neni fréchetovsky diferencovatelna.

19



X2

X1

Obr. 1
P¥iklad 2.7. Mé&jme zobrazeni f : R? — R takové, Ze

1, z1 =13, 19 >0,
f(z) = f(z1,20) =
0, jinak.
(Prvni podminka, kdy se funkce rovna 1, je zakreslend na obrazku 1.)

Tato funkce je gateauxovsky diferencovatelna v bodé = = (0,0), protoze

Nicméné dané funkce neni v bodé = = (0, 0) fréchetovsky diferencovatelna. Kdyby
byla fréchetovsky diferencovatelna, byla by predchozi limita stejnomérna vzhle-
dem k h € Sg2 a platilo by, ze pro kazdé € > 0 existuje § > 0 tak, ze

fla+th) — 1@
t Y

Vh € Sg2, 0 <t <. (4)

o0

Pokud ovSem zvolime ¢ = 1 a posloupnost {h,,}

on € (0,3

n=1>?
75) a hmn—>oo ©n =

kde h, = (cospy,sinp,),
5, tak pro kazdé n € N existuje ¢, > 0 tak, Ze
f(tnhn> =1la [lnln)

== > 1, tedy podminka (4) neplati.

*

Budeme-li v tuto chvili uvazovat pouze realné spojité funkce, tedy Gateauxova

a Fréchetova derivace budou spojité linearni zobrazeni z £ do R, coz jsou prvky

E*, mizeme uvést dalsi zajimavé vlastnosti. Napriklad nasledujici véta ukazuje,

ze realné konvexni funkce maji mnoho bodt diferencovatelnosti.
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Véta 2.5. Je-li f konvexni na otevieném intervalu D C R, potom f'(x) existuje

pro vsechny body s vyjimkou nejvyse spocetné mnoha bodi z D.

Dukaz: viz [12, strana 10]

Zaver této véty ovsem plati pouze v R, v R? jiz ne. Tam se hovoii o diferen-

covatelnosti skoro vSude, kterou priblizuje nésledujici Rademacherova véta.

Véta 2.6. (Rademacherova). Méjme U neprdzdnou otevienou podmnoZinu
prostoru R™ a predpokladejme, Ze zobrazeni f : U — R™ je lokdlné lipschit-
zouské. Potom f je fréchetovsky diferencovatelné skoro vsude na U (vzhledem

k Lebesgueové mire).
Dukaz: viz [9, strana 122

Navic jsme ve vété 2.5. dosahli diferencovatelnosti funkce, aniz bychom pred-
pokladali jeji spojitost. V literatute [12, strana 11] je také dokézana véta, kterd

ukazuje, ze spojitost konvexnich funkci na kone¢né dimenzionalnich prostorech je

automaticka. Obecné ovSem nemtzeme Fici, ze konvexnost implikuje spojitost.

V dtikazu nésledujici véty budeme potiebovat pojem metrizovatelnost, proto

nyni vyslovime vétu a lemma tykajici se této problematiky.

Véta 2.7. Necht E je Banachiv prostor a posloupnost {z,} —, C Sg je hustd

v Sg. Definujeme metriku na Bg+ vztahem
p(fr9) =D 27 (f = g)(x:)|.
i=1

Potom identické zobrazeni I : (Bgs +) — (Bg+, p) je homeomorfismus. Specidlné

(Bg+, p) je kompaktni metricky prostor.

Dukaz: viz [7, strana 72
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Lemma 2.2. Necht E je kompaktni prostor. Banachiv prostor C(E) je separa-
bilni prdave tehdy, kdyZ E je metrizovatelny.

Dukaz: viz [7, strana 72

Diky této vété a lemmatu mtzeme dokazat nasledujici vétu.

Véta 2.8. Necht E je Banachiv prostor. Prostor (Bg-,w*) je metrizovatelny
praveé tehdy, kdyzZ E je separabilni.

Dukaz: viz [7, strana 73]

Lemma 2.3. Necht E je normovany linedrni prostor a necht {z,} —, C E*,

*

{yn}r=y C E jsou takové posloupnosti, ze {x,} -, je silné omezend, x, D g

a Yp — Y, potom (T, yn) — (T*,y).

Duikaz: Pro kazdé n € N plati
[(@ns yn) — (& )| = [@n, yn) = (20, y) + (20, ) — (27, 9)]

= {Tns Yn — )| + {20 — 2%, 1)

lzall 5 — yll + |20 — 2", )] =5 0.
—_~——— —}/ —

omez. —0 —0

IA

O

Vréatime se tedy opét ke spojitym konvexnim funkcim na Banachovych prosto-
rech, které jsou na uréitych Banachovych prostorech nutné genericky (= v husté
G5 podmnozing) diferencovatelné. Nésledujici Mazurova véta redukuje problém

do jednodimezionalni véty.

Véta 2.9. (Mazurova). Je-li E separabilni Banachiv prostor a f je spojitd kon-
verni funkce definovand na konvexni oteviené podmmnoziné D prostoru E, potom

mnozina bodi x, pro které df (x) existuje, je hustd G5 mnoZina v D.

22



Cely dikaz je uveden v literatufe, viz [12, strana 12], ale protoZe je to jedna

vvvvvv

Dikaz: Nejdiive ukazeme, ze mnozina bodt x € D, které nejsou gateauxovsky
diferencovatelné, je F,, podmnozina mnoziny D. Necht {z,} je posloupnost, ktera
je hustd v jednotkové kouli prostoru E a pro kazdé n > 1, m > 1 necht A,,,,

znadi vSechny ty x € D, pro které existuje z*, y* € df(x) tak, Ze plati

(2" =y @) =

1
g
Protoze df (z) neexistuje pravé tehdy, kdyz subdiferencidl 0f(z) obsahuje vice
nez 1 prvek, je zfejmé, ze df (x) neexistuje pravé tehdy, kdyz « € UA,, .

Déle ukazeme, ze kazda A, ,, je relativné uzaviend, proto uvazujme posloupnost
{z} C A, ., takovou, Ze z;, — z, pfi¢emz z € D. Pro kazdé k mizeme vybrat
xj, a yj, ze subdiferencidlu Of (z;) tak, ze (v} — yj, zk) > =. Vzhledem k tomu,
ze E je separabilni, jsou podle véty 2.8. omezené podmnoziny prostoru £* met-
rizovatelné ve slabé hvézdickové topologii, takze diky lokalni omezenosti a slabé
s hvézdickou kompaktnosti miizeme bez tjmy na obecnosti predpokladat, ze exis-
tuje " a y* takové, ze xj Yot a Vi N y* (slabé s hvézdickou, tedy podle definice

limy o0 (@}, ) = (z*, ). Pro kazdé y € D pak podle lemmatu 2.3. plati
(0% y = 2) = lim (g, y —2) < lim [f(y) = f(a)] = f(y) = f(2),
—+00 k—ro00
a tedy z* € 0f(z), (podobné y* € 0f(z)). Protoze plati

1
<‘r y,LE) kggo<'rk yk7x>—m7
vidime, ze z € A,,,. Nakonec ukdzeme, ze D\A,,, je hustd v D pro kazdé
n, m. Zvolme zo € D. Podle véty 2.5. je funkce fi(r) = f(zo + rx,) defino-
vand na I = {r € R: z9 + rz, € D} diferencovatelna vsude s vyjimkou nejvyse
spocetné mnoha bodt. MiZeme tedy aproximovat xg body tvaru x’ = g + ra,,

kde fi{(r) existuje. Jestlize z*, y* € O0f(z’), potom jejich restrikce na pfimku
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xg + Rax,, prinese subdiferencialy z f; v 2’. Diferencovatelnost f; v 2’ znamena,
Ze tyto dvé restrikce se museji shodovat na celé pfimce, proto (z*, z,,) = (y*, z,).
Z toho vyplyva, ze ' € D\ A, ,,, prom = 1,2,3,.... Ukdzali jsme tedy, ze D\ A4,,,,
je husta v D a dosli jsme k zavéru, ze N(D\A,,,,) je husta G5 podmnozina mnoziny
D, protoze oteviené podmnoziny Banachova prostoru maji Baireovu vlastnost.
O
Jak ukazuje nasledujici véta, pro konvexni spojité funkce f mtzeme Fréchetiiv
diferencial charakterizovat i pouze pomoci funkce f, tj. bez zminky linearniho

funkcionélu f'(z).

Véta 2.10. Predpoklddejme, Ze f je spojitd a konvexni na neprdzdné oteviené
konvexni podmnozine D prostoru E. Potom f je fréchetovsky diferencovatelnad

v bodé x € D praveé tehdy, kdyz pro vsechna € > 0 existuje 6 > 0 tak, Ze

fle+ty) + f(z —ty) — 2f(z) < e,
kde ||yl =1 a0 <t <o.
Dukaz: viz [12, strana 14]
Na zavér této kapitoly uvedeme vétu, kterd nam miize byt uzitecna pii do-

kazovani obecné Fréchetovy diferencovatelnosti. S vyuzitim této véty bude stacit

dokazat, ze mnozina G je husta.

Véta 2.11. Predpoklidejme, Ze f je spojitd a konvexni na neprdzdné oteviené
konvexni podmnoziné D prostoru E. Potom mnoZina G (moZnd prdzdnd) bodi

x € D, kde f je fréchetovsky diferencovatelnd, je Gs.

Dukaz: viz [12, strana 14]
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2.2 Priklady na diferencovatelnost konvexnich funkci

V této podkapitole uvedeme nékolik dalsich prikladu tykajicich se Gateauxovy
diferencovatelnosti a Fréchetovy diferencovatelnosti konvexnich funkci na real-

nych Banachovych prostorech.

Priklad 2.8. Dokazte, ze spojita konvexni funkce f na oteviené konvexni mnoziné
D je gateauxovsky diferencovatelna v bodé x € D pravé tehdy, kdyz pro kazdé
yekr
t —ty) — 2
i & ty) + fz —ty) - 2f(2)

t—0+ t

=0.

Reseni:
= Predpokladejme, ze f je gateauxovsky diferencovatelna v bodé x € D, tedy

existuje limita

dF () () = lim L5 tyt) —J@) yem

t—0
Potom jiz vime, Ze plati df (z)(y) = d* f(x)(y) a plati také vztah
d* f(x)(y) = —d" f(2)(—y).

Vidime tedy, Zze odecteme-li od sebe tyto dvé derivace dostaneme nulu,

pricemz timto rozdilem dostaneme pravé nasi hledanou limitu

flz+ty) — f(2)

d"f(2)(y)=[=d" f(z)(=y)] = lim . + lim i
_ g Sty fle —ty) —2f(2)
t—0t t

< Predpokladejme, ze

lim flx+ty) + fle —ty) —2f(x)

t—0+ t

=0.

Tuto limitu miizeme rozepsat na dvé limity

i J@ 1Y) = f(2)

t—0t t t—0+ t




coz jsou smeérové derivace zprava pro kazdé y € E. V predchozi kapitole
jsme zminili, ze y — d* f(x)(y) je sublinedrni funkciondl, ktery je linedrni,
pokud d* f(z)(y) = —d* f(x)(—y). VySe uvedené limity ndm ovSem ptimo
davaji tuto rovnost, a proto je f gateauxovsky diferencovatelna v bodé
reD.

*

Priklad 2.9. Méjme funkci f, ktera je konvexni a spojita na oteviené konvexni
mnoziné C' C R"™. Ukazte, ze f je gateauxovsky diferencovatelnd v bodé x € C'

praveé tehdy, kdyz f ma v bodé x vSechny parcidlni derivace.

Reseni:

= Predpoklddejme, ze funkce f je gateauxovsky diferencovatelna v bodé
r = (x1,...,2,). Gateauxovskd diferencovatelnost v bodé x znamena, ze

funkce f mé vSechny smérové derivace. Parcialni derivace funkce f

O ) _ g S 1) = (@)

T; t—0 t ’

je ovSem smeérova derivace ve smeéru e;, tudiz f ma vSechny parcialni deri-

vace v bodé z.

< Predpokladejme, Ze mame vSechny parcialni derivace funkce f v bodé x
neboli mame vsechny smérové derivace ve sméru jednotkového vektoru e;,
které oznacime df (z)(e;).

Ukazeme-li, Ze subdiferencial 0f(z) je jednobodova mnozina, potom jiz
z véty 2.3. plyne, ze f je gateauxovsky diferencovatelnd v bodé x.
Pro kazdy jednotkovy vektor e;, i € {1,2,...,n} a pro kazdy prvek
x* € 0f(z) plati

r*(e;) < d*f(x)(e;) (5)

v*(—e;) < d f(x)(—e;) = —d" f(z)(e:),
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tedy
z*(e:) = d f(x)(es). (6)

Ze vztahi (5) a (6) pak plyne x*(e;) = d* f(x)(e;) prokazdéi € {1,2,...,n}
a kazdy prvek z* € 0f(z). Libovolny smér h € R" si mizeme vyjadiit

pomoci jednotkovych vektori takto
h=Mei+...\e,, kde N, €eR,i=1,...n,
takze mizeme psat
z(h) = (x*,h) = (", A\er + ... + Anen) = (@™, Aer) + ...+ (27, \pen)

=M {(x" ey + ...+ A (x"en) = Mz (er) + ...+ Azt (en).
JelikoZ podle predchozi uvahy z*(e;) = d* f(x)(e;) prokazdéi € {1,2,...,n}
a kazdy prvek x* € 0f(x), pro libovolné x3, 25 € df(x) a libovolné h € R"
plati
z1(h) = w3(h).

Tedy subdiferencial df(z) jednobodova mnozina.

*

Priklad 2.10. Mé&jme na Banachové prostoru E konvexni funkce f a g takové, ze

f>gnaFE a f(xg) = g(xg). Dale predpokladejme, ze f je gateauxovsky diferen-

covatelnd v bodé x,. Ukazte, ze funkce g je také gateauxovsky diferencovatelna

v bodé xg.

ResSeni: Funkce f je gateauxovsky diferencovatelni v bodé zg, tedy podle pii-

kladu 2.8. pro kazdé y € E plati

lim fzo +ty) + fzo —ty) — 2f(x0)

t—0t t

=0.

Déle z podminky konvexnosti funkce g vyplyva, ze

g (zo +ty) + g (xo — ty) — 29 (x9) > 0.
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Ze zadani také vime, ze f(xg + ty) > g(xo + ty), f(zo — ty) > g(xo — ty)

a f(zo) = g(xo). Mizeme tedy napsat nerovnost

f(xo+ty) + f(xo—ty) —2f (x0) = g (xo +ty) + g (xo — ty) — 29 (x0) > 0,

kterou déle vydélime ¢, (pfi¢emz vime, ze t > 0)

[ (xo+ty) + f (w0 —ty) — 2f (20) > g (o + ty) + g (w0 — ty) — 29 (x0)

> 0.
t t -

Kdyz nyni uplatnime limitu pro ¢ — 0% dostaneme nerovnost

g (xo +ty) + g (xo — ty) — 29 (x0)

0> lim > 0.
t—0t t
Tudiz
t —ty) — 2
lim Y (o + ty) + g (xo — ty) — 29 (x0) —0
t—0+ t

a funkce g je tedy gateauxovsky diferencovatelna v bodé x.

*

Priklad 2.11. Méjme dany konvexni spojité funkce f, g na Banachové prostoru £
a predpokladejme, ze funkce f neni fréchetovsky diferencovatelna v bodé x € E.

Ukazte, ze funkce f + g také neni fréchetovsky diferencovatelna v bodé x € F.

Reseni: 7 véty 2.10. vime, Ze funkce f je fréchetovsky diferencovatelna v bodé

x € E pravé tehdy, kdyz Ve > 0 36 > 0 tak, ze
flz+ty) + flx —ty) — 2f(x) < te, kde [jy||=1, 0 <t <.

Nage funkce fréchetovsky diferencovatelna neni, tudiz existuje ¢ > 0 pro kazdé

t > 0 tak, ze
fla+ty) + f(z —ty) — 2f(z) > te.

My chceme ukézat, ze také

(f+g)@+ty) + ([ +9)(x—ty) —2(f + g)(z) > te.
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Rozepiseme-li tuto nerovnost, dostaneme

flx+ty) + flr —ty) —2f(x) + g(z + ty) + gz — ty) — 29(x) > te.

Prvni t1i ¢leny jsou ale samy o sobé vétsi nez te a budou-li zbylé tfi ¢leny vétsi nez

nula, bude nerovnost splnéna. To ovsem plyne z podminky pro konvexni funkce
glaxy + (1 — a)zs] < ag(zr) + (1 — a)g(z,),

kdyz polozime z; = = + ty, asgzm—tyaa:%. Pak mame
1 1 1 1
glg@+ty) +{1-5 )@ty <ggle+iy)+(1-5)g@—1ty),

g(x+ty)+19(x—ty)-

g(x) < 5

N | —

Vynéasobime-li rovnici 2 a g(z) pfevedeme na pravou stranu, dostaneme

0<g(z+ty) +g(r—ty) —2g(x).

Tedy nerovnost opravdu plati a ani funkce f+g¢g neni fréchetovsky diferencovatelna
v bodé x € E.
*

Priklad 2.12. Ukazte, ze v prostorech koneéné dimenze jsou gateauxovsky dife-

rencovatelné spojité konvexni funkce i fréchetovsky diferencovatelné.

Reseni: Nechf f je spojitd konvexni funkce na Banachové prostoru konecné
dimenze E. Vime, ze funkce f méa v bodé x Gateauxtv diferencial, existuje-li
L € E* tak, ze plati

) x+th) — f(x

lim / )= fl@) =L(h), VheE.

t—0 t

Potom f bude mit v bodé x Fréchettv diferencial, jestlize pfedchozi limita bude
stejnomérna vzhledem k h € Sg. Predpokladejme ale, ze f v bodé x nemé Fré-

chetliv diferencial, potom existuje ¢ > 0 tak, ze pro kazdé n € N existuje h,, € Sg
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a0<tn<%tak,ie

< f(x+tuh,) — f(2)

. — L(hy).

V prostorech koneéné dimenze jsou omezené uzaviené podmnoziny kompaktni,
proto i Sg je kompaktni a miZeme najit podposloupnost posloupnosti {h,, }, ktera
bude konvergovat k h € Sg. Déle tedy miizeme vySe uvedenou nerovnost psat

ve tvaru

St taha) = f(a +tzh) + f@+tah) = fla) L(hy).

Jelikoz uvazujeme funkci spojitou a konvexni, je vlastné podle véty 2.1. lipschit-

zovska, a proto bude existovat M > 0 tak, ze

< Mllz +tahn =2+ tah]l | flo+tah) — f(2)

_Lhn7
. T ()

€

(x +t,h) — f(x)
tn

e < M||h, —hl| + / — L(hy).
Pro n — 400 pak dostaneme

e <0+ L(h) — L(h) = 0,

coz je spor s predpokladem, ze ¢ > 0, takze funkce f ma v bodé x Fréchetiv

diferencial.

*
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2.3 Monotonni operatory a subdiferencialy

Definice 2.5. Mnohozna¢né zobrazeni T" z Banachova prostoru £ do podmnoziny

jeho dualniho prostoru £* se nazyva monoténni operator, jestlize plati
(" —y"x—y) 20,

pficemz z,y € F a z* € T(x),y* € T(y). Nepozadujeme, aby T'(z) byla ne-
prazdnd mnozina. Defini¢ni obor D(T') zobrazeni T je mnozina vSech x € E

takovych, ze T'(x) je neprazdna.

Priklad 2.13. Je-li f spojitd konvexni funkce na neprazdné oteviené konvexni

podmnoziné D prostoru E, potom

Of(x), proxz € D,
T(x) =
0, prox € E\ D

je monoténni operator s definiénim oborem D(T) = D, protoze je-li z* € df(z)
ay" € df(y), pak
(@ y —x) < fly) - f(=),

— Wy —x) = 2—y < fla)— fly)
a seCtenim téchto dvou nerovnosti mame nerovnost
(" —y"y—x) <0,
kterou vynasobime —1 a dostaneme podminku pro monoténni operator
(x* —y*,x—y) > 0.
*

Definice 2.6. Necht X,Y jsou Hausdorffovy topologické prostory a predpokla-

dejme, ze T : X — 2¥ je mnohozna¢né zobrazeni z prostoru X do podmnozin pro-

storu Y. Jeli A podmnozina Banachova prostoru E, definujeme

T(A) = U{T(x):x € A}. Rekneme, %e T je shora polospojité v bodé = € X,
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jestlize pro kazdou otevienou mnozinu V' v prostoru Y obsahujici T'(x), existuje
oteviené okoli U bodu z takové, ze T'(U) C V. Polospojitost shora na mnoziné je

definovana obvyklym zptisobem.

Piiklad 2.14. Za pfedpokladu, ze T'(z) je jednobodova mnozina, je T' normova-

né-normované shora polospojity v bodé = pravé tehdy, kdyz plati

lim diam T'[B(z;d)] = 0.

6—0t

Reseni: Jelikoz predpokladame, ze T'(z) je jednobodova mnozina, miZeme na-

psat T'(x) = z*.

= Ptedpokladejme, zZe T' je normované-normované shora polospojity v bodé x.
Podle definice polospojitosti shora v bodé x, pro kazdou otevienou mnozinu
V' obsahujici z*, existuje oteviené okoli U bodu x tak, ze T(U) C V. Je-

likoz stale uvazujeme Banachovy prostory, existuji € > 0 a 6 > 0 tak, ze

B(z*,e) CV, B(z,0) CU a
T[B(x,d)] C B(x*¢).

Pro zvolené € > 0 pak pro kazdé dostatecné malé 6 > 0 plati
diam T [B(x;0)] < 2e.

Jelikoz € mizeme volit libovolné malé, plati

lim diam T'[B(z;d)] = 0.

6—07+
< Budeme ptredpokladat, ze plati

lim diam 7'[B(z;0)] = 0.

6—0t

Uvazujme oteviené okoli V' bodu z* a € > 0 tak, ze B(z*,e) C V. Pak ale

jisté najdeme mnozinu U = B°(z, §) takovou, zZe
T(U) C T[B(x,0)] C B(z*,¢) C V.

Proto je T normované-normované shora polospojity v bodé x.
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Véta 2.12. Je-li f spojita konvexni funkce na otevrené konvexni podmnoziné D
prostoru E, potom zobrazeni x — O0f(x) je normované-slabé s hvézdickou shora

polospogité na D.
Dukaz: viz [12, strana 19

Poznamka 2.3. Tvrzeni, ze zobrazeni x — 0f(x) je normované-slabé s hvézdic-

kou shora polospojité na D je ekvivalentni s tvrzenim, Ze subdiferencial
Of(): (B, .1 — (B w")
je shora polospojity na D.

Lemma 2.4. Predpokldidejme, Ze f je spojita a konverni funkce na neprdzdné
konvexni podmnozine D prostoru E a Ze je fréchetovsky diferencovatelna v bodé
x podmnoziny D. Potom subdiferencidl zobrazeni O f(z) je normované-normované

shora polospojity v x.
Dukaz: viz [12, strana 19

Definice 2.7. Selekce ¢ mnohozna¢ného zobrazeni T je jednoznacné zobrazeni

spliwujici p(z) € T'(x) pro kazdé x € D(T).

Véta 2.13. Necht [ je konvexni a spojitd na neprdzdné oteviené konvexni pod-
mnozineé D prostoru E, potom funkce f je gateauxovsky diferencovatelnd v bodé
x € D prdvé tehdy, kdyz existuje selekce ¢ pro subdiferencidl Of(x), kterd je
normované-slabé s hvézdickou spojita v bode x € D.

Obdobne je funkce f fréchetovsky diferencovatelnd v bodé x € D prdve tehdy,
kdyz existuje selekce ¢ pro subdiferencidl Of(z), kterd je normované-normované

spojitd v bodé x € D.

Dukaz: viz [12, strana 20]

Zajimavym dutsledkem je, ze fréchetovsky diferencovatelné konvexni funkce

jsou nutné C*.
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Obr. 2

Dusledek 2.1. Je-li f konvexni a fréchetovsky diferencovatelna funkce na otev-
fené konvexni mnoziné D, potom = — f'(z) je normované-normované spojité

v D.

Déle si uvedeme definici konvexniho kuzelu, ktery je vyuzit pti dikazu véty,

kterd bude nésledovat.
Definice 2.8.

a) Necht z* € E*, 2" # 0 a 0 < a < 1. Definujeme uzavieny konvexni kuzel

K(z*; ) vztahem
K(z%a) ={z e E:all] -l < (2% 2)} .

Tento kuzel nazyvame a-kuzel a jeho vnitiek {x € F : o ||z - ||2*|| < (2%, x)}

je neprazdny. Cim vice se « priblizuje k nule, tim je kuZel $irsi.

b) Podmnozina M prostoru E se nazyva a-kuzelové fidka (kde 0 < a < 1),
jestlize pro kazdé x € M a ¢ > 0 existuje z € B(x;¢) a 0 # z* € E* tak, ze
plati

MnN[z+int K(z%a)] = 0.
Tedy, ze M je a-kuzelové fidka znamena, Ze né€jaky bod z M muze byt libo-
volné blizko k vrcholtim kuzeld, jejichz vnittky lezi v doplitku mnoziny M.
Obrazek 2 znazornuje situaci, kdy mnozina M neni ziejmé a-kuzelovée ¥idka,

ale pro jisté = je splnéna predchozi podminka.
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¢) Mnozina M se nazyva thlové mald, jestlize pro kazdé 0 < o < 1 miize byt

vyjadiena jako spocetné sjednoceni a-kuzelové rfidkych mnozin.

Priklad 2.15. Je-li M a-kuzelové Fidka pro néjaké a > 0, potom M mé prazdny
vnitfek a vyplyva z toho, ze pripadna thlové mald mnozina je mnozinou prvni
kategorie.

ReSeni: Budeme piedpokladat, Ze M nemé prazdny vnitiek, tedy Ze né&jaké
y € int M. Pro vnitini bod y plati, Ze existuje jeho okoli O(y) takové, Ze
y € O(y) C M.V tomto okoli jisté najdeme né&jaky bod v, ktery bude bo-
dem mnoziny M. Pro bod v bude existovat ¢ > 0 tak, ze B°(v,€) € O(y). Potom
podle definice bude M a-kuzelové fidka, jestlize pro kazdé v € M a kazdé € > 0
bude existovat z € B(v,€) a 0 # v* € E* tak, ze plati

MN[z+int K(v*;a)] = 0.

To ov8em neplati, protoze prinik B°(v, €) a a-kuzele z +int K (v*; «) je oteviena
mnozina v M, ktera tak obsahuje n&jaky bod z M (na obrazku 3 je oznaceny
jako u). Tudiz M musi mit opravdu prazdny vnitiek.
Z toho plyne, Ze jsou to ridké mnoziny. Z definice vime, ze tthlové malou mnozinu
miizeme vyjadiit jako spocetné sjednoceni a-kuzelové ridkych mnozin a spocetné
sjednoceni fidkych mnozin je mnozina prvni kategorie.

*
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Poznamka 2.4. Byt a-kuzelové ridka ma geometrické a stejné tak i topologické
dtisledky. Napiiklad bude-li M sjednoceni v R? jednotkového kruhu a podéatku
souradnic, potom neni M nikde husté, ale neni a-kuzelové fidka pro libovolné
a > 0. Nicméné, je to sjednoceni dvou a-kuzelové fidkych mnozin pro kazdé
a > 0.

Protoze a-kuzelové ridka podmnozina z R muze obsahovat nejvyse dva body, je

vidét, Zze podmnozina R je thlové maléd prave tehdy, kdyz je spocetna.

V dalsi kapitole chceme vyslovit Asplundovu vétu. Diky tomu, Ze subdiferen-
cial 0f spojité konvexni funkce je monoténni zobrazeni a ze Fréchetovu diferen-
covatelnost spojité konvexni funkce muzeme charakterizovat jako normovanou-
normovanou polospojitost shora subdiferencialu 0 f, budeme dokazovat zobecnéni
Asplundovy véty. K tomu budeme pottebovat nasledujici vétu dokazanou D. Pre-

issem a L. Zajickem.

Véta 2.14. (Preiss-Zajicek). Predpokladejme, Ze Banachiv prostor E md se-
parabilni dudl a Ze zobrazeni T : E — 2F° je monotonni s definicnim oborem
D(T) = {x;T(x) # 0}. Potom existuje uhlové mald mnozina A C D(T) takovd,
ze T je jednoznacné a normované-normovane shora polospojité v kaZdeéem bodé

D(T)\ A.

Dikaz této véty je prevzat z literatury, viz [12, strana 22].

Dikaz: Staci ukazat, ze mnozina

A={z e D(T): lim diam T [B(z;4)] > 0}

§—0+t

je tihlové mala, protoze pak podle prikladu 2.14. bude T jednoznac¢né a normované-
normované shora polospojité v kazdém bodé D(T') \ A. Nejprve si mnozinu A

napiseme jako sjednoceni mnozin A,, tj. A = UA,, kde

A, = {z € D(T) : lim diam T [B(z:6)] > %}.

6—0t
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Necht {z}} je hustd posloupnost v dudlnim prostoru E* a ptedpokladejme
0 < a < 1. Definujeme

Ang = {x € A, :dist(zy, T(x)) < %}

a ukazeme, ze kazd4 mnozina A, je a-kuzelové fidkd. Pfedpokladejme tedy, ze
x € A,k aze € > 0. Protoze z € A, existuje 0 < § < € a z1, 290 € B(x;0)
a z; € T(z), pro i = 1,2 tak, Ze ||z} — 25| > L. Takie pro z* € T'(z) je jedna

6]

i, mizeme vybrat z* € T'(z)

z norem ||z} — z*|| > 5-. Protoze dist(z}, T(x)) <

o
4an?

tak, ze ||z} — 2*|| < a proto existuji body z € B(x;€) a 2* € T(z) tak, ze

1 Q 1
o = aill 2 1" = o'l = ot — " > 5o — = >

Chceme ukazat, ze A, ; N (z +int K(2* —x}; ) = 0, ¢ili
Anp{y € B (2" —apy —2) > 2" =g - ly — 2]} = 0.

Nyni, jestlize y € D(T) a (z* —ap,y —z) > allz" — ]| - [ly — 2| a jestlize
y* € T'(y), potom

(' —apy—2) =y —2y—2)+ (" —a,y—2) >
* * * * o
> (2" =,y —2) > allz —ka-Hy—ZH>@Hy—ZH-

Z cehoz vyplyva, ze ||y* — xf|| > -, takze y & A,z
[

Definice 2.9. Platkem neprazdné mnoziny A rozumime nutné neprazdnou podm-

nozinu mnoziny A danou vztahem
S(z*,Aya) ={x € A: (z",2) > oa(z") — a},
kde z* € E*,a > 0 a g4(z*) = sup {(z*,x) : © € A}. Viz obr. 4.

Je-li A C E*, muzeme také definovat platek slaby s hvézdickou mnoziny A,

coz je platek, v jehoz definici pouzivame linearni funkciondl z E (neboli z E**).
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X* = 0,(x*)

xX*=0,(x*) - a

Obr. 4

Rekneme, Ze neprizdnd podmnozina A piipousti platky libovolné malého
pruméru, jestlize pro kazdé € > 0 existuje platek mnoziny A pruméru mensiho
nez €. Tato vlastnost je ekvivalentni s pojmem dentabilita, proto nékdy byva
pojmenovana stejné, vice viz [12, strana 79).

Déle se podivejme na nékteré dalsi vlastnosti subdiferenciali.

Definice 2.10. Mnohoznaéné zobrazeni T : E — 27" se nazjva n-cyklicky mo-

noténni, pokud

Z <ZL’Z,LE}C - .ka_1> > 07

1<k<n

pfiCemz n > 2 a xg,x1,%2,..., 2, € E, v, = xo axp € T(xy),k =1,2,3,...,n.
Je ziejmé, ze 2-cyklicky monoténni operator je monoténni. Déle tikdme, ze T je

cyklicky monoténni, jestlize je n-cyklicky monoténni pro kazdé n.
Priklad 2.16. Je-li f spojita konvexni funkce na oteviené konvexni mnoziné,

potom Of je cyklicky monoténni.

ResSeni: Subdiferencial takové funkce je definovan jako mnoZina

Of () = {a" € E*| (z",y —x) < f(y) — f(x),Vy € D} .

Ovérme tedy, ze plati podminka pro n-cyklicky monoténni operator pro kazdé

n > 2. Méme body g, z1,x9,...,2, € D takové, ze x, = x¢ a x} € If(xy),
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k=1,2,3,...,n. Dostaneme tyto nerovnice
(21,20 — 21) < f(20) — f(21),

(x5, 1 — x2) < f(21) — f(22),

<’I‘;kl—17xn72 - $n71> S f(xn72) - f(wnfl)a
(T, Tpo1 — o) < flTn1) — f(20),
pricemz posledni nerovnici miizeme napsat i ve tvaru
(wy, 0p—1 — 20) < f(Tn-1) — f(0).
Secteme-li téchto n nerovnic (posledni bereme v upraveném tvaru), dostaneme

(x], 20 — x1) + (x5, 1 —X2) + ... + <:c;‘;71, Tpo — :z:n,1> + (x}, xp_1 — 20)

< f(wo) = f(x1) + f(z1) = flw2) + .o+ f(wn2) = f(Tn1) + f(zn1) — f0).

Na pravé strané se nam vsSechny hodnoty odectou. Jelikoz plati x,, = xy, vynéso-

bime-li tuto nerovnici —1 zjistime, ze dana podminka plati
(x], 21 — xo) + (x5, 20 — 1) + ... + <x;_1, Tpo1 — xn_2> + (x), xy — 1) > 0.

*

Poznamka 2.5. Tvrzeni z predchoziho piikladu lze dokdzat i obracené. Dikaz

1ze najit napiiklad v literatute [12, strana 53] viz Rockafellarova véta.
Definice 2.11.

e Podmnozina G prostoru E x E* se nazyva monoténni, pokud

(x* —y*,x—y) >0, pricemz (z,2%), (y,y*) € G.

e Monoténni mnozina se nazyva maximalné monoténni, jestlize je maximalni

v systému monoténnich podmnozin prostoru F x E*, uspotfadanych inkluzi.
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e Rekneme, Ze monoténni operator T je maximalné monoténni, pokud jeho

graf je maximalné monoténni mnozinou.

Poznamka 2.6. Je-li zobrazeni T : E — 2" monoténni operator, potom jeho

graf G(T) = {(x,2*) € E x E* : 2* € T'(z)} je monoténni mnozina.

Je tedy zifejmé korespondence mezi monoténnimi mnozinami a monoténnimi
operatory. Snadna aplikace Zornova lemmatu ukazuje, ze kazdy monoténni ope-
rator 17" muze byt rozsifen na maximalni monoténni operator 1" ve smyslu, ze

G(T) € G(T).

P¥iklad 2.17. Monoténni operator T : E — 2% je maximalné monoténni prave

tehdy, kdyz plati podminka: Vzdy kdyz y € E, y* € E* a
(y*—a",y—x) >0, VeeDT), z"eTl(x)

je nutné y* € T(y).

Reseni:
= Piedpokladejme, Ze monoténni operator T : E — 2F" je maximalné mono-
ténni. To znamend, Ze jeho graf G(T') = {(x,2*) € E x E* : a* € T'(z)} je
maximalné monoténni mnozina. Pokud tedy plati (y* — z*,y — 2) > 0 pro

reD(T)ax* €T (x), musiye D(T)ay* € T(y).

< Predpokladejme, ze kdyz y € E, y* € E* a (y*—z*,y—2z) > 0 pro
vSechna x € D(T), z* € T(x), je nutné y* € T(y). Jelikoz plati pro kazdé
x € D(T) az* € T(x), nemize jiz byt G(T) vétsi. Tudiz G(T) je maximalni
monoténni mnozina a T’ je maximalni monoténni operator.

*

Véta 2.15. Je-li f konvexni na D a spojitd v bodé x € D, potom pro vSechny
y € E platt

d* f(x)(y) = sup {(2",y) : 2" € 0f (x)}
a tohoto suprema je dosaZeno v néjakém bodé x* € Jf(x).
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Dukaz: viz [12, strana 27]

Véta 2.16. Je-li f spojita a konvexni na celéem E, potom subdiferencidl zobrazeni

df je mazimdlné monotonni.

Dukaz: viz [12, strana 27

Nakonec jesté zminime definici striktné konvexni normy.

Definice 2.12. a) Norma na Banachové prostoru E se nazyva striktné kon-
vexni, pokud nejsou zadné tsecky v jednotkové kruznici. Ekvivalentné, po-

kud ||z]| =1 = |ly|| a v # y znamena
Az + (1= Nyl < All + (1 =) [lyll,
kde 0 < A < 1.

b) Norma na Banachové prostoru F se nazyva hladka za predpokladu, Ze pro
kazdé z € E s normou ||z|| = 1 existuje jediny prvek z* € E* takovy, ze

(x*,2) =1 a|jz*|| = 1.
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3 Asplundovy prostory

V predchozi kapitole jsme uvedli Mazurovu vétu, kterd byla zakladem pro
vznik Asplundovy véty. Asi 30 let poté, co Mazur dokéazal svou vétu, Linden-
strauss ziskal dalsi vysledek tohoto typu. Ukazal, Ze kdyz je separabilni Banachtiv
prostor také reflexivni, potom mtzeme v Mazurové vété nahradit Gateauxovu di-
ferencovatelnost za Fréchetovu diferencovatelnost. Na coz navazal o 5 let pozde€ji
Edgar Asplund, kdyz obnovil studium takovych otazek. Napsal nékolik zajima-
vych prispévki, napriklad, ze Mazurova véta mize byt formulovana také v této
podobé: Separabilni Banachovy prostory jsou slabé Asplundovy prostory. A pravé
Asplundovy prostory budou obsahem této kapitoly, predevsim zakladni Asplun-
div vysledek: Je-li dualni prostor Banachova prostoru separabilni, potom dany
Banachtv prostor je Asplundiv prostor.

Nejdfive si tedy zadefinujeme slaby Asplundiv prostor a Asplundtv prostor. Na-

sledné uvedeme néekteré jejich vlastnosti.

Definice 3.1. Banachtuv prostor E se nazyva slabym Asplundovym prostorem
za predpokladu, ze kazda spojita konvexni funkce definovana na neprazdné otev-
fené konvexni podmnoziné D prostoru F je gateauxovsky diferencovatelna v kaz-

dém bodé néjaké husté podmnoziny G5 mnoziny D.

Definice 3.2. Banachiv prostor E se nazyva Asplundovym prostorem, jestlize
kazda spojita konvexni funkce definovana na neprazdné oteviené konvexni pod-
mnoziné D prostoru F je fréchetovsky diferencovatelnd v kazdém bodé néjaké

husté podmnoziny G5 mnoziny D.

7 definic jde vidét, ze Asplundiuv prostor se nazyva slaby nikoli proto, Ze by
slo o slabou topologii, ale proto, ze Gateauxova diferencovatelnost je slabsi nez
Fréchetova diferencovatelnost a byva i nékdy nazyvana slabou diferencovatelnosti.

Preiss-Zajickova véta 2.14. spolu s piikladem 2.15. vede k nasledujici Asplun-

vvvvvv

Véta 3.1. (Asplundova). Je-li dudlni prostor E* Banachova prostoru E sepa-

rabilni, potom E je Asplundiv prostor.
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Dtikaz: Je-li f spojitd a konvexni na oteviené konvexni mnoziné D C F,
potom subdiferencial df je monoténni, takze podle véty 2.14. je jednoznacény
a normované-normované shora polospojity v bodech néjaké husté G5 podmnoziny
mnoziny G C D. Tudiz libovolna selekce pro subdiferencial 0 f je spojita v bodech
mnoziny G, takze podle véty 2.13. je f fréchetovsky diferencovatelnd v bodech
G. O

Tento dtikaz je prevzat z literatury [12] a dokazuje jesté vice nez fiké tato
Asplundova véta, protoze ji vyslovujeme diky postupu od Preisse a Zajicka.

Miizeme tedy uvést i jeji zobecnéni.

Véta 3.2. Necht E je Banachiuv prostor takovy, Ze jeho dudini prostor E* je
separabilni a necht monotonni operator T = Of, kde f je spojitd konvexni funkce
na E. Potom existuje ihlové mald mnozina A C D(T) a funkce f je fréchetovsky

diferencovatelnd na D(T)\ A.

V minulé kapitole jsme se zabyvali i diferencovatelnosti lipschitzovskych funkci
v prostorech konecné dimenze, kdyz jsme uvedli Rademacherovu vétu. Na ni
navazuje Preissova véta, kterou si nyni uvedeme a jejiz diikaz 1ze najit v ¢lanku

[13, strana 320].

Véta 3.3. (Preissova). Necht E je Asplundiv prostor a necht f je redlnd lipschi-
tzovskd funkce na oteviené podmnoziné U prostoru E. Potom je funkce f fréche-

tovsky diferencovatelnd na husté podmnoziné U.

Diky mnoha dalsim poznatktim z minulé kapitoly mizeme vyslovit nékolik

tvrzeni o Asplundovych prostorech.

Véta 3.4. Uzavreny podprostor M Asplundova prostoru E je sam Asplundiv

prostor.

Dukaz: viz [12, strana 32
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Stale ovSem zistava otevienou otazkou, zda uzavieny podprostor slabého
Asplundova prostoru je sam slaby Asplundtv prostor.
Déale uvedeme vétu obsahujici nékolik tvrzeni o Asplundovych prostorech,

vSechna zminénd tvrzeni jsou dokdzana v literatufe [12].

Véta 3.5. Necht E je Banachiv prostor. Ndsledujici tvrzend jsou ekvivalentnd.
1) E je Asplundiv prostor.
2) Kazdy separabilni uzavieny podprostor ' prostoru E je Asplundiv prostor.
3) Kazdy separabilni podprostor prostoru E ma separabilni dudl.

4) KaZdd neprdzdnd ohranicend podmnozZina dudlniho prostoru E* pFipousti

platky slabe s hvezdickou libovolné malého prumeru.
5) Kazdy separabilni uzavieny podprostor prostoru E md separabilni dudl.

Bezprostfedné z bodu 2) a 3) plyne, ze kazdy reflexivni Banachtv prostor je
Asplundtav prostor.
Pokud bychom uvazovali separabilni Banachiiv prostor mtzeme vyslovit jesté

jedno tvrzeni.

Véta 3.6. Separabilni Banachiv prostor E je Asplundiv prostor pravé tehdy,

kdyz dudlni prostor E* je separabilni.

Dtkaz: viz [12, strana 25

Nakonec mtzeme jesté zminit dusledek bodu 4) véty 3.5.: Jestlize Banachiv
prostor E neni Asplundiv prostor, potom existuje ekvivalentni norma na F,
ktera neni nikde fréchetovsky diferencovatelna. Pro slabé Asplundovy prostory
je pak v literatufe [12] zminéno tvrzeni, které mé podobny dikaz jako bod 4)
véty 3.5.: Jestlize E pripousti ekvivalentni normu, kterd ma striktné konvexni

duélni normu, potom FE je slaby Asplundtv prostor.
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3.1 Priklady Asplundovych prostoru

V této podkapitole ukazeme nékteré jiz znamé priklady Asplundovych a sla-
bych Asplundovych prostort. Tyto ptiklady se daji najit v literatute [7].

Priklad 3.1. Ukazte, ze prostor [P je Asplunduv prostor pro 1 < p < oc.
Vime, ze prostor [? je prostor posloupnosti, pro které je pro = = (z1,...,2Zp,...)

splnéna podminka
oo
Z |z, [P < o0
n=1

Norma vektoru x je pak rovna

el = {

n=1

a) UkaZeme, Ze prostor [P, 1 < p < oo je separabilni. Uvazujme tedy v prostoru
[P skupinu F tvorenou prvky obsahujicimi koneény pocet nenulovych ¢lent
a témi jsou racionalni ¢isla. Potom F je spocetna. Déle potiebujeme ukazat,

ze F je husta v [P. Méjme x € [P, € > 0 a zvolme ny € N tak, ze

[o¢]
6p
> Ll <5

i=ng

a potom najdeme raciondlni ¢isla r, 7y, ..., -1 tak, ze

eP ,

lz; — P < — prot=1,...,n9— 1.

271()

Potom s = (ry,72,...,7p-1,0,...) je v .F a
no—1 no—1
Is =} = Z i — il + Z jaif” < Z —+ e
i=ng

Proto F je husta v [P. Vime tedy, ze F je spocetnd a hustd v [P, z ¢ehoz

vyplyva, ze [P je separabilni, tudiz je slabym Asplundovym prostorem.
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b) Ukéazeme, ze (IP)*, 1 < p < oo je separabilni. Je zfejmé, Ze prostor (I?)* je

prostor posloupnosti, které v fadé konverguji, tedy pro * = (z3,...,z},...)

) n?

je splnéna podminka
oo
Dol < oo,
n=1

kde %—l—% = 1, tedy [P* = [? (odvozeni viz [5, strana 37]), 1 < ¢ < oo.

Norma vektoru z* je pak rovna

"l = ¢ D lesl”.

n=1

Prostor (7 mé tudiz stejné vlastnosti jako [P, a proto je také separabilni,

takze prostor [P je Asplunduv prostor.

*

Priklad 3.2. UkazZte, Ze prostor ¢y je Asplunduv prostor.
Vime, Ze prostor ¢y je prostor posloupnosti konvergujicich k nule. Norma vektoru

x=(x1,...,Zp,...) je TOVNA

o

Nejdrive ukazeme, Ze prostor ¢, je separabilni. Postup je velice podobny jako
u prostoru [P. Uvazujme tedy v prostoru ¢y skupinu F tvorenou prvky obsahu-
jicimi kone¢ny pocet nenulovych ¢lentl a témi jsou racionalni ¢isla. Potom F je
spocetna. Dale potrebujeme ukazat, ze F je hustad v cog. Mé€jme = € ¢y, € > 0

a zvolme ny € N tak, ze

€
max |z;] < =
no<i<oo 2
a potom najdeme raciondlni ¢isla 1,7, ..., 1m,,—1 tak, zZe
lz; — 1] < — proi=1,...,n9— 1.
2710
Potom s = (r1,72,...,7p-1,0,...) jev.F a
Is — ] i — 4] + @il < 5+ 5 <
s—z|l_ = max |x; —1; max |z;| < —+ - <e.
% i<i<ng-1' "1 me<i<oo T 2ng 2
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Tudiz F je husta v ¢y. Vime tedy, ze F je spocetnd a husta v ¢y, z ¢ehoz vyplyva, ze
o je separabilni, a tedy je slabym Asplundovym prostorem. Abychom mohli Fici,
7e ¢o je Asplunduv prostor musime jesté ukézat, Ze cy* je separabilni. Dualnim
prostorem prostoru ¢y oviem je prostor ! a z piikladu 3.1. bodu a) vime, Ze ten
je také separabilni, takze prostor ¢y je Asplundiv prostor.
*
Obecné plati, Ze je-li K kompaktni mnozina, potom prostor C(K)* muze
byt ztotoznén s prostorem vsech regularnich borelovskych mér na K konecné
variace. Kazda takova mira p definuje funkciondl F,,(f) = [, fdu a zobrazeni
p— F, je linearni izometrie, viz literatura [7].
V dalsim prikladé se vyuziva Diracovy miry, proto si ji nyni zavedeme. Méjme
k € K, ptislusnou Diracovu miru stanovime na o (f) = f(k) pro kazdé f € C(K).
Pri¢emz 9y je spojity linearni funkcional s normou rovnou jedné. Ve skutec¢nosti

10k]] = sup (0(f)) = sup (f(k)) < 1.
S K

Vezmeme-li konstantni funkeci f = 1, dostaneme ||Jx|| = 1.

Priklad 3.3. Ukazte, ze prostor C'(0,1) je slaby Asplundiav prostor, ale neni
Asplundovym prostorem.
Vime, Ze prostor C'(0,1) je prostor vSech spojitych funkci na intervalu (0, 1),

na kterém uvazujeme normu

[flloe = max{|f(z)] -z € (0,1)}.

Opét nejdiive ukazeme, ze prostor C (0, 1) je separabilni. Mé&me mnozinu poly-
nomu P na (0,1), kterd tvoii algebru v C(0,1) oddélujici body z (0,1)
a obsahujici konstantni funkci. Proto uzavér P v C (0,1) je C (0,1) podle Stone-
Weierstrassovy véty. Budeme-li uvazovat mnoZinu polynomut na (0,1) s racio-
nalnimi koeficienty, mame hustou mnozinu v P, a proto C (0, 1) je separabilni,
tudiz je slabym Asplundovym prostorem. Déle ukézeme, ze prostor C((0,1))*

neni separabilni. Uvazujme Diracovu miru ¢; pro ¢ € (0, 1). Pozadujeme, pokud
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ty # ta, 7€ |0, — O, || = 2. Ve skuteénosti ||6¢, — 0, || < [|04, ]| + ||0r, ]| = 2. Na dru-
hou stranu vybereme funkci fy € C'(0,1) takovou, ze fo(t1) = 1, fo(t2) = —1
a || foll . = 1. Potom

100, = Ot | = [fo(t1) = folta)] = 2,

coz je spor. Takze C((0,1))* nesplituje podminku spocetnosti, protoZe mizeme
ziskat nespoc¢etnou mnozinu disjunktnich otevienych mnozin. Proto neni separa-

bilni, a tedy neni Asplundovym prostorem.
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ZAavér

V této diplomové praci je popsana gateauxovska diferencovatelnost a fréche-
tovska diferencovatelnost konvexnich funkci na Banachovych prostorech véetné
nékolika prikladt. Jsou zde zavedeny monoténni operatory a nékteré jejich vlast-
nosti. Diky témto poznatkim mohly byt uvedeny Mazurova véta a Preiss-Zajic-
véta tykajici se Asplundovych prostorti. Nakonec jsou zminény dalsi vlastnosti
Asplundovych prostori a ukazany nékteré jejich priklady.

O tom, kde se daji Asplundovy prostory vyuzit, hodné napsal ve svych kni-
héch B. S. Mordukhovich [11]. Napiiklad v jednom z varia¢nich principti zvaném
extremalni princip (Extremal Principle). V uvedené knize je zminéno, Ze ttida
Asplundovych prostorii je nejvhodnéjsi strukturou pro teorii a aplikaci vysledki
tohoto principu stejné jako nékolika dalsich. Asplundovy prostory jsou aplikovany
tieba pfi omezené optimalizaci (napf. stanovovani nutnych podminek v mate-
matickém programovani), ale i v ekonomii (napt. druhy Welfareoiv teorém pro
nekonvexni ekonomiku).

P1i psani této prace jsem si opét potvrdila, ze je velice tézké vyuzit ziskané
znalosti a uplatnit je pfi tvorbé diikazi ¢i feSeni prikladl. Zaroven jsem rada, ze
se mi to v nekolika prikladech povedlo. V jinych a vlastné pii psani celé prace
jsem cCerpala z dostupné literatury, a protoze vétsina odbornych ¢lankt a knih
je napsana v angli¢tiné, prospélo mi to v procviceni anglického jazyka. Stejné
tak jsem si opét prohloubila své dovednosti s typografickym programem TgX,

ve kterém je tato prace napsana.
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