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matematiky na problémy teorie
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Vladan Č́ıžek
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T́ımto bych chtěl poděkovat panu doc. Dr. rer. nat. Ing. Janu Valdmanovi za jeho cenné
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3.2 Metoda konečných prvk̊u . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 24
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Kapitola 1

Úvod

Tato bakalářská práce si dává za ćıl vybudovat potřebnou znalost komplexńı analýzy

a numerické matematiky k následuj́ıćı aplikaci této teorie na problémy z teorie po-

tenciálńıho prouděńı. Teoretická část práce je pro přehlednost složena z definic, vět a

poznámek. Některé věty jsou dokázány.

Práce je rozdělená do dvou hlavńıch kapitol. Tyto kapitoly jsou dále rozvětveny na

podkapitoly, kde na začátku většiny podkapitol je uveden jej́ı stručný obsah.

V prvńı kapitole se připomı́naj́ı některé pojmy z reálné analýzy, které jsou v práci

použ́ıvány. Zavád́ı se teorie konformńıho zobrazeńı a veškerá teorie potřebná k pochopeńı

této teorie od základ̊u komplexńıch č́ısel, komplexńıch funkćı a posloupnost́ı po zavedeńı

pojmu holomorfńıch funkćı, Cauchy-Riemannových podmı́nek, harmonických funkćı a

Laplaceovy rovnice.

V druhé kapitole jsou definovány základńı pojmy týkaj́ıćı se potenciálńıho prouděńı.

Je zde vysvětlena metoda konečných prvk̊u a předvedeny jej́ı aplikace na problémy po-

tenciálńıho prouděńı. Kapitola je zakončena vyřešeńım problému obtékáńı okolo kruhu

za pomoci konformńıch zobrazeńı.

Předpokládá se základńı znalost matematické analýzy.

Práce byla vysázena systémem LATEX. K výpočt̊um a vizualizaci byl použit software

Matlab a Mathematica.
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Kapitola 2

Komplexńı analýza

2.1 Přehled z reálné analýzy

V této kapitole stručně uvedeme některé pojmy a tvrzeńı z reálné analýzy, které v naš́ı

práci využ́ıváme, jako je např́ıklad pojem funkce v́ıce proměnných, parciálńı derivace a

pojem vektorové funkce. Detailněji se s těmito koncepty lze seznámit v knize [10].

Definice 1 Necht’ D ⊂ R2 je neprázdná. Zobrazeńı f : D → R nazveme reálnou funkćı

dvou proměnných. Množinu D nazýváme definičńım oborem a také někdy znač́ıme Df

nebo D(f).

Definice 2 Mějme funkci f(x, y) dvou reálných proměnných. Řekněme, že f(x, y) má

v bodě (x0, y0) ∈ R2 limitu A ∈ R, jestlǐze

∀ε > 0 ∃δ > 0 : 0 <
√

(x− x0)2 + (y − y0)2 < δ =⇒ |f(x, y)− A| < ε.

Znač́ıme lim
(x,y)→(x0,y0)

f(x, y) = A.

Definice 3 Necht’ je dán bod (x0, y0) ∈ R2 a funkce f(x, y). Řekněme, že je funkce f

spojitá v bodě (x0, y0), jestlǐze plat́ı lim
(x,y)→(x0,y0)

f(x, y) = f(x0, y0).

Definice 4 Necht’ je dána G ⊂ R2 otevřená a funkce f(x, y) definovaná na G. Funkce

f je spojitá na G, pokud je spojitá v každém bodě (x0, y0) ∈ G.

Definice 5 At’ je G ⊂ R2 otevřená množina a at’ je dána funkce f : G → R a vektor

h = (h1, h2). Derivaćı funkce f v bodě x0 ∈ G ve směru h rozumı́me limitu

lim
t→0

f(x0 + th)− f(x0)

t
,

pokud existuje. Znač́ıme
∂f

∂h
(x0).
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Parciálńı derivaćı funkce f podle x v bodě x0 ∈ G rozumı́me směrovou derivaci ve směru

h = (1, 0) a znač́ıme ji
∂f

∂x
(x0). Parciálńı derivaćı funkce f podle y v bodě x0 ∈ G

rozumı́me směrovou derivaci ve směru h = (0, 1) a znač́ıme ji
∂f

∂y
(x0).

Definice 6 Mějme funkci f(x, y) definovanou na otevřené množině G ⊂ R2. Řekněme,

že f ∈ C 1(G), jestlǐze je f na G spojitá a má na G také spojité parciálńı derivace
∂f

∂x
,
∂f

∂y
.

Poznámka 1 Analogicky je definováno C 2(G). Vyžadujeme ale oproti C 1(G) ještě spo-

jitost druhých derivaćı na G.

Definice 7 Necht’ D ⊂ R2 je neprázdná. Zobrazeńı F : D → R2 nazveme dvou-

rozměrnou reálnou vektorovou funkćı dvou proměnných. Množinu D nazýváme definičńım

oborem a také někdy znač́ıme DF nebo D(F).

Poznámka 2 Vektorovým funkćım se také ř́ıká vektorová pole. Analogicky lze tuto defi-

nici zobecnit do R3. Na dvourozměrnou vektorovou funkci F lze nahĺı̌zet jako na dvojici

funkćı (F1, F2) = F a na trojrozměrnou vektorovou funkci G lze nahĺı̌zet jako na trojici

funkćı (G1, G2, G3) = G.

Definice 8 Operátor nabla definujme jako ∇ = (
∂

∂x
,
∂

∂y
), respektive ∇ = (

∂

∂x
,
∂

∂y
,
∂

∂z
).

Definice 9 Necht’ je dána funkce f : R2 → R. Gradientem funkce f rozumı́me vektor

grad f = ∇f = (
∂f

∂x
,
∂f

∂y
).

Definice 10 Necht’ je dána vektorová funkce F : R2 → R2. Divergenćı vektorového pole

F rozumı́me výraz div F = ∇ · F =
∂F1

∂x
+
∂F2

∂y
.

Definice 11 Mějme vektorovou funkci F : R3 → R3. Rotaćı vektorového pole F ro-

zumı́me vektor rot F = ∇× F =

(
∂F3

∂y
−
∂F2

∂z
,
∂F1

∂z
−
∂F3

∂x
,
∂F2

∂x
−
∂F1

∂y

)
.

Věta 1 At’ jsou dány funkce U(x, y), ξ(x, y), η(x, y), které maj́ı spojité parciálńı deri-

vace podle obou proměnných. Pak pro derivace funkce u(x, y) = U(ξ(x, y), η(x, y)) plat́ı

∂u

∂x
=
∂U

∂ξ

∂ξ

∂x
+
∂U

∂η

∂η

∂x
,
∂u

∂y
=
∂U

∂ξ

∂ξ

∂y
+
∂U

∂η

∂η

∂y
.

Poznámka 3 Této větě se někdy také ř́ıká řet́ızkové pravidlo.
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2.2 Komplexńı č́ısla

V této podkapitole zavedeme komplexńı č́ısla. Ukážeme, jaké maj́ı vlastnosti a jak je lze

reprezentovat. Zavedeme si algebraický, goniometrický a exponenciálńı tvar komplexńıch

č́ısel, který se v práci často objevuje. Zaj́ımavé aplikace komplexńıch č́ısel lze naj́ıt v knize

[7].

Definice 12 Komplexńım č́ıslem rozumı́me každou uspořádanou dvojici [x, y] ∈ R2. Ne-

cht’ z1 = [x1, y1], z2 = [x2, y2] jsou komplexńı č́ısla, pak definujme následuj́ıćı operace:

1. z1 = z2 ⇐⇒ x1 = x2 ∧ y1 = y2 (rovnost komplexńıch č́ısel)

2. z1 + z2 = [x1 + x2, y1 + y2] (součet komplexńıch č́ısel)

3. z1z2 = [x1x2 − y1y2, x1y2 + x2y1] (součin komplexńıch č́ısel)

Množinu všech komplexńıch č́ısel označujeme C.

Definice 13 Pro komplexńı č́ıslo z = [x, y] definujme jeho reálnou složku jako <(z) = x

a imaginárńı složku jako =(z) = y. Čı́slo komplexně sdružené k z je č́ıslo z̄ = [x,−y].

Velikost komplexńıho č́ısla z definujme jako
√
<(zz̄) =

√
x2 + y2 a označme |z|.

Poznámka 4 M̊užeme si povšimnout, že komplexńı č́ısla lze chápat jako rozš́ıřeńı č́ısel

reálných. Čı́slo x ∈ R lze totǐz ztotožnit s komplexńım č́ıslem [x, 0].

Poznámka 5 Lze jednoduše ověřit, že sč́ıtáńı a násobeńı komplexńıch č́ısel je komuta-

tivńı.

Definice 14 Imaginárńı jednotkou rozumı́me komplexńı č́ıslo i = [0, 1]. Plat́ı i2 =

[−1, 0], lze tedy ztotožnit druhou mocninu i s reálným č́ıslem −1. Algebraickým tvarem

komplexńıho č́ısla z = [x, y] budeme rozumět výraz x+ iy, kde i je imaginárńı jednotka.

Poznámka 6 Pro dvě komplexńı č́ısla v algebraickém tvaru z1 = x1 + iy1, z2 = x2 + iy2

snadným výpočtem dostáváme:

1. z1z2 = (x1 + iy1)(x2 + iy2) = x1x2 + ix1y2 + ix2y1 + i2y1y2 = (x1x2−y1y2)+ i(x1y2 +

x2y1) (což v́ıme, že muśı vyj́ıt z vlastnost́ı násobeńı komplexńıch č́ısel),

2.
z1

z2

=
z1z̄2

z2z̄2

=
(x1 + iy1)(x2 − iy2)

x2
2 + y2

2

=
x1x2 + y1y2

x2
2 + y2

2

+ i
x2y1 − x1y2

x2
2 + y2

2

.

Přesvědčili jsme se tedy, že komplexńı č́ısla v algebraickém tvaru lze bez věťśıch obt́ı̌źı

mezi sebou vydělit. Dodejme, že č́ıslo
1

z
se nazývá č́ıslo převrácené k z.
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Definice 15 Goniometrickým tvarem komplexńıho č́ısla z = x+ iy rozumı́me vyjádřeńı

z = |z|(cos(φ) + i sin(φ)),

kde φ ∈ (−π, π] je č́ıslo takové, že plat́ı

cos (φ) =
<(z)

|z|
, sin (φ) =

=(z)

|z|
.

Čı́slo φ se nazývá hlavńı argument komplexńıho č́ısla z a někdy se také označuje arg(z).

Poznámka 7 Ukažme si nyńı, jak se násob́ı komplexńı č́ısla v goniometrickém tvaru.

Necht’ z1 = |z1|(cos(φ1) + i sin(φ1)) a z2 = |z2|(cos(φ2) + i sin(φ2)), potom zřejmě plat́ı

z1z2 = |z1||z2|((cos(φ1) cos(φ2) − sin(φ1) sin(φ2)) + i(cos(φ1) sin(φ2) + cos(φ2) sin(φ1))).

Využijeme-li známé součtové vzorce, potom z1z2 = |z1||z2|(cos (φ1 + φ2)+i sin (φ1 + φ2)).

Toto nám dává geometrickou interpretaci násobeńı komplexńım č́ıslem a zároveň z tohoto

vztahu a matematické indukce už jednoduše vyplývá následuj́ıćı věta.

Věta 2 Necht’ n ∈ Z a z = |z|(cos(φ) + i sin(φ)), potom zn = |z|n(cos(nφ) + i sin(nφ)).

Poznámka 8 Tato věta nám ukazuje, jak snadné je umocňovat komplexńı č́ısla v goni-

ometrickém tvaru. Umocňováńı komplexńıch č́ısel v goniometrickém tvaru je podstatně

výhodněǰśı než ve tvaru algebraickém. Dokážeme ale naj́ıt ještě úsporněǰśı tvar kom-

plexńıho č́ısla d́ıky slavnému vzorci z komplexńı analýzy.

Věta 3 Pro každé φ ∈ R plat́ı, že eiφ = cos (φ) + i sin (φ).

Definice 16 Exponenciálńım tvarem komplexńıho č́ısla z = x + iy rozumı́me vyjadřeńı

z = |z|eiφ, kde φ = arg(z).

Poznámka 9 Z Eulerova vzorce lze odvodit, že plat́ı podobné vlastnosti pro exponenciálńı

tvar jako pro goniometrický. Necht’ z1 = |z1|eiφ1 a z2 = |z2|eiφ2, pak:

1. z1z2 = |z1||z2|ei(φ1+φ2),

2.
1

z1

=
1

|z1|
e−iφ1 ,

3. ∀x ∈ R : |eix| = 1.
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2.3 Komplexńı funkce a posloupnosti

V této podkapitole nejdř́ıve definujeme pojmy okoĺı, prstencové okoĺı, oblast a otevřené

množiny v C. Následně zavedeme posloupnosti a řady komplexńıch č́ısel a pojem kon-

vergence. Dále postouṕıme k definici komplexńıch funkćı reálné a komplexńı proměnné a

zavedeme pojmy jako limita komplexńı funkce komplexńı proměnné, derivace komplexńı

funkce komplexńı proměnné a ukážeme souvislost meźı existenćı komplexńı derivace a

Cauchy-Riemannovými podmı́nkami. Na konci této kapitoly zavedeme mocninné řady

a uvedeme několik př́ıklad̊u komplexńıch funkćı a jejich základńı vlastnosti. Detailněǰśı

výklad teorie funkćı komplexńı proměnné lze naj́ıt např́ıklad v [6, 7, 9, 11].

Definice 17 Necht’ je dáno ε ∈ R, ε > 0. ε-okoĺım bodu z0 ∈ C rozumı́me množinu

Uε(z0) = {z ∈ C : |z − z0| < ε} a prstencovým ε-okoĺım bodu z0 ∈ C rozumı́me množinu

Pε(z0) = {z ∈ C : |z − z0| < ε} \ {z0}.

Poznámka 10 Uvědomme si, že ε-okoĺı bodu z0 neńı nic jiného než vnitřek kruhu se

středem v z0 a poloměrem ε. Představa prstencového okoĺı je totožná, jen ještě nav́ıc

vyjmeme střed tohoto kruhu, tedy bod z0.

Definice 18 Podmnožina G ⊂ C je otevřená v C, pokud ∀z ∈ G ∃ε > 0 : Uε(z) ⊂ G.

Poznámka 11 Tato definice vlastně ř́ıká, že množina je otevřená právě tehdy, když

každý prvek této množiny má nějaké okoĺı takové, které také nálež́ı této množině. V C
to znamená to, že s každým bodem obsaženým v G, je v G i nějaký kroužek se středem

v tomto bodě.

Definice 19 Podmnožina S ⊂ C je souvislá, pokud

((∃A,B ⊂ C otevřená ) : (S = A ∪B ∧ A ∩B = ∅)) =⇒ (A = ∅ ∨B = ∅).

Poznámka 12 Souvislá množina je tedy taková množina, kterou nelze rozložit na sjed-

noceńı dvou neprázdných disjunktńıch otevřených množin.

Definice 20 Podmnožina Ω ⊂ C je oblast, pokud Ω je otevřená v C a souvislá.

Definice 21 Posloupnost́ı komplexńıch č́ısel rozumı́me každé zobrazeńı z(n) : N0 → C.

Posloupnost znač́ıme {zn}∞n=0. Čı́slo zn := z(n) nazýváme n-tým členem posloupnosti

{zn}∞n=0.

Definice 22 Posloupnost {zn}∞n=0 konverguje k z∗ ∈ C, pokud ∀ε > 0 ∃n0 ∈ N ∀n ∈ N
n > n0 : zn ∈ Uε(z∗). Čı́slo z∗ nazveme limita posloupnosti {zn}∞n=0 a budeme jej značit

lim
n→+∞

zn.
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Věta 4 lim
n→+∞

zn = z∗ ∈ C ⇐⇒ lim
n→+∞

<(zn) = <(z∗) ∧ lim
n→+∞

=(zn) = =(z∗).

Poznámka 13 Analogicky jak v R plat́ı, že posloupnost komplexńıch č́ısel je konver-

gentńı, pokud konverguje k nějakému z∗ ∈ C. V opačném př́ıpadě pak tvrd́ıme, že po-

sloupnost je divergentńı.

Poznámka 14 Pro limity posloupnost́ı komplexńıch č́ısel také plat́ı analogie vět o li-

mitách posloupnost́ı reálných č́ısel z reálné analýzy jako např́ıklad věta o jednoznačnosti

limit nebo aritmetika limit.

Definice 23 Necht’ je {zn}∞n=0 posloupnost komplexńıch č́ısel. Výraz
∑∞

n=0 zn nazveme

komplexńı řada.

Definice 24 Necht’ je dána řada
∑∞

n=0 zn a necht’ sk =
∑k

n=0 zn. Posloupnost {sk}∞k=0

nazýváme posloupnost částečných součt̊u. Konverguje-li posloupnost částečných součt̊u,

potom řadu
∑∞

n=0 zn nazveme konvergentńı a limitu této posloupnosti lim
k→+∞

sk := s bu-

deme nazývat součtem této řady a budeme psát
∑∞

n=0 zn = s. V opačném př́ıpadě řadu

nazveme divergentńı.

Poznámka 15 Pro komplexńı řady plat́ı analogie věty 3. Tedy
∑∞

n=0 zn = s ∈ C ⇐⇒∑∞
n=0<(zn) = <(s) ∧

∑∞
n=0=(zn) = =(s).

Definice 25 Komplexńı řada
∑∞

n=0 zn konverguje absolutně, pokud řada
∑∞

n=0|zn| kon-

verguje.

Věta 5
∑∞

n=0 zn konverguje absolutně =⇒
∑∞

n=0 zn konverguje.

Věta 6
∑∞

n=0 zn konverguje =⇒ lim
n→+∞

zn = 0.

Poznámka 16 Opět vid́ıme, že pro komplexńı řady plat́ı analogické věty jako pro řady

reálné. Analogicky by se dal i zavést součet dvou komplexńıch řad a násobeńı řady

skalárem, kritéria konvergence komplexńıch řad a daľśı.

Definice 26 Necht’ D ⊂ R je neprázdná. Zobrazeńı f : D → C nazveme komplexńı

funkce reálné proměnné. Množinu D nazýváme definičńım oborem a také někdy znač́ıme

Df nebo D(f).

Poznámka 17 Necht’ je f(x) komplexńı funkce reálné proměnné. Označ́ıme-li f1(x) =

<(f(x)) a f2(x) = =(f(x)), pak lze f(x) zapsat jako f(x) = f1(x) + if2(x), kde f1, f2

jsou ale už reálné funkce reálné proměnné, jakožto reálná a imaginárńı část komplexńı

funkce. Na komplexńı funkci reálné proměnné se lze tedy d́ıvat jako na dvojici reálných

funkćı reálné proměnné.
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Př́ıklad 1 Typickým př́ıkladem komplexńı funkce reálné proměnné je funkce f(x) = eix.

Tato funkce je definována pro každé reálné č́ıslo, tedy Df = R, a zobrazuje reálnou

př́ımku na množinu {z ∈ C : |z| = 1} (dodejme, že prvky této množiny se nazývaj́ı

komplexńı jednotky). Zde <(f(x)) = cos (x) a =(f(x)) = sin (x) z Eulerova vzorce.

Př́ıklad 2 Obecněǰśım př́ıpadem předchoźıho je zobrazeńı f(x) = z0 + Reix pro z0 ∈ C
a reálné R > 0. Zřejmě také Df = R. Zobrazeńı f zobrazuje reálnou př́ımku na kružnici

se středem v bodě z0 o poloměru R, tedy na množinu {z ∈ C : |z − z0| = R}. Zde

<(f(x)) = <(z0) +R cos (x) a =(f(x)) = =(z0) +R sin (x).

Definice 27 Necht’ D ⊂ C je neprázdná. Zobrazeńı f : D → C nazveme komplexńı

funkce komplexńı proměnné. Množinu D nazýváme definičńım oborem a také někdy

znač́ıme Df nebo D(f).

Poznámka 18 Dále budeme pod pojmem komplexńı funkce rozumět komplexńı funkci

komplexńı proměnné, pokud nebude řečeno jinak.

Poznámka 19 Mějme komplexńı funkci f(z). Stejně jako v př́ıpadě komplexńıch funkćı

reálné proměnné lze komplexńı funkci rozložit na reálnou a imaginárńı část a d́ıvat se

na tuto funkci jako na dvojici reálných funkćı dvou reálných proměnných. Necht’ z =

x + iy, označme si f1(x, y) = <(f(x + iy)) a f2(x, y) = =(f(x + iy)), pak f(z) =

f1(x, y) + if2(x, y).

Definice 28 Necht’ je f(z) komplexńı funkce. Řekněme, že f(z) má v bodě z0 ∈ C limitu

A ∈ C, jestlǐze ∀ε > 0 ∃δ > 0 ∀z ∈ Uδ(z0) : f(z) ∈ Uε(A). Znač́ıme lim
z→z0

f(z) = A.

Definice 29 Necht’ f : D → C je komplexńı funkce. f(z) je spojitá v bodě z0 ∈ D

vzhledem k D, jestlǐze lim
z→z0,z∈D

f(z) = f(z0).

Poznámka 20 Všimněme si, že pokud je D otevřená, potom pojem spojitosti vzhledem

k D a vzhledem k C splývá, protože v́ıme, že nejenže je funkce definovaná v bodě z0,

ale také na nějakém jeho okoĺı. Pokud nebude řečeno jinak, spojitost́ı v bodě rozumı́me

spojitost v bodě vzhledem k C.

Věta 7 Necht’ jsou komplexńı funkce f(z), g(z) spojité v z0 ∈ C, potom:

1. (f + g)(z) je spojitá v z0.

2. (fg)(z) je spojitá v z0.

3. [f(z)]n je spojitá v z0 pro n ∈ N.

4. (f
g
)(z) je spojitá v z0, kdykoliv g(z0) 6= 0.
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Definice 30 Funkce f : D → C je spojitá na D, pokud ∀z0 ∈ D : lim
z→z0,z∈D

f(z) = f(z0).

Poznámka 21 Věta 7 by samozřejmě šla zobecnit pro spojitost na množině.

Př́ıklad 3 Necht’ n ∈ N. Funkce f(z) = zn je spojitá na C.

Př́ıklad 4 Funkce f(z) =
1

z
je spojitá na C \ {0}.

Př́ıklad 5 Vyšetřeme spojitost funkce

f(z) =


z2 + 1

z − i
z ∈ C \ {i}

2i z = i

.

Funkce je zřejmě spojitá na množině C \ {i}. Jediný bod, ve kterém by funkce nemusela

být spojitá je z0 = i, vyšetřeme tedy spojitost funkce v tomto bodě. Poč́ıtejme

lim
z→i

z2 + 1

z − i
= lim

z→i

(z + i)(z − i)
z − i

= lim
z→i

z + i = 2i.

V prvńı rovnosti jsme využili rozkladu z2 +1 = (z+ i)(z− i). Nyńı ale v́ıme, že f(i) = 2i,

tedy funkce f(z) je spojitá v i. Ukázali jsme tedy, že je funkce f(z) spojitá na C.

Definice 31 Necht’ z0 ∈ C a necht’ je f(z) komplexńı funkce definovaná na Uε(z0)

pro nějaké ε > 0. Komplexńı derivaćı funkce f v bodě z0 rozumı́me č́ıslo

f ′(z0) = lim
z→z0

f(z)− f(z0)

z − z0

,

pokud tato limita existuje (v C).

Poznámka 22 Derivaci lze také definovat jako f ′(z) = lim
h→0,h∈C

f(z + h)− f(z)

h
. Někdy

se v́ıce hod́ı použ́ıvat tento tvar.

Poznámka 23 Jestlǐze má f(z) v bodě z0 komplexńı derivaci, potom se někdy také ř́ıká,

že je funkce f(z) v bodě z0 komplexně diferencovatelná.

Definice 32 Komplexńı funkce f(z) je holomorfńı v bodě z0 ∈ C, jestlǐze

∃ε > 0 ∀z ∈ Uε(z0) : f ′(z) existuje.

Definice 33 Necht’ je G ⊂ C otevřená. Řekněme, že komplexńı funkce f(z) je holo-

morfńı na G , jestlǐze má f(z) v každém bodě G derivaci.
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Věta 8 Necht’ je G ⊂ C otevřená a f(z), g(z) komplexńı funkce holomorfńı na G, potom:

1. (f + g)(z) je holomorfńı na G.

2. (fg)(z) je holomorfńı na G.

3. [f(z)]n je holomorfńı na G pro n ∈ N.

4. g(f(z)) je holomorfńı na G.

5. (f
g
)(z) je holomorfńı na G \ {z ∈ G : g(z) = 0}.

Definice 34 Komplexńı funkce holomorfńı na C se nazývá celá funkce.

Definice 35 Necht’ je G ⊂ C otevřená a f(z) komplexńı funkce. Funkce F (z) se nazývá

primitivńı funkce k f na G, jestlǐze ∀z ∈ G: F ′(z) = f(z).

Věta 9 Necht’ z = x+ iy a komplexńı funkce f má v bodě z derivaci, potom plat́ı

∂f1

∂x
=
∂f2

∂y
,

∂f1

∂y
= −

∂f2

∂x
,

kde f1, f2 jsou reálná a imaginárńı část f(z). Nav́ıc plat́ı

f ′(z) =
∂f1

∂x
+ i

∂f2

∂x
=
∂f2

∂y
− i

∂f1

∂y
.

Důkaz 1 Předpokládejme, že f ′(z) existuje. Pro h ∈ R poč́ıtejme

f ′(z) = lim
h→0

f(z + h)− f(z)

h
= lim

h→0

f1(x+ h, y)− f1(x, y) + i(f2(x+ h, y)− f2(x, y))

h
=

= lim
h→0

(
f1(x+ h, y)− f1(x, y)

h
+ i

f2(x+ h, y)− f2(x, y)

h
) =

∂f1

∂x
+ i

∂f2

∂x
.

Přiblǐzujeme-li se po imaginárńı ose, potom pro h ∈ R dostaneme

f ′(z) = lim
h→0

f(z + ih)− f(z)

ih
= lim

h→0

f1(x, y + h)− f1(x, y) + i(f2(x, y + h)− f2(x, y))

ih
=

= lim
h→0

(
f2(x, y + h)− f2(x, y)

h
− i

f1(x, y + h)− f1(x, y)

h
) =

∂f2

∂y
− i

∂f1

∂y
.

Porovnáńım reálných a imaginárńıch složek daných výraz̊u dostaneme

∂f1

∂x
=
∂f2

∂y
,

∂f1

∂y
= −

∂f2

∂x
,

což jsme měli ukázat.
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Poznámka 24 Sadě dvou rovnic ve Větě 8 se ř́ıká Cauchy-Riemannovy podmı́nky. Věta

je vlastně nutná podmı́nka existence komplexńı derivace, jednoduchost ověřeńı Cauchy-

Riemannových podmı́nek nám poskytuje silný nástroj pro ověřeńı (ne)existence derivace.

Př́ıklad 6 Vyšetřeme existenci komplexńı derivace funkce f(z) = z̄. Necht’ z = x + iy,

pak lze psát f(z) = f(x + iy) = x+ iy = x − iy, tedy f1(x, y) = x a f2(x, y) = −y.

Spoč́ıtejme parciálńı derivace

∂f1

∂x
= 1,

∂f1

∂y
= 0,

∂f2

∂x
= 0,

∂f2

∂y
= −1.

Dosad́ıme-li do Cauchy-Riemannových podmı́nek, dostaneme 1 = −1, 0 = 0, a tedy

vid́ıme, že rovnost neńı splněná pro všechna (x, y) ∈ R2, proto f(z) = z̄ neńı holomorfńı

pro každé z ∈ C.

Př́ıklad 7 Vyšetřeme existenci komplexńı derivace funkce f(z) = |z|. Necht’ z = x+ iy,

pak f(z) = f(x + iy) = |x + iy| =
√
x2 + y2, tedy f1(x, y) =

√
x2 + y2 a f2(x, y) = 0.

Spoč́ıtejme parciálńı derivace:

∂f1

∂x
=

x√
x2 + y2

,
∂f1

∂y
=

y√
x2 + y2

,
∂f2

∂x
=
∂f2

∂y
= 0.

Pak dle Cauchy-Riemannových podmı́nek:
x√

x2 + y2
= 0 a

y√
x2 + y2

= 0. Vid́ıme tedy,

že na množině R2 \ (0, 0) nejsou splněny Cauchy-Riemannovy podmı́nky, tedy na této

množině neńı f holomorfńı. Vyšetřeme nyńı holomorfnost v bodě z = 0.

Z definice derivace dostaneme: f ′(0) = lim
z→0

|z|
z

, tato limita ale neexistuje ani jakožto

limita v R, protože lim
x→0+

|x|
x

= 1 a lim
x→0−

|x|
x

= −1, tedy nem̊uže existovat ani jakožto

limita v C. Ukázali jsme tedy, že f(z) = |z| neńı holomorfńı pro každé z ∈ C.

Věta 10 Necht’ z = x+ iy a f je komplexńı funkce, f1 = <(f(z)), f2 = =(f(z)).

f má komplexńı derivaci v z ⇐⇒ f1 a f2 splňuj́ı Cauchy-Riemannovy podmı́nky a

všechny parciálńı derivace funkćı f1 a f2 jsou spojité v (x, y).

Př́ıklad 8 Vyšetřeme existenci komplexńı derivace funkce f(z) = z2. Necht’ z = x+ iy,

pak

f(z) = f(x+ iy) = (x+ iy)2 = (x2 − y2) + 2ixy,

tedy f1(x, y) = x2 − y2 a f2(x, y) = 2xy. Spoč́ıtejme parciálńı derivace

∂f1

∂x
= 2x,

∂f1

∂y
= −2y,

∂f2

∂x
= 2y,

∂f2

∂y
= 2x.
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Všechny parciálńı derivace jsou spojité na R2 a dosazeńım těchto derivaćı do Cauchy-

Riemannových podmı́nek dostaneme 2x = 2x, −2y = −2y, tuto soustavu řeš́ı každé

(x, y) ∈ R2. Funkce f(z) = z2 je tedy dle Věty 9 holomorfńı na C, tedy je celá.

Př́ıklad 9 Vyšetřeme existenci komplexńı derivace funkce f(z) =
1

z
na množině C\{0}.

Necht’ z = x + iy, pak f(z) = f(x + iy) =
1

x+ iy
=

x− iy
x2 + y2

, tedy f1(x, y) =
x

x2 + y2
a

f2(x, y) =
− y

x2 + y2
. Spoč́ıtejme parciálńı derivace

∂f1

∂x
=

y2 − x2

(x2 + y2)2
,

∂f1

∂y
=

− 2xy

(x2 + y2)2
,

∂f2

∂x
=

2xy

(x2 + y2)2
,

∂f2

∂y
=

y2 − x2

(x2 + y2)2
.

Všechny parciálńı derivace jsou spojité na R2\(0, 0) a dosazeńım do Cauchy-Riemannových

podmı́nek dostaneme

y2 − x2

(x2 + y2)2
=

y2 − x2

(x2 + y2)2
,

− 2xy

(x2 + y2)2
=

− 2xy

(x2 + y2)2
,

tato soustava je splněna pro každé (x, y) ∈ R2 \ (0, 0). Funkce f(z) =
1

z
je tedy dle Věty

9 holomorfńı na C \ {0}.

Definice 36 Necht’ je {cn}∞n=0 posloupnost komplexńıch č́ısel a w ∈ C. Komplexńı řadu∑∞
n=0 cn(z − w)n nazveme mocninná řada o středu w.

Definice 37 Mocninná řada je konvergentńı, konverguje-li alespoň ve dvou rozd́ılných

bodech.

Poznámka 25 Poznamenejme, že
∑∞

n=0 cn(z−w)n konverguje vždy pro z = w. Jestlǐze

řada konverguje i pro nějaké z = w0 6= w, ukáže se, že řada konverguje dokonce i

na jistém okoĺı bodu w. Proto má pro konvergenci řady smysl požadovat konvergenci

alespoň ve dvou bodech.

Př́ıklad 10 Typickým př́ıkladem je geometrická řada
∑∞

n=0 z
n, která pro |z| < 1 kon-

verguje k
1

1− z
. Pro |z| ≥ 1 řada diverguje.

Př́ıklad 11 Mocninná řada
∑∞

n=0 n!zn je divergentńı. M̊užeme si povšimnout, že řada

konverguje pouze pro z=0.

Př́ıklad 12 Mocninná řada
∑∞

n=0
zn

n!
je konvergentńı pro libovolné z ∈ C (tedy je kon-

vergentńı na C).
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Věta 11 Necht’ je dána řada
∑∞

n=0 cn(z−w)n, která konverguje pro z = w0 6= w, potom

tato řada konverguje absolutně na {z ∈ C : |z − w| < |w0 − w|}.

Definice 38 Čı́slo 0 ≤ R ≤ ∞, R := sup{r ∈ [0,∞) :
∑∞

n=0 cnr
n konverguje} nazveme

poloměr konvergence řady
∑∞

n=0 cn(z−w)n. Množinu UR(w) nazveme kruh konvergence.

Věta 12 Necht’ je dána řada
∑∞

n=0 cn(z − w)n. Položme ρ = lim sup
n→∞

n
√
|cn|. Jestlǐze

ρ > 0, pak R =
1

ρ
. Pokud ρ = 0, pak R = ∞. Jestlǐze nav́ıc ρ∗ = lim

n→∞

|cn+1|
|cn|

existuje,

potom ρ = ρ∗.

Věta 13 Necht’ je R1 > 0, R2 > 0 a necht’ je f(z) =
∑∞

j=0 ajz
j definovaná na UR1(0) a

g(w) =
∑∞

k=0 bkw
k definovaná na UR2(0), pak pro každé z ∈ UR1(0) a w ∈ UR2(0) plat́ı

f(z)g(w) =
∑∞

n=0 cn, kde cn =
∑n

l=0 albn−lz
lwn−l.

Věta 14 Necht’ w ∈ C, R > 0 a f(z) komplexńı funkce definována na UR(w) jako

f(z) =
∑∞

n=0 cn(z−w)n, potom je f(z) holomorfńı na UR(w). Nav́ıc pro každé z ∈ UR(w)

plat́ı f ′(z) =
∑∞

n=1 ncn(z − w)n−1. Označ́ıme-li F (z) =
∑∞

n=0
cn
n+1

(z − w)n+1, potom pro

každé z ∈ UR(w) plat́ı F ′(z) = f(z), tedy F je primitivńı k f na UR(w).

Definice 39 Necht’ k ∈ N a cn ∈ C pro n = 0, 1, ..., k. Komplexńı funkci definovanou

jako Pk(z) =
∑k

n=0 cnz
n nazýváme komplexńı polynom s komplexńımi koeficienty. Čı́slo

k nazýváme řád polynomu Pk(z).

Poznámka 26 Polynom má následuj́ıćı vlastnosti:

1. Pk(z) je definovaný a spojitý na C.

2. Pk(z) je celá funkce a plat́ı P ′k(z) =
∑k

n=1 ncnz
n−1.

3. Každý polynom Pk(z) lze rozložit na součin polynom̊u 1. řádu.

Definice 40 Komplexńı funkci exp(z) :=
∑∞

n=0
zn

n!
nazveme komplexńı exponenciála.

Někdy ji také znač́ıme ez.

Věta 15 Komplexńı exponenciála má následuj́ıćı vlastnosti:

1. exp(z) je definovaná a spojitá na C.

2. exp(z + w) = exp(z) exp(w) pro každé z, w ∈ C.

3. exp(z) je celá funkce a plat́ı (exp(z))′ = exp(z).

4. Pro z = x+ iy plat́ı exp(z) = exp(x)(cos(y) + i sin(y)) a také |exp(z)| = exp(x).
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5. exp(z) = exp(z̄) pro každé z ∈ C.

6. exp(z) je periodická s periodou 2πi, tedy exp(z) = exp(z + 2πi) pro každé z ∈ C.

Důkaz 2 Dokažme postupně každou z vlastnost́ı 1-6:

1. exp(z) je definovaná mocninnou řadou s poloměrem konvergence R =∞, vlastnost

1 tedy snadno plyne z vlastnost́ı mocninných řad.

2. Využijeme-li Větu 12 a binomickou větu, dostaneme

exp(z) exp(w) =
∞∑
j=0

zj

j!

∞∑
k=0

wk

k!
=
∞∑
n=0

n∑
l=0

1

l!

1

(n− l)!
zlwn−l =

=
∞∑
n=0

1

n!

n∑
l=0

n!

l!(n− l)!
zlwn−l =

∞∑
n=0

(z + w)n

n!
= exp(z + w).

3. Dle Věty 13 je exp(z) celá a plat́ı

(exp(z))′ =
∞∑
n=1

n

n!
zn−1 =

∞∑
n=1

1

(n− 1)!
zn−1 =

∞∑
k=0

1

k!
zk = exp(z).

4. Necht’ z = x+ iy. Dle vlastnosti 2 a Eulerovy věty

exp(z) = exp(x+ iy) = exp(x) exp(iy) = exp(x)(cos(y) + i sin(y)).

|exp(z)| =
√

exp(2x) cos2(y) + exp(2x) sin2(y) =
√

exp(2x) = exp(x).

5. Necht’ z = x+ iy, pak

exp(z̄) = exp(x− iy) = exp(x)(cos(y)− i sin(y)),

exp(z) = exp(x+ iy) = exp(x)(cos(y) + i sin(y)) = exp(x)(cos(y)− i sin(y)).

Tedy exp(z̄) = exp(z).

6. Využijeme-li vztah 2 a Euler̊uv vzorec, dostaneme

exp(z + 2πi) = exp(z) exp(2πi) = exp(z)(cos(2π) + i sin(2π)) = exp(z).

Dokázali jsme tedy Větu 14.

Věta 16 exp(z) zobrazuje C na C \ {0}.

Definice 41 Komplexńı funkci sin(z) :=
eiz − e−iz

2i
nazýváme komplexńı sinus.
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Definice 42 Komplexńı funkci cos(z) :=
eiz + e−iz

2
nazýváme komplexńı cosinus.

Věta 17 Komplexńı sinus má následuj́ıćı vlastnosti:

1. sin(z) je definovaný a spojitý na C.

2. sin(z) =
∑∞

n=0
z2n+1

n!
pro z ∈ C.

3. sin(z + w) = sin(z) cos(w) + cos(z) sin(w) pro každé z, w ∈ C.

4. sin(z) je celá funkce a plat́ı (sin(z))′ = cos(z).

Věta 18 Komplexńı cosinus má následuj́ıćı vlastnosti:

1. cos(z) je definovaný a spojitý na C.

2. cos(z) =
∑∞

n=0
z2n

n!
pro z ∈ C.

3. cos(z + w) = cos(z) cos(w)− sin(z) sin(w) pro každé z, w ∈ C.

4. cos(z) je celá funkce a plat́ı (cos(z))′ = − sin(z).

Poznámka 27 D̊ukaz těchto vět vyplývá z vlastnost́ı komplexńı exponenciály a definic

funkćı sin(z) a cos(z).
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2.4 Křivky v C

V této podkapitole zavedeme pojem křivky v komplexńım oboru. Je zde zavedena kolmost

křivek a uvedeno několik př́ıklad̊u základńıch křivek jako jsou kružnice a orientovaná

úsečka.

Definice 43 Každé zobrazeńı ϕ : [a, b]→ C, kde a, b ∈ R, a < b, nazveme křivka (v C).

Definice 44 Máme-li křivku ϕ : [a, b]→ C, pak:

1. Množinu ϕ([a, b]) nazýváme obraz křivky ϕ a znač́ıme 〈ϕ〉.

2. ϕ(a) nazýváme počátečńı bod křivky ϕ a ϕ(b) nazýváme koncový bod křivky ϕ.

3. Křivka ϕ je uzavřená, pokud ϕ(a) = ϕ(b).

4. Křivka ϕ se nazývá jednoduchá, pokud je ϕ prosté zobrazeńı na (a, b].

5. Křivka ϕ se nazývá Jordanova, pokud je jednoduchá a uzavřená.

Definice 45 Necht’ je dána křivka ϕ(t) : [a, b]→ C. Jestlǐze t0 ∈ (a, b) : ϕ′(t0) existuje,

potom č́ıslo ϕ′(t0) nazýváme tečný vektor ke křivce ϕ v bodě t0. Jestlǐze t0 ∈ [a, b] : ϕ′+(t0)

resp. ϕ′−(t0) existuje, potom tyto č́ısla nazýváme jednostranné tečné vektory ke křivce ϕ

v bodě t0.

Definice 46 Necht’ jsou dány křivky ϕ : [a, b] → C a ψ : [c, d] → C takové, že plat́ı

ϕ(a) = ψ(c). Jestlǐze ϕ′+(a), ψ′+(c) existuj́ı, potom úhlem mezi křivkami ϕ a ψ v jejich

počátečńım bodě rozumı́me úhel mezi jejich jednostrannými tečnými vektory ϕ′+(a) a

ψ′+(c).

Definice 47 Křivky nazveme kolmé (ortogonálńı), jestlǐze sv́ıraj́ı úhel
π

2
+πk pro vhodné

k ∈ Z.

Definice 48 Necht’ z1, z2 ∈ C. Křivku ϕ(t) = z1(1 − t) + z2t, t ∈ [0, 1], nazýváme

orientovaná úsečka z bodu z1 do z2. Orientovanou úsečku z z1 do z2 také znač́ıme [z1; z2].

Definice 49 Necht’ z0 ∈ C a R > 0. Křivku ϕ(t) = z0 + Reit, t ∈ [0, 2π], nazýváme

kružnice o středu z0 a poloměru R.

Poznámka 28 Kružnice o středu z0 a poloměru R je jednoduchá a uzavřená křivka, tedy

je Jordanova křivka.

Definice 50 Necht’ je dána M ⊂ C. Podmnožina M je křivkově souvislá, pokud pro každé

z1, z2 ∈M existuje křivka ϕ taková, že z1, z2 ∈ 〈ϕ〉 ⊂M .

Věta 19 Necht’ S ⊂ C. S je souvislá ⇐⇒ S je křivkově souvislá.

Poznámka 29 Tato věta nám ukazuje druhý možný, dle mého názoru jednodušš́ı, pohled

na souvislé množiny.

16



2.5 Konformńı zobrazeńı

V této podkapitole se zavád́ı pojem konformńıho zobrazeńı, který je v této práci naprosto

kĺıčový. Je zde uvedeno několik př́ıklad̊u konformńıch zobrazeńıch, kde nejd̊uležitěǰśı

z nich je Žhukovského transformace. Dokazuje se zde několik tvrzeńı ohledně Žhukovského

transformace, které budeme potřebovat. Zaj́ımavé čteńı ohledně konformńıch zobrazeńı

nalezneme v praćıch [5, 13].

Definice 51 Necht’ je dána komplexńı funkce f(z). Funkci f(z) nazveme konformńı zob-

razeńı v bodě z0 ∈ C, jestlǐze je f spojitá v z0 a zachovává úhly (a orientaci) křivek se

společným bodem z0.

Věta 20 Necht’ je f(z) komplexńı funkce a z0 ∈ C. Jestlǐze je f holomorfńı v z0 a

f ′(z0) 6= 0, potom je f konformńı v z0.

Poznámka 30 Tato věta nám slouž́ı jako šikovný nástroj při ověřováńı konformnosti

zobrazeńı.

Věta 21 Necht’ je f(z) konformńı zobrazeńı definované na oblasti Ω ⊂ C, potom je také

f(Ω) oblast.

Definice 52 Oblasti Ω1, Ω2 ⊂ C nazveme konformně ekvivalentńı, jestlǐze existuje kon-

formńı zobrazeńı f takové, že f(Ω1) = Ω2.

Věta 22 Je-li f konformńı zobrazeńı na oblasti Ω ⊂ C, potom f−1 existuje a je to

konformńı zobrazeńı na oblasti f(Ω).

Věta 23 Necht’ je dána analytická funkce w = f(z) proměnné z = x + iy a analytická

funkce ζ = g(w) proměnné w = u + iv, potom je složeńı g(f(z)) analytická funkce

proměnné z.

Důkaz 3 Necht’ jsou dány analytické funkce f(z), g(w). Pak dle derivace složené funkce

dostáváme
d

dz
(g(f(z))) = g′(f(z))f ′(z), z tohoto jǐz snadno plyne analytičnost složeńı

těchto funkćı.

Poznámka 31 Zároveň lze vidět, že složeńı dvou konformńıch zobrazeńıch f(z), g(w) je

konformńı zobrazeńı, protože g′(f(z)) 6= 0 a f ′(z) 6= 0, tedy také
d

dz
(g(f(z))) 6= 0.

Věta 24 Necht’ je Ω ⊂ C jednoduše souvislá podmnožina, pak existuje prosté analytické

zobrazeńı w = f(z), které splňuje f ′(z) 6= 0 pro každé z ∈ Ω a které zobrazuje Ω

na {z ∈ C : |z| = 1}.
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Př́ıklad 13 f(z) = z je funkce konformńı na C, jakožto spojitá funkce na C, pro jej́ı̌z

derivaci plat́ı ∀z ∈ C : (z)′ = 1 6= 0.

Př́ıklad 14 f(z) = zn pro n ∈ N je funkce konformńı na C \ {0} jakožto spojitá funkce

na C, pro jej́ı̌z derivaci plat́ı ∀z ∈ C \ {0} : (zn)′ = nzn−1 6= 0.

Př́ıklad 15 f(z) =
1

z
je funkce konformńı na C\{0}, jakožto spojitá funkce na C\{0},

pro jej́ı̌z derivaci plat́ı ∀z ∈ C \ {0} :

(
1

z

)′
=
− 1

z2
6= 0.

Př́ıklad 16 f(z) = exp(z) je funkce konformńı na C, jakožto spojitá funkce na C,

pro jej́ı̌z derivaci plat́ı ∀z ∈ C : (exp(z))′ = exp(z) 6= 0.

Definice 53 Komplexńı funkci f(z) = z +
1

z
nazýváme Žhukovského transformace.

Věta 25 Žhukovského transformace zobrazuje množinu {z ∈ C : |z| = 1} na [−2, 2].

Důkaz 4 Necht’ f(z) = z +
1

z
. Každý prvek množiny {z ∈ C : |z| = 1} lze napsat jako

z = eit pro vhodné t ∈ [0, 2π). Nyńı tedy f(z) = f(eit) = eit + e−it = 2 cos(t). Zobrazeńı

2 cos(t) zobrazuje [0, 2π) na [−2, 2], tedy f zobrazuje {z ∈ C : |z| = 1} na [−2, 2].

Věta 26 Necht’ R > 0, R 6= 1. Žhukovského transformace zobrazuje {z ∈ C : |z| = R}
na množinu {z ∈ C : <2(z)

(R+ 1
R

)2
+ =2(z)

(R− 1
R

)2
= 1}.

Poznámka 32 Tedy na elipsu s poloosami velikosti R + 1
R

a R − 1
R

se středem v bodě

[0, 0].

Důkaz 5 Necht’ f(z) = z + 1
z
. Každý prvek množiny {z ∈ C : |z| = R} lze napsat jako

z = Reit pro vhodné t ∈ [0, 2π). Nyńı tedy

f(z) = f(Reit) = Reit +
1

R
e−it = (R +

1

R
) cos(t) + i(R− 1

R
) sin(t).

Lze už snadno ověřit, že <
2(f(z))

(R+ 1
R

)2
+ =2(f(z))

(R− 1
R

)2
= 1 pro t ∈ [0, 2π). Z tohoto a prostoty f(z(t))

na [0, 2π) vyplývá Věta 23.

Věta 27 Necht’ je f(z) = z + 1
z

a z = x+ iy. Pro reálnou a imaginárńı část f(z) plat́ı

<(f(z)) =
x(x2 + y2 + 1)

x2 + y2
, =(f(z)) =

x(x2 + y2 − 1)

x2 + y2
.
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Důkaz 6 Necht’ f(z) = z + 1
z

a z = x+ iy, pak

f(z) = x+ iy +
1

x+ iy
= x+ iy +

x− iy
x2 + y2

= (x+
x

x2 + y2
) + i(y − y

x2 + y2
) =

=
x3 + xy2 + x

x2 + y2
+ i

y3 + x2y − y
x2 + y2

=
x(x2 + y2 + 1)

x2 + y2
+ i

y(x2 + y2 − 1)

x2 + y2
,

což jsme měli ukázat.

Věta 28 Žhukovského transformace f(z) = z + 1
z

je konformńı na C \ {0, 1,−1}.

Důkaz 7 Necht’ f(z) = z + 1
z
, pak na C \ {0}

f ′(z) = 1− 1

z2
= 0 ⇐⇒ (1− 1

z
)(1 +

1

z
) = 0 ⇐⇒ z = ±1,

tedy je f(z) konformńı na C \ {0, 1,−1} dle Věty 19.
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2.6 Harmonické funkce

V této kapitole ukážeme, že reálná a imaginárńı část holomorfńı funkce je harmonická a

také ukážeme některé vlastnosti řešeńı Laplaceovy rovnice.

Definice 54 Necht’ G ⊂ R2 je otevřená, u ∈ C 2(G). Jestlǐze ∆u(x, y) = 0 na G, potom

funkci u(x, y) nazýváme harmonická funkce. Rovnice ∆u = 0 se nazývá Laplaceova.

Poznámka 33 Připomeňme, že ∆ =
∂2

∂x2
+

∂2

∂y2
a nazývá se Laplace̊uv operátor.

Věta 29 Necht’ G ⊂ C je otevřená, f je holomorfńı funkce na G a necht’ z = x + iy,

potom obě reálné funkce f1(x, y) = <(f(z)) a f2(x, y) = =(f(z)) jsou harmonické.

Důkaz 8 Necht’ je dána f,G jako výše a necht’ z = x + iy. Protože je f holomofńı

na G, pak reálná část f1 a imaginárńı část f2 funkce f(z) splňuje Cauchy-Riemannovy

podmı́nky, tedy
∂f1

∂x
=

∂f2

∂y
a
∂f1

∂y
= −

∂f2

∂x
. Zderivujeme-li prvńı rovnost podle x a y,

dostaneme
∂2f1

∂x2
=

∂2f2

∂x∂y
a
∂2f1

∂y2
= −

∂2f2

∂x∂y
, tedy

∂2f1

∂x2
+
∂2f1

∂y2
= 0. Využili jsme záměnnosti

smı́̌sených derivaćı. D̊ukaz pro imaginárńı část by prob́ıhal analogicky.

Věta 30 Necht’ G ⊂ C je otevřená, f je holomorfńı funkce na G a necht’ z = x + iy,

potom pro f1(x, y) = <(f(z)) a f2(x, y) = =(f(z)) plat́ı ∇f1.∇f2 = 0.

Důkaz 9 Necht’ je dána f,G jako výše a necht’ z = x+iy. Funkce f1 a f2 splňuj́ı Cauchy-

Riemannovy podmı́nky z holomorfnosti f . Máme ∇f1 = (
∂f1

∂x
,
∂f1

∂y
) a ∇f2 = (

∂f2

∂x
,
∂f2

∂y
).

Pro skalárńı součin nyńı plat́ı ∇f1.∇f2 =
∂f1

∂x

∂f2

∂x
+
∂f1

∂y

∂f2

∂y
= −

∂f1

∂x

∂f1

∂y
+
∂f1

∂x

∂f1

∂y
= 0

dle Cauchy-Riemannových podmı́nek.

Věta 31 Necht’ je U(ξ, η) harmonická funkce proměnných ξ, η a necht’ je dána analytická

funkce ζ = ξ + iη = ξ(x, y) + iη(x, y) = g(z), potom u(x, y) = U(ξ(x, y), η(x, y)) je

harmonická funkce proměnných x, y.

Důkaz 10 Necht’ je dána harmonická funkce U(ξ, η) a analytická funkce g(z) jako výše.

Chceme ukázat, že funkce u(x, y) = U(ξ(x, y), η(x, y)) řeš́ı Laplaceovu rovnici. Řet́ızkové

pravidlo nám dává

∂u

∂x
=
∂U

∂ξ

∂ξ

∂x
+
∂U

∂η

∂η

∂x
,

∂u

∂y
=
∂U

∂ξ

∂ξ

∂y
+
∂U

∂η

∂η

∂y
,
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a proto

∂2u

∂x2
=
∂2U

∂ξ2

(
∂ξ

∂x

)2

+ 2
∂U2

∂ξ∂η

∂ξ

∂x

∂η

∂x
+
∂2U

∂η2

(
∂η

∂x

)2

+
∂U

∂ξ

∂2ξ

∂x2
+
∂U

∂η

∂2η

∂x2
,

∂2u

∂y2
=
∂2U

∂ξ2

(
∂ξ

∂y

)2

+ 2
∂U2

∂ξ∂η

∂ξ

∂y

∂η

∂y
+
∂2U

∂η2

(
∂η

∂y

)2

+
∂U

∂ξ

∂2ξ

∂y2
+
∂U

∂η

∂2η

∂y2
.

Cauchy-Riemannovy podmı́nky dávaj́ı

∂ξ

∂x
= −

∂η

∂y
,

∂ξ

∂y
=
∂η

∂x
.

S využit́ım všech vztah̊u výše dostáváme

∆u =
∂2u

∂x2
+
∂2u

∂y2
=

(∂ξ
∂x

)2

+

(
∂η

∂x

)2
[∂2U

∂ξ2
+
∂2U

∂η2

]
= |g′(z)|2∆U = 0,

protože ∆U = 0. Ukázali jsme tedy, že je u(x, y) harmonická funkce.
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Kapitola 3

Potenciálńı prouděńı a jeho výpočet

3.1 Základńı pojmy

V této podkapitole jsou vysvětleny základńı pojmy, které jsou nutné k definici po-

tenciálńıho prouděńı. Je zde zaveden pojem proudové funkce a komplexńıho potenciálu,

který je v daľśıch kapitolách kĺıčový. Přehled definic lze naj́ıt také v [3]. Mnoho problémů

týkaj́ıćıch se potenciálńıho prouděńı lze naj́ıt v [8].

Definice 55 Rychlostńım polem rozumı́me spojitou vektorovou funkci ~v = ~v(x, y, t),

která každému bodu oblasti přiřad́ı rychlost prouděńı kapaliny v tomto bodě.

Definice 56 Prouděńı nazveme ustálené, pokud
∂~v

∂t
= 0, tedy ~v = ~v(x, y).

Definice 57 Prouděńı nazveme nev́ıřivé, pokud plat́ı ∇× ~v = 0.

Definice 58 Prouděńı nazveme nestlačitelné, pokud se jedná o prouděńı kapaliny, která

je nestlačitelná.

Poznámka 34 Pokud je prouděńı nestlačitelné, pak plat́ı ∇ · ~v = 0.

Definice 59 Neviskózńı prouděńı je prouděńı takové, při kterém se neuvažuje vnitřńı

třeńı kapaliny.

Definice 60 Rychlostńı potenciál φ nev́ıřivého prouděńı je skalárńı pole takové, že plat́ı

∇φ = ~v.

Definice 61 Potenciálńı prouděńı je ideálńı model prouděńı, které je nestlačitelné, ne-

viskozńı a nev́ıřivé.

Poznámka 35 Pokud je prouděńı potenciálńı, pak plat́ı ∆φ = 0.
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Důkaz 11 Z nestlačitelnosti potenciálńıho prouděńı máme vztah ∇·~v = 0. Jednoduchým

dosazeńım definičńıho vztahu φ dostaneme 0 = ∇ · ∇φ = ∆φ, což jsme měli ukázat.

Poznámka 36 Toto nám dává velice silný nástroj, jak zkoumat problémy potenciálńıho

prouděńı, protože to tyto problémy převád́ı na řešeńı Laplaceových rovnic, které jsou

snadno řešitelné.

Definice 62 Proudová funkce ψ(x, y) nestlačitelného prouděńı je skalárńı pole takové,

že v1 =
∂ψ

∂y
a v2 = −

∂ψ

∂x
, kde (v1, v2) = ~v.

Poznámka 37 Je snadné ověřit, že také proudová funkce splňuje Laplaceovu rovnici.

Proudová funkce zároveň s rychlostńım potenciálem tvoř́ı harmonickou dvojici, tedy jsou

provázány Cauchy-Riemannovými podmı́nkami, dokážeme proto jednoduše ze znalosti

proudové funkce spoč́ıtat rychlostńı potenciál a naopak.

Definice 63 Proudnice je křivka, jej́ı̌z tečna v každém jej́ım bodě je vektor rychlosti.

Definice 64 Komplexńım potenciálem rozumı́me zobrazeńı F (z) = φ(x, y) + iψ(x, y),

kde z = x+ iy a x, y ∈ R.

Poznámka 38 Jestlǐze jsou parciálńı derivace rychlostńıho potenciálu a proudové funkce

spojité, pak je komplexńı potenciál analytická funkce. Derivaci komplexńıho potenciálu lze

jednoduše spoč́ıtat jako F ′(z) =
∂φ

∂x
+ i

∂ψ

∂x
.
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3.2 Metoda konečných prvk̊u

V této kapitole je vysvětlen základ metody konečných prvk̊u, kterou využ́ıváme k řešeńı

Laplaceových rovnic. Stručný úvod do metody konečných prvk̊u lze nalézt v textech

[2, 4]. Vı́ce o metodě konečných prvk̊u nejen v realném oboru lze naj́ıt v [12].

Metoda konečných prvk̊u je jedna z nejčastěji využ́ıvaných numerických metod k řešeńı

parciálńıch diferenciálńıch rovnic. Metoda umožňuje řešit Poissonovu rovnici s okra-

jovými podmı́nkami na komplikovaných oblastech.

Mějme oblast Ω ⊂ R2 a uvažujme problém

−∆u = f(x)

na Int(Ω) s Dirichletovo okrajovou podmı́nkou u(x)|∂Ω= 0. Předpokládejme, že je u(x)

řešeńı daného problému, pak pro každou testovaćı funkci v(x) ∈ H1
0 (Ω) plat́ı rovnost∫

Ω

f(x)v(x) dA =

∫
Ω

(−∆u)v(x) dA =

∫
Ω

∇u · ∇v dA−
∫
∂Ω

(n · ∇u)v(x) ds,

kde druhá rovnost vycháźı z integrace per partes pro funkce v́ıce proměnných. Nyńı ale

v́ıme, že v(x) = 0 na ∂Ω, a proto

∫
∂Ω

(n · ∇u)v(x) ds = 0. Za využit́ı předešlého vztahu

dostaneme rovnost

∫
Ω

f(x)v(x) dA =

∫
Ω

∇u · ∇v dA, která je pro metodu konečných

prvk̊u kĺıčová.

Metoda konečných prvk̊u spoč́ıvá v triangulaci oblasti Ω, tedy rozděleńı Ω na konečný

počet nepřekrývaj́ıćıch se trojúhelńık̊u navazuj́ıćıch na sebe. Mějme danou konkrétńı tri-

angulaci oblasti Ω a označme v1, . . . , vn vrcholy trojúhelńık̊u vzniklých touto triangulaćı.

Mějme funkce h1(x), . . . , hn(x) tak, aby hi(vi) = 1 a hi(vj) = 0 pro j ∈ {1, 2, ..., n} \ {i}
a aby také každá hi(x) byla v rámci každého trojúhelńıku lineárńı a na oblasti Ω po

částech lineárńı funkce.

Nalézt takovéto funkce neńı složité. Necht’ je ∆ijk trojúhelńık s vrcholy vi, vj, vk.

Na trojúhelńıku ∆ijk definujme hi(x) = ax+ by+ c. Dosazeńım vrchol̊u dostaneme sadu

rovnic:

1. hi(vi) = avi,x + bvi,y + c = 1,

2. hi(vj) = avj,x + bvj,y + c = 0,

3. hi(vk) = avk,x + bvk,y + c = 0.
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Vyřešeńım soustavy dostaneme restrikci hi(x) na trojúhelńıku ∆ijk. Podobný proces pro-

vedeme s daľśımi trojúhelńıky, jej́ıchž vrchol je vi. Na trojúhelńıćıch, které nemaj́ı vrchol

vi, definujeme hi(x) = 0. T́ımto zp̊usobem nalezneme všechny funkce h1, ..., hn.

Uvažujme nyńı aproximaci řešeńı u(x) ≈
∑n

i=1 uihi(x) a zafixujme j ∈ {1, ..., n}. Do-

sad́ıme-li aproximaci u(x) a v = hj(x) do rovnosti na začátku kapitoly, dostaneme

n∑
i=1

ui

∫
Ω

∇hi∇hj dA =

∫
Ω

f(x)hj(x) dA.

Označme fj =

∫
Ω

f(x)hj(x) dA a mij =

∫
Ω

∇hi∇hj dA. Rovnici lze tedy přepsat

do tvaru fj =
∑n

i=1mijui. Pro každé j dostaneme jednu rovnici. Celkovou soustavu lze

zapsat jako

Mu = f,

kde [M ]i,j = mij je matice soustavy a f = (f1, ..., fn)T je vektor pravé strany. Řešeńım

této soustavy je vektor u, který nám dává aproximaci řešeńı v každém vrcholu každého

trojúhelńıku, protože u(vj) ≈
∑n

i=1 uihi(vj) = uj.

Poznamenejme, že homogenńı Neumannovy podmı́nky jsou touto konstrukćı automa-

ticky splněny. Problém s nenulovými Dirichletovými podmı́nkami lze jednoduše převést

na problém s nulovými Dirichletovými podmı́nkami přičteńım vhodné funkce k u(x).
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3.3 Obtékáńı kruhu

V této podkapitole budeme cht́ıt vyřešit problém obtékáńı jednotkového kruhu metodou

konečných prvk̊u. Praktické výpočty jsou provedené v systému Matlab za pomoćı kódu

ze článku [1].

Mějme kruhovou množinu K = {(x, y) ∈ R2 : x2 + y2 ≤ 1} a oblast Ω = [−2, 2] ×
[−2, 2] \ K, která představuje čtverec, ze kterého je vyjmutý kruh. Označme si Γ1 =

{−2}× [−2, 2], Γ2 = {2}× [−2, 2], Γ3 = [−2, 2]×{−2}, Γ4 = [−2, 2]×{2}. Z teoretické

části v́ıme, že jak rychlostńı potenciál, tak proudová funkce je harmonická funkce, tedy

řeš́ı Laplaceovu rovnici. V tomto př́ıpadě se dokonce jedná o harmonickou dvojici, plat́ı

tedy speciálně, že skalárńı součin jejich gradient̊u je nulový, takže jsou jejich gradienty

na sebe v každém bodě, ve kterém existuj́ı, kolmé. Omezme se nyńı tedy pouze na

rychlostńı potenciál.

Od modelu čekáme alespoň částečně rozumné chováńı. Očekáváme, že do daného kruhu

neproniká žádná tekutina, tedy muśı platit
∂φ

∂n
= 0 na ∂K, kde n je vněǰśı normála.

Zároveň očekáváme, že tekutina neprocháźı ani horńı a dolńı stěnou čtvercové oblasti,

tedy máme podmı́nku
∂φ

∂y
= 0 na Γ3 a Γ4. Na Γ1 a Γ2 předepisujeme Dirichletovu

podmı́nku naměřenými hodnotami φ. V našem př́ıpadě budeme uvažovat φ = −1 na Γ1

a φ = 1 na Γ2, t́ım částečně vynut́ıme chováńı stejnoměrného prouděńı na daných

hranićıch. V obrázku 3.1 lze vidět triangulaci, kterou použ́ıváme k výpočtu.

Obrázek 3.1: Výpočetńı śıt’ s 448 trojuhelńıky.
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Řeš́ıme tedy metodou konečných prvk̊u úlohu

∆φ = 0 na Ω,

φ = −1 na Γ1, φ = 1 na Γ2,

∂φ

∂n
= 0 na ∂K,

∂φ

∂y
= 0 na Γ3, Γ4.

Vypoč́ıtané rychlostńı pole je znázorněno na obrázku 3.2.

Obrázek 3.2: Výpočetńı śıt’ s výsledným polem rychlosti.
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3.4 Obtékáńı daľśıch profil̊u

Obrázek 3.3: Výpočetńı śıt’ s výsledným polem rychlosti.

Obrázek 3.4: Výpočetńı śıt’ s výsledným polem rychlosti.
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Obrázek 3.5: Výpočetńı śıt’ s výsledným polem rychlosti.

Poznamenejme, že rychlostńı pole na obrázćıch 3.4 a 3.5 jsme źıskali aplikaćı Žhukovského

transformace na problém obtékáńı okolo kruhu, který obsahuje body [0, 0], [−1, 0] a

bod [1, 0] lež́ı na hranici (pobĺıž hranice) a přepoč́ıtáńım parciálńıch derivaćı v nových

souřadnićıch na základě věty o derivaci inverzńı funkce. Výsledné oblasti źıskané touto

transformaćı nazýváme Žhukovského profily. Pokud střed transformovaného kruhu lež́ı na

ose x, pak je profil symetrický podle osy x. Pro 3.4 byl volen střed kruhu S = (−0.3, 0)

a poloměr a = 1.3. V př́ıpadě 3.5 byl volen střed kruhu S = (−0.2, 0.32) a poloměr

a = 1.3.
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3.5 Obtékáńı kruhu - řešeńı pomoćı konformńıho zob-

razeńı

V této podkapitole ukážeme, jak lze vyřešit problém obtékáńı kruhu pomoćı konformńıch

zobrazeńı. Praktické vizualizace jsou provedené v systému Mathematica.

Uvažujme komplexńı potenciál F1(z) = Uz pro U ∈ R. Určeme nyńı předpis rych-

lostńıho potenciálu, rychlostńıho pole a proudové funkce. Necht’ tedy z = x+iy pro x, y ∈
R, pak F1(z(x, y)) = Ux+ Uiy. Vı́me, že

φ1(x, y) = <(F1(z(x, y))) = Ux, ψ1(x, y) = =(F1(z(x, y))) = Uy.

Pro rychlostńı pole máme vztah ~v1(x, y) = ∇φ1 = (U, 0). Komplexńı potenciál tedy

vlastně reprezentuje stejnoměrné prouděńı o rychlosti U . Přesvědčme se ještě vykresleńım

několika proudnic pro U = 1, tedy křivek ψ1(x, y) = c pro c ∈ R.

Obrázek 3.6: Proudnice stejnoměrného prouděńı.

Uvažujme nyńı transformaci w = R(z) = zeiα pro α ∈ [0, 2π). Pro transformovaný

komplexńı potenciál máme vztah F2(w) = F1(R−1(w)). Neńı těžké zjistit, že plat́ı

R−1(w) = we−iα, a tedy

F2(w) = F1(we−iα) = Uwe−iα.

Nalezněme nyńı znovu př́ıslušný rychlostńı potenciál, rychlostńı pole a proudovou funkci

potenciálu F2. Mějme w = u+ iv pro u, v ∈ R, pak

F2(w(u, v)) = U(u+ iv)(cos(α)− i sin(α)).
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Roznásobeńım závorek dostaneme

F2(w(u, v)) = U(u cos(α) + v sin(α) + i(v cos(α)− u sin(α))).

Z tohoto tedy dostáváme předpisy pro rychlostńı potenciál a proudovou funkci

φ2(u, v) = U(u cos(α) + v sin(α)), ψ2(u, v) = U(v cos(α)− u sin(α)).

Pro určeńı předpisu rychlostńıho pole budeme opět potřebovat parciálńı derivace rych-

lostńıho potenciálu. Spočtěme tedy derivace
∂φ2

∂u
= U cos(α) a

∂φ2

∂v
= U sin(α). Zjistili

jsme, že ~v2(u, v) = (U cos(α), U sin(α)).

Znázorněme v tomto př́ıpadě proudnice pro U = 1 a α =
π

24
na Obrázku 3.7.

Obrázek 3.7: Proudnice stejnoměrného prouděńı natočeného o úhel α.

Můžeme si všimnout, že proudnice druhého potenciálu jsou pouze zrotované proud-

nice potenciálu prvńıho o úhel α, takto přesně ale byla volena rotačeńı transformace

R(z). Poznamenejme, že pro α = 0 dostáváme předchoźı př́ıpad a pro α =
π

2
dostáváme

svislé prouděńı. Dokázali jsme tedy pomoćı stejnoměrného prouděńı źıskat prouděńı ka-

paliny, která přitéka pod úhlem α rychlost́ı U .

Využijme nyńı znalosti Žhukovského transformace jednotkového kruhu a potenciálu

stejnoměrného prouděńı k popisu prouděńı okolo jednotkového kruhu. Necht’ je dána

Žhukovského transformace

J(ζ) = ζ +
1

ζ
,
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pak potenciál reprezentuj́ıćı prouděńı okolo jednotkového kruhu je dán jako

F3(ζ) = F1(J(ζ)) = U(ζ +
1

ζ
).

Uvědomme si, že je transformace prováděna v tomto př́ıpadě opačným směrem, neńı

tedy nutné hledat inverzńı zobrazeńı Žhukovského transformace. At’ je ζ = ξ + iη, kde

ξ, η ∈ R, pak ze znalosti reálné a imaginárńı části Žhukovského transformace máme

předpis rychlostńıho potenciálu a proudové funkce

φ3(ξ, η) = Uξ(1 +
1

ξ2 + η2
), ψ3(ξ, η) = Uη(1−

1

ξ2 + η2
).

Rychlostńı pole je v tomto př́ıpadě dáno předpisem

~v3(ξ, η) =

(
U(1−

ξ2 − η2

(ξ2 + η2)2
),
− 2Uξη

(ξ2 + η2)2

)
.

Vykresleńım proudnic pro U = 1 se lze znovu přesvědčit o výsledku. Povšimněme si,

že nám vyšlo podobné řešeńı jako na Obrázku 3.2, protože v́ıme, že vektor rychlosti je

tečný k proudnici v každém jej́ım bodě. Poč́ıtali jsme tedy správně.

Obrázek 3.8: Proudnice popisuj́ıćı obtékáńı kruhu.

V posledńı řadě bychom rádi našli popis prouděńı okolo kruhu o poloměru a ∈ R se

středem v bodě z0 ∈ C, kde kapalina přitéká pod úhlem α rychlost́ı U . Definujme trans-

formaci Z = T (ζ) = aζ + z0, která představuje posunut́ı o z0 a natáhnut́ı o a, tedy náš

kruh posune do středu z0 a změńı poloměr na a. Inverzńı transformaci lze snadno spoč́ıtat

jako T−1(Z) =
Z − z0

a
. Potenciál reprezentuj́ıćı prouděńı okolo takovéhoto kruhu tedy
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bude mı́t tvar

F4(Z) = F3(T−1(Z)) =
U

a
(Z − z0 +

a2

Z − z0

).

Nyńı zbývá už pouze doćılit toho, že kapalina přitéká pod úhlem α. K tomu poslouž́ı již

definovaná transformace Z̃ = R(Z). Aplikujeme-li tuto transformaci, dostaneme předpis

komplexńıho potenciálu

F5(Z̃) = F4(R−1(Z̃)) =
U

a

(
Z̃e−iα − z0 +

a2

Z̃e−iα − z0

)
.

Necht’ Z̃ = X̃ + iỸ a z0 = x0 + iy0. Označme si pro přehlednost

A = X̃ cos(α) + Ỹ sin(α)− x0, B = Ỹ cos(α)− X̃ sin(α)− y0.

Lze nyńı vyjádřit

φ(X̃, Ỹ ) =
UA

a

(
1 +

a2

A2 +B2

)
,

ψ(X̃, Ỹ ) =
UB

a

(
1−

a2

A2 +B2

)
.

Vykresleme si proudnice pro př́ıpad U = 1, α =
π

24
, a = 1.5 a z0 = 0.5 + 0.5i.

Obrázek 3.9: Proudnice popisuj́ıćı obtékáńı kruhu natočené o úhel α.
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Kapitola 4

Závěr

V práci jsme popsali veškerou část teorie komplexńı analýzy nezbytnou pro pocho-

peńı základ̊u teorie konformńıho zobrazeńı. Zadefinovali jsme Žhukovského transfor-

maci, která je typickým př́ıkladem konformńıho zobrazeńı. Popsali jsme základy metody

konečných prvk̊u a definovali jsme několik pojmů týkaj́ıćıch se potenciálńıho prouděńı.

Následně jsme využili metody konečných prvk̊u k vyřešeńı několika Laplaceových rov-

nic, které popisovaly prouděńı okolo kruhu, elipsy a Žhukovského profilu, který jsme

źıskali aplikaćı Žhukovského transformace na mı́rně vychýlený kruh od středu. V po-

sledńı řadě jsme ukázali použit́ı Žhukovského transformace k analytickému vyřešeńı

problému obtékáńı okolo libovolného kruhu, které potvrdilo naše výsledky za pomoci

metody konečných prvk̊u.

Daľśı možné rožš́ı̌reńı práce by mohlo směřovat k výpočtu fyzikálněji přesněǰśıch model̊u

obtékáńı leteckého profilu za využit́ı složitěǰśıch konformńıch zobrazeńı anebo uvažováńı

např́ıklad cirkulace v daných modelech.
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