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Anotace

AD formule jsou uzZitecnym ndstrojem pri analyze bindrnich dat metodou for-
malni konceptudlni analyzy (FCA). Podminénd FCA je potom varianta FCA,
kterou lze pouZit pri netuplnosti vstupnich dat. Tato prace poskytuje vvod jak do
teorie AD formuli, tak i wvod do teorie podminené FCA, a jsou zde prezentovdiny
nové vysledky souvisejici s implementaci AD formuli v podminéné FCA.

Synopsis

AD formulas are a useful tool when conducting the analysis of binary data through
the method of formal concept analysis (FCA). Conditional FCA is a variant of
FCA that can be used when the input data are incomplete. This work provides
an introduction to both the theory of AD formulas and the theory of conditional
FCA, and presents new results related to the implementation of AD formulas in
conditional FCA.

Klic¢ova slova: Formalni konceptudlni analyza (FCA); AD formule; netplna
informace; podminénd mnozina; podminénd FCA

Keywords: Formal concept analysis (FCA); AD formula; incomplete information;
conditional set; conditional FCA
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1 Uvod

Formélni konceptudlni analyza, zkracené FCA, je metoda analyzy tabulkovych
binarnich dat. Takova data lze prirozené interpretovat jako vztah mezi objekty,
kterym odpovidaji radky tabulky, a atributy, kterym odpovidaji sloupce. Jednot-
livé hodnoty v tabulce, feknéme jednicky a nuly, potom rozlisuji, zda objekt na
prislusném faddku mé (hodnota 1) nebo nemé (hodnota 0) atribut v prislusném
sloupci.

P1i analyze jsou (mimo jiné) identifikovany ur¢ité shluky jednicek, nazyvané
formalni koncepty, kterymi lze reprezentovat pojmy obsazené v datech. Spolecné
s vhodnym usporadanim tvori mnozina vSech formalnich konceptti tplny svaz,
ten nazyvame konceptudlni svaz a je jednim z hlavnich vystupt analyzy. Zaklady
FCA jsou popsany v kapitole 2.

Je znamo, ze konceptudalni svaz miize obsahovat az exponencidlné mnoho
formélnich konceptii vzhledem k velikosti vstupnich dat. Tato skutecnost byla
jednou z motivaci ke vzniku takzvanych AD formuli [3]. Jedna se o doplnkovy
nastroj k FCA, pomoci néhoz mtze uzivatel vyjadrit prioritu atributii a na jejim
zakladé nasledné omezit velikost prislusného konceptualniho svazu. AD formulim
je vénovana kapitola 3.

Jinym problémem, vedle potencidlné obrovského mnozstvi formalnich kon-
ceptu, se kterym se uzivatel FCA muze setkat, jsou neuplna data. K netplnosti
dat mtze dochézet z riiznych divodi, data mohla naptiklad vymizet starim,
mohlo dojit k chybé pfi jejich pfenosu, mohla byt fyzicky poskozena nebo pri
jejich sestavovani jednoduse vsechny informace nebyly znamy. Chybi-li v tabulce
hodnota 0/1, muzeme si na jejim misté predstavit néjakou tiet{ hodnotu, na-
priklad otaznik, kterou interpretujeme jako chybéjici informaci. Protoze FCA
v zékladni podobé dokaze zpracovavat pouze binarni data, bylo by pred jejim
pouzitim potieba odstranit kazdy radek nebo sloupec obsahujici byt jen jediny
otaznik, coz by znamenalo zbytecnou ztratu znamych informaci.

To motivovalo vznik takzvané podminéné mnoziny [2]. Za pomoci podminé-
nych mnozin lze rozsitit definice rtiznych metematickych pojmu tak, aby umozno-
valy praci s neiplnymi daty. Na zédkladé podminénych mnozin vznikla i varianta
FCA pro analyzu ,dat s otazniky“, tuto variantu nazyvam podminénd FCA.
O podminénych mnozindch pojednava kapitola 4, podminéné FCA je vénovana
podkapitola 4.5.

Cilem této prace byla implementace AD formuli v podminéné FCA. Vysledky,
ke kterym jsem dosel, jsou shrnuty v kapitole 5. V podkapitole 5.1 je definovana
vlastnost podminénych konceptudlnich svazi (ekvivalent konceptudlnich svazi
v podminéné FCA), kterou nazyvam stabilita. Na rozdil od klasické FCA, kde
existuje jediny konceptualni svaz, podminéna FCA dava uzivateli moznost volby
podminéného konceptualniho svazu. Stabilita se ukazala jako klicova vlastnost,
kterou by mél mit kazdy podminény konceptualni svaz, ma-li uzivatel v planu
omezovat jej AD formulemi. Dale je v této podkapitole prezentovan algoritmus,
ktery dany podminény konceptualni svaz ucini stabilnim.



Stabilita podminénych konceptualnich svazi dale umoznuje snadno zobec-
nit a vyuzivat nékteré dilezité vysledky z teorie klasickych AD formuli, coz je
demonstrovano v podkapitole 5.2.

2 Formalni konceptualni analyza

V této kapitole jsou shrnuty pojmy z formélni konceptudlni analyzy (FCA) po-
trebné k porozumeéni nasledujicich kapitol, obsah byl prevzat z ucebniho textu
[1].

Jak bylo feceno v ivodu, FCA je metoda analyzy dat ve tvaru binarni relace
mezi dvéma mnozinami. Takova data nazyvame formalni kontext.

Definice 1 (formalni kontext)
Formadlni kontext je trojice (X,Y,I), kde X a Y jsou neprazdné mnoziny a
I je binarni relace mezi X a Y.

Uvazujme formdlni kontext (X,Y, ). Prvky mnoziny X nazyvame objekty,
prvky mnoziny Y nazyvame atributy. Pokud pro x € X, y € Y plati (z,y) € I,
fikame, ze objekt x mé atribut y, v opacném pripadé rikame, Ze jej nema.

Definice 2 (indukované operéatory T, )
Kazdy formélni kontext (X,Y,I) indukuje operatory typu ' : 2% — 2V
at:2Y — 2% které jsou definované pro viechna A C X, B C Y nésledovné:

Al = {y € Y | pro viechna x € A plati (z,y) € I},
BY = {x € X | pro viechna y € B plati (z,y) € I}.

Definice 3 (formalni koncept)

Formdlni koncept v (X,Y,I) je dvojice (A, B) mnozin A C X a B CY, pro
které plati AT = B a B¥ = A. Mnoziny A a B nazyvame pofadé extent a intent
formalniho konceptu (A, B).

Formalni koncepty predstavuji pojmy obsazené v datech. Uvazujme napriklad
formalni kontext, ve kterém objekty jsou zivocichové a atributy tvori vlastnosti
typu ,,ma srst“, ,zivi se masem“, ,dycha zabrami“ a tak podobné. V takovém
kontextu prirozené vznikne naptiklad formélni koncept odpovidajici pojmu ,,sa-
vec”; jeho extentem bude mnozina vSech savcl a intentem bude mnozina vsech
jim spolecnych vlastnosti.

Mnozinu vsech formdlnich konceptia v (X,Y,I), tedy mnozinu {(A,B) €
2% x 2V | AT = B a B* = A}, b&zné oznacujeme B(X,Y, I). Formalni koncepty
miiZzeme prirozenym zpusobem usporadat.

Definice 4
Definujeme bindrni relaci < na B(X,Y,I) pro vSechny formalni koncepty
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(A, B), (C,D) € B(X,Y,I) nasledovné:
(A, B) < (C, D) pravé tehdy, kdyz A C C (praveé tehdy, kdyz B D D).

Je vidét, ze relace < je Castecné usporadani. Vétsi formalni koncepty odpo-
vidaji obecnéjsim pojmim, zatimco ty mensi odpovidaji pojmim specifictéjsim.
Kdyby naptiklad v kontextu z predchozi Gvahy existovaly formélni koncepty C',
Cs a ('3 odpovidajici poradé pojmum ,pes”, ,savec“ a ,obratlovec”, platilo by
O <0y <.

Definice 5 (konceptudlni svaz)
Mnozinu B(X,Y, I) spolu s relaci < nazyvame konceptudlni svaz.

Mohutnost formalniho konceptualniho svazu muze byt vzhledem k velikosti
formalniho kontextu exponencialni. D4 se napriklad ukézat, ze pro forméalni kon-
text (X, X, I), kde I je relace nerovnosti, plati |B(X, X, I)| = 21X

Véta 6 (hlavni véta o konceptudlnich svazech, prvni ¢ast)
Kazdy konceptudlni svaz je uplng svaz, kde infima a suprema jsou ddna nd-

sledovneé:
A(As By) (ﬂ A (N A7) = (N 4s U B)7),
el i€l el i€l el
z‘eI z@[ iel il iel

Hlavni véta o konceptudlnich svazech méa jesté druhou c¢ast, ta ale pro tento
text neni pottebnd. Celé znéni véty véetné dukazu je mozné najit v [1] na stranach
15 a 16.

3 AD formule

AD formule (AD je zkratka za ,attribute dependency®, ¢esky ,atributovd za-
vislost®), dopliikovy néstroj k FCA, byly predstaveny v [3]. Pojmy a vysledky
potfebné v této praci jsou shrnuty zde, obsah byl prevzat z [3] a [4].

Reknéme, Ze uzivatel FCA vnima nékteré atributy jako diileZitéjsi nez jiné.
Pro takového uzivatele mohou byt formalni koncepty, jejichz intenty obsahuji
pouze tyto ,méné dulezité“ atributy, nezajimavé a (potencidlné velmi pocetny)
konceptualni svaz by se dal pro jeho potieby zprehlednit odstranénim téchto
ynezajimavych® formalnich konceptti. V takové situaci nachazeji vyuziti AD for-
mule.



Definice 7 (AD formule)
At (X,Y, 1) je formélni kontext. AD formule nad mnozinou atributu Y je
vyraz tvaru:

AC B,

kde A a B jsou podmnoziny mnoziny Y.

AD formule A C B vyjadfuje, ze ,atributy z mnoziny A jsou méné dulezité
nez atributy z mnoziny B“ nebo presnéji: ,formalni koncepty, jejichz intenty
obsahuji néjaky atribut z mnoziny A, jsou zajimavé jediné tehdy, kdyz obsahuji
i néjaky atribut z mnoziny B*

Uvazujme naptiklad znovu formalni kontext s zivocichy a jejich vlastnostmi.
Jedna z vlastnosti by mohla znit takto: ,mé& bilou barvu®“. Pak by samoziejmé
vznikl formalni koncept C' odpovidajici pojmu ,bily zivocich®. V intentu tohoto
formélniho konceptu by pravdépodobné lezela pouze tato jedina vlastnost ,ma
bilou barvu*, zatimco jeho extent by obsahoval celou fadu rozmanitych zivocichtu
véetné ledniho medvéda a rtznych druhi motylia.

Uzivatel, ktery data analyzuje naptiklad za ucelem sestaveni taxonomie, by
formalni koncept C' mohl vnimat jako neuziteény, protoze kromé bilé barvy jsou
zivocichové z extentu C' naprosto rozdilni. Na druhou stranu forméalni koncept
C" odpovidajici pojmu ,,bila kockovita Selma*, jehoz intent kromé vlastnosti ,,méa
bilou barvu* obsahuje i vlastnosti spole¢né vsem kockovitym selméam, uz by mohl
vnimat jako uzitecny.

Definice 8
Rekneme, Ze formélni koncept (C, D) v (X, Y, I) splituje AD formuli A C B,
znaceno (C, D) = A C B, jestlize plati nasledujici podminka:

pokud DN A#0, paki DN B # 0.

Pozadovana priorita atributi z predchozi tvahy by se dala vyjadrit AD for-
muli:

¢ = {,mé bilou barvu“} C {v | v je vlastnost vSech kockovitych Selem},

pak by platilo C' [~ ¢ a C" = ¢. Ovsem bilé kockovité Selmy nemusi by jedinou
zajimavou skupinou bilych zivocichii, stejné tak by uzivatel mohl chtit zachovat
naptiklad formélni koncept odpovidajici pojmu ,,bilé vodni ptactvo*.

Za timto tcelem neni potreba rozsirovat mnozinu atributi na pravé strané ¢,
misto toho je mozné navrhnout nové AD formule a formalni koncepty filtrovat na
zakladé vSech z nich. Tak se zachova prehlednost a systemati¢nost vyjadrovanych
atributovych zavislosti.

Definice 9
Pro mnozinu 7" AD formuli nad Y fekneme, ze formalni koncept (C,D)
spliuje 7', znaceno (C, D) = T, jestlize spliuje vSechny AD formule z T'.
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Definice 10 (omezeny konceptualni svaz)
Mnozinu vSech formalnich koncepti v (X, Y, I), které splnuji 7', oznacujeme
Br(X,Y,I) a nazyvame ji konceptudlni svaz omezeny mnozinou T.

Na rozdil od klasickych formalnich konceptudlnich svazti, mnozina By (X, Y, I),
pfestoze ji nazyvame svazem, obecné svazem (ve smyslu svazové usporadané mno-
ziny) byt nemusi. Nésleduji vysledky o vlastnostech Br(X,Y, I), které opét uva-
dim bez dukazi, ty je mozné najit v [4] na stranach 4 a 5.

Véta 11
Br(X,Y, 1) je vidy zdola omezeny.

Véta 12

Pokud neexistuje A & B € T takovd, pro kterou by platilo, Ze A obsahuje
néjaky atribut sdileny vsemi objekty a zdroven v B Zadny takovy atribut nelezi,
pak je Br(X,Y, 1) i shora omezeny.

Véta 13
Pokud jsou vsechny AD formule z T tvaru {y} C {y'} pro néjakd y,y' €Y,
pak je Br(X,Y, I) iplny svaz, ktery je navic \/ -podsvazem mnoziny B(X,Y, ).

Nésledujici véta 1ikd, ze z formalntho konceptudlniho svazu B(X,Y, 1) mo-
hou byt pomoci vhodné sestavené mnoziny AD formuli T" extrahovany formalni
koncepty tak, ze usporddand mnozina (Br(X,Y,I), <) (usporddana relaci <
pro tazeni formélnich konceptii), odebereme-li nejmensi formalni koncept, bude
stromem.

Véta 14

Pokud pro kaZdou dvojici atributi y,y’ € Y, pro které plati: {y} N {y'}+ # 0
(tedy pro kazdou dvojici nedisjunktnich atributi), obsahuje mnoZina T AD for-
muli A C B, kterd splnuje bud:

y € A,y € B a viechny atributy z B jsou disjunktni, nebo
y € A, y € B a vsechny atributy z B jsou disjunktni,

pak usporddand mnoZina (Br(X,Y, 1)\ {(Y*+,Y)}, <) je strom.

4 Podminéna mnozina

V clanku [2] byl v rdmci obecné vybudované teorie uveden matematicky ob-
jekt nazyvany podminénd mnozina. Tato kapitola obsahuje vybrané definice a
vysledky z tohoto ¢lanku.

Pro ¢tenare obezndmeného s konceptem fuzzy mnoziny bude obsah této kapi-
toly lehce uchopitelny. Kazda podminénd mnozina je totiz technicky vzato fuzzy



mnozinou, rozdil mezi témito pojmy spoc¢iva v tom, jakym zptisobem je inter-
pretujeme. Uvazujme neprazdné univerzum X. Podminénd mnozina A v X je
zobrazeni typu X — L, kde L je (tiplnd atomickd) Booleova algebra, takzvand
Booleova algebra podminek, zkracené BA podminek. Prvky BA podminek, které
nazyvame podminky, uré¢itym zptisobem modeluji nezndmou informaci; kazda
podminka (kromé prvka 0, 1) reprezentuje ¢dst neznamé informace bindrniho
typu (ta informace muze byt bud pravdivd nebo nepravdivéd). Pokud pro x € X
plati A(x) = 1 (A(z) = 0), pak vime, ze z € A (z ¢ A); pokud ovsem plati
0 < A(x) < 1, pak je informace o prislusnosti prvku x do mnoziny A neznadmé a
prvek A(z) interpretujeme jako podminku, za které z € A.

4.1 Vybrané pojmy z teorie Booleovych algeber

K porozuméni nasledujici podkapitoly je potrebna zakladni znalost Booleovych
algeber. Diukladné vybudovanou teorii na toto téma lze najit napiiklad v [5].
Vybrané pojmy definuji zde, definice byly prevzaty z [5] a [2].

Definice 15 (Booleova algebra)

Booleova algebra, zkracené BA, je neprazdnd mnozina G spolu se dvéma vy-
znacnymi prvky 0,1 € GG, dvéma binarnimi operacemi A, V na G a jednou unarni
operaci — na G; dale plati, ze A a V jsou komutativni, vzajemné distributivni a
splnuji:

e aA—-a=0, aV-a=1 (komplementaritu),

e a/AN1l=aV0=a (neutralitu vuci 1, respektive 0).
Operace A a V nazyvame poradé prisek a spojeni, operaci — nazyvame komple-
ment.
Definice 16 (indukované uspoiadani a operace)

Kazda BA G indukuje binarni relaci < na G:

a < b prave tehdy, kdyz a A b = a (pravé tehdy, kdyz a V b = b)
a dvé binarni operace — a <> na G nazyvané poradé residuum a biresiduum:
a—b=-aVb a<>b=(a—b)A(b—a).

Definice 17 (residuovany svaz)

Residuovany svaz je svazové usporadand mnozina L, jeji nejmensi a nejvétsi

prvek oznacujeme potadé 0,1 € L; na L jsou déle definované dvé binérni operace
®, —, které splnuji:

e ® je komutativni, asociativni a neutralni vici 1,
e operace ®, — jsou provazany takzvanou podminkou adjunkce:

a®b < cprave tehdy, kdyz a < b — c.
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Operace ® a — nazyvame potradé multiplikace a residuum.

Kazda BA je residuovany svaz [2]. Pozadovanému usporadéni odpovidé in-
dukované usporadani a operaci residua odpovida indukovand operace residua,
multiplikaci pak odpovida operace priiseku.

Definice 18 (homomorfismus, isomorfismus)
Zobrazeni f : G — H mezi BA G, H nazveme homomorfismus, jestlize
splnuje:

« fland) = fla) A f(b),
« flavb)=fla)V f(b),
 f(ma) =~f(a).

Homomorfismus nazveme iping, jestlize pro vSechna A C G plati:

h(\V A) =V h(4), WA\ A) = A\n(A).

Bijektivni homomorfismus nazyvame isomorfismus. Booleovy algebry nazveme
tsomorfni, jestlize mezi nimi existuje néjaky isomorfismus.

Definice 19 (tiplnost a atomicita)

BA G nazveme uplnou, je-li < Uplné svazové usporadani; dale G nazveme
atomickou, jestlize pro kazdé nenulové b € G existuje atom a € G (atom je prvek
G, ktery je minimélni a pritom nenulovy), pro ktery plati a < b.

4.2 Booleova algebra podminek

Nyni zpatky k teorii podminénych mnozin. Jak jiz bylo fe¢eno, oborem hodnot
kazdé podminéné mnoziny je BA, nazyvame ji Booleova algebra podminek.

Definice 20 (Booleova algebra podminek)
Booleova algebra podminek je BA, kterd je tiplna a atomicka.

Prestoze podminéné mnoziny (a tedy i BA podminek) jsou obecny néstroj s
moznym vyuzitim i v jinych oblastech [2], v tomto textu se soustiedim na vyuziti
v FCA. Predstavme si formalni kontext ,s otazniky“, jako byl popsan v tvodu
(kromé nul a jednicek se v tabulce mohou vyskytovat otazniky reprezentujici
neznamou informaci 0/1). Ozna¢me n pocet otazniki. Kazdy otaznik piedstavuje
bud hodnotu 0 nebo hodnotu 1, existuje tedy 2" uplnych formélnich kontextt
(bez otazniki), z nichz pouze jediny odpovida skutecnosti.

!Residuované svazy, ve kterych multiplikace takto koinciduje s priisekem, nazyvame Hey-
tingovy algebry.
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Mohlo by se ovSem stét, ze mezi neznamymi hodnotami na pozicich otazniki
existuji néjaké zavislosti. Napriklad: ,, pokud objekt z mé atribut y, pak objekt x’
atribut y jisté nema“ nebo ,objekt x ma atribut y; prave tehdy, kdyz mé alespon
jeden z atributi y, nebo y3“ a tak podobné.

K modelovani formalniho kontextu ,,s otazniky“ lze vyuzit podminénou mno-
zinu I : X XY — L, kde X je mnozina objektd, Y je mnozina atributi a L
je néjaka vhodné sestavend BA podminek. Prvky 0,1 € L pak vyjadiuji upl-
nou informaci (nuldm a jednickdm v puvodni tabulce by tedy odpovidaly prvky
0,1 € L). Otazniky nahradi ostatni prvky z L. Vyhoda tohoto pristupu spociva
v tom, ze pripadné zavislosti mezi neznamymi hodnotami je mozné vyjadrit s
vyuzitim operaci komplementu, priseku a spojeni.

PRIKLAD 21
Mame nasledujici formalni kontext s netiplnou informaci:

I
T2
T3
Ty

a vime, ze mezi neznamymi hodnotami plati nasledujici zavislosti:

»,T1 ma y prave tehdy, kdyz xo 1 3 maji y*,
»T4 ma y prave tehdy, kdyz xq nema y*.

Sestavime BA podminek L, ktera bude mimo jiné obsahovat prvky a, b; tyto
prvky budou reprezentovat nezndmé informace poradé ,zo ma y“ a ,r3 ma y“
Kromé toho by pro tento priklad stacilo pfidat do L prvky 0, 1 a prvky (a A b)
a —(a Ab) = —=a V —b, kterymi bychom mohli reprezentovat neznamé informace
,r1 ma y“ a ,ry ma y“ a zachytit tak dané zavislosti. My ovSsem do L pridame
jesté dalsi relevantni prvky jako —a nebo a <+ b. Celkem bude L obsahovat 16
prvkil a je znazornéna na obrazku 1.

Jiny pohled na L: pfedstavme si (nekonecnou) mnozinu F' vSech formuli vyro-
kové logiky s mnozinou vyrokovych proménnych {a, b} a mnozinou logickych spo-
jek {—, A, V}. Oznacéme F’ rozklad F' podle sémantické ekvivalence. Pak mnozina
F' spole¢né se tfemi operacemi na F’, které provadi logickou negaci, konjunkci
a disjunkci na libovolné zvolenych reprezentantech z danych tiid rozkladu a vraci
tridu rozkladu prislusnou vysledné formuli, tvori BA. Prvku 0 odpovida trida
kontradikci a prvku 1 odpovida trida tautologii. Tato BA bude isomorfni s nasi
BA podminek L.

Formalni kontext namodelovany s pomoci L potom vypada nasledovneé:

Y
r1 | (aAD)
i) a
T3 b
T4 | maV b
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Obrazek 1: BA podminek se dvéma elementarnimi podminkami a a b.

Uvedu jesté jeden priklad, ve kterém opét figuruji zavislosti neznamych hod-
not. Tentokrat ovSsem nejde o zavislosti mezi dvéma hodnotami ve formalnim
kontextu, ale o zavislost mezi hodnotou ve formalnim kontextu a externi infor-
maci mimo formalni kontext. Priklad se tyka dédi¢nosti krevnich skupin.

PRIKLAD 22 (KREVNI SKUPINY)

V nésledujicim formalnim kontextu objekty tvori lidé Anna, Bert a Cyril,
atributy jsou krevni skupiny. Vime, ze Cyril je potomkem Anny a Berta. Anna
ma krevni skupinu A, Bert ma krevni skupinu 0. Cyril svou krevni skupinu nezn4.

A B AB 0
Anna |1 0 0 0
Bert |0 0 0 1
Cyril | 7 72 7 7

Anna mé krevni skupinu A, nevime ovSem, zda od svych rodi¢t zdédila dvé
dominantni alely A, nebo jednu dominantni alelu A a jednu recesivni alelu 0.

13



Coz je skutecnost, ktera ma vliv na krevni skupinu Cyrila. Do BA podminek pro
tento priklad tedy pridame prvek Anna-AA reprezentujici informaci: ,,Anna nese
alely AA“; prvek = Anna-A A pak miizeme prirozené reprezentovat jako informaci:
»Anna nese alely A0“, protoze jind moznost nastat nemuze.

Dalsi neznama skutecnost je tato: zdédil Cyril od Anny levou nebo pravou
alelu? (Levou a pravou rozumime vzhledem k zapisu; tedy nese-li Anna alely A0,
levou myslime alelu A a pravou alelu 0.) Pridame tedy do BA podminek prvek
left, kterym reprezentujeme informaci: ,,Cyril od Anny zdédil levou alelu®.

7 pravidel pro dédéni krevnich skupin vyvodime, ze Cyril miize mit jediné
krevni skupinu A nebo 0:

A B AB 0
Anmna |1 0 0 0
1

?

Bert |0 0 0
Cyril | 7 0 0

S pomoci BA podminek ovsem miuizeme situaci vyjadrit presnéji (pro prehlednost
byly vynechany nulové sloupce odpovidajici krevnim skupindam B a AB):

A 0
Anna 1 0
Bert 0 1
Cyril | (Anna-AA V left) (—Anna-AA N —left)

S pripadnym doplnénim informace, byt tieba jen castecnym, se v této teorii
pracuje prechodem k jiné (mensi) BA podminek. Za timto ucelem se definuji
takzvané reality.

Definice 23 (realita)

At L, K jsou BA podminek. Surjektivni dplny homomorfismus h : L — K
nazyvame realita. Obsahuje-li K pouze dva prvky 0,1 € K, nazveme h totdlni
realitou.

Pro realitu h : L — K a prvek b € L interpretujeme skutecnost h(b) = 1
(h(b) = 0) tak, ze neznama informace, kterou modeluje b, je pravdiva (neprav-
divd) v situaci, kterou modeluje realita h.

Totalni reality tedy modeluji doplnéni vsech neznamych informaci. Booleovy
algebry podminek, které obsahuji pouze prvky 0, 1, budeme oznacovat symbolem
2. Kazdé totélni realité jednoznac¢né odpovida néjaky atom. Presnéji feceno: pro
kazdou totélni realitu h : L — 2 existuje pravé jeden atom a € L tak, ze h(a) = 1
a naopak pro kazdy atom z L existuje pravé jedna takova totalni realita [2].

Podivejme se znovu na BA podminek na obrazku 1. Jak bylo popsdno v
prikladu 21, na jeji prvky mtzeme nahlizet jako na tiidy formuli vyrokové logiky
se dvéma vyrokovymi proménnymi a,b (popisky u jednotlivych uzli odpovidaji
reprezentantim prislusnych t¥id). Pii takové interpretaci koresponduji totélni
reality (atomy) s pravdivostnimi ohodnocenimi vyrokovych proménnych.
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4.3 Podminéna mnozina, podminéna relace

Definice 24 (podminéni mnozina)
Pro BA podminek L a neprazdnou mnozinu X, L-podminénd mnozina A
v X je libovolné zobrazeni A : X — L.

Namisto ,, L-podminénd mnozina“ budu ¢asto psat jen ,podminénd mnozina“,
nebude-li potifeba explicitné zminovat BA podminek L.

S vyuzitim podminénych mnozin lze rozsitit definice riznych matematickych
pojmu tak, aby umoznovaly praci s neuplnou informaci. Netuplnou informaci vzdy
zastupuje néjakd BA podminek L. Takto rozsitené pojmy pak budu oznacovat
jako ., L-podminéné”, pricemz predponu ,,L-“ budu, pro lepsi ¢itelnost, mnohdy
vynechdvat. Pavodni (nerozsitené) pojmy budu oznacovat jako ,nepodminéné*.

Kazdy podminény objekt vétsinou zastupuje hned nékolik nepodminénych
objektt, pricemz kazdy ze zastupovanych nepodminénych objekttt odpovida ji-
nému zuplnéni informace. Naptiklad podminénd mnozina A v X, pro kterou
existuje jediné zy € X takové, ze 0 < A(zg) < 1, zastupuje dvé nepodminéné
mnoziny; v obou z nich lezi pravé ta = € X, pro ktera plati A(z) =1 a v jedné
lezi navic i prvek x.

Kazdy podminény objekt mizeme s kazdym doplnénim informace, tedy
s kazdou realitou, zpresnit (zmensit pocet jim zastupovanych nepodminénych
objekti), takové zpfesnovani nazyvame realizace. Pro podminény objekt X
a realitu h, realizace X podle h je (presnéjsi) podmmeny objekt oznacovany
X", Nésleduje definice realizace podminéné mnoziny.”

Pro vsSechny nasledujici definice az do konce kapitoly uvazujme Booleovy
algebry podminek L, K.

Definice 25 (realizace podminéné mnoziny)
Realizace L-podminéné mnoziny A v X podle reality h : L — K je K-
podminéna mnozina A" v X, kterd pro vSechna x € X spliuje:

Rozsitenim pojmu relace je takzvand podminéna relace. S podminénou relaci
jsme se uz setkali v predchozi podkapitole, kdyz jsme modelovali forméalni kontext
,»S otazniky®, vztahy mezi prvky mnozin X a Y, pomoci podminéné mnoziny v
X xY.

Definice 26 (podminéna relace)
Pro neprazdné mnoziny Xy, ..., X,, L-podminénd relace mezi X,..., X, je
libovolna L-podminéna mnozina v X; X ... x X,,.

2Tuto definici v nasledujici podkapitole jesté zobecnim. Jde o to, ze vhodné rozsitit lze i
defini¢ni obor podminénych mnozin. K tomuto rozsiteni je ovSem potieba nejprve definovat
podminénou rovnost, kterou definuji na konci podkapitoly.
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Podobné jako u klasickych relaci, pokud je v predchozi definici n = 2, mluvime
o binarni podminéné relaci; pokud navic X; = X, tedy pokud jde o podminénou
mnozinu v X2, pak mluvime o bindrni podminéné relaci na X.

Definice 27 (podminéna rovnost)
Binarni L-podminénou relaci ~ na mnoziné X nazveme L-podminénd rov-
nost, jestlize spliuje:

o o~ x =1 (reflexivitu),
o I ATy = 1y ~ 1y (Symetrii),
o (71 & x2) A (29 & 13) < 21 & 3 (tranzitivitu),

o 11 ~ x9 = 1 implikuje z; = x5 (separabilitu).

4.4 Podminéné univerzum

Podminéné mnoziny umoznuji, prostiednictvim prvka BA podminek, vyjadrit
neznamou informaci ohledné prislusnosti prvku univerza do mnoziny. Jinym ty-
pem neznamé informace je potom neznalost toho, zda se dva prvky univerza
rovnaji, nebo jsou odlisné. Aby bylo mozné s podminénymi mnozinami praco-
vat i nad daty s netuplnou informaci ohledné rovnosti prvki, zavadi se takzvana
podminénd univerza.

Definice 28 (podminéné univerzum)
Neprazdnou mnozinu X spolecné s L-podminénou rovnosi ~ na X nazveme
L-podminéné univerzum.

Definice 29 (isomorfismus podminénych univerz)
Dvé L-podminéna univerza (X,~x), (Y,~y) nazveme isomorfni, jestlize
existuje bijektivni zobrazeni f : X — Y, které splnuje:

fla) my f(af) =z mx 2.

Definice 30 (realizace podminéného univerza)

Realizace L-podminéného univerza (X,~x) podle reality h : L — K je
surjektivni zobrazeni f : X — Y, kde Y je nosna mnozina néjakého K-podmi-
néného univerza (Y, ~y ), pricemz plati:

fo) my f(2') = h(z =~x ).

D4 se ukazat, Ze realizace podminéného univerza je jednoznacné urcena reali-
tou. Presnéji feceno: pro dvé realizace f; : X — Y, fo : X — Y5 L-podminéného
univerza (X,~x) podle reality h : L — K plati, ze piislusnd K-podminénd

3

univerza (Y7, ~y, ), (Y2, ~y,) jsou isomorfni [2].
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Nyni uvazujme L-podminéné univerzum (X,~x) a realitu h : L — K.
Ozna¢me ~! relaci ekvivalence na X danou takto: z ~!' 2’ pravé tehdy, kdyZ
h(z ~x 2') = 1. Déle ozna¢me X \x1 rozklad mnoZiny X podle ~'. Pak zobra-
zeni f: X — X\a1, které kazdému prvku x € X pfitazuje jeho tfidu rozkladu
[x]~1 € X\ a1, je realizaci (X, xx) podle h. Prislusné K-podminéné univerzum je
pak tvaru (X\~1,~%), kde K-podminénd rovnost ~% pro viechny t¥idy rozkladu
(7)1, [7]x1 € X\ spliiyje [z]ar &% [2/]x1 = h(z =x 2') [2]. Takto definované
zobrazeni vzdy existuje pro libovolné L-podminéné univerzum a libovolnou rea-
litu h: L — K.

Na zéakladé predchozich tvah, kdykoliv bude v tomto textu fe¢ o realizaci
L-podminéného univerza (X, ~yx) podle reality h : L — K, budeme predpokla-
dat, ze mame k dispozici néjakou realizaci f : X — Y L-podminéného univerza
(X, ~x) podle h, pri¢emz samotné zobrazeni f ¢asto nebudeme bliZe specifikovat;
neni to potieba, protoze vSechna z nich by ve vysledku urcovala (az na isomor-
fismus) stejnd K-podminénd univerza. Realizaci (X,~x) podle h : L — K pak
budeme nazyvat samotné K-podminéné univerzum (Y, ~y ), které budeme znacit
takto (X", ~%). Obraz f(x) prvku x € X budeme znacit (z)" nebo jen z".

Definice 31 (sou¢in podminénych univerz)

Pro L-podminéna univerza (X, ~xx), (Y, ~y) definujeme soucin L-podmine-
nych univerz (X,~x) x (Y,~y) jako mnozinu X X Y spolu s L-podminénou
rovnosti & xyy, ktera je dana takto:

(z,y) mxxy (@ y) = (x=x ') A (y =y V).

Sou¢in L-podminénych univerz je L-podminéné univerzum [2]. V predchozi
podkapitole jsme podminéné mnoziny definovali jako zobrazeni z klasické mno-
ziny do néjaké BA podminek. U kazdé klasické mnoziny ovsem vzdy predpokla-
dame tplnou znalost ohledné rovnosti prvkii. Dalo by se tict, ze ke kazdé klasické
mnoziné X vzdy implicitné uvazujeme i relaci identity id na X . Na dvojici (X, id)
muzeme nahlizet jako na specidlni typ podminéného univerza, ve kterém pod-
minéna rovnost koinciduje s identitou. Odted budeme u L-podminénych mnozin
jakozto defini¢ni obory pripoustét obecna L-podminéna univerza. Nasleduje avi-
zované zobecnéni definice realizace podminéné mnoziny.

Definice 32 (realizace podminéné mnoziny)
Realizace L-podminéné mnozZiny A v (X,~) podle reality h : L — K je
K-podminéna mnoZina A" v (X" a"), ktera pro viechna z" € X" spliuje:
A"y =/ h(A@@)).
z'eX:
(@) ="

Diilezitym pojmem, ktery se tykd podminénych mnozin v podminénych uni-
verzech, je extensionalita, nebo-li kompatibilita s podminénou rovnosti.
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Definice 33 (extensionalita)
L-podminénou mnozinu A v (X, a) nazveme extensiondlni, nebo taky kom-
patibilni s =, jestlize splnuje:

A(z) A (z = ') < A(2). (1)
L-podminénou relaci R mezi L-podminénymi univerzy (Xi,~x,),. .., (X, ~x,),
kterd je extensiondlni L-podminénou mnozinou v (Xi,~yx,) X ... X (X,,~x,),

tedy ktera spliuje:
Rz, ..., x0) A (21 =x, T)) Ao A (2, =x, 7)) < R(2,...,2)),
také nazveme extensiondlni, ¢i kompatibilni s ~x,,...,~x,.

Podminku (1) muzeme prepsat nasledovné:

Alz) A (x = 2') < A()),
(x =~ 2') < A(x) = A(z") (adjunkee),
(x = 2') < A(2') — A(z) (symetrie =),
(x = 2') < (A(z) = A(2")) A (A(2)) = A(x)),
(o 2') < Alx) & A(),

pficemz posledni vyraz (z ~ z’) < A(z) <> A(2") muzeme ¢ist takto: pokud jsou
si prvky x a 2’ podobné, pak jsou si podobné i podminky, za kterych tyto prvky
patti do podminéné mnoziny A.

Pro libovolnou podminénou mnozinu A v (X, =) a libovolnou realitu h plati,
7e je-li A extensionalni, pak jeji realizace A" podle h splituje [2]:

4.5 Podminéna FCA

V predchozich podkapitolach byla fe¢ o formalnim kontextu ,s otazniky“ a na
prikladech byl demonstrovan zptisob, jakym lze otazniky s vyhodou nahradit
prvky vhodné zvolené BA. K vyjadreni neznamé informace o vztahu mezi ob-
jekty a atributy (a pripadnému zaznamendani zavislosti mezi takovymi vztahy)
se vyuzivala podminéna relace.

Dale byl uveden jiny typ neznamé informace, totiz neznalost ohledné rovnosti
prvkil univerza, a bylo predstaveno podminéné univerzum jakozto néastroj pro
praci nad daty s neuplnou informaci tohoto typu. Kromé toho byla uvedena
extensionalita, podminka na podminéné mnoziny (nebo podminéné relace), kterd
zarucuje urcitou jejich kompatibilitu s podminénymi univerzy.

V této podkapitole predstavime rozsiteni definic zakladnich pojmt z FCA pro
praci nad daty s netplnou informaci obou zminénych typt. Vznikne tak varianta
FCA, kterou budu oznacovat jako podminéna FCA.
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Definice 34 (podminény kontext)
L-podminény kontext je trojice ((X,~x), (Y,~y),I), kde (X,~x) a (Y,~y)
jsou L-podminéné univerza a [ je extensionalni L-podminéna relace mezi (X, ~

(Y7 NY)‘

x)

Nebude-li potfeba zminovat podminéné rovnosti ~x, ~y, budeme podminény
kontext ((X,~x), (Y,~y), ) zkrdcen¢ zapisovat takto (X,Y,I).

7 extensionality libovolné podminéné mnoziny A plyne, 7e i jeji realizace A"
podle libovolné reality h bude extensiondlni [2]. Specidlné tedy, zrealizujeme-li
vSechny slozky libovolného podminéného kontextu ((X,~x), (Y, ~y), 1) podle
reality h, pak vyslednd trojice ((X", ~%), (Y %), I") bude opét tvofit podmi-
nény kontext, protoze I" zlistane extensionalni.

Definice 35 (realizace podminéného kontextu)
Realizace L-podminéného kontextu ((X,~x),(Y,~y),I) podle reality
h:L — K je K-podminény kontext ((X" k), (Yh, ~8) I").

Opét, nebude-li potieba zmitiovat podminéné rovnosti ~% , ~% budeme reali-
zaci (X", =), (Yh, ~h), I") podminéného kontextu ((X,~x), (Y, =y ), I) podle
reality h zkracené zapisovat takto (X" Y, I").

Stejné jako u kazdého jiného podminéného objektu, zrealizujeme-li L-pod-
minény kontext (X,Y,I) podle néjaké totalni reality h : L — 2, zuplnime tim
veskeré informace v (X,Y,I) a na (X" Y" I") pak mtzeme nahliZet jako na
(nepodminény) formalni kontext.

Pro nésledujici definice uvazujme L-podminény kontext (X, Y, I).

Definice 36 (podminény koncept)

Pro extensiondlni L-podminéné mnoziny A v (X,~x), B v (Y,~y) dvo-
jici (A, B) nazveme L-podminény koncept v (X, Y, I), jestlize pro kazdou totalni
realitu h : L — 2 plati, ze (A", B") je formalni koncept v (X", Y I"). Podmi-
néné mnoziny A, B pak nazveme poradé extent a intent podminéného konceptu

(A, B).

Definice 37 (realizace podminéného konceptu)
Realizace L-podminéného konceptu (A, B) v (X,Y,I) podle reality
h: L — K je K-podminény koncept (A" B") v (X", Y IM).

Definice 38 (podminéné indukované operatory 1, |)
Pro libovolné L-podminéné mnoziny A v (X,~x), B v (Y,~y) definujeme
L-podminéné mnoziny A" v (Y, ~y), Bt v (X, ~x) nasledovné:

= A\ A(z) = I(z,y),

zeX

= A\ B(y) — I(z,y).

yey
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Pro libovolné extensionalni podminéné mnoziny A v (X,~x), B v (Y, ~y)
plati, ze dvojice (A, B) tvoii podminény koncept v (X,Y,I) pravé tehdy, kdyz
A'=BaB'=A2.

Definice 39
Definujeme bindrni L-podminéné relace < a ~ na B*(X,Y,I) pro vsechny
L-podminéné koncepty (A, B), (C, D) € B*(X,Y, I) nasledovné:

(4,B) 2 (C,D) = \ Ax) = C(x) (= A\ Dy) — B(y)),

zeX yey

(4, B) = (C,D) = (A4, B) = (C, D)) AN((C, D) 2 (4, B)).

Pro mnozinu podminénych koncepti V' C B*(X,Y,I) a realitu A budeme
ozna¢enim V" minit mnozinu realizaci viech podminénych konceptit z V podle
reality h, tedy:

Vh={(A" B") | (A,B) e V}.

Definice 40 (podminény konceptudlni svaz)

Libovolnou mnozinu B C B*(X,Y,I) L-podminénych konceptu v (X,Y,I)
spolu s L-podminénou relaci < nazveme L-podminény konceptualni svaz, jestlize
pro libovolnou totalni realitu h : L — 2 plati, ze B" spolu s <" tvoi{ konceptudlni
svaz v (X" Y Ih).

PRIKLAD 41

Ozna¢me L BA podminek z obrazku 1 a uvazujme L-podminénd univerza
(X = {x1, 2}, =x), (Y = {y1,92},~y), kde =y odpovida obycejné identité
(tedy plati: y; =y y2 = 0) a pro ~x plati: x; =x x5 = a.

Déle uvazujme nésledujici L-podminény kontext (X, Y, I):

hn Y2
I O b
To | a aAb

Existuji ¢tyti totalni reality typu L — 2, oznacme je hy, ho, hg a hy. V kazdé
z téchto totalnich realit je pravdivy prave jeden atom z L; feknéme, ze plati:

hl(a A b) = 1, hg(CL A _\b) = 1, hg(_\a VAN b) = 1, h4(—|a A _|b) =1.

Na obrazku 2 jsou znazornény konceptudlni svazy B(X", Y ") pro kazdou
totalni realitu h;. Na obrazku 3 jsou potom znazornény dva vybrané podminéné
konceptudlni svazy B!, B> C B*(X,Y,I). Ctenai si mize snadno ovéfit, Ze jde
opravdu o podminéné konceptudlni svazy, tedy ze pro kazdou totédlni realitu h;
plati: (B!)h = B(X" Yhi [h) = (B?)h:.

Ve zbytku kapitoly uvedu vétu, na kterou se budu ¢asto odvolavat v nasledu-

jici kapitole. Jednd se o dusledek jednoho z vysledku z [2] (Theorem 11, strana
26), zde se ale omezujeme na konecné BA podminek.
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({z}. {y5'})

(0, {y1 ’?/2 ‘1)

({ffl >1723} 0)
({=1°}, {w5°}) {25}, i)

(0, {y1 »?/2 °H

Obrazek 2: Konceptualni svazy prislusné realizacim podmineneho kontextu
(X,Y, 1) z piikladu 41 podle vSech totélnich realit. Prvky ot = 25t a 22 = 2h2
jsou oznaceny x. Nahote vlevo: B(X™M Y™ [") nahote vpravo: B(Xh2 Y2 [h2)
dole velvo: B(X"s Y3 [") dole vpravo: B(Xha, Y [h4),

Uvazujme koneénou BA podminek L a L-podminény kontext (X,Y,I). Pro-
toze L je konec¢na, obsahuje konecny pocet atom, a tedy existuje i konec¢ny pocet
totalnich realit hq,...h, : L — 2. Ozna¢me a; € L atom prislusny totalni realité
h; (tedy hi(a;) =1 a hi(aj) = 0 pro vSechna j # 7). Dale ozna¢me B! x ... x B"
kartézsky soucin viech konceptualnich svaztt B(X" Y ") proi € {1,...,n},
tedy:

B'x ... xB"=B(X" YY" ") x .. . xB(X" Y ')

Formaln{ koncepty z konceptudlniho svazu B(X" Y [") budeme oznacovat
C?, kde hornf index ¢ € {1,...,n} odkazuje k totdln{ realité h; a dolni index
j€{0,...,m—1} prom = |B(X"i Y [")| rozlifuje mezi jednotlivymi formél-
nimi koncepty v tomto konceptudlnim svazu, pricemz C} bude vzdy oznacovat
nejmens{ formaln{ koncept v B(X" Y™ ["). Extent a intent forméalniho kon-
ceptu C} € B(X", Y7, I") budeme oznacovat Ext(C}) a Int(C)).

Véta 42

MnoZina B' x ... x B" je ve vzdjemné jednoznacném vztahu s mmnoZinou
B*(X,Y,I) vsech podminénych koncepti v (X,Y,I). Prislusné bijektivni zobra-
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zend f: B' x ... x B" — B*(X,Y, I) pritazuje n-ticim (C;,...,CI ) formdlnich
koncepti podminéné koncepty f(CL,...,C" ) = (A, B) € B*(X,Y,I), pro které

plati:
Alz)= '\  a,
xEE:vt(iji)
B(y) = \/ @;.
yGInt(C’jcz,)
Navic pro kaZdou totdlni realitu h; a kaZdou n-tici (C} ... ,C2 ) formdlnich

koncepti plati:

(f(Cy,,...,Cp N =Ci
D3 | D}
Dy Dy 1 D} D3
D} i D?
Dy = (0, {y1,2}) - D8 =0, {u1,e})
D} = ({™/x2},{y1," /y2}) - D= ({"/wa} o Ju})
Dy = ({*/z1," fa2} {7 yr.y2}) 1 D3 = ({7 fay, 70 [} {0 /1, Jy})
D} = ({1, @2}, {*"*/2}) " D = ({wn, 22}, {*"/y2})

Obrazek 3: Podminéné konceptudlni svazy B! (vlevo) a B? (vpravo) piislusné
podminénému kontextu (X,Y,I) z piikladu 41. Na obrazcich jsou podminéné
koncepty uspofddany relaci <!, pro kterou plati: C <! D pravé tehdy, kdyz
C < D = 1. Podminéné mnoziny odpovidajici extentim a intentim jsou dany
vyctem prvku podobné, jako se zapisuji fuzzy mnoziny (podminka nad lomitkem
odpovida podmince, za které prislusny objekt nebo atribut patii do mnoziny).

5 AD formule v podminéné FCA

V této posledni kapitole jsou shrnuty vsSechny vysledky, ke kterym jsem dosel
pri snaze o implementaci AD formuli v podminéné FCA. Omezil jsem se pritom
na koneéné BA podminek; nékteré vysledky nicméné predpoklad konec¢nosti BA
podminek nevyzaduji, konkrétné jsou to ty vysledky, ve kterych se neodvolavam
na Vétu 42. Az do konce textu tedy uvazujme konecnou BA podminek L a L-
podminény kontext (X,Y, ).
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Definice 43 (AD formule)
AD formule nad L-podminénym univerzem (Y, ~y) je vyraz tvaru

AC B,

kde A a B jsou podmnoziny mnoziny Y.

AD formulemi v podminéné FCA tedy rozumime stejné vyrazy jako v klasické
FCA, jedniny rozdil spoc¢iva v tom, ze nyni jde o mnoziny atributi z podminéného
univerza; pripoustime tedy moznost netiplné informace ohledné rovnosti atribut.
Proto je potieba zavést realizaci AD formule.

Definice 44 (realizace AD formule)
Realizace AD formule ¢ = {yi,...,y;} T {yk,...,y} nad (Y,~y) podle
reality h: L — K je AD formule ¢" = {y/, ...y} T {y,...,y!'} nad (Y =}).

Definice 45

Rekneme, Ze L-podminény koncept (A, B) v (X,Y, I) spliiuje AD formuli ¢
nad (Y,~y), znaceno (A, B) = ¢, jestlize pro kazdou totélni realitu h : L —
2 plati (A" B") | ¢". Déle uvazujme mnozinu 7' AD formuli nad (Y,~y).
Rekneme, 7e (A, B) splituje T, znac¢no (A, B) |= T, jestlize (A, B) spliiuje viechny
AD formule z T

Definice 46 (omezeny podminény konceptudlni svaz)
Pro L-podminény konceptudlni svaz B C B*(X,Y,I) a mnozinu 7" AD for-
muli nad (Y, ~y) nazveme mnozinu

Br = {(4,B) € B[ (A, B) =T}

L-podminény konceptudini svaz B omezeny mnozinou T'.

5.1 Stabilni podminéné konceptualni svazy

Podminéna FCA nabizi uzivateli moznost volby podminéného konceptualniho
svazu. Pro rizné potireby uzivatele mohou byt vhodné rtizné podminéné koncep-
tualni svazy, které se odlisuji tim, jak dobre zachovavaji vlastnosti prislusnych
konceptudlnich svazu v jednotlivych totalnich realitdch. Napiiklad v ¢lanku [2]
se definuje takzvana supremum kompatibilita: L-podminény konceptudlni svaz
B C B*(X,Y,I) nazveme supremum kompatibilni, jestlize pro kazdé W C B
a pro kazdou totdlni realitu h : L — 2 plati (V W) =\ Wh.

V této podkapitole definuju vlastnost podminénych konceptualnich svazi,
kterou pro mnozinu 7" AD formuli nazyvam T-stabilita. Tato vlastnost se ukazala
byt klicovou pti pouzivani AD formuli v podminéné FCA.

Pro mnozinu 7" AD formuli nad L-podminénym univerzem a realitu b : L — K
budeme oznacenim T" minit mnoZinu realizaci vech AD formuli z T podle reality
h, tedy:

™ ={¢"|peT}
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Véta 47
Pro kazdy L-podminény konceptudlni svaz B C B*(X,Y, I), kaZdou mnoZinu
T AD formuli nad (Y,=y) a kaZdou totdlni realitu h : L — 2 plati:

(Br)" C Bpa (X", Y", 1. (2)

Diikaz

Pro D" € (By)" plati D" € B" = B(X" Y" I"). Stadi tedy ukézat, Ze
D" =T" To plyne z D" € (Br)", protoze pak D |= T, coz znamend, 7e
D" = T" pro libovolné h' : L — 2, specialné tedy D" = T". O

Opacnd inkluze v (2) obecné neplati. Jako protiptiklad vezméme podminény
konceptudlni svaz B! z prikladu 41 a uvazujme T' = {y, C y; }. P¥i realizaci podle
totalni reality hg plati:

(B})" 2 Bpns (X7, Y2, 1),

Viimnéme si, ze pro podminény konceptudlni svaz B? ze stejného piikladu,
stejnou mnozinu 7" a libovolnou totalni realitu h; plati:

(BF)" = By, (X", Y7 1),

Definice 48 (stabilni podminény konceptudlni svaz)
L-podminény konceptudlni svaz B C B*(X, Y, I), ktery pro danou mnozinu
T AD formuli nad (Y, ~y) a pro kazdou totalni realitu h : L — 2 spliuje:

(Br)" = Bpn (X", Y™ 1M,
nazveme 1'-stabilni.

Neni-li potfeba mnozinu 7" AD formuli explicitné zminovat, budu namisto
,-stabilni® psat jen ,stabilni‘.

Stabilita je témér nezbytna vlastnost podminéného konceptualniho svazu,
ktery ma byt omezovan AD formulemi. Jediné T-stabilni podminéné konceptu-
alni svazy totiz po omezeni AD formulemi z mnoziny 7' zaruc¢ené obsahuji podmi-
nény koncept pro kazdy formalni koncept ve vsech prislusnych omezenych kon-
ceptudlnich svazech. Pti volbé nestabilniho podminéného konceptuélniho svazu B
tak uzivatel vzdy podstupuje riziko, ze néjaky potencialné dilezity formélni kon-
cept nebude v B po omezeni AD formulemi reprezentovan zadnym podminénym
konceptem.

Véta 49

B*(X,Y,I) je T-stabilni L-podminény konceptudlni svaz pro libovolnou mno-
Zinu T AD formuli nad (Y, ~y).
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Diikaz

Oznac¢me B*(X,Y,I) = B*. To, ze B* je L-podminény konceptudlni svaz,
bylo ukazano v [2] (Theorem 10, strana 26). Zde ukazu, ze je stabilni. Uvazujme
libovolnou mnozinu 7" AD formuli nad (Y, ~y ). Staci ukazat, ze pro libovolnou
totalni realitu h; : L — 2 plati:

(B})hz 2 BThi (Xhiv Yhiv Ihi)v

protoze opacnd inkluze plati vzdy (Véta 47).

At tedy C?je formélni koncept z Byn, (X hi y'hi [hi), Podle Véty 42 mtizeme
vSechny podminéné koncepty z B* charakterizovat n-ticemi formalnich koncepti
(CL,....,C2)e B x...x B" Uvazme n-tici:

r17 "
_ 1 i—1 7 i+1 n
C=(Ch,...,Ci7Y Gl Gt Cp),

kde CJ oznacuje vidy ten nejmensi formélni koncept v B(X" Yhi I"), a pii-
slugny podminény koncept v B* oznac¢me f(C).
Pro kazdy formélni koncept ng z C plati Og;j = Th (CL Th plati
z predpokladu, viechny ostatni jisté spliiuji libovolnou T). Pak plati f(C) =T
a tedy f(C) € B}. Podle Véty 42 pak (f(C))" = CL e (B})".
]

5.1.1 Dolni hranice pro pocet prvku stabilnich podminénych koncep-
tualnich svaza

Oznaéme B' = B(X" Yhi [h). 7 Véty 42 plyne |B*(X,Y,I)| = |B* x ... x B[,
horni hranice pro pocet prvki libovolného L-podminéného konceptualniho svazu
B C B*(X,Y, ) je tedy rovna souc¢inu mohutnosti || konceptudlnich svazi B’
pro vsechny totalni reality h; : L — 2.

Co se tyée dolni hranice, B musi pro vsechna h; spliovat B* = B, B tak
musi obsahovat prinejmensim stejny pocet prvki, jako ma nejvice pocetny kon-
ceptudlni svaz B’ (pro kazdé C’; € B musi existovat alesponi jedno D € B takové,
ze DM = C;) Celkové tedy pro obecny podminény konceptualni svaz B plati:

max(|B']) < |B| < |B' x ... x B"|.
1
V této podkapitole zpresnim dolni hranici pro podminéné konceptualni svazy,

které jsou T-stabilni pro danou mnozinu AD formuli 7" (Véta 51). Nejprve uvedu
jedno pomocné lemma.

Lemma 50
Pro kazdy L-podminény konceptudlni svaz B C B*(X,Y, 1), kaZdou mnoZinu
T AD formuli nad (Y,~y) a kaZdou totdlni realitu h; : L — 2 plati:

B\ B, | < B\ Br.
Je-li B T-stabilni, pak navic plati:
|B;“hz

< [Br|.
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Diikaz

Pro kazdé Ci € (B'\B..,) existuje alespoii jedno D € B takové, ze D" = Ci.
Protoze C} nespliuje T" (C? ¢ Bi.,), plati, Ze ani z4dné z takovych D nespliuje
T, a tak vSechna takova D lezi v (B \ By). Jinymi slovy: pro kazdy formalni
koncept z (B'\ Bl.,) existuje alespon jeden podminény koncept v (B \ Br).

Kdyby platilo [By| < [BZ.,]|, existovalo by C} € B, pro které neexistuje
D € By takové, ze D" = Ci. Platilo by tedy (Br)" 2BL,,, coz znamend, ze B
by nebyl T-stabilni. O]

Véta 51
AtT je mnozina AD formuli nad (Y, =y ). Pro libovolny T-stabilni podminény
konceptudlni svaz B C B*(X,Y, ) plati:

max(|Bp., |) + max(|B8"\ By, |) < [B|.
Dukaz

Predpokladejme, ze B C B*(X,Y, ) je T-stabilni podminény konceptualni
svaz a pritom plati:

B = [Br| + |B\ Br| < max(| B,

) + max(|B'\ By,

)- (3)

Protoze B je T-stabilni, plati, podle Lemmatu 50, |B%,,| < |Br| pro vSechna
i, tedy i pro to i, pro které nastavd ono maximum. Nerovnost (3) tak muzeme
prepsat nasledovné:

).

To ovSem znamend, Ze existuje i takové, ze B\ Br| < |B"\ BL,| a to je, opét
podle Lemmatu 50, spor s tim, ze B je podminény konceptualni svaz. O

B\ Br| < mzax(|Bi \ BiThi

5.1.2 Algoritmus STABILIZE

V této podkapitole uvedu pseudokdd algoritmu, ktery k danému podminénému
konceptualnimu svazu B C B*(X, Y, I') a dané mnoziné T' AD formuli nad (Y, ~y)
sestavi T-stabilni podminény konceptualni svaz B’ O B, pricemz pocet prvku
vysledného B’ bude nanejvys dvojnasobny oproti poc¢tu prvku B.

V' naésledujicich pseudokdédech oznac¢uje H mnozinu vsech totélnich realit
hi,...,h,: L — 2 a a; oznacuje atom z L prislusny totalni realité h,;.

Algoritmus STABILIZE
Vstupem je L-podminény konceptudlni svaz B C B*(X,Y,I) a mnozina T" AD
formuli nad (Y, ~y)

1. B« B
2. pro vSechna D € B opakuj

(a) H' « {he H|D"=T"
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(b) jestlize H' = () nebo H' = H, pak
i. prejdi na dalsi D
(c) jinak
i. D' < STABILIZE-CONCEPT(D, H')
ii. B« B U{D'}
3. vrat B’

Algoritmus STABILIZE-CONCEPT
Vstupem je L-podminény koncept D € B*(X,Y, ) a mnozina realit H' C H

1. alokuj pole pro n prvka a uloz jej do proménné N
2. pro i < 0 do n — 1 opakuj
(a) jestlize h;y1 € H', pak
i. N[i] + Dhi+
(b) jinak
L. N[i] = ((Yhier)¥, Yhier)
3. sestav podminéné mnoziny A v X, B v Y nalsedovné
(a) A(z) < V{a; | v € Ext(N][i])}
(b) B(y) + Vi{a; | y € Int(N[i])}
4. vrat (A, B)

Algoritmus je zaloZzeny na nasledujicim pozorovani. Je-li dany L-podminé-
ny konceptudlni svaz B C B*(X,Y,I) vu¢i dané mnoziné 7" AD formuli nad
(Y, ~y) nestabilni, pak existuje L-podminény koncept D € B a totélni reality

hi,h; : L — 2 tak, Ze plati:

D" |= T a piitom D" AT

Pokud pak pro kazdé takové D priddme do B L-podminény koncept D', ktery

pro kaZzdou totdln{ realitu h : L — 2, pro kterou plati D" |= T™ spliiuje:
D' =T a (D)= D"

pak B bude T-stabilni. Spravnost algoritmu plyne z tohoto pozorovani
a z Véty 42.
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5.2 Zobecnéni vysledku z klasické FCA

V posledni kapitole uvddim varianty nékterych vysledkia z klasické FCA (kon-
krétné Vet 11, 12, 13 a 14) v podminéné FCA za predpokladu, ze uzivatel pouzije
stabilni podminény konceptualni svaz.

Po zbytek kapitoly uvazujme mnozinu 7' AD formuli nad (Y, ~y ) a T-stabilni
L-podminény konceptudlni svaz B C B*(X, Y, I).

Véta 52
Pro kaZdou totdlni realitu h : L — 2 je (Br)" 2dola omezeny.

Dikaz
Pro kazdou totélni realitu h : L — 2 plati (By)" = By (X", V", 1), coz je
zdola omezena mnozina pro libovolné 7" podle Véty 11. O

V nésledujicim lemmatu oznacuje X' podminénou mnoZinu v (Y, ~y) (kde X
chapeme jako podminénou mnozinu v (X,~y)). Dale pro B = {y;,...,y;} C Y
a realitu h : L — K ozna¢uje B" mnozinu {y?, ... ,yé‘}

Lemma 53
Pokud T neobsahuje AD formuli A T B, takovou, Ze pro néjaké y € A plati:

X'y) >V X'y, (4)
y'eB
pak pro kaZdou totdlni realitu h : L — 2 a kaZdou AD formuli A’ C B € T platt,

Ze neexistuje y" € (A" takové, Ze:

y" e (XM a zdroveri (y)" ¢ (XM pro kazdé ()" € (B)". (5)

Diikaz
Kdyby existovala totalni realita h : L — 2, AD formule A" C B' € T
a y" € (A" tak, 7e plati (5), platilo by:
WX () =1>0="n(\ X'(y)),
y'eB

a tedy A’ C B’ by spliovala (4). O

Véta 54
Pokud T neobsahuje AD formuli A T B, pro kterou plati (4), pak pro kaZdou
totdini realitu h : L — 2 plati, Ze (Br)" je shora omezeny.

Diikaz

Pro kazdou totalni realitu h : L — 2 mnozina 7" podle Lemmatu 53 neobsa-
huje AD formuli A* C B", pro kterou by platilo, ze A" obsahuje néjaky atribut
sdileny vSemi objekty a zaroveni v B" Zadny takovy atribut nelezi, a tak podle
Véty 12 je Bpn (X", Y I") = (By)" shora omezeny. O
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Véta 55

Pokud jsou vsechny AD formule z T tvaru {y} C {y'} pro néjakd y,y' €Y,
pak pro kazdou totdini realitu h : L — 2 plati, Ze (By)" je dpiny svaz, ktery je
navic \/-podsvazem mnoZiny B(X", Y I).

Diikaz
Pro kazdou totalni realitu h : L — 2 bude T" obsahovat pouze AD formule

tvaru {y"} C {(')"}, a tak podle Véty 13 bude pozadované vlastnosti spliiovat
By (X", Y, IM) = (B ). O

V nasledujicim lemmatu je fe¢ o disjunktnich atributech. V podminéném kon-
textu (X, Y, I) atributy y, ¥’ € Y nazyvam disjunktni, kdyz pro vsechna z € X
plati I(xz,y) A1(x,y’") = 0. V nepodminéném formalnim kontextu (X', Y’ I") pak
atributy y, v’ € Y/ nazyvam disjunktni, kdyz neexistuje objekt z € X, pro ktery
by platilo (z,y) € I' a zaroven (z,y’) € I

Lemma 56
Pro disjunktni atributy vy, y' € Y a kaZdou totdlni realitu h : L — 2 plati, Ze
i atributy y", (y')" € Y jsou disjunktni.

Diikaz

Predpokladejme, ze y, y’ € Y jsou disjunktni a pritom existuje totalni realita
h L — 2, podle které y ()" € Y" disjunktni nejsou. Pak tedy existuje
zh e XN takove ze I"(zh h) = I"(z", (y)") = 1. ProtoZe I je extensiondlni,
plati I"(z",y") = h(I(x, )), I"(z", (y)*) = h(I(x,y')). Dale protoze y, ¥ € Y
jsou dlsJunktnl plati I(x y) AN I(z,y') = 0. Pak ale

h(I(z,y)) NR(I(z,y') = TA1#0=h(0) = h(I(z,y) N (2,y))
a to je spor s tim, ze h je homomorfismus BA. O

Véta 57
Pokud T obsahuje pro kazdou dvojici disjunktnich atributi y, vy € Y
AD formuli A C B, pro kterou plati bud:

y € A, vy € B a viechny atributy z B jsou disjunktni, nebo (6)
y € A, y € B a vSechny atributy z B jsou disjunktni, (7)

pak pro kazdou totdlni realitu h : L — 2 plati, Ze (Br)" je strom.

Diikaz

Pro kazdou totalni realitu h : L — 2 a kazdou dvojici nedisjunktnich atributt
y", ()" € Y bude T" obsahovat AD formuli, ktera spliiuje (6) nebo (7). Plyne to
z Lemmatu 56: disjunktnost atributii na pravych stranach AD formuli zistane
po realizaci zachovana a kromé toho nemiize existovat dvojice nedisjunktnich
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atributt ", (v')* € Y, které by pred realizaci byly disjunktni, a tak zddand AD
formule opravdu existuje pro kazdou takovou dvojici. A tak podle Véty 14 bude
Brn (XM, YR M) = (By)" strom. O
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Zavér

Formalni konceptualni analyza ve své zdkladni podobé obnasi problém, kterym
je potencialné obrovska velikost konceptualniho svazu. Tento problém lze Tesit
naptiklad za pomoci AD formuli. Dal$im problémem, se kterym se uzivatel FCA
(a nejen uzivatel FCA) muze potykat, je netplnost dat; tu je pak v nékterych
pripadech mozné tesit prechodem k podminéné varianté FCA.

Prace méla za cil implementovat AD formule v podminéné FCA. Prestoze
definice zakladnich pojmt je pfimocara, vyvstal pfi implementaci zajimavy pro-
blém: nékteré podminéné konceptualni svazy, které by za jinych okolnosti mohly
byt bez problému pouzity, jsou naprosto nevhodné, mé-li uzivatel v planu je ome-
zovat AD formulemi. Stabilita, ona vlastnost, kterda v tomto smyslu rozlisuje mezi
vhodnymi a nevhodnymi podminénymi konceptualnimi svazy, je jasné definova-
telnd. Existuje algoritmus, ktery libovolny podminény konceptualni svaz ucini
stabilnim vi¢i dané mnoziné AD formuli a nijak zdsadné pritom nenavysi po-
¢et jeho prvki. Navic lze za predpokladu stability podminéného konceptualniho
svazu lehce zobecnit a vyuzivat nékteré dulezité vysledky z teorie AD formuli v
klasické varianté FCA.
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Conclusions

Formal concept analysis in its basic form involves a problem, which is the poten-
tially enormous size of the concept lattice. This problem can be addressed, for
instance, by usage of AD formulas. Another issue that FCA users (and not only
FCA users) may encounter is the incompleteness of data; that may be, in some
cases, resolved by transitioning to the conditional variant of FCA.

The goal of the work was to implement AD formulas in conditional FCA.
Although the basic definitions are straightforward, an interesting problem arose
during implementation: some conditional concept lattices, which could be easily
used under different circumstances, are entirely unsuitable if the user plans to
restrict them by AD formulas. Stability, the property that distinguishes between
suitable and unsuitable conditional concept lattices in this sense, is precisely
definable. An algorithm exists that makes any conditional concept lattice stable
with respect to a given set of AD formulas, without significantly increasing its
number of elements. Moreover, assuming the stability of the conditional concept
lattice, it is easy to generalize and utilize some important results from the theory
of AD formulas in the basic form of FCA.
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A Obsah elektronickych dat

text/
Adresar s textem prace ve formatu PDF, vytvoreny s pouzitim zavazného
stylu KI PTF UP v Olomouci pro zavérecné prace, a ZIP archiv se vsemi sou-
bory potrebnymi pro bezproblémové vygenerovani PDF dokumentu textu.
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