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Anotace 

AD formule jsou užitečným nástrojem při analýze binárních dat metodou for
mální konceptuálni analýzy (FCA). Podmíněná FCA je potom varianta FCA, 
kterou lze použít při neúplnosti vstupních dat. Tato práce poskytuje úvod jak do 
teorie AD formulí, tak i úvod do teorie podmíněné FCA, a jsou zde prezentovány 
nové výsledky související s implementací AD formulí v podmíněné FCA. 

Synopsis 

AD formulas are a useful tool when conducting the analysis of binary data through 
the method of formal concept analysis (FCA). Conditional FCA is a variant of 
FCA that can be used when the input data are incomplete. This work provides 
an introduction to both the theory of AD formulas and the theory of conditional 
FCA, and presents new results related to the implementation of AD formulas in 
conditional FCA. 

K l í č o v á slova: Formální konceptuá ln i ana lýza ( F C A ) ; A D formule; neúp lná 
informace; p o d m í n ě n á množina; p o d m í n ě n á F C A 

Keywords: Formal concept analysis ( F C A ) ; A D formula; incomplete information; 
conditional set; conditional F C A 
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1 Úvod 
Formální konceptuá ln i analýza, zkráceně F C A , je metoda analýzy tabulkových 
binárních dat. Taková data lze přirozeně interpretovat jako vztah mezi objekty, 
k t e rým odpovídaj í ř ádky tabulky, a atributy, k t e r ý m odpovídaj í sloupce. Jednot
livé hodnoty v tabulce, řekněme jedničky a nuly, potom rozlišují, zda objekt na 
př ís lušném ř ádku m á (hodnota 1) nebo n e m á (hodnota 0) atribut v př ís lušném 
sloupci. 

P ř i analýze jsou (mimo jiné) identifikovány urč i té shluky jedniček, nazývané 
formální koncepty, k te rými lze reprezentovat pojmy obsažené v datech. Společně 
s v h o d n ý m u s p o ř á d á n í m tvoří množ ina všech formálních konceptů úplný svaz, 
ten nazýváme konceptuá ln i svaz a je j edn ím z hlavních v ý s t u p ů analýzy. Základy 
F C A jsou popsány v kapitole 2. 

Je známo, že konceptuá ln i svaz může obsahovat až exponenciálně mnoho 
formálních konceptů vzhledem k velikosti vs tupních dat. Tato skutečnost byla 
jednou z motivací ke vzniku takzvaných A D formulí [3]. J e d n á se o doplňkový 
nás t ro j k F C A , pomocí něhož může uživatel vyjádři t prioritu a t r i b u t ů a na jejím 
základě následně omezit velikost př ís lušného konceptuá ln ího svazu. A D formulím 
je věnována kapitola 3. 

J iným problémem, vedle potenciá lně obrovského množs tv í formálních kon
ceptů , se k t e r ý m se uživatel F C A může setkat, jsou neúp lná data. K neúplnos t i 
dat může docházet z různých důvodů , data mohla např ík lad vymizet s tář ím, 
mohlo dojít k chybě při jejich přenosu, mohla být fyzicky poškozena nebo při 
jejich sestavování j ednoduše všechny informace nebyly známy. Chybí-li v tabulce 
hodnota 0/1, můžeme si na jej ím mís tě předs tav i t nějakou t ř e t í hodnotu, na
příklad otazník, kterou interpretujeme jako chybějící informaci. P ro tože F C A 
v základní p o d o b ě dokáže zpracovávat pouze b inárn í data, bylo by před jejím 
použ i t ím p o t ř e b a odstranit každý řádek nebo sloupec obsahující byť jen jediný 
otazník, což by znamenalo zbytečnou z t r á t u známých informací. 

To motivovalo vznik takzvané podmíněné množiny [2]. Za pomoci podmíně
ných množin lze rozšířit definice různých metemat ických po jmů tak, aby umožňo
valy práci s neúplnými daty. N a základě podmíněných množin vznikla i varianta 
F C A pro analýzu „dat s o tazníky" , tuto variantu nazývám p o d m í n ě n á F C A . 
O podmíněných množinách pojednává kapitola 4, podmíněné F C A je věnována 
podkapitola 4.5. 

Cílem t é t o práce byla implementace A D formulí v podmíněné F C A . Výsledky, 
ke k t e r ý m jsem došel, jsou shrnuty v kapitole 5. V podkapitole 5.1 je definována 
vlastnost podmíněných konceptuálních svazů (ekvivalent konceptuálních svazů 
v podmíněné F C A ) , kterou nazývám stabilita. N a rozdíl od klasické F C A , kde 
existuje jediný konceptuá ln i svaz, p o d m í n ě n á F C A dává uživateli možnos t volby 
podmíněného konceptuá ln ího svazu. Stabili ta se ukáza la jako klíčová vlastnost, 
kterou by měl mí t každý podmíněný konceptuá ln i svaz, má-li uživatel v p lánu 
omezovat jej A D formulemi. Dále je v t é to podkapitole prezentován algoritmus, 
k te rý daný podmíněný konceptuá ln i svaz učiní s tabi ln ím. 
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Stabili ta podmíněných konceptuálních svazů dále umožňuje snadno zobec
nit a využívat některé důležité výsledky z teorie klasických A D formulí, což je 
demons t rováno v podkapitole 5.2. 

2 Formální konceptuálni analýza 
V té to kapitole jsou shrnuty pojmy z formální konceptuá ln i analýzy ( F C A ) po
t ř ebné k porozumění následujících kapitol, obsah byl převza t z učebního textu 

[!]• 
Jak bylo řečeno v úvodu , F C A je metoda analýzy dat ve tvaru b inárn í relace 

mezi dvěma množinami . Taková data nazýváme formální kontext. 

Definice 1 ( f o r m á l n í kontext) 
Formálni kontext je trojice ( X , Y, J ) , kde X a, Y jsou neprázdné množiny a 

/ j e b inárn í relace mezi l a ľ . 

Uvažujme formální kontext (X,Y,I). P r v k y množiny X nazýváme objekty, 
prvky množiny Y nazýváme atributy. Pokud pro x G X, y G Y p la t í (x, y) G / , 
ř íkáme, že objekt x m á atribut y, v opačném př ípadě ř íkáme, že jej nemá. 

Definice 2 ( i n d u k o v a n é o p e r á t o r y f, | ) 
Každý formálni kontext (X, Y, I) indukuje ope rá to ry typu ^ : 2X —>• 2Y 

a 1 : 2Y ->• 2 X , k teré jsou definované pro všechna A C X, B C. Y následovně: 

= {y G Y | pro všechna x G A p la t í (x, y) G / } , 

pro všechna y G -B pla t í (x, y) G / } . 

Definice 3 ( f o r m á l n í koncept) 
Formální koncept v ( X , F , J) je dvojice (A, B) množin A C X a i? C F , pro 

které p la t í = B a i?^ = A . Množiny A a, B nazýváme po radě extent a intent 
formálního konceptu (A, B). 

Formálni koncepty předs tavuj í pojmy obsažené v datech. Uvažujme např ík lad 
formální kontext, ve k t e r ém objekty jsou živočichové a atributy tvoř í vlastnosti 
typu „má srst", „živí se masem", „dýchá ž á b r a m i " a tak podobně . V takovém 
kontextu přirozeně vznikne např ík lad formální koncept odpovídající pojmu „sa
vec"; jeho extentem bude množ ina všech savců a intentem bude množ ina všech 
j i m společných vlas tnost í . 

Množinu všech formálních konceptů v (X,Y,I), tedy množinu {(A,B) G 
2X x 2Y | A^ = B a = A}, běžně označujeme £>(X, Y, I). Formální koncepty 
můžeme p ř i rozeným způsobem uspo řáda t . 

Definice 4 
Definujeme b iná rn í relaci < na £>(X, Y, I) pro všechny formální koncepty 
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(A, B), (C,D) e B(X,Y,I) následovně: 

(A, B) < (C, D) právě tehdy, když A C C (právě tehdy, když B D D). 

Je vidět , že relace < je částečné uspořádán í . Větší formální koncepty odpo
vídají obecnějším po jmům, za t ímco ty menší odpovídaj í p o j m ů m specifičtějším. 
K d y b y např ík lad v kontextu z předchozí úvahy existovaly formální koncepty C\. 
C 2 a C 3 odpovídaj ící po radě p o j m ů m „pes", „savec" a „obrat lovec", platilo by 

Definice 5 ( k o n c e p t u á l n i svaz) 
Množinu B(X, Y, I) spolu s relací < nazýváme konceptuálni svaz. 

Mohutnost formálního konceptuá ln ího svazu může být vzhledem k velikosti 
formálního kontextu exponenciální . D á se např ík lad ukáza t , že pro formální kon
text (X,X,I), kde I je relace nerovnosti, p la t í \B(X,X,I)\ = 2 l x L 

V ě t a 6 ( h l a v n í v ě t a o k o n c e p t u á l n í c h svazech, p r v n í č á s t ) 
Každý konceptuálni svaz je úplný svaz, kde infima a suprema jsou dána ná

sledovně: 

Hlavní vě ta o konceptuálních svazech m á ještě druhou část , ta ale pro tento 
text není po t ř ebná . Celé znění věty včetně důkazu je možné nají t v [1] na s t ranách 
15 a 16. 

3 A D formule 
A D formule ( A D je zkratka za „a t t r i bu t e dependency", česky „a t r ibu tová zá
vislost"), doplňkový nás t ro j k F C A , byly předs taveny v [3]. Pojmy a výsledky 
po t ř ebné v t é to práci jsou shrnuty zde, obsah byl převza t z [3] a [4]. 

Řekněme, že uživatel F C A vn ímá některé atributy jako důležitější než j iné. 
Pro takového uživatele mohou být formální koncepty, jejichž intenty obsahují 
pouze tyto „méně důleži té" atributy, nezajímavé a (potenciálně velmi poče tný) 
konceptuá ln i svaz by se dal pro jeho po t ř eby zpřehledni t ods t r aněn ím těchto 
„nezaj ímavých" formálních konceptů . V takové situaci nacházejí využi t í A D for
mule. 

C\ < C*2 < C 3 . 
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Definice 7 ( A D formule) 
Ať (X, Y, I) je formální kontext. AD formule nad množinou a t r i b u t ů Y je 

výraz tvaru: 
AHB, 

kde A a, B jsou podmnož iny množiny Y. 

A D formule A C i? vyjadřuje, že „a t r ibu ty z množiny A jsou méně důležité 
než atributy z množiny Bu nebo přesněji: „formální koncepty, jejichž intenty 
obsahují nějaký atribut z množiny A, jsou zajímavé jedině tehdy, když obsahují 
i nějaký atribut z množiny Bu. 

Uvažujme např ík lad znovu formální kontext s živočichy a jejich vlastnostmi. 
Jedna z v las tnos t í by mohla znít takto: „má bílou barvu". Pak by samozřejmě 
vznikl formální koncept C odpovídající pojmu „bílý živočich". V intentu tohoto 
formálního konceptu by p r avděpodobně ležela pouze tato jed iná vlastnost „má 
bílou barvu", za t ímco jeho extent by obsahoval celou ř a d u rozmani tých živočichů 
včetně ledního medvěda a různých d ruhů motýlů . 

Uživatel , k t e rý data analyzuje např ík lad za účelem sestavení taxonomie, by 
formální koncept C mohl vn íma t jako neužitečný, pro tože kromě bílé barvy jsou 
živočichové z extentu C naprosto rozdílní. N a druhou stranu formální koncept 
C odpovídající pojmu „bílá kočkovitá šelma", jehož intent k romě vlastnosti „má 
bílou barvu" obsahuje i vlastnosti společné všem kočkovitým šelmám, už by mohl 
vn íma t jako užitečný. 

Definice 8 
Řekneme, že formální koncept (C, D) v ( X , Y, I) splňuje A D formuli A \Z B, 

značeno (C, D) |= A C B, jestl iže p la t í následující podmínka : 

pokud D n A ŕ 0, pak i D n B ^ 0. 

Požadovaná priorita a t r i b u t ů z předchozí úvahy by se dala vyjádři t A D for
mulí: 

<j) = {„má bílou barvu"} C {v \ v je vlastnost všech kočkovitých šelem}, 

pak by platilo C \/= <p a C \= <p. Ovšem bílé kočkovité šelmy nemusí bý jedinou 
zajímavou skupinou bílých živočichů, stejně tak by uživatel mohl chtí t zachovat 
např ík lad formální koncept odpovídaj ící pojmu „bílé vodní ptactvo". 

Za t ímto účelem není p o t ř e b a rozšiřovat množinu a t r i b u t ů na pravé s t r aně <j), 
místo toho je možné navrhnout nové A D formule a formální koncepty filtrovat na 
základě všech z nich. Tak se zachová přehlednost a sys temat ičnos t vyjadřovaných 
a t r ibu tových závislostí. 

Definice 9 
Pro množinu T A D formulí nad Y ř ekneme, že formální koncept (C, D) 

splňuje T , značeno (C, D) |= T , jestliže splňuje všechny A D formule z T. 
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Definice 10 ( o m e z e n ý k o n c e p t u á l n i svaz) 
Množinu všech formálních konceptů v ( X , Y, I), k teré splňují T , označujeme 

BT(X, Y, I) a nazýváme j i konceptuálni svaz omezený množinou T. 

N a rozdíl od klasických formálních konceptuálních svazů, množ ina BT{X, Y, I), 
přestože j i nazýváme svazem, obecně svazem (ve smyslu svazově u spo řádané mno
žiny) být nemusí . Následují výsledky o vlastnostech BT(X, Y, J ) , k te ré opět uvá
d ím bez důkazů , ty je možné nají t v [4] na s t r anách 4 a 5. 

V ě t a 11 
BT(X, Y, I) je vždy zdola omezený. 

V ě t a 12 
Pokud neexistuje A C B G T taková, pro kterou by platilo, že A obsahuje 

nějaký atribut sdílený všemi objekty a zároveň v B žádný takový atribut neleži, 
pak je BT(X,Y, í) i shora omezený. 

V ě t a 13 
Pokud jsou všechny AD formule z T tvaru {y} C {y1} pro nějaká y, y' G Y, 

pak je BT(X, Y, í) úplný svaz, který je navic V -podsvazem množiny B(X, Y, í). 

Následující vě ta ř íká, že z formálního konceptuá ln ího svazu B(X, Y, I) mo
hou být pomocí vhodně sestavené množiny A D formulí T ex t rahovány formální 
koncepty tak, že u s p o ř á d a n á množ ina (BT(X,Y, I), <) (u spořádaná relací < 
pro řazení formálních koncep tů) , odebereme-li nejmenší formální koncept, bude 
stromem. 

V ě t a 14 
Pokud pro každou dvojici atributů y, y' G Y, pro které platí: {y}^ fl {y'}^ ^ 0 

(tedy pro každou dvojici nedisjunktních atributů), obsahuje množina T AD for
muli AC. B, která splňuje buď: 

y G A, y' G B a všechny atributy z B jsou disjunktní, nebo 

y' E A, y E B a všechny atributy z B jsou disjunktní, 

pak uspořádaná množina (BT(X,Y, í) \ {(Y^,Y)}, <) je strom. 

4 Podmíněná množina 
V článku [2] byl v rámci obecně vybudované teorie uveden m a t e m a t i c k ý ob
jekt nazývaný p o d m í n ě n á množina . Tato kapitola obsahuje vybrané definice a 
výsledky z tohoto článku. 

Pro č tenáře obeznámeného s konceptem fuzzy množiny bude obsah t é t o kapi
toly lehce uchopitelný. K a ž d á p o d m í n ě n á množ ina je to t iž technicky vzato fuzzy 
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množinou, rozdíl mezi t ěmi to pojmy spočívá v tom, j a k ý m způsobem je inter
pretujeme. Uvažujme neprázdné univerzum X. P o d m í n ě n á množ ina A v X je 
zobrazení typu X —y L, kde L je (úplná a tomická) Booleova algebra, t akzvaná 
Booleova algebra podmínek , zkráceně B A podmínek . P r v k y B A podmínek , k te ré 
nazýváme podmínky , u rč i tým způsobem modelují neznámou informaci; každá 
p o d m í n k a (kromě p rvků 0,1) reprezentuje část neznámé informace b inárn ího 
typu (ta informace může být bud pravdivá nebo nepravdivá) . Pokud pro x E X 
pla t í A(x) = 1 (A(x) = 0), pak víme, že x G A (x ^ A); pokud ovšem pla t í 
0 < A(x) < 1, pak je informace o příslušnost i prvku x do množiny A n e z n á m á a 
prvek A(x) interpretujeme jako podmínku , za které x G A. 

4.1 Vybrané pojmy z teorie Booleových algeber 
K porozumění následující podkapitoly je p o t ř e b n á základní znalost Booleových 
algeber. Důk ladně vybudovanou teorii na toto t é m a lze nají t např ík lad v [5]. 
Vybrané pojmy definuji zde, definice byly p řevza ty z [5] a [2]. 

Definice 15 (Booleova algebra) 
Booleova algebra, zkráceně B A , je nep r ázdná množ ina G spolu se dvěma vý

značnými prvky 0,1 6 G , dvěma b inárn ími operacemi A , V na G a jednou uná rn í 
operací -> na G; dále plat í , že A a V jsou komuta t ivn í , vzá jemně d is t r ibut ivní a 
splňují: 

• a A - i a = 0, a V ->a — 1 (komplementaritu), 

• o A l = a V 0 = a (neutralitu vůči 1, respektive 0). 

Operace A a V nazýváme poradě průsek a spojeni, operaci - i nazýváme komple-
ment. 

Definice 16 ( i n d u k o v a n é u s p o ř á d á n í a operace) 

K a ž d á B A G indukuje b inárn í relaci < n a G : 

a < b právě tehdy, když a A b = a (právě tehdy, když a V b = b) 

a dvě b inárn í operace —>• a -H- na G nazývané poradě residuum a biresiduum: 

a ->• b = ->a V b, a «-> b = (a ->• b) A {b ->• a). 

Definice 17 ( r e s i d u o v a n ý svaz) 
Residuovaný svaz je svazově u s p o ř á d a n á množ ina L, její nejmenší a největší 

prvek označujeme poradě 0,1 G L; na L jsou dále definované dvě b inárn í operace 
<S>, —>, k te ré splňují: 

• <E> je komuta t ivn í , asociat ivní a neu t rá ln í vůči 1, 

• operace ®, —> jsou provázány takzvanou podmínkou adjunkce: 

a®b < c právě tehdy, když a < b —>• c. 
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Operace ® a —>• nazýváme pořade multiplikace a residuum. 

K a ž d á B A je residuovaný svaz [2]. Požadovanému uspo řádán í odpov ídá in
dukované uspo řádán í a operaci residua odpov ídá indukovaná operace residua, 
mult iplikaci pak odpovídá operace p růseku . 1 

Definice 18 (homomorfismus, isomorfismus) 
Zobrazení / : G —>• H mezi B A G, H nazveme homomorfismus, jestl iže 

splňuje: 

. f (a A b) = f (a) A / (& ) , 

. f (a V b) = f (a) V / (& ) , 

• /(--a) = "-/(a)-

Homomorfismus nazveme úplný, jestl iže pro všechna A C G plat í : 

h(\/A) = \/h(A), h(/\A) = /\h(A). 

Bijektivní homomorfismus nazýváme isomorfismus. Booleovy algebry nazveme 
isomorfní, jestl iže mezi n imi existuje nějaký isomorfismus. 

Definice 19 ( ú p l n o s t a atomicita) 
B A G nazveme úplnou, je-li < úplné svazové uspořádání ; dále G nazveme 

atomickou, jestl iže pro každé nenulové b E G existuje atom a E G (atom je prvek 
G, k t e rý je min imáln í a p ř i t om nenulový) , pro k te rý p la t í a < b. 

4.2 Booleova algebra podmínek 
Nyní zpá tky k teorii podmíněných množin. Jak již bylo řečeno, oborem hodnot 
každé podmíněné množiny je B A , nazýváme j i Booleova algebra podmínek . 

Definice 20 (Booleova algebra p o d m í n e k ) 
Booleova algebra podmínek je B A , k t e r á je úp lná a a tomická. 

Přes tože podmíněné množiny (a tedy i B A podmínek) jsou obecný nás t ro j s 
možným využi t ím i v j iných oblastech [2], v tomto textu se sous t řed ím na využi t í 
v F C A . P ř e d s t a v m e si formální kontext „s o tazníky" , jako byl popsán v úvodu 
(kromě nul a jedniček se v tabulce mohou vyskytovat o tazníky reprezentující 
neznámou informaci 0/1). Označme n počet o tazníků. Každý otazník předs tavuje 
bud hodnotu 0 nebo hodnotu 1, existuje tedy 2 n úplných formálních kon tex tů 
(bez o tazn íků) , z nichž pouze jediný odpov ídá skutečnost i . 

1 Residuované svazy, ve kterých multiplikace takto koinciduje s průsekem, nazýváme Hey-
tingovy algebry. 
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Mohlo by se ovšem s tá t , že mezi neznámými hodnotami na pozicích o tazn íků 
existují nějaké závislosti. Např íklad: „pokud objekt x m á atribut y, pak objekt x' 
atribut y j i s tě n e m á " nebo „objekt x m á atribut y\ právě tehdy, když m á alespoň 
jeden z a t r i b u t ů y 2 nebo y 3 " a tak podobně . 

K modelování formálního kontextu „s o tazn íky" lze využít p o d m í n ě n o u mno
žinu I : X x Y —>• L , kde X je množ ina objektů , Y je množ ina a t r i b u t ů a L 
je nějaká vhodně sestavená B A podmínek . P r v k y 0,1 G L pak vyjadřují úpl
nou informaci (nulám a j edn ičkám v původn í tabulce by tedy odpovídaly prvky 
0,1 G L). O tazn íky n a h r a d í os t a tn í prvky z L. Výhoda tohoto p ř í s tupu spočívá 
v tom, že p ř ípadné závislosti mezi neznámými hodnotami je možné vyjádř i t s 
využ i t ím operací komplementu, p růseku a spojení. 

P Ř Í K L A D 21 
Máme následující formální kontext s neúplnou informací: 

y 
Xi ? 

%2 ? 

%3 ? 

£ 4 ? 

a víme, že mezi neznámými hodnotami pla t í následující závislosti: 

„xi m á y právě tehdy, když £ 2 i ^3 mají y " , 
„ £ 4 m á y právě tehdy, když x\ n e m á y". 

Sestavíme B A p o d m í n e k L, k te rá bude mimo j iné obsahovat prvky a, b; tyto 
prvky budou reprezentovat neznámé informace poradě „ £ 2 rná y " a „ £ 3 m á y". 
Kromě toho by pro tento př íklad stačilo p ř ida t do L prvky 0, 1 a prvky (a A b) 
a -1(0 A 6) = -10 V -16, k te rými bychom mohli reprezentovat neznámé informace 
„Xi m á y " a „ £ 4 m á y " a zachytit tak dané závislosti. M y ovšem do L p ř idáme 
ješ tě další re levantní prvky jako ->a nebo a •<->• b. Celkem bude L obsahovat 16 
p rvků a je znázorněna na obrázku 1. 

J iný pohled na L: p ř e d s t a v m e si (nekonečnou) množinu F všech formulí výro
kové logiky s množinou výrokových p roměnných {a, b} a množinou logických spo
jek {-1, A , V } . Označme F' rozklad F podle sémantické ekvivalence. Pak množ ina 
F' společně se t ř emi operacemi na F', k te ré provádí logickou negaci, konjunkci 
a disjunkci na libovolně zvolených reprezentantech z daných t ř íd rozkladu a vrací 
t ř í du rozkladu přís lušnou výsledné formuli, tvoř í B A . P r v k u 0 odpovídá t ř ída 
kontradikcí a prvku 1 odpovídá t ř í da tautologi í . Tato B A bude isomorfní s naší 
B A podmínek L. 

Formální kontext namodelovaný s pomocí L potom v y p a d á následovně: 

y 
x1 (a A b) 
X2 a 
X3 b 
£ 4 -ia V -16 
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Obrázek 1: B A p o d m í n e k se dvěma e lementárn ími p o d m í n k a m i a a b. 

Uvedu ješ tě jeden příklad, ve k t e r ém opět figurují závislosti neznámých hod
not. Ten tokrá t ovšem nejde o závislosti mezi dvěma hodnotami ve formálním 
kontextu, ale o závislost mezi hodnotou ve formálním kontextu a externí infor
mací mimo formální kontext. P ř ík lad se t ýká dědičnost i krevních skupin. 

P Ř Í K L A D 22 (KREVNÍ S K U P I N Y ) 
V následujícím formálním kontextu objekty tvoří lidé Anna , Bert a C y r i l , 

atributy jsou krevní skupiny. Víme, že C y r i l je potomkem A n n y a Berta. A n n a 
m á krevní skupinu A , Bert m á krevní skupinu 0. C y r i l svou krevní skupinu nezná. 

A B A B 0 
A n n a 
Bert 
C y r i l 

1 0 0 0 
0 0 0 1 
? ? ? ? 

A n n a m á krevní skupinu A , nevíme ovšem, zda od svých rodičů zdědila dvě 
dominan tn í alely A , nebo jednu dominan tn í alelu A a jednu recesivní alelu 0. 
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Což je skutečnost , k t e rá m á vl iv na krevní skupinu Cyr i la . Do B A podmínek pro 
tento př íklad tedy p ř idáme prvek Anna-AA reprezentující informaci: „Anna nese 
alely A A " ; prvek -^Anna-AA pak můžeme přirozeně reprezentovat jako informaci: 
„Anna nese alely AO", pro tože j iná možnost nastat nemůže. 

Další n e z n á m á skutečnost je tato: zdědil C y r i l od A n n y levou nebo pravou 
alelu? (Levou a pravou rozumíme vzhledem k zápisu; tedy nese-li A n n a alely AO, 
levou mysl íme alelu A a pravou alelu 0.) P ř i d á m e tedy do B A podmínek prvek 
left, k t e r ý m reprezentujeme informaci: „Cyril od A n n y zdědil levou alelu". 

Z pravidel pro dědění krevních skupin vyvodíme, že C y r i l může mí t jedině 
krevní skupinu A nebo 0: 

A B A B 0 
A n n a 
Bert 
C y r i l 

1 0 0 0 
0 0 0 1 
? 0 0 ? 

S pomocí B A podmínek ovšem můžeme situaci vyjádři t přesněji (pro přehlednost 
byly vynechány nulové sloupce odpovídající k revn ím skup inám B a A B ) : 

A 0 
A n n a 
Bert 
C y r i l 

1 0 
0 1 

(Anna-AA V left) (^Anna-AA A ->left) 

S p ř í p a d n ý m doplněním informace, byť t ř e b a jen čás tečným, se v t é t o teorii 
pracuje p řechodem k j iné (menší) B A podmínek . Za t í m t o účelem se definují 
t akzvané reality. 

Definice 23 (realita) 
Ať L,K jsou B A podmínek . Surjektivní úplný homomorfismus h : L —>• K 

nazýváme realita. Obsahuje-li K pouze dva prvky 0,1 e K, nazveme h totálni 
realitou. 

Pro realitu h : L —y K a prvek b E L interpretujeme skutečnost h(b) = 1 
(h(b) = 0) tak, že n e z n á m á informace, kterou modeluje b, je pravdivá (neprav
divá) v situaci, kterou modeluje realita h. 

Totá ln i reality tedy modeluj í doplnění všech neznámých informací. Booleovy 
algebry podmínek , k teré obsahují pouze prvky 0,1, budeme označovat symbolem 
2. Každé to tá ln í reali tě j ednoznačně odpov ídá nějaký atom. Přesněji řečeno: pro 
každou to tá ln í realitu h : L —y 2 existuje právě jeden atom a E L tak, že h(a) = 1 
a naopak pro každý atom z L existuje právě jedna taková to tá ln í realita [2]. 

Podívejme se znovu na B A podmínek na obrázku 1. Jak bylo popsáno v 
př ík ladu 21, na její prvky můžeme nahlížet jako na t ř ídy formulí výrokové logiky 
se dvěma výrokovými p roměnnými a, b (popisky u jednot l ivých uzlů odpovídaj í 
r ep rezen t an tům příslušných t ř íd ) . P ř i takové interpretaci korespondují to tá ln í 
reality (atomy) s pravdivos tn ími ohodnoceními výrokových proměnných . 
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4.3 Podmíněná množina, podmíněná relace 
Definice 24 ( p o d m í n ě n á m n o ž i n a ) 

Pro B A podmínek L a neprázdnou množinu X , L-podmínéná množina A 
v X je libovolné zobrazení A : X —>• L. 

Namís to „L-podmíněná množ ina" budu často psá t jen „podmíněná množina" , 
nebude-li p o t ř e b a explicitně zmiňovat B A podmínek L . 

S využ i t ím podmíněných množin lze rozšířit definice různých ma tema t i ckých 
po jmů tak, aby umožňovaly práci s neúplnou informací. Neúplnou informaci vždy 
zastupuje nějaká B A podmínek L . Takto rozšířené pojmy pak budu označovat 
jako „L-podmíněné" , př ičemž p ředponu „L-" budu, pro lepší čitelnost, mnohdy 
vynechávat . P ů v o d n í (nerozšířené) pojmy budu označovat jako „nepodmíněné" . 

Každý podmíněný objekt větš inou zastupuje hned několik nepodmíněných 
objektů, př ičemž každý ze zas tupovaných nepodmíněných objek tů odpovídá j i 
nému zúplnění informace. Např ík lad p o d m í n ě n á množ ina A v X, pro kterou 
existuje jediné x0 G X takové, že 0 < A(x0) < 1, zastupuje dvě nepodmíněné 
množiny; v obou z nich leží právě ta x G X , pro k te rá p la t í A(x) = 1 a v jedné 
leží navíc i prvek XQ. 

Každý podmíněný objekt můžeme s k a ž d ý m doplněním informace, tedy 
s každou realitou, zpřesnit (zmenšit poče t j ím zas tupovaných nepodmíněných 
objek tů) , takové zpřesňování nazýváme realizace. Pro podmíněný objekt X 
a realitu h, realizace X podle h je (přesnější) podmíněný objekt označovaný 
Xh. Následuje definice realizace podmíněné množiny. 2 

Pro všechny následující definice až do konce kapitoly uvažujme Booleovy 
algebry podmínek L , K. 

Definice 25 (realizace p o d m í n ě n é m n o ž i n y ) 
Realizace L-podmíněné množiny A v X podle reality h : L —>• K je K-

p o d m í n ě n á množ ina Ah v X , k t e r á pro všechna x G X splňuje: 

Ah{x) = h{A{x)). 

Rozšířením pojmu relace je t akzvaná p o d m í n ě n á relace. S p o d m í n ě n o u relací 
jsme se už setkali v předchozí podkapitole, když jsme modelovali formální kontext 
„s o tazníky" , vztahy mezi prvky množin l a ľ , pomocí podmíněné množiny v 
X x Y. 

Definice 26 ( p o d m í n ě n á relace) 
Pro neprázdné množiny X i , . . . , X „ , L-podmíněná relace mezi X i , . . . , X „ je 

libovolná L -podmíněná množ ina v X\ x . . . x Xn. 

2Tuto definici v následující podkapitole ještě zobecním. Jde o to, že vhodně rozšířit lze i 
definiční obor podmíněných množin. K tomuto rozšíření je ovšem potřeba nejprve definovat 
podmíněnou rovnost, kterou definuji na konci podkapitoly. 
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P o d o b n ě jako u klasických relací, pokud je v předchozí definici n = 2, mluv íme 
o b inárn í podmíněné relaci; pokud navíc X\ = X2, tedy pokud jde o podmíněnou 
množinu v X2, pak mluvíme o b inárn í p o d m í n ě n é relaci na X. 

Definice 27 ( p o d m í n ě n á rovnost) 
Binární L -podmíněnou relaci ~ na množině X nazveme L-podmínéná rov

nost, jestl iže splňuje: 

• x ~ x = 1 (reflexivitu), 

• x\ ~ X2 = X2 ~ x\ (symetrii), 

• [x\ ~ X2) A ( £ 2 ~ ^3) < X\ ~ X3 (tranzitivitu), 

• X\ ~ x 2 = 1 implikuje X\ = x 2 (separabilitu). 

4.4 Podmíněné univerzum 
Podmíněné množiny umožňují , p ros t ředn ic tv ím p rvků B A podmínek , vyjádři t 
neznámou informaci ohledně přís lušnost i prvku univerza do množiny. J i n ý m ty
pem neznámé informace je potom neznalost toho, zda se dva prvky univerza 
rovnají, nebo jsou odlišné. A b y bylo možné s podmíněnými množ inami praco
vat i nad daty s neúplnou informací ohledně rovnosti p rvků , zavádí se t akzvaná 
p o d m í n ě n á univerza. 

Definice 28 ( p o d m í n ě n é univerzum) 
Neprázdnou množinu X společně s L-podmíněnou rovnosí ~ na X nazveme 

L-podmíněné univerzum. 

Definice 29 (isomorfismus p o d m í n ě n ý c h univerz) 
Dvě L-podmíněná univerza (X, (X,~Y) nazveme isomorfní, jestl iže 

existuje bijektivní zobrazení / : X —y Y, k te ré splňuje: 

f(x) ^ Y f(x') = x « x x'. 

Definice 30 (realizace p o d m í n ě n é h o univerza) 
Realizace L-podmíněného univerza [X,^x) podle reality h : L —>• K je 

surjektivní zobrazení / : X —> Y, kde Y je nosná množ ina nějakého LT-podmí-
něného univerza (Y, ~ y ) , př ičemž plat í : 

f (x) R i y f {x') = h[x ^ x x'). 

D á se ukáza t , že realizace podmíněného univerza je j ednoznačně u rčena reali
tou. Přesněji řečeno: pro dvě realizace fi : X —>• Y]_, f2 '• X —>• Y2 L -podmíněného 
univerza (X,^x) podle reality h : L —>• K p la t í , že př ís lušná X - p o d m í n ě n á 
univerza ( Y i , ~ y J , ( Y 2 , ~ y 2 ) jsou isomorfní [2]. 

16 



Nyní uvažujme L-podmíněné univerzum ( X , F&X) a realitu h : L —>• X . 
Označme ~ x relaci ekvivalence na X danou takto: x ~x x' právě tehdy, když 
h(x ~ x x') = 1. Dále označme X \ ~ i rozklad množiny X podle Pak zobra
zení / : X —> X \ ~ i , k teré každému prvku x E X př iřazuje jeho t ř í du rozkladu 

G X\~i, je realizací ( X , pax) podle h. Př ís lušné X - p o d m í n ě n é univerzum je 
pak tvaru ( X \ ~ i , kde X - p o d m í n ě n á rovnost ~ ^ pro všechny t ř ídy rozkladu 

[a/]~i G X \ ~ i splňuje ~ ^ = h(x ~ x a;') [2]. Takto definované 
zobrazení vždy existuje pro libovolné L-podmíněné univerzum a libovolnou rea
l i tu h: L^r K. 

N a základě předchozích úvah, kdykoliv bude v tomto textu řeč o realizaci 
L -podmíněného univerza ( X , pax) podle reality h : L —>• X , budeme předpoklá
dat, že m á m e k dispozici nějakou realizaci / : X —> Y L -podmíněného univerza 
( X , &x) podle h, př ičemž samotné zobrazení / čas to nebudeme blíže specifikovat; 
není to po t ř eba , protože všechna z nich by ve výsledku určovala (až na isomor
fismus) stejná X - p o d m í n ě n á univerza. Realizací (X,^x) podle h : L —>• X pak 
budeme nazývat s amotné X - p o d m í n ě n é univerzum (Y, ~ y ) , k teré budeme značit 
takto (Xh, Obraz f(x) prvku x G X budeme značit (x)h nebo jen xh. 

Definice 31 ( s o u č i n p o d m í n ě n ý c h univerz) 
Pro L -podmíněná univerza ( X , {Y, ~ y ) definujeme součin L-podmíně-

ných univerz ( X , « x ) x ( ^ , « y ) jako množinu X x F spolu s L -podmíněnou 
rovnost í ~ x x v , k t e r á je d á n a takto: 

~ x x y (^,2/') = (a: ~ v a;') A (y ^ Y y')-

Součin L-podmíněných univerz je L-podmíněné univerzum [2]. V předchozí 
podkapitole jsme p o d m í n ě n é množiny definovali jako zobrazení z klasické mno
žiny do nějaké B A podmínek . U každé klasické množiny ovšem vždy předpoklá
d á m e úp lnou znalost ohledně rovnosti p rvků . Dalo by se říct , že ke každé klasické 
množině X vždy implici tně uvažujeme i relaci identity id na X . N a dvojici ( X , id) 
můžeme nahlížet jako na speciální typ podmíněného univerza, ve k t e r ém pod
míněná rovnost koinciduje s identitou. Odted budeme u L-podmíněných množin 
jakožto definiční obory př ipouš tě t obecná L - p o d m í n ě n á univerza. Následuje avi
zované zobecnění definice realizace p o d m í n ě n é množiny. 

Definice 32 (realizace p o d m í n ě n é m n o ž i n y ) 
Realizace L-podmíněné množiny A v ( X , podle reality h : L —>• X je 

X - p o d m í n ě n á množ ina Ah v (Xh, ~h), k t e rá pro všechna xh G Xh splňuje: 

Ah{xh) = V KA(x')). 

(x')h = xh 

Důleži tým pojmem, k te rý se t ýká podmíněných množin v podmíněných uni
verzech, je extensionalita, nebo-li kompatibil i ta s podmíněnou rovnost í . 
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Definice 33 (extensionalita) 
L-podmíněnou množinu A v ( X , PO) nazveme extensionální, nebo taky kom

patibilní s ~ , jestl iže splňuje: 

A(x) A (x « x') < A ( x ' ) . (1) 

L-podmíněnou relaci i? mezi L-podmíněnými univerzy ( X i , • • •, (X„ , ~ x „ ) , 
k t e rá je extensionální L -podmíněnou množinou v ( X 1 ; ~ X l ) x . . . x (X„ , ~ x „ ) , 
tedy k te rá splňuje: 

R(xu ..., xn) A (x i w X l x ' J A . . . A ( x n x'n) < R(x[,..., x'n), 

t aké nazveme extensionální, či kompatibilní s ~ X i , • • •, ~ v n • 

P o d m í n k u (1) můžeme přepsa t následovně: 

A(x) A (x w x') < A(x ' ) , 

) < -4(x) ->• A(x ' ) (adjunkce), 

(x ~ x') < A(x ' ) —>• A(x ) (symetrie ~ ) , 

(x w x') < (A(x) ->• A(x ' ) ) A (A(x ') ->• A(x ) ) , 

(x w x') < A(x) -H- A ( x ' ) , 

př ičemž poslední výraz (x ~ x') < A(x) -H- A(x ' ) můžeme číst takto: pokud jsou 
si prvky x a x ' podobné , pak jsou si p o d o b n é i podmínky, za k te rých tyto prvky 
pa t ř í do podmíněné množiny A. 

Pro libovolnou p o d m í n ě n o u množinu A v ( X , pa) a libovolnou realitu h p lat í , 
že je-li A extensionální , pak její realizace Ah podle h splňuje [2]: 

Ah{xh) = h{A{x)) 

4.5 Podmíněná F C A 
V předchozích podkap i to lách byla řeč o formálním kontextu „s o tazníky" a na 
př íkladech byl demons t rován způsob, j a k ý m lze o tazníky s výhodou nahradit 
prvky vhodně zvolené B A . K vyjádření neznámé informace o vztahu mezi ob
jekty a atributy (a p ř í padnému zaznamenán í závislostí mezi t akovými vztahy) 
se využívala p o d m í n ě n á relace. 

Dále byl uveden j iný typ neznámé informace, to t iž neznalost ohledně rovnosti 
p rvků univerza, a bylo předs taveno p o d m í n ě n é univerzum jakož to nás t ro j pro 
práci nad daty s neúplnou informací tohoto typu. Kromě toho byla uvedena 
extensionalita, p o d m í n k a na podmíněné množiny (nebo podmíněné relace), k t e rá 
zaručuje urč i tou jejich kompatibil i tu s podmíněnými univerzy. 

V t é t o podkapitole p ředs tav íme rozšíření definic základních po jmů z F C A pro 
práci nad daty s neúplnou informací obou zmíněných typů . Vznikne tak varianta 
F C A , kterou budu označovat jako p o d m í n ě n á F C A . 
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Definice 34 ( p o d m í n ě n ý kontext) 
L-podmíněný kontext je trojice ( ( X , ~ x ) , (Y, ~ y ) , I), kde ( X , « x ) a (Y, ~ y ) 

jsou L-podmíněná univerza a J je extensionální L -podmíněná relace mezi ( X , « x ) 
a ( y , » y ) . 

Nebude-li p o t ř e b a zmiňovat p o d m í n ě n é rovnosti ~ x , ~ y , budeme podmíněný 
kontext ( ( X , ~ x ) , (Y, ~ y ) , / ) zkráceně zapisovat takto ( X , Y, I). 

Z extensionality libovolné podmíněné množiny A plyne, že i její realizace Ah 

podle libovolné reality h bude extensionální [2]. Speciálně tedy, zrealizujeme-li 
všechny složky libovolného podmíněného kontextu ( (X , ~ x ) , {Y, ~ y ) , / ) podle 
reality h, pak výsledná trojice ( ( X h , ~ ^ ) , ( Y h , ~ y ) , / h ) bude opět tvoři t podmí
něný kontext, pro tože Ih zůs tane extensionální . 

Definice 35 (realizace p o d m í n ě n é h o kontextu) 
Realizace L-podmíněného kontextu ( ( X , {Y, ~ y ) , / ) podle reality 

h: L ->• X je X - p o d m í n ě n ý kontext ( ( X ' 1 , ( Y h , J h ) . 

Opě t , nebude-li p o t ř e b a zmiňovat podmíněné rovnosti ~ y , budeme reali
zaci {{XH, ~x)> (YH, ~y)> Ih) podmíněného kontextu ( ( X , P^X), (Y, ~ y ) , i") podle 
reality h zkráceně zapisovat takto (XH,Yh,Ih). 

Stejně jako u každého j iného podmíněného objektu, zrealizuj eme-li L-pod
míněný kontext (X,Y,I) podle nějaké to tá ln í reality h : L —> 2, zúplníme t í m 
veškeré informace v (X,Y,I) a na (XH,Yh,Ih) pak můžeme nahlížet jako na 
(nepodmíněný) formální kontext. 

Pro následující definice uvažujme L-podmíněný kontext (X,Y,I). 

Definice 36 ( p o d m í n ě n ý koncept) 
Pro extensionální L -podmíněné množiny A v ( X , B v (Y,£ŽY) dvo

j ic i (A, B) nazveme L-podmíněný koncept v ( X , Y, J) , jestl iže pro každou to tá ln í 
realitu h : L —> 2 plat í , že (Ah,Bh) je formální koncept v ( X h , F h , J h ) . Podmí 

něné množiny A, B pak nazveme poradě extent a intent podmíněného konceptu 
(A, B). 

Definice 37 (realizace p o d m í n ě n é h o konceptu) 
Realizace L-podmíněného konceptu (A, B) v ( X , Y, I) podle reality 

h : L >• X je X  p o d m í n ě n ý koncept (yť \ v (XH, YH, Ih). 

Definice 38 ( p o d m í n ě n é i n d u k o v a n é o p e r á t o r y f, J,) 
Pro libovolné L-podmíněné množiny A v (X,FŠX), B V (Y, ~ y ) definujeme 

L-podmíněné množiny v (Y, ~ y ) , L?^ v ( X , F&X) následovně: 

A\y)= f\ A(x)^I(x,y), 
xex 

B\x)= /\B(y)^I(x,y). 
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Pro libovolné extensionální podmíněné množiny A v (X,FŠX), B V (Y, ~ y ) 
plat í , že dvojice (A, B) tvoř í podmíněný koncept v ( X , Y, I) právě tehdy, když 
Al = B&B± = A [2]. 

Definice 39 
Definujeme b inárn í L-podmíněné relace ^ a ~ na B * ( X , Y, J) pro všechny 

L-podmíněné koncepty (A, 5 ) , (C, D ) G B * ( X , Y, J) následovně: 

(A, 5 ) ^ (C, L>) = A ^ ) (= h D{y) ^ B(y)), 

( A , 5 ) » (C, -D) = ((A, B) 1 (C, D)) A ((C, -D) d ( A 5 ) ) . 

Pro množinu podmíněných konceptů F C B * ( X , Y,I) a realitu h budeme 
označením VH míni t množinu realizací všech podmíněných konceptů z V podle 
reality h, tedy: 

VH = {(Ah,Bh) | (A,B) G V}. 

Definice 40 ( p o d m í n ě n ý k o n c e p t u á l n i svaz) 
Libovolnou množinu B C B * ( X , Y,I) L-podmíněných konceptů v ( X , Y,I) 

spolu s L-podmíněnou relací z< nazveme L-podmíněný konceptuálni svaz, jestl iže 
pro libovolnou to tá ln í realitu h : L —y 2 plat í , že Mh spolu s -<h tvoří konceptuá ln i 
svaz v (XH,YH,IH). 

P Ř Í K L A D 41 
Označme L B A podmínek z obrázku 1 a uvažujme L-podmíněná univerza 

( X = {xi, X2}, ~ x ) , (Y = {yi, 2/2}, ~ Y ) , kde ~ y odpovídá obyčejné ident i tě 
(tedy plat í : y i ~ y y 2 = 0) a pro ~ x plat í : X i ~ x x2 = o-

Dále uvažujme následující L -podmíněný kontext (X,Y,I): 

yi yi 

X2 

0 b 
-ia a A b 

Existuj í čtyři to tá ln í reality typu L —»• 2, označme je h\, h2, h3 a / i 4 . V každé 
z těch to to tá ln ích realit je pravdivý právě jeden atom z L ; řekněme, že plat í : 

hi(aAb) — l, h2(a A ->b) = 1, / i 3 ( - i a A 6) = 1, / i 4 ( - i a A->&) = 1. 

N a obrázku 2 jsou znázorněny konceptuá ln i svazy £>(X h i , F h i , J h i ) pro každou 
t o t á ln í realitu h{. N a obrázku 3 jsou potom znázorněny dva vybrané p o d m í n ě n é 
konceptuá ln i svazy B X , B 2 C B * ( X , Y, I). Č t e n á ř si může snadno ověřit, že jde 
opravdu o p o d m í n ě n é konceptuá ln i svazy, tedy že pro každou to tá ln í realitu hi 
plat í : ( B 1 ) ^ = B(XHI,YHI,IHI) = (M2)HI. 

Ve zbytku kapitoly uvedu větu, na kterou se budu často odvolávat v následu
jící kapitole. J e d n á se o důsledek jednoho z výsledků z [2] (Theorem 11, strana 
26), zde se ale omezujeme na konečné B A podmínek . 
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( t o . í r ô 1 } ) ( M , 0 ) 

é 

({4 3 , 4 3 >,0) 

({4 3 } , { l /2 3 } ) 

({4 4 >4 4 },0) 

( { 4 3 } , t ó 3 } ) ( { 4 4 U Ž / M ) 

(0, {ž / ř 3 ,^ 3 }) (0 ,{y ř 4 , ^ 4 }) 

Obrázek 2: Konceptuá ln í svazy příslušné realizacím podmíněného kontextu 
( X , Y, I) z př ík ladu 41 podle všech to tá ln ích realit. P rvky 
jsou označeny x. Nahoře vlevo: B(Xhl, Yhl, Ihl), nahoře vpravo: B(Xh2, Yh2, Ih2), 
dole velvo: B(Xh3,Yh:i, J^ 3 ) , dole vpravo: B(Xh\Yh\Ih±). 

Uvažujme konečnou B A podmínek L a L-podmíněný kontext (X,Y,I). Pro
tože L je konečná, obsahuje konečný počet a tomů, a tedy existuje i konečný počet 
to tá ln ích realit hi,... hn : L —> 2. Označme Oj G L atom příslušný to tá ln í reali tě 
/ij (tedy foj(aj) = 1 a hi(a.j) = 0 pro všechna j 7̂  i ) . Dále označme B1 x . . . x Bn 

kar tézský součin všech konceptuálních svazů B(Xhi, Yhi, Ihi) pro i G { 1 , . . . , n}, 
tedy: 

B1 x . . . x Bn = B{Xh\Yh\Ihl) x . . . x B(Xhn,Yhn,Ihn). 

Formálni koncepty z konceptuá ln ího svazu B(Xhi, Yhi, Ihi) budeme označovat 
C j , kde horn í index i G { 1 , . . . , 7 1 } odkazuje k to tá ln í reali tě foj a dolní index 
j G { 0 , . . . ,m — 1} pro m = \B(Xhi, Yhi, Ihi) \ rozlišuje mezi jednot l ivými formál
ními koncepty v tomto koncep tuá ln ím svazu, př ičemž Cg bude vždy označovat 
nejmenší formální koncept v B(Xhi,Yhi, Ihi). Extent a intent formálního kon
ceptu C j G B(Xhi,Yhi,Ihi) budeme označovat Ext{Cf) a J n ŕ ( C j ) . 

V ě t a 42 
Množina B1 x ... x Bn je ve vzájemně jednoznačném vztahu s množinou 

B*(X, Y,I) všech podmíněných konceptů v (X, Y, í). Príslušné bijektivní zobra-
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zení f : B1 x . . . x Bn —>• B* ( X , Y, í) přiřazuje n-ticím (C^ ,..., C™ ) formálních 
konceptů podmíněné koncepty f(Cl,..., C™ ) = (A, 5 ) G B * ( X , F , J ) , pro /rferé 
platí: 

A ( x ) = V 
x e Ext(C*) 

B{y) = V 
yeInt(CÍ.) 

Navíc pro každou totální realitu hi a každou n-tici ( C ^ , . . . , C " ) formálních 
konceptů platí: 

(f(cxl,...,cn

xj)h> = c X i . 

D1

0 = (H),{yl,y2}) 

D{ = (Ca/x2},{yi,a/y2}) 

Dl = ({b/x1,a*b/x2},{-*/y1,y2}) 

D\ = {{xux2},{^b/y2}) 

Dl 
D\ 
Dl 

Dl 

(0,{yi,ite}) 
( P V ^ M i / i - V i t t } ) 
( { ^ V ^ i r a V ^ M } , { a A 6 / y i , a A 6 /ite}) 
( { x i , x 2 } , r A V y 2 } ) 

Obrázek 3: Podmíněné konceptuá ln i svazy B 1 (vlevo) a B 2 (vpravo) příslušné 
p o d m í n ě n é m u kontextu ( X , Y,I) z př ík ladu 41. N a obrázcích jsou p o d m í n ě n é 
koncepty uspo řádány relací pro kterou plat í : C zíl D právě tehdy, když 
C -< D — 1. Podmíněné množiny odpovídaj ící e x t e n t ů m a i n t en tům jsou dány 
výč t em p rvků podobně , jako se zapisují fuzzy množiny (podmínka nad lomítkem 
odpovídá podmínce , za k te ré příslušný objekt nebo atribut p a t ř í do množiny) . 

5 A D formule v podmíněné F C A 
V t é t o poslední kapitole jsou shrnuty všechny výsledky, ke k t e r ý m jsem došel 
při snaze o implementaci A D formulí v podmíněné F C A . Omezil jsem se p ř i tom 
na konečné B A podmínek; některé výsledky nicméně p ředpok lad konečnost i B A 
podmínek nevyžadují , konkré tně jsou to ty výsledky, ve k terých se neodvolávám 
na Vě tu 12. Až do konce textu tedy uvažujme konečnou B A podmínek L a L-
podmíněný kontext (X,Y,I). 
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Definice 43 ( A D formule) 

AD formule nad L - p o d m í n ě n ý m univerzem (Y, ~ y ) je výraz tvaru 

ATB, 

kde A a, B jsou podmnož iny množiny Y. 

A D formulemi v podmíněné F C A tedy rozumíme stejné výrazy jako v klasické 
F C A , jedniný rozdíl spočívá v tom, že nyní jde o množiny a t r i b u t ů z podmíněného 
univerza; p ř ipouš t íme tedy možnos t neúplné informace ohledně rovnosti a t r i bu tů . 
Proto je p o t ř e b a zavést realizaci A D formule. 

Definice 44 (realizace A D formule) 
Realizace AD formule <f> = {yi, • • • ,Uj} E {yk, • • • ,Vi} nad (Y, wy) podle 

reality h : L —>• K je A D formule <ph = { y f , . . . , yj1} C {y%,..., } nad w y ) . 

Definice 45 
Řekneme, že L-podmíněný koncept (A, 5 ) v ( X , Y, J) splňuje A D formuli <j) 

nad (y, ~ y ) , značeno (A, B) |= 0, jestl iže pro každou to tá ln í realitu h : L —> 
2 p la t í (Ah,Bh) \= (f)h. Dále uvažujme množinu T A D formulí nad (Y, ~ y ) . 
Řekneme, že (A, i?) splňuje T , značno (A, i?) |= T , jestliže (A, B) splňuje všechny 
A D formule z T. 

Definice 46 ( o m e z e n ý p o d m í n ě n ý k o n c e p t u á l n i svaz) 
Pro L-podmíněný konceptuá ln i svaz B C B * ( X , Y,I) a množinu T A D for

mulí nad (Y, PŽY) nazveme množinu 

B T = {(A, B) e B | (A, B) | = T } 

L-podmíněný konceptuálni svaz B omezený množinou T. 

5.1 Stabilní podmíněné konceptuálni svazy 
P o d m í n ě n á F C A nabízí uživateli možnos t volby podmíněného konceptuá ln ího 
svazu. Pro různé po t ř eby uživatele mohou být vhodné různé podmíněné koncep
tuá ln i svazy, k te ré se odlišují t ím , jak dobře zachovávají vlastnosti příslušných 
konceptuálních svazů v jednot l ivých to tá ln ích real i tách. Např ík lad v článku [2] 
se definuje t akzvaná supremum kompatibilita: L -podmíněný konceptuá ln i svaz 
B C B * ( X , Y,I) nazveme supremum kompat ib i ln í , jestliže pro každé W C B 
a pro každou to tá ln i realitu h : L ->• 2 p la t í (\/W)h = V Wh. 

V t é t o podkapitole definujú vlastnost podmíněných konceptuálních svazů, 
kterou pro množinu T A D formulí nazývám T-stabili ta. Tato vlastnost se ukáza la 
být klíčovou př i používání A D formulí v podmíněné F C A . 

Pro množinu T A D formulí nad L - p o d m í n ě n ý m univerzem a realitu h : L —>• K 
budeme označením Th míni t množinu realizací všech A D formulí z T podle reality 
h, tedy: 

Th = {<ph | 0 e T } . 
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V ě t a 47 
Pro každý L-podminěný konceptuálni svaz B C B * ( X , Y, í), každou množinu 

T AD formuli nad (Y, wy) a každou totálni realitu h : L —y 2 piaíz: 

( B T ) ' 1 C BTh{Xh,YH,IH). (2) 

Pro D ' 1 G (By) ' 1 p la t í Dh e Mh = B(Xh,YH,IH). Stačí tedy ukáza t , že 
|_ ^ p j y n e z g (MT)H, p ro tože pak D \= T , což znamená , že 

Dhl | = rph' p r o libovolné / i ' : L ->• 2, speciálně tedy í ) ' 1 |= T h . • 

O p a č n á inkluze v (2) obecně nepla t í . Jako pro t ipř ík lad vezměme podmíněný 
konceptuá ln i svaz B 1 z p ř ík ladu 41 a uvažujme T = {y 2 C J / J } . P ř i realizaci podle 
to tá ln í reality plat í : 

( B ^ f ^ i V a (Xh3,YH3,IH3). 

Všimněme si, že pro podmíněný konceptuá ln i svaz B 2 ze s tejného př íkladu, 
stejnou množinu T a libovolnou to tá ln í realitu hi plat í : 

(M2

T)hi = BThi{Xhi,YHI,IHI). 

Definice 48 ( s t a b i l n í p o d m í n ě n ý k o n c e p t u á l n i svaz) 
L-podmíněný konceptuá ln i svaz B C B * ( X , Y, J ) , k te rý pro danou množinu 

T A D formulí nad (Y, Wy) a pro každou to tá ln i realitu h : L —y 2 splňuje: 

( B T f = i 3 T f e ( X h , V h , J / í ) , 

nazveme T-stabilni. 

Není-li p o t ř e b a množinu T A D formulí explici tně zmiňovat , budu namís to 
„T-s tabi ln í" psá t jen „stabilní". 

Stabili ta je t éměř nezby tná vlastnost podmíněného konceptuá ln ího svazu, 
k te rý m á být omezován A D formulemi. Jedině T-s tabi ln í podmíněné konceptu
álni svazy tot iž po omezení A D formulemi z množiny T zaručeně obsahují podmí
něný koncept pro každý formální koncept ve všech přís lušných omezených kon-
ceptuálních svazech. Př i volbě nes tabi ln ího podmíněného konceptuá ln ího svazu B 
tak uživatel vždy podstupuje riziko, že nějaký potenciá lně důležitý formální kon
cept nebude v B po omezení A D formulemi reprezentován ž á d n ý m p o d m í n ě n ý m 
konceptem. 

V ě t a 49 
B * ( X , Y, í) je T-stabilni L-podmíněný konceptuálni svaz pro libovolnou mno

žinu T AD formuli nad (Y, ~ y ) . 
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Důkaz 
Označme M*(X,Y,I) = B* . To, že B* je L-podmíněný konceptuá ln i svaz, 

bylo ukázáno v [2] (Theorem 10, strana 26). Zde ukážu , že je s tabi lní . Uvažujme 
libovolnou množinu T A D formulí nad (Y, ~ y ) . Stačí ukáza t , že pro libovolnou 
to tá ln í realitu hi : L —> 2 plat í : 

(M*T)hi D BThi(Xh\Yh\Ihi), 

protože opačná inkluze p la t í vždy (Věta 47). 
Ať tedy C*. je formální koncept z BThi {Xhi,Yhi, Ihi). Podle Věty 42 muzeme 

všechny podmíněné koncepty z B * charakterizovat n-ticemi formálních konceptů 
( C ^ , . . . , C " J G Í3 1 x . . . x Bn. Uvažme n-tici: 

T5? / ' / ^ ' l /mi—1 /mi /mi+1 /mrľ\ 
u — l ° 0 ' • • • > ° 0 > ° x Ť > ° 0 ) - - - ) ° O J J 

kde Cg označuje vždy ten nejmenší formální koncept v B(Xhj, Yhj, Ihj), a pří
slušný podmíněný koncept v B * označme f{C). 

Pro každý formální koncept C°x. z C p la t í |= Th' (Cl

x. \= Thi p la t í 
z p ředpok ladu , všechny os t a tn í j is tě splňují libovolnou T ) . Pak p la t í f(C) \= T 
a tedy f(Č) e B ^ . Podle Věty 42 pak (f(Č))hi = Cl

x. e (M*T)hi. 

• 

5.1.1 D o l n í hranice pro p o č e t p r v k ů s t a b i l n í c h p o d m í n ě n ý c h koncep
t u á l n i ch s v a z ů 

Označme Bi = B(Xhi, Yhi, Ihi). Z Věty 42 plyne | B * ( X , V, I)\ = {B1 x . . . x Bn\, 
horní hranice pro počet p rvků libovolného L-podmíněného konceptuá ln ího svazu 
B C M*(X,Y, I) je tedy rovna součinu mohu tnos t í \Bl\ konceptuáln ích svazů B% 

pro všechny to tá ln í reality hi : L —>• 2. 
Co se týče dolní hranice, B musí pro všechna hi splňovat Mhi = B1, B tak 

musí obsahovat př ine jmenším stejný počet prvků, jako m á nejvíce poče tný kon
ceptuá ln i svaz B1 (pro každé C j G £>* musí existovat a lespoň jedno D e B takové, 
že .D' 1 4 = C j ) . Celkově tedy pro obecný podmíněný konceptuá ln i svaz B plat í : 

maxflfí*!) < | B | < \BX x . . . x Bn\. 
i 

V té to podkapitole zpřesním dolní hranici pro p o d m í n ě n é konceptuá ln i svazy, 
k teré jsou T-s tabi ln í pro danou množinu A D formulí T (Věta 51). Nejprve uvedu 
jedno pomocné lemma. 

Lemma 50 
Pro každý L-podmíněný konceptuálni svaz B C B * ( X , V, I), každou množinu 

T AD formulí nad (Y, Wy) a každou totálni realitu hi : L —y 2 piati: 

[B'XB^l < | B \ B T | . 

Je-li B T-stabilní, pak navíc platí: 

\^Thi I — | ® T | -
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Důkaz 
Pro každé C j G (Í3 l \ i3y f e . ) existuje alespoň jedno D e B takové, že Dhi = C j . 

P ro tože C j nesplňuje T h i (Cj ^ - B ^ J , p la t í , že ani žádné z takových D nesplňuje 
T , a tak všechna taková D leží v (B \ B ^ ) . J inými slovy: pro každý formální 
koncept z (B1 \ BL

TH.) existuje alespoň jeden podmíněný koncept v (B \ MT). 

K d y b y platilo \MT\ < \B^,HI\, existovalo by C j G BL

THI, pro k te ré neexistuje 
D G B y takové, že Z>h ť = C j . Plat i lo by tedy ( B T ) ^ ^ . , coz znamená , ze Jns 
by nebyl T-s tabi lní . • 

V ě t a 51 
Ať T je množina AD formuli nad (Y, ~ y ) . Pro libovolný T-stabilní podmíněný 

konceptuálni svaz B C B* ( X , Y, í) piati: 

m a x Q f í U D + m a x Q f í ^ f í L j ) < | B | . 
i i 

Důkaz 
Předpokláde jme , že B C B * ( X , Y, I) je T-s tabi ln í podmíněný konceptuá ln i 

svaz a p ř i t om plat í : 

| B | = | B T | + | B \ B T | < m a x ( | f í L i | ) + m a x ( | i 3 í \ i 3 L i | ) . (3) 
i i 

Pro tože B je T-s tabi lní , p la t í , podle Lemmatu 50, \BL

TH.\ < \MT\ pro všechna 
i, tedy i pro to i, pro k te ré nas tává ono maximum. Nerovnost (3) tak můžeme 
přepsa t následovně: 

| B \ B T | < m a x ( | ^ \ i 3 L i | ) . 
i 

To ovšem znamená , že existuje i takové, že |B \ B T | < \BL \ BL

TH. \ a to je, opět 
podle Lemmatu 50, spor s t ím, že B je podmíněný konceptuá ln i svaz. • 

5.1.2 Algoritmus S T A B I L I Z E 

V t é t o podkapitole uvedu pseudokód algoritmu, k te rý k danému p o d m í n ě n é m u 
konceptuá ln ímu svazu B C B* ( X , V, J) a dané množině T A D formulí nad (Y, « y ) 
sestaví T-s tabi ln í podmíněný konceptuá ln i svaz B ' D B , př ičemž počet p rvků 
výsledného B ' bude nanejvýš dvojnásobný oproti p o č t u p rvků B . 

V následujících pseudokódech označuje H množinu všech to tá ln ích realit 
hi,..., hn : L —y 2 a Oj označuje atom z L přís lušný to tá ln í real i tě hi. 

Algoritmus S T A B I L I Z E 

Vstupem je L-podmíněný konceptuá ln i svaz B C B * ( X , Y,I) a množ ina T A D 
formulí nad (Y, Wy) 

1. B ' ^ B 

2. pro všechna D G B opakuj 

(a) H' <- {h G H | Dh |= Th} 
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(b) jestl iže H' = 0 nebo H' = H, pak 

i . přejdi na další D 

(c) jinak 

i . D' <- S T A B I L I Z E - C O N C E P T ( L > , H') 

i i . B ' < - B ' U {D1} 

3. vrať B ' 

Algoritmus S T A B I L I Z E - C O N C E P T 

Vstupem je L - p o d m í n ě n ý koncept D G M* (X, Y, I) a množ ina realit H' C H 

1. alokuj pole pro n p rvků a ulož jej do p roměnné N 

2. pro i <— 0 do n — 1 opakuj 

(a) jestl iže hi+i G -ŕ/7, pak 

i . N[i] <- Dhi+1 

(b) jinak 

i . N[i] <- ((Yhi+1)i,Yhi+1) 
3. sestav podmíněné množiny A v X, B v Y nálsedovně 

(a) A(x) <- V{OÍ | a; G Sa;ŕ(iV[i])} 

(b) B(y) V { a , | y G Jnŕ(iV[i])} 

4. vrať (A, 5 ) 

Algoritmus je založený na následujícím pozorování. Je-li daný L - p o d m í n ě 
ný konceptuá ln i svaz B C B* (X, Y, I) vůči dané množině T A D formulí nad 
(Y, PŽY) nestabi lní , pak existuje L - p o d m í n ě n ý koncept Ľ G B a to tá ln i reality 
hi, h j : L —>• 2 tak, že plat í : 

Dhi |= Thi a p ř i t om Dhj^Thj. 

Pokud pak pro každé takové D p ř idáme do B L - p o d m í n ě n ý koncept D', k te rý 
pro každou to tá ln í realitu h : L —y 2 , pro kterou p la t í Dh \= Th, splňuje: 

D ' |= T a (D')h = Dh, 

pak B bude T-stabi lní . Správnosť algoritmu plyne z tohoto pozorování 
a z Věty 4 2 . 
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5.2 Zobecnění výsledků z klasické F C A 
V poslední kapitole uvád ím varianty některých výsledků z klasické F C A (kon
kré tně Vět 11, 12, 13 a 14) v podmíněné F C A za předpokladu , že uživatel použije 
s tabi lní podmíněný konceptuá ln i svaz. 

Po zbytek kapitoly uvažujme množinu T A D formulí nad (Y, PŽY) a T-s tabi ln í 
L -podmíněný konceptuá ln i svaz B C B* ( X , Y, I). 

V ě t a 52 

Pro každou totálni realitu h : L —>• 2 je (MT)H zdola omezený. 

Důkaz 

Pro každou to tá ln í realitu h : L ->• 2 p la t í (MT)H = BTh(Xh,Yh, Ih), což je 
zdola omezená množ ina pro libovolné Th podle Věty 11. • 

V následujícím lemmatu označuje X ^ podmíněnou množinu v (Y, W y ) (kde X 
chápeme jako p o d m í n ě n o u množinu v ( X , ~ x ) ) - Dále pro B — {yj,..., ŷ } C Y 
a realitu h : L —>• X označuje - B h množinu {yf,..., y^}. 

Lemma 53 
Pokud T neobsahuje AD formuli AC. B, takovou, že pro nějaké y E A platí: 

X\y) > V * V ) , (4) 

pak pro každou totálni realitu h : L —>• 2 a každou AD formuli A1 C i ? ' e T píačz, 
že neexistuje yh E takové, že: 

yh G ( X / í ) t a ú r o v e ň (y')*1 Č P ^ ) Ť P r o (y'f e (5) 

K d y b y existovala to tá ln í realita h : L —> 2, A D formule yť C £?' G T 
& yh E (A')h tak, že p la t í (5), platilo by: 

Mxt(y)) = i > o = h( V x V ) ) , 
2/' e s 

a tedy A ' C B' by splňovala (4). • 

V ě t a 54 

Pokud T neobsahuje AD formuli A jZ B, pro kterou platí (4), pak pro každou 
totálni realitu h : L —y 2 platí, že (MT)11 je shora omezený. 

Důkaz 
Pro každou to tá ln í realitu h : L —> 2 množ ina T h podle Lemmatu 53 neobsa

huje A D formuli Ah jZ pro kterou by platilo, že A h obsahuje nějaký atribut 
sdílený všemi objekty a zároveň v Bh žádný takový atribut neleží, a tak podle 
Věty 12 je BTh(Xh, Yh, Ih) = (MT)H shora omezený. • 
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V ě t a 55 
Pokud jsou všechny AD formule z T tvaru {y} C {y1} pro nějaká y, y' G Y, 

pak pro každou totálni realitu h : L —y 2 platí, že (MT)h je úplný svaz, který je 
navíc \/-podsvazem množiny B(Xh,Yh,Ih). 

Důkaz 
Pro každou to tá ln í realitu h : L —> 2 bude Th obsahovat pouze A D formule 

tvaru {yh} C {(y') ' 1}, a tak podle Věty 13 bude požadované vlastnosti splňovat 
BTh(Xh, Yh, Ih) = (MT)h. • 

V následujícím lemmatu je řeč o dis junktních atributech. V p o d m í n ě n é m kon
textu (X, Y, I) atributy y, y' G Y nazývám dis junktní , když pro všechna x E X 
pla t í I(x, y) A I(x, y') = 0. V n e p o d m í n ě n é m formálním kontextu (X', Y', ľ) pak 
atributy y, y' G Y' n azývám dis junktní , když neexistuje objekt x G X, pro k te rý 
by platilo (x, y) G ľ a zároveň (x, y') G ľ 

Lemma 56 
Pro disjunktní atributy y, y' G V a každou totální realitu h : L —y 2 platí, že 

i atributy yh, (y')h G Yh jsou disjunktní. 

Důkaz 
Předpokláde jme , že y,y'EY jsou dis junktní a p ř i t om existuje to tá ln í realita 

h : L —y 2, podle které yh, (y')h G Yh d is junktní nejsou. Pak tedy existuje 
xh G Xh takové, že Ih(xh,yh) = Ih(xh,(y')h) = 1. P ro tože I je extensionální , 
p la t í Ih(xh,yh) = h(I(x,y)), Ih(xh, (y')h) = h(I(x,y')). Dále protože y, y' G F 
jsou dis junktní , p la t í I(x,y) A I(x,y') = 0. Pak ale 

h(I(x, y)) A h(I(x, y')) = 1 A 1 ^ 0 = fc(0) = y) A I(x, y')) 

a to je spor s t ím, že h je homomorfismus B A . • 

V ě t a 57 
Pokud T obsahuje pro každou dvojici disjunktních atributů y, y' G Y 

AD formuli AC. B, pro kterou platí buď: 

y G A, y' G B a všechny atributy z B jsou disjunktní, nebo (6) 

y' E A, y E B a všechny atributy z B jsou disjunktní, (7) 

pak pro každou totální realitu h : L —y 2 platí, že (MT)11 je strom. 

Důkaz 

Pro každou to tá ln í realitu h : L —y 2 a každou dvojici nedis junktních a t r i b u t ů 
yh\ ( y ) h £ Y h bude T h obsahovat A D formuli, k t e rá splňuje (6) nebo (7). Plyne to 
z Lemmatu 56: disjunktnost a t r i b u t ů na pravých s t r anách A D formulí zůs tane 
po realizaci zachována a k romě toho nemůže existovat dvojice nedis junktních 
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a t r i b u t ů yh, (y')h G Yh, k te ré by před realizací byly dis junktní , a tak ž á d a n á A D 
formule opravdu existuje pro každou takovou dvojici. A tak podle Věty 14 bude 
BTH (Xh, Yh, IH) = (MT)h strom. • 
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Závěr 
Formální konceptuá ln i ana lýza ve své základní p o d o b ě obnáší problém, k t e r ý m 
je potenciá lně obrovská velikost konceptuá ln ího svazu. Tento problém lze řešit 
např ík lad za pomoci A D formulí. Dalš ím prob lémem, se k t e r ý m se uživatel F C A 
(a nejen uživatel F C A ) může po týka t , je neúplnost dat; tu je pak v některých 
př ípadech možné řešit p řechodem k p o d m í n ě n é var iantě F C A . 

P ráce měla za cíl implementovat A D formule v podmíněné F C A . Přes tože 
definice základních po jmů je p ř ímočará , vyvstal při implementaci zaj ímavý pro
blém: některé podmíněné konceptuá ln i svazy, k teré by za j iných okolností mohly 
být bez problému použity, jsou naprosto nevhodné , má-li uživatel v p lánu je ome
zovat A D formulemi. Stabilita, ona vlastnost, k t e rá v tomto smyslu rozlišuje mezi 
vhodnými a nevhodnými podmíněnými konceptuá ln ími svazy, je j asně definova
te lná . Existuje algoritmus, k te rý libovolný podmíněný konceptuá ln i svaz učiní 
s tab i ln ím vůči dané množině A D formulí a nijak zásadně p ř i t om nenavýší po
čet jeho prvků . Navíc lze za p ředpok ladu stability podmíněného konceptuá ln ího 
svazu lehce zobecnit a využívat některé důležité výsledky z teorie A D formulí v 
klasické var iantě F C A . 
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Conclusions 
Formal concept analysis in its basic form involves a problem, which is the poten
tial ly enormous size of the concept lattice. This problem can be addressed, for 
instance, by usage of A D formulas. Another issue that F C A users (and not only 
F C A users) may encounter is the incompleteness of data; that may be, in some 
cases, resolved by transitioning to the conditional variant of F C A . 

The goal of the work was to implement A D formulas in conditional F C A . 
Although the basic definitions are straightforward, an interesting problem arose 
during implementation: some conditional concept lattices, which could be easily 
used under different circumstances, are entirely unsuitable if the user plans to 
restrict them by A D formulas. Stability, the property that distinguishes between 
suitable and unsuitable conditional concept lattices in this sense, is precisely 
definable. A n algorithm exists that makes any conditional concept lattice stable 
wi th respect to a given set of A D formulas, without significantly increasing its 
number of elements. Moreover, assuming the stability of the conditional concept 
lattice, it is easy to generalize and utilize some important results from the theory 
of A D formulas in the basic form of F C A . 
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