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Abstrakt

Tato bakalarska prace se zabyva resenim tloh z ceskych i zahrani¢nich matematic-
kych soutézi, které jsou zaméreny na téma kombinatorika a pravdépodobnost. Prace
mé slouzit jako doplnujici studijni materidl jak pro studenty se zvySenym zdjmem
o matematiku, tak i pro ucitele. Soucasti prace jsou obrazky a schémata potiebna

pro feseni konkrétnich tloh.

Abstract

This bachelor thesis deals with solving problems from Czech and foreign mathema-
tical competitions, which are focused on the topic of combinatorics and probability.
The work is to serve as a supplementary study material for students with an increa-
sed interest in mathematics, as well as for teachers. The work includes pictures and

diagrams needed to solve specific tasks.
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1 Uvod

Cilem této bakalarské préace je vytvoreni materidlu pro studenty (predevsim stred-
nich skol), popf. uditele, kteri maji zajem o matematiku. Prace ma slouzit jako
podpiirny material jak pri studiu, tak pti pripravé na ucast v matematickych sou-
t&zich. Ulohy byly vybirdny ze stiedoskolskych kategorii predevim proto, Ze jejich
soutéze, ktera byla v této praci pouzita, je zde uvedeno nékolik 1loh, véetné jejich
podrobného teseni. Zaroven byl kladen duraz na tulohy, které maji vice moznych
reseni.

V prvni kapitole jsou uvedeny cile prace a jeji charakter.

Druha kapitola je zamérend na objasnéni zakladnich pojmii z oblasti kombina-
toriky a pravdépodobnosti, které jsou potteba pro feseni prikladii v této praci.

Treti kapitola obsahuje charakteristiku jednotlivych soutézi, ze kterych byla cer-
pana zadani jednotlivych tloh. U kazdé soutéze jsou uvedené strucné informace
o soutézi, pro jakou vékovou skupinu studenti, popt. zaki, je urcena. Déle je zde
rozebrana strucné forma kazdé soutéze, tzn. casovy limit, forma odpovédi.

Zbylé kapitoly jsou o prikladech z vybranych soutézi. V téchto kapitolach jsou
priklady feseny.

Préce je psana v programu TEXworks. Obrazky a schémata v ni byla vytvorena

pomoci programu Ipe.



2 Zakladni pojmy

2.1 Kombinatorika

Kombinatorika, nékdy také nazyvana Kombinatorickou analyzou, je matematicka
disciplina, kterda se zabyva tzv. konfiguraci. Konfiguraci rozumime ,zobrazeni néjaké
mnoziny objekti do konec¢né abstraktni mnoziny se zadanou strukturou®. Zjedno-
dusené lze tici, Ze se jednéd rozdélovani, usporadavani a vybér prvki mnoziny. Od
rady ostatnich matematickych obort se lisi tim, ze zkouma vlastnosti pouze konec-
nych mnozin, na rozdil napt. od geometrie, kde utvary maji nekone¢né mnoho bodu
a mohou mit napt. nekone¢nou délku (primka). Diky tomu patii kombinatorika do
sirsi oblasti matematiky, do oblasti diskrétni matematiky. (Fuchs, 2)

Jako matematicka disciplina se kombinatorika zacala vyvijet v zhruba v 16.-17.
stoleti. Mezi slavné matematiky z tohoto obdobi, v jejichz dilech mtizeme najit kom-
binatorické tvahy, patii napt. B. Pascal, P. Fermat, G.W. Leibnitz. Svou praci v 18.
stoleti vyrazné prispél k rozvoji kombinatoriky L. Euler. Diky vypocetni technice

zaziva kombinatorika od 20. stoleti zna¢ny rozvoj. (Fuchs, 2)

Prehled definic

Definice (Faktoriil). Funkei n! (¢ti n faktoridl) definujeme pro vSechna n € Ny
takto:
1 pron =0

1-2-...-n  pron > 0.

Definice (Pravidlo soucinu). Pocet vSech usporadanych k-tic, jejichz prvni ¢len lze
vybrat nq zptisoby, druhy ¢len ¢len po vybéru prvniho ¢lenu ns zptisoby atd. az k—ty

¢len po vybéru vsech predchazejicich ¢lent ny zpusoby, je roven ny - ng - ... - ng.



Definice (Pravidlo souctu). Jsou-li Ay, As, ..., A, koneéné mnoziny, které maji po
radé pi,ps,...,p, prvkl, a jsou-li kazdé dvé disjunktni, pak pocet prvktt mnoziny

AiUAU...UA, jeroven p; +py+ ...+ pp.
Definice (Princip inkluze a exkluze (pro n = 3)). Pro libovolné mnoziny A, Ay, A3
plati:
A1 UAs UAs| = |Ay|+ |Aa| + |As| — |[A1 N As| — [A1 N As| — [As N As| — A1 N Ay N As
Definice (Variace). k-Clennd variace z n prvku je usporddand k-tice sestavend
z téchto prvkiu tak, ze kazdy se v ni vyskytuje nejvyse jednou.

Pocet V' (k,n) vsech k-¢lennych variaci z n prvku je

n!

V(k,n) = T

=nn—-—1)Mn-2)...(n—k+1).
Definice (Permutace 1). Permutace z n prvku je kazda n-Clennd variace z téchto
prvki.

Jiny zpusob definice permutace:

Definice (Permutace 2). Permutace z n prvkiu je usporadand n-tice sestavend

z téchto prvkiu tak, ze kazdy se v ni vyskytuje praveé jednou.
Pocet P(n) vSech permutaci z n prvku je

P(n) =nl.

Definice (Kombinace). k-¢lenna kombinace z n prvku je neusporadand k-tice se-

stavena z téchto prvki tak, ze kazdy se v ni vyskytuje nejvyse jednou.

Pocet K (k,n) vSech k-Clennych kombinaci z n prvku je



Vyraz (Z) nazyvame kombinacnim cislem. Pro vSechna celd nezdporna ¢islan, k, k < n,

()=

Definice (Variace s opakovanim). k-¢lennd variace s opakovanim z n prvki je uspo-

plati

radana k-tice sestavena z téchto prvki tak, ze kazdy se v ni vyskytuje nejvyse k-krat.
Pocet V'(k,n) vSech k-¢lennych variaci s opakovanim z n prvki je
V'(k,n) = n".
Definice (Permutace s opakovanim). Permutace s opakovanim z n prvki je uspora-

dana n-tice sestavena z téchto prvku tak, ze kazdy se v ni vyskytuje aspon jednou.

Pocet P'(ky, ks, ..., k,) permutaci s opakovanim z n prvki, v nichz se jednotlivé

prvky opakuji ki, ks . . ., k,-krat, je

(kv + kot ...+ k)
kilko! .. k!

P'(ky, kg, ... k) =

Definice (Kombinace s opakovanim). k-¢lenna kombinace s opakovanim z n prvku
je neusporadana k-tice sestavena z téchto prvku tak, ze kazdy se v ni vyskytuje

nejvyse k-krat.
Pocet K'(k,n) vsech k-¢lennych kombinaci s opakovanim z n prvka je
+k-1
K'(k,n) = (” )
k
Definice (Binomicka véta). Pro vSechna ¢isla a,b a kazdé prirozené ¢islo n plati

e (D

Po rozepsani dostavame

n __ n n n n—1 n n—212 n n—kik n n—1 n n
(a+Db) —<0>a —|—<1>a b—i—(Z)a b—i—...—|—<k>a b+...—|—<n_1>ab +<n>b'



2.2 Pravdépodobnost

Teorie pravdépodobnosti je matematicka disciplina, jez se zabyva jevy, konstrukci
a zkoumanim pravdépodobnostnich prostori. Kazda situace, kterou v pravdépodob-
nostnim poctu resime, je jedinecna tim, ze potfebuje sviij pravdépodobnostni pro-
stor. Pti feseni tloh je tedy potieba vzdy zkonstruovat pravdépodobnostni prostor
ji odpovidajici. (Ptocki, 3) Objekty, které zkoumame, jsou pokusy, u nichz nemuze
dopredu znat vysledek, tedy zavisi na nahodé. Takto provedené experimenty, at
uz dodrzime predepsany postup (napft. pti fyzikdlnim pokusu), mohou za stejnych

podminek generovat ruzné vysledky. Mluvime o ndhodnych pokusech. (Calda, 1)

Definice (Mnozina vSsech moznych vysledku pokusu). Mnozina vSech moznych vy-
sledkit pokusu je mnozina vSech vysledkti ndhodného pokusu, které se navzajem
vylucuji (nastane-li jeden, nemize nastat druhy), a jeden z nich nastane vzdy. Zna-

¢ime ji € a jeji libovolny prvek znacime w.

Definice (Rozdéleni pravdépodobnosti). Rozdéleni pravdépodobnosti na mmnoziné
Q = {wi,ws, ..., ws} nazyvame kazdou nezdpornou funkei p na mnoziné € takovou,

v

ze

p(wr) +p(w2) + ... + plws) = 1.

Definice (Pravdépodobnostni prostor). Dvojici (€2, p), kde p je rozdéleni pravdépo-

dobnosti na mnoziné €2, nazyvame pravdépodobnostnim prostorem.

Pokud Q = {wy,wa, ..., ws} aplw) =plws) = ... = p(ws) = I, pak funkei p na-
zyvame klasické rozdéleni pravdépodobnosti na mnoziné ) a dvojici (2, p) klasicky

pravdépodobnostni prostor.

Jevy

Jevy jsou jednotlivé podmnoziny mnoziny vSech moznych vysledki. V kazdém na-
hodném pokusu je tolik jevii, kolik je podmnozin mnoziny vysledki €2. Znacime je

pismeny A, B, C atd.
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Definice (Pravdépodobnost jevu). Ozna¢me P(A) pravdépodobnost jevu A. Defi-

nuje se jako soucet pravdépodobnosti vysledku priznivych jevu A.

V pokusu, jehoz vSechny mozné vysledky jsou stejné pravdépodobné (klasicky

pravdépodobnostni prostor), je pravdé podobnost jevu rovna podilu

m(A)  pocet pfiznivych vysledkt

m  pocet viech moznych vysledki’
Druhy jevii:

o Elementarni jev: kazdy prvek mnoziny 2; 0 < P(A) <1

« Nemozny jev: ) C Q; P(0) =0

o Jisty jev: Q C Q; P(Q) =1

e Opacny (doplitkovy) jev A’: Nastdva pravé tehdy, kdyZ jev A nenastdva;
P(A")=1- P(A).

Definice (Sé¢itani pravdépodobnosti). Jsou-li Ay, ..., A, navzdjem se vylucujici jevy,

tj. A; N A; = 0 pro i # j, potom

P(AjU...UA,)=P(A)+...+ P(A,).

11



3 Prehled soutézi

3.1 Matematicka olympiidda v CR

Jedna se o soutéz, kterou kazdorocéné vyhlasuje Ministerstvo skolstvi, mladeze a télo-
vychovy (MSMT), a za uskutecnéni soutéze zodpovida Jednota ceskych matematiki
a fyzikti (JCMF). Déle se na soutézi podili Matematicky tstav Akademie véd CR.
Utelem Matematické olympiddy je podpora nadanych 74kt a jejich rozvoj v oblasti
matematiky. Zaroven slouzi k popularizaci matematiky a informacnich véd a péci
o talentované zdky. Soutéz je jednotna pro celou CR. Je tvoiena doméci ¢ésti, Skol-
nim, okresnim, krajskym a ustfednim kolem.

Soutéz je urcena jak pro zaky zakladnich skol, tak i pro studenty stiednich skol,
a je clenéna do nékolika kategorii. V této praci se vSak budeme zabyvat pouze
priklady z kategorie C pro stiedni skoly.

Ve skolnim kole soutéze, za které je zodpovédny feditel Skoly a jim ,,povéreny uci-
tel“, Tesi zaci doméaci a klauzurni ¢ast. V domaéci ¢asti dostanou zaci letaky s ilohami,
které maji vytesit a odevzdat do daného terminu povérenému uciteli. V klauzurni
Casti uz Fesi zéci ilohy v terminu a ase, ktery stanovuje Ustiedni komise MO.

Zodpovédnost za okresni kolo MO mé kraj. Pro Tizeni tohoto kola zfizuje kraj
okresni komisi MO (OK MO). Cleny OK MO jmenuje kraj na obdobi 5 let a tvoii
ji ucitelé zakladnich, stfednich a vysokych skol.

Za krajské kolo MO je zodpovédny kraj, ktery pro tyto tucely stanovuje komisi
slozenou z ucitelu zakladnich, strednich a vysokych skol. Tyto ¢leny komise navrhuje
krajska pobocka JCMF a délka jejich funkéniho obdobi je 5 let.

Posledni kolo, tedy kolo tst¥edni, zajistuje organizace vybrangd UK MO, zpravidla
je touto organizaci JCMF, stiedni nebo vysokd $kola v misté, kde se soutéz kona.
Ustfedniho kola se Gcastni padesat nejlépe umisténych soutézicich z krajského kola

kategorie A.
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Je dobré zminit, Ze pro nejuspésnéjsi soutézici z ustfednfho kola poradda UK
MO soustiedéni, jehoz tcelem je priprava na pristi roénik MO a pfiprava na ucast
v Mezinarodni matematické olympiadé (IMO). Zaroveti UK MO potadé soustfedéni
pro nejlepsi tcastniky z krajskych kol kategorii B a C. Pro ostatni soutézici, tedy
z Skolnich, okresnich a krajskych kol, jsou poradany odborné prednasky, seminate

a odborna soustredéni.

3.2 Matematicky klokan

Matematicky klokan je mezindrodné koordinovana soutéz, jejiz poc¢atky jsou v osm-
desatych letech dvacatého stoleti v Australii. V. CR se soutéz uskutecnila poprvé
v roce 1995. Soutéz porada JCMF, a to ve spolupraci s Katedrou matematiky PdF
UP a Katedrou algebry a geometrie PTF UP v Olomouci.

Soutéz je urcena pro zaky zakladnich skol i pro studenty strednich skol. Je ¢lenéna
celkem do Sesti kategorii, které jsou podle véku soutézicich stanoveny nasledovné:
Cvréek (2. - 3. t¥ida ZS), Klokdnek (4. - 5. tiida ZS), Benjamin (6. - 7. t¥ida ZS),
Kadet (8. - 9. t¥ida ZS), Junior (1. - 2. ro¢nik SS) a Student (3. - 4. ro¢nik SS).
Soutéz probiha ve stejny den pro viechny zéky v CR. Ulohy v soutézi jsou ¢lenény
do tii kategorii podle obtiznosti a jsou ohodnoceny 3,4 nebo 5 body za spravné
zodpovézenou tlohu. Za Spatnou odpovéd se soutézicimu strhne jeden bod. Soutézici
zaCina s urcitym poctem bodt, jehoz hodnota nemiize byt zaporna. Ke kazdé tloze
je na vybér z péti moznych odpovédi a pouze jedna je spravneé.

V této praci se budeme zabyvat tlohami z kategorie Student. Navic budeme
i vyuzivat toho, ze mame nabidku odpovédi, tudiz je mizeme postupné vyzkouset,

zda-li jsou vhodna. Toho budeme vyuzivat i u priklada v soutézi AMC.

3.3 American Math Competition (AMC)

American Math Competition je soutéz konajici se ve Spojenych statech americkych.
Od roku 1950, kdy se konal prvni ro¢nik této soutéze, ji porada organizace Mathe-

matics Association of America (MAA), volné prelozeno: Americkd asociace mate-

13



matikt. Soutéz se déli do tii kategorii podle véku soutézicich, resp. podle roc¢nikii,
které navstévuji. Kategorie jsou AMC 8, AMC 10 a AMC 12. Cislovky odpovidaji
rocniktim, pro které jsou urceny. Dalo by se tici, ze v USA 5. - 8. ro¢nik odpovidéa
druhému stupni ZS v CR. Od 9. ro¢éniku se uz jedné o stfedni skolu.

Nejnizsi je kategorie AMC 8, kterd je urcena pro zaky do 14,5 let véku. Test
trva 40 minut, obsahuje 25 otazek a ke kazdé otdzce je na vybér z péti moznych
odpovédi. Otazky obsahuji témata napti¢ celym ,druhym stupném®, jsou to napft.
pravdépodobnost, odhad, zakladni geometrie, prostorova vizualizace, grafy apod.

Kategorie AMC 10 a AMC 12 je spadé svou obtiznosti do oblasti stfedni skoly.
Pro AMC 10 jsou otazky z ucebnich osnov do 10 t¥idy, pro AMC 12 uz test obsahuje
celé stredoskolské kurikulum. Test je opét slozen z 25 otazek, kazda s 5 moznymi
odpovédmi. Trva vsak 75 minut. Horni vékovy limit pro soutézici v kategorii AMC
10 je 17,5 let, pro AMC 12 je tato hranice 19,5 let.

Ve vsech kategoriich se nestrhavaji body za Spatnou odpovéd a za kazdou sprav-
nou je udélen jeden bod. Maximum ziskanych bodu je tedy ve vSech kategoriich
25. Certifikat vyznamenani je udélen vsem soutézicim, kteri dosahnou maximalniho
poctu bodu. Vitéz soutéze v dané skole ziskd vitézny odznak/medaili. TFi nejlepsi
soutézici v dané skole ziskaji zlaté, st¥ibrné nebo bronzové ocenéni za mimotradny
tspéch. Cestné ocenéni ziskaji vSichni, ktef{ dosahli vysokého poé¢tu bodil. Zasluzné
ocenéni ziskaji vSichni soutézici s vysokym poctem bodii, ktefi jsou v 6. tfidé nebo
nizsi. Obecné AMC patii mezi lehéi soutéze a kategorie AMC 10/12 jsou ,startovni

¢arou* na cesté az k IMO.

3.4 Math Prize for Girls

Jak jiz napovida nazev, tak tato soutéZ je uréena pouze pro divky. Uéelem soutéze
je podpora mladych divek s vyjimeénym potencidlem stat se prednimi odbornicemi
v oblasti prirodnich véd a matematiky. Prvni ro¢nik soutéze byl v roce 2009 a od té
doby se soutéz kond kazdy podzim na Massachusettském technologickém institutu
(MIT) a porddd ho Advantage Testing Foundation, volné prelozeno: Nadace pro

pokrocilé testovani. Je pro tucastnice, které jsou nejvyse v 12. roéniku (posledni
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rocnik stiedni Skoly) a ziji v USA nebo v Kanadé. Pro zapsani na soutéz je potieba
predchozi tcast v soutézi AMC 10 nebo AMC 12.

Déli se na dvé kategorie, Math Prize a Math Prize Olympiad. Prvni zminéna
obsahuje 20 otazek bez moznosti vybéru spravné odpovedi, a trva 2,5 hodiny. Druha
védi a test trva 4 hodiny.

Math Prize for Girls je nejvétsi matematickou soutézi pro divky na svété a zaro-
ven ma i jednu z nejvyssich odmeén. Vitéz soutéze totiz obdrzi ¢astku 25 000 dolart

(v pfepoctu zhruba 575 000 korun).
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4 Matematicka olympiada pro SS, kategorie C

Uloha &.2 z krajského kola 65.ro¢niku (2015/2016)

Zadani:

Urcete, kolika zpusoby lze vSechny hrany krychle ABCDEFGH obarvit Ctyfmi
danymi barvami (celou hranu bez krajnich bodu vzdy jednou barvou), aby pri tom

kazd4 sténa krychle méla hrany vsech ¢tyr barev.

= b rd
Reseni:
Jako prvni si nakreslime krychli a jeji sit. Jako ¢tyTi rtizné barvy si zvolime napfi-
klad modrou, ¢ervenou, zelenou a oranzovou. Kazda hrana patii ke dvéma sténdm
krychle, proto muzeme nasi sit zjednodusit tak, ze si vybereme hrany, které jsou

pro kazdou ze stén spoleéné a ty nebudeme brat v dvahu (na obrazku [4.1] oznaceny

¢ervenym krizkem).

X

AV 4
N\

Obrazek 4.1: Krychle a jeji sif
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Dostaneme tak redukovanou sif, ve které kazda cara odpovida pravé jedné

hrané. Viz obrézek [4.2]

Z

Obrazek 4.2: Redukovan4 sit

Na zacatku si vybereme jeden ¢tverec ze sité, v nasem pripadé ten, ktery je
oznacen pismenem Z. Do toho ¢tverce budeme umistovat barvy k hranam. Pocet
vSech moznosti jak priradit ¢tyti rizné barvy k hranam tohoto ¢tverce lze vyjadrit

jako permutaci P(n), kde n = 4.

3

2

Obrazek 4.3: Moznosti pro vybér barev v Z-¢tverci

V dalsi c¢asti feseni je uz potieba si vice promyslet, na jaké hrany mizeme dat
pifslusné barvy. Reknéme, Ze do étverce nejvice vpravo v nasi redukované siti umis-
time barvy tak, aby stejné barvy byly po slozeni krychle naproti sobé pres thlopricku
krychle (télesova uhlopricka). Zbydou ndm posledni ¢tyfi neobarvené hrany, které
vSak nemiizeme obarvit zadnou barvou, protoze jakékoli obarveni uz nesplni pod-

minku ze zadani, proto je toto obarveni spatné. Ukéazka je na obrazku {4.4]
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Obrézek 4.4: Ukazka Spatného obarveni

Vratime se opét k nasi redukované siti s obarvenym zakladnim ¢tvercem. Za-
meérime se na vrcholy tohoto ¢tverce. V kazdém z vrchola se ,sbihaji“ dvé barvy
a jedna z ného jesté musi ,vystupovat® do neobarvené hrany. Je jasné, zZe se nemiize
jednat o jednu z dvou barev, které do vrcholu vstupuji, protoze by opét nedoslo
k riznobarevnému obarveni stény krychle. Mame tedy dvé moznosti jak treti hranu
vystupujici z kazdého vrcholu zédkladniho ¢tverce obarvit.

Obrazek 4.5: Mozné obarveni tret{ hrany

Avsak vybereme-li jednu ze dvou moznosti, pak uz je dobarveni ostatnich hran

krychle, aby bylo splnéno zadani tlohy, jednoznacné.

Obrézek 4.6: Situace po vybéru barvy k jedné z hran

Pocet moznosti, jak obarvit krychli pozadovanym zptisobem je tedy

Pypisob = 24 -2 = 48,
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Uloha ¢&.2 z krajského kola 66. ro¢niku (2016/2017)

Zadani:
Ctvercovou tabulku 6 x 6 zaplnime vsemi &isly od 1 do 36.

a) Uvedte priklad takového zaplnéni tabulky, kdy soucet kazdych dvou cisel ve

stejném Tadku ¢i ve stejném sloupci je vétsi nez 11.

b) Dokazte, Ze pii libovolném zaplnéni tabulky se v nékterém tadku nebo sloupci

najdou dvé cisla, jejichz soucet neprevysuje 12.

Reseni:

V piipadé za a), jde pouze o to najit vhodné usporadani cisel v tabulce. Toho
lze dosdhnout tak, ze budeme diagondaly v tabulce stiidavé vyplnovat ¢isly z obou
konclt mnoziny od 1 do 36 aby sla "proti sobé". Zacneme tim, ze hlavni diagondlu
vyplnime odshora dolti, tzn. od levé horni bunky k pravé dolni bunce, ¢isly 1 az 6.
Obé sousedni diagonaly vyplnime poté cisly z druhé konce dané mnoziny, tzn. od 36
az po 27. V dalsich diagonélach postupujeme obdobné az do vycerpani celé mnoziny.

Jedno z moznych vyplnéni lze vidét na obrézku [6.1]

1 |31 11] 23] 17] 19

3612 | 30 12 22| 18

71353 129 13 21

26 8 | 34 4 | 28| 14

1512519 | 335 | 27

200 16| 24 10| 32| 6

Obrazek 4.7: Tabulka 1

Dalsfm zptisobem je pouZit nejdiive ¢sla od 1 do 12. Cisla od 1 do 6 vepiSeme do

hlavni diagonaly a zbyla ¢isla od 7 do 12 vyplnime vedle nich vhodnym zptisobem
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tak, aby soucet byl vétsi nez 11. Zbytek tabulky uz lze vyplnit libovolné, protoze
tam budeme vypisovat ¢isla vétsi nez 11. Ukéazka na obrazku

112

11 2

Obrazek 4.8: Tabulka 2

V piipadé b) opét vyplnime hlavni diagonalu ¢isly od 1 do 6, protoze pii ji-
ném zpusobu zaplnéni bychom tvrzeni dokazali, jelikoz by se v nékterém sloupci
nebo radku vyskytovala dvé ¢isla z mnoziny 1,2, ...,6 a tim paddem by soucet dvou
vhodnych ¢isel, naptiklad 6 + 5 nebo 6 + 3 byl roven nejvyse 11.

Budeme-li tedy mit vyplnénou diagonalu od 1 do 6, pak dalsi nejmensi ¢islo,
které lze zapsat do tabulky, je 7. Jelikoz je hlavni diagonala zaplnéna tak, jak je,
znamena to, ze ¢islo 7 mizeme do tabulky zapsat kamkoliv. Vzdy se totiz vyskytne

v sloupci nebo rfadku s ¢islem od 1 do 5. Ukazku lze vidét na obrazku |4.9

Obrazek 4.9: Tabulka 3

Tim padem je zadani b) splnéno a plati.
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Uloha ¢&.2 ze $kolniho kola 67. ro¢niku (2017/2018)

Zadani:

Zkoumejte, zda lze ¢tvercovou tabulku n x n vyplnit pfirozenymi &sly od 1 do n?

tak, aby v kazdé étvercové ¢asti 2 x 2 byl zapsan aspon jeden nasobek péti.

a) Dokazte, Ze pro kazdé sudé n to nejde.

b) Najdéte nejvétsi liché n, pro néz to jde.

ReSeni:

V casti a) si tabulku rozdélime na oddélené c¢asti 2 x 2. V kazdé z téchto casti

chceme mit alespon jeden nésobek péti. Jestlize n jsou sudd, tzn. n = 2k, pak vsech

pfirozenych &sel od 1 do n? je tim padem:
n® = (2k)* = 4k°

Nasobky péti jsou 5,10, ..., 5k% My mame vSak k? ¢tvereckt 2 x 2. Cislo 5k% mezi

¢isly n? = 4k? nenf obsaZeno, tim je ¢ast a) dokazana.
"

5 100 | [15
=2

A

i

- 200 | 25 [ B30

|35 40 45

—

Obréazek 4.10: Tabulka a)
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V éasti b) je n liché ¢islo, tudiz n = 2k + 1. VSech ¢isel v tabulce n x n a tim padem

n? =2k +1)* =4k* + 4k + 1
Opét potfebujeme vyplnit k2 ¢tverecki typu 2 x 2. Musi proto platit, Ze:

5k? < 4k* + 4k + 1

K <4k +1

Tato nerovnost je splnéna pro k = 4, jak lze vidét na obrazku [4.11. Nejvyssi mozné
n, které vyhovuje je tim padem n =2%x4+1=9.

n=2=k+1
N
[ R

5 10 15

% 20 25 30

35 40 45

~

n=2~kk+1

_

Obrazek 4.11: Tabulka b)
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Uloha ¢&.2 ze $kolniho kola 70. ro¢niku (2020/2021)

Zadani:

Urcete, pro ktera prirozena ¢isla n lze ¢tvercovou tabulku n x n, jejiz pole jsou

obarvena jako pole Ssachovnice, vyplnit ¢isly 2 a —1 tak, Ze soucasné plati:

(i) soucet vSech ¢isel v kazdém fadku i v kazdém sloupci tabulky je roven 0,

(ii) soucet ¢isel na vSech cernych polich tabulky se rovné souctu ¢isel na vSech jejich
bilych polich.

ResSeni (i):

V prvni ¢ésti lze snadno odhadnout, Zze hledané ¢islo n bude muset byt délitelné

tremi, viz tabulky na obrazku [4.12]

) —1 —1 2 | —1|-1 2 | -1 —1

0< |-l 2 |-1 -1 2 -1

_12 _1 >—1—12f1f12

1 —1 9 0< |-1]2 |-1/-1]2 -1

—

Obréazek 4.12: Soucet v tabulkédch (i)

Reseni (ii):
Jelikoz podminka (ii) nebude platit pro tabulku 3 x 3 a z podminky (i) vime, ze n je

délitelné tfemi, zkusime tedy, jestli podminka (ii) bude platit pro tabulku 6 x 6.

V tomto pripadé uz plati obé podminky.
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7 prvni podminky plyne, zZe soucet v jednotlivych tadcich je roven 0. Tim padem
soucty bilych poli S, a soucty cernych poli S. jsou rovny 0. Zaroven vsak z druhé

podminky plyne ze S, = S.. Pocet cernych i bilych poli je tim padem délitelny 3.

2 | —1/—-1 2 |—-1| -1

—112 |—-1/—-1| 2 |1

Obrazek 4.13: Tabulka (i7)

V ptipadé, ze n je sudé, jsou si pocty ¢ernych a bilych poli rovny. Druhd moznost
je, ze je n liché, v tom pripadé se pocet cernych a bilych poli lisi o 1. Neexistuji vsak
nasobky 3, které by se lisily o 1. Z toho plyne, Ze n musi byt sudé a je-li n sudé, je
délitelné 2. Jelikoz je n délitelné 2 i 3, je tim padem délitelné i 6. Podminky (i) i (ii)

jsou tedy splnény pro vsechna n, kterd jsou délitelna 6, nebo-li n = 6k.
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5 Matematicky klokan, kategorie Student

Priklad ¢.20 z roku 2010 (za 5 bodi)

Zadani:

Trikrat hodime standardni hraci kostkou. Pti tfetim hodu padne ¢islo, které je souc-
tem c¢isel padlych v prvnich dvou hodech. Urcete pravdépodobnost, ze pri alespon

jednom hodu padne ¢islo 2.
(A) 5 (B) 216 (©€) 3 (D) 3 (E) 5
Reseni:

Nakreslime si tabulku 6 x 6, ktera odpovida hodim dvéma kostkami a v jejich

bunkéch budou jednotlivé soucty hozenych tecek na obou kostkach.

1 12 (31|45 |6
1 121314156 |7
2 134|516 |78
3141516 |7 (1819
41516 | 7181910
516 |7 819 |10 11
6 |7 819 | 10] 11] 12

Obrazek 5.1: Tabulka hodu
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Nyni si rozebereme situace, kdy padne alespon jedna dvojka. Za¢neme s treti
kostkou. Padne-li na treti kostce dvojka, znamend to, ze predchozich dvou kostkach

musely padnout jednicky. To v tabulce odpovida bunce v levém hornim rohu.

1L 123|456
1 12 3 (4|5 |6 |7
2 13 (4516 |78
3141516 |7 (1819
4 1516|718 19|10
516 |7 819 |10 11
6 |7 819 | 10] 11] 12

Obrazek 5.2: Hod dvou jednicek

Pokud padne dvojka na jedné z prvnich dvou kostek, tak na druhé musi padnout
¢islo, které po secteni s 2 d4 maximalné ¢islo 6 (pokud by byl soucet vétsi, nemohla by
byt splnéno zadani pro tieti hod kostkou). To v nasi tabulce znamend, ze vyhovujici
jsou sloupce, resp. radky, kdy padla dvojka a zaroven soucet obou hodi nebyl vétsi

nez 6. VSechny vyhovujici buiiky jsou fialové zvyraznény na obrazku [5.3]

1L 123 (4|56
1 12 13 (4|5 |6 |7
2 13[4 [5 [|6 |7 |8
31415 16 |7 (1819
41516 |7 (181910
516 |7 819 |10 11
6 |7 819 | 10] 11] 12

Obrazek 5.3: Moznosti prvnich dvou hodu
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Sec¢tenim obarvenych bunék v tabulce dostavame celkem osm, pti kterych padla
alespon jednou dvojka. Jak jiz bylo zminéno, soucet prvnich dvou hoda nesmi pre-
sahnout 6. Vyznacéime si to v tabulce a spocitdme tyto buiky. Dostaneme tim pocet
vsech moznosti, které mohou nastat. Z obrazku lze snadno urcit, ze vsech moz-

nosti je 15.

112 (34|56
1 (2 (3 4115 ]|6 |7
2 13 1415|6718
314151671819
4 1516 | 71819 |10
516 | 71819 [10] 11
6 |7 (819 |10] 11] 12

Obrazek 5.4: VSechny moznosti

Pravdépodobnost, ze padne alespon jedna dvojka je tedy

Spravnéa odpovéd je potom | (D) |.

Priklad ¢.14 z roku 2017 (za 4 body)

Zadani:

Regulérni hraci kostka tvaru pravidelného ¢tyrsténu ma stény oznaceny ¢isly 2, 0,
1 a 7. Hodime ¢tyrmi takovymi kostkami. Urcete pravdépodobnost jevu: kostky
muizeme poté sestavit tak, ze vznikne ¢islo 2017 uzitim vzdy praveé jedné ze tii shora

viditelnych stén kazdé kostky.
(A) 55 (B) & (C) 55 (D) 3 (E) 5
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ReSeni:

Tento priklad je vhodné Fesit pomoci pravdépodobnosti doplikového jevu P(A’).
Budeme tedy zkoumat situaci, kdy pii hodu ¢tyfmi kostkami nebudeme schopni
slozit ¢islo 2017 z ti1 ¢isel shora viditelnych na sténach kostek. Staci si proto uve-
domit, ze chceme na vsech ctyrech kostkach hodit stejné ¢isla. V okamziku, kdy se
jedna z kostek bude lisit od ostatnich t¥i, tak uz jsme schopni poskladat pozadované
¢islo 2017. Jaké kombinace ¢isel vlastné miizeme hodit na jedné kostce? Je to jako
bychom vybirali ndhodné tii ¢isla ze ¢tyt. Mizeme si vSechny moznosti vypsat nebo
vypocitat pomoci kombinac¢niho ¢isla. Pocet n vSech moznych vysledkii hodu jednou

kostkou je potom

= (o) -

Po vypséani vime, Ze to jsou {0, 1,2}, {0,1,7}, {0,2,7} a {1,2,7}. Pravdépodob-
nost P({0,1,2}), Ze na vsech 4 kostkdch hodime kombinaci {0, 1,2} je P

111

1
PAOL2H =177 17 356

S,

Kombinace, jak uz bylo uvedeno vyse, mame vsak celkem ¢tyti, proto pro kazdou
kombinaci ¢isel bude platit vyse zminény vypocet pravdépodobnosti jejich hodu na
vsech kostkach.

1. kostka 2. kostka 3. kostka 4. kostka

{0,1,2} {0,1,2} {0,1.2} {0,1,2}] ».L

{0,1,77  {0,1,7} {0,1,7F  {0,1,7} o1
0,27 {0,277} {027y {0,270 ] o1
{1,2,7y  {12,7v {127y {27 | T,

Obréazek 5.5: Mnozina vsech hodi
Tim dostavame hledanou pravdépodobnost doplinkového jevu P(A’)

1 1
P(AY=4-P{0,1,2})=4- — = —.
(A) =4 P({0,1,2}) =4 o =
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Pravdépodobnost jevu A, tzn. jevu, kdy mizeme z hozenych kostek poskladat

¢islo 2017, je

1

P(A) =1-
63
P(A) = 2.
(A4) =,

Spravnéa odpovéd je tim padem | (B) |.

Priklad ¢.23 z roku 2018 (za 5 bodi)

Zadani:
Ve skupiné je pocet divek a chlapcii v poméru 7 ku 5. Pravdépodobnost jevu, Ze se
ndhodné vybrana dvojice ¢lenti skupiny sklada z chlapce a divky, je % Kolik ¢lenti

ma skupina?

(A) 12 (B) 24 (C) 36 (D) 48 (E) situace je nemozna

Reseni:
Budeme vychazet z klasické definice pravdépodobnosti pro ndhodny jev A, ktery je

tvofen m elementarnimi jevy. Pravdépodobnost P(A) ndhodného jevu A je

m(A)

m .

P(A) =

kde:
m(A) je pocet vSech piiznivych piipadi jevu A

m je pocet vSech moznych pripadu jevu A
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Ze zadani vime, ze hodnota P(A) = % Budeme nejprve hledat ¢islo n. Pro jeho
nalezeni si musime uvédomit, ze budeme vybirat neusporadanou dvojici ze vsech
12k ¢lenti skupiny, kde k € {1;2;3;4}. Cisla 1 az 4 pro k vychazi z moznych fesent,
napt. pro (A) je k =1, pro (B) je k = 2 atd.

12k
n = .
2
Cislo n uz méame, ted se pokusime zjistit ¢islo m. Pro vybranou dvojici ma platit,
ze se bude skladat z jednoho chlapce a jedné divky. Vime, ze divky a chlapci jsou
rozdéleni v poméru 7 ku 5. VSech divek tedy bude 7k a vSech chlapct 5k. Z obou

skupin opét ndhodné vybereme jednoho clena, proto opét pouzijeme kombinaci.

Pro vybér jedné divky ze vsech divek plati

e ().

Obdobné pro vybér jednoho chlapce ze vSech moznych plati
(7)
my = .
27\
Cislo m bude podle pravidla sou¢inu rovno
Tk 5k
m=mj-mg = . .
1 M2 1 1

Ted uz zndme jak cislo m, tak ¢islo n a obé ¢isla spoleéné s P(A) = % dosadime do
rovnice (1).

Dostavame tedy

a tuto rovnici budeme ftesit pro k.
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1 7k-5k

5 T (12k)!

2 2!-((1214)72)!

1 35k%-2!- (12k — 2)!

2 (12k)!

1 T0k2 - (12k — 2)!

2 (12k)- (12k — 1) - (12k — 2)!
140k? = 144K* — 12k

0 = 4k* — 12k

0 = 4k(k — 3).

Rovnice mé tedy dvé feseni, k = 0 a k = 3. Reseni, kde k = 0 nenf fesenfm nasi
tlohy, proto k € {1;2;3;4} a kdyby & bylo rovno 0 méli bychom de facto 0-¢lennou
skupinu.

Vhodné teseni je tedy k = 3 a z toho plyne, ze pocet ¢lentu skupiny P je

P, =12-k=12-3 = 36.

Spravné odpoved je tedy | (C) |.
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Priklad ¢.20 z roku 2012 (za 5 bodi)

Zadani:

Kolik permutaci (x1,xs,z3,x4) ¢isel mnoziny {1,2,3,4} ma vlastnost, Ze soucet
T1T9 + Tox3z + 324 + 1471 je délitelny 37

(A) 8 (B) 12 (C) 14 (D) 16 (E) 24
Resent:

Nejprve ur¢ime pocet vsech permutaci ze zadané ¢tyr-prvkové mnoziny. Ten je roven
A0=4-3-2-1=24.

Nyni si vypiseme vSechny moznosti jednotlivych soucinti prvki x12o, Tox3, T3Xg, T4X1.

Méame celkem Sest ¢isel a to:

4-3=12
4-2=28
4.-1=4
3-2=6
3-1=3
2-1=2

Vzdy budeme mit soucet ¢tyfech z vyse vypsanych Sesti Cisel, avsak nemuzeme je
sCitat jen tak libovolné. Zapis x1xo + xox3 + x314 + 2421 si mizeme predstavit jako
graf o ¢tyfech prvcich, pficemz za¢indme z jednoho prvku a pomoci ¢tyt (plusy)
Sipek musime ,projit“ zbylymi tfemi prvky a dostat se zpét do vychoziho bodu.
Do kazdého prvku musi jedna Sipka vstupovat a jedna z néj musi vystupovat. Jako

priklad mizeme vzit jednu z permutaci, napt. (1,2,3,4).
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Soucet soucint jejich prvki je podle zadani
1-242-34+3:444-1=24+6+124+4=24
coz by v grafu vypadalo nasledovné:
/ | \
4 2
3
Obrazek 5.6: Graf permutace (1,2,3,4)

Tato ,cesta® nam dala vysledné ¢islo 24. Existuji vSak jesté dalsi ,cesty®, které

mohou byt v grafu, konkrétné jesté dalsi dvé. VSechny tii maji nasledujici schémata.
/ | \ | \ / 1
4 2 4 2 4
3 3

3

2

Obréazek 5.7: Tti druhy cest

Je vidét, ze nezalezi, v jakém c¢isle budeme ,zac¢inat“ a navic ani nezalezi na
sméru Sipek. Vzdy pro kazdy graf s jednim typem cesty dostaneme soucet soucinti
jedno ¢islo. Na obrézku [5.7) je to (¢teno zleva) ¢islo 24 pro prvni graf, 25 pro druhy
a 21 pro treti. Jelikoz v kazdém c¢isle mizeme v grafu zaé¢inat a mtzeme jit i opa¢nym
smérem nez na obrazku [5.7], tak pro kazdy typ grafu méme 8 cest a pro vSechny tii
tim padem 24, coz odpovida poc¢tu permutaci zadané mnoziny.

Cisla 24 a 21 jsou délitelnd t¥emi, ale ¢islo 25. Dvé ze tif jsou délitelnd 3, proto

vSechny permutace délitelné 3 jsou

—-24 =16.

Spravna odpovéd je tim padem | (D) |.
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Priklad ¢.18 z roku 2014 (za 5 bodi)

Zadani:

Kazdy z 9 klokant je bud zlaty, nebo stiibrny. Kdyz se ndhodné potkaji tii klokani,
s pravdépodobnosti % mezi nimi nebude zadny stiibrny. Kolik klokant je zlatych?

(A) 1 (B) 3 (C) 5 (D) 7 (E) 8

Reseni:

Pocet zlatych klokanit si oznacime jako z. Na priklad miizeme nahlizet jako napf. na
losovani kulicek z urny bez vraceni. ,Nahodné se potkaji“ tii klokani budeme brat
ve smyslu, Ze losujeme tii klokany. Zaroven vime, ze se vylosujeme tii zlaté klokany

s pravdépodobnosti %, tudiz losujeme tii zlaté klokany z deviti. Prvniho vylosujeme

s pravdépodobnosti

z
P1 - 5
Druhého uz losujeme z poctu, kde je o jednoho zlatého méné, tudiz losujeme

z — 1 zlatych klokanti z celkovych osmi zbyvajicich.

z—1
P, = 3
a pro los tretiho tim padem plati
z—2
Py = =
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Diky pravidlu sou¢inu a znalosti toho, ze pravdépodobnost losu tii zlatych klo-

kant je %, miuzeme psat rovnici

coz po uprave dava

25— 322+ 22 = 336.

Jelikoz mame na vybér z péti moznych odpovédi, tak je postupné budeme do-
sazovat za z, a Cislo, které splni po dosazeni tuto rovnost, je to spravné. Pouze se
zamyslime, jestli mé cenu dosazovat prvni tii éisla (1,3,5). Pokud umocnime 5 na
treti, tak dostaneme ,pouze® 125, coz je evidentné malo i s ohledem na to, ze poté
jesté budeme &slo zmenSovat od 3z2. Smysl skuteéné dosazovat a dopoditavat tak

maji moznosti (D) a (E).

Rovnice je splnéna pro z = 8 a spravna odpovéd je tim padem |(F) |,
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6 American Math Competition

Priklad ¢.19 AMC 12B z roku 2018

Zadani:

Two fair dice, each with at least 6 faces are rolled. On each face of each dice is
printed a distinct integer from 1 to the number of faces on that die, inclusive. The
probability of rolling a sum of 7 is % of the probability od rolling a sum of 10 and
the probability of rolling a sum of 12 is % What is the least possible number of
faces on the two dice combined?

(A) 16 (B) 17 (C) 18 (D) 19 (E) 20

Volny preklad:

Mame dvé kostky, kazdou s alespon Sesti stranami. Na sténach obou kostek jsou
napsana navzajem ruznda cela ¢isla od 1 az po pocet stran kazdé kostky vcetné.
Pravdépodobnost, ze pii hodu kostkami padne soucet rovny 7, je trictvrtinova oproti

pravdépodobnosti, ze padne soucet rovny 10, a pravdépodobnost, ze padne soucet

svvs

(A) 16 (B) 17 (C) 18 (D) 19 (E) 20

ReSeni:

Autorské resenti ¢.1:

Oznacme stény kostek a a b a bez ztraty obecnosti predpokladejme, ze a > b. Jelikoz
kazda kostka méa alespon Sest stén, bude tedy vzdy Sest zplisobt, jak dosahnout
souctu rovnému 7. Tim padem musi byt % -6 = 8 zpisobi, jak dosahnout souctu

rovnému 10. Zpusobt, jak dostat soucet 10, je nanejvys devét a jsou mozné jediné

pokud a,b > 9. Pro ziskani osmi cest musi b mit osm stén a a > 9.
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Necht n je pocet zptisobt, jak ziskat soucet rovny 12. Plati g = 11—2 = n=
ab=8n<8 = a<12

Plati, Ze 3 | a, tudiz musime vyzkouset a = 9,12, kterd obé vyhovuji. Jelikoz
chceme nejnizsi mozny soucet, feSenim budea =9ab=8 = 8+9 = 17. Spravna

odpovéd je tedy | (B) 17|.

Autorské reseni ¢.2:

Reknéme, Ze prvni kostka mé a stén a druhd kostka b stén, a bez ztraty obecnosti
predpokladejme, ze a > b. VSimnéme si toho, ze kdyz by platilo a + b = 12, tak by
pocet stén obou kostek byl roven 6 a tim padem by byl jediny zptsob, jak ziskat
soucet 12. Zvysovanim a nebo b by se pridal dalsi zplisob souc¢tu 12 dosahnout. To

nam dava pravdépodobnost hozeni souctu 12 jako

a+b—11 1

ab 12°

Roznasobenim dostaneme

12a + 12b — 132 = ab.
Dalsimi upravami dostaneme

(a—12)(b—12) = 12.

To ztzi nase moznosti na tii usporadané dvojice (a, b), které jsou (13, 24), (6, 10),
a (8,9). Prvni z nich mizeme zjevné rovnou vynechat a budou nas zajimat posledni

dvé. Posledni dvojice dava odpovéd:

6 3<9+8—9>
72 4 '

4 72

Spravnéd odpovéd je tedy a+b=8+9=|(B) 17|
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Vlastni resSeni:
Reseni ¢&.1:

V tomto teSeni se budeme prikladem zabyvat pomoci tabulky. Diky moznym od-
povédim vime, Ze nejmensi mozny soucet stén na obou kostkach je 16. Zkusime si
proto nakreslit tabulku 8 x 8, kde na hornim a levém okraji budou postupné cislice
1 az 8. Jednotlivé bunky tabulky budou znamenat hozeny soucet na obou kostkach.
Celkovy pocet bunék tabulky je v tomto pripadé 8 - 8 = 64. Pravdépodobnost, ze

hodime jakykoliv mozny soucet Sy, je potom
A
PSS = —.
St A,

Kde A je pocet vsech ,splnujicich“ hodt/soucti a A, je pocet vSech moznosti,

které lze hodit.

Ze zadéani vime, ze pravdépodobnost hozeni souctu 12 je é Kdyz si v tabulce

oznac¢ime vsechny bunky, kde je soucet roven 12, a spocteme je, zjistime, ze jich je

pét. Viz obrazek [6.1]

5 6 7 8 9 10 | 11 | 12 | 13

6 7 8 9 10 11} 12 | 13 | 14

7 8 9 10 | 11 | 12 | 13 | 14 | 15

8 9 10 11 12 | 13| 14 | 15 | 16

Obrazek 6.1: Tabulka 8 x 8
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Je ziejmé, Ze odpovéd | (A) | je Spatné, protoze 6% #* 1—12 Navic pokud si pred-

stavime, ze bychom pridali dalsi sloupec nebo radek k tabulce, tak by se pocet 12
zvysil o 1, a tudiz by byl pocet moznosti, jak hodit 12, sudy. Pfidanim dvou radkt
nebo sloupcti by byl opét lichy. Zkusime tedy pridat jeden sloupec a vytvorit tak

tabulku 8 x 9 a tim padem zkusit variantu | (B) |. Pocet 12 je 6, vSech moznych hodu

je 9-8 =72, a tedy plati podminka, ze pravdépodobnost hozeni sou¢tu rovnému 12

: 1
Jje 12

Ted stejnym zplisobem spocitame 10 a 7 v Tabulce 2. Zjistime, ze desitek je 8 a

sedmicek je 6. Plati tedy druhd podminka a to, ze

P(S) =5 P(Si) = = =

3.8 1
247

[\]
—_
[\]

Ukazku lze vidét na obrazku [6.2]

4 5 6 7 8 9 10 | 11 | 12 | 13

5 6 7 8 9 10 | 11 | 12 | 13 | 14

6 7 8 9 10 | 11 | 12 | 13 | 14 | 15

7 8 9 10 | 11 | 12 | 13| 14 | 15| 16

8 9 10 | 11 | 12 | 13| 14 | 15 | 16 | 17

Obrazek 6.2: Tabulka 8 x 9

Spravné feseni je tedy | (B) |

Reseni ¢.2:

Opét uvazujme vzorec

P[Si] =

[
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Prvni podminka je, ze pokud pravdépodobnost hozeni souctu, ktery bude roven

12, ma byt ﬁ, pak pocet vSsech moznosti A, musi byt délitelny 12. To nam vsak

nestaci a musi byt splnéna jesté druha podminka, kterou je sudost resp. lichost poc¢tu

stén kazdé kostky. V Teseni [0 vidime, Ze ackoliv je pocet policek v tabulce délitelny

dvanacti, tak v citateli je A = 5. Tim padem se jmenovatel s citatelem nemohou

vykratit a je nemozné se dostat na tvar ﬁ Pocet stén a jedné kostky proto musi byt

sudy a pocet stén b druhé kostky musi byt lichy. Tim budeme mit v ¢itateli zarucené

to, ze Cislo A bude sudé a tim padem ho bude mozné zkratit s ¢islem ve jmenovateli.

Podminka délitelnosti 12

Sudost a lichost

6+10 = 6-10=060 6 T0=-60_
16 7+9 = 7-9=63
8+8 = 8-8=064
6+11 = 6-H=66
17 T+10 = TI=70
8+9 = 8-9=T2 8-9="72
6+12 = 6-12=T72 62 =72
T+11 = W=7
: 84+10 = 8- I0==-0
9+9 = 9-9=3I
6+13 = 6-13=78
TH12 = T7-12=84 7-12=284
. 8+11 = 8. H=8
9+10 = 9 I=90
6+14 = 6-14=84 G- T4=-84
T+13 = T3 =9L
» 8+12 = 8-12=96 8 12=96
9411 = 9 Ir=99
10+10 =  10-10=100

Obrézek 6.3: Syto - tabulka

Po splnéni obou podminek nam ziistanou pouze dvé moznosti, kolik stén mohou

kostky mit. Jako reSeni volime a = 8 a b = 9, protoze v zadani chtéli nejmensi mozny

pocet stén. Reseni tilohy je tim padem | (B) |
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Priklad ¢.13 AMC 12B z roku 2013

Zadani:

Alex has 75 red tokens and 75 blue tokens. There is a booth where Alex can give two
red tokens and receive in return a silver token and a blue token, and another booth
where Alex can give three blue tokens and receive in return a silver token and a red
token. Alex continues to exchange tokens until no more exchanges are possible. How

many silver tokens will Alex have at the end?

(A) 62 (B) 82 (C) 83 (D) 102 (E) 103

Volny preklad:

Alex ma sedmdesat pét cervenych zetonu a sedmdesat pét modrych zetoni. Mame

dva stanky. V jednom mize Alex sménit dva cervené zetony za jeden stiibrny a jeden

modry, v druhém miZze sménit t¥i modré za jeden stfibrny a jeden cerveny. Alex

sménuje zetony, dokud je to mozné. Kolik stribrnych zetonti bude mit Alex na konci?
(A) 62 (B) 82 (C) 83 (D) 102 (E) 103

2 Vv

ResSeni ¢.1:

Budeme uvazovat to, ze Alex si vzdy vezme vsechny Zetony od jedné barvy a sméni
je vSechny najednou. Potom udéla to samé s zetony druhé barvy. Bude tedy stridat
jednotlivé stanky. Nesmime zapomenout, ze z kazdé smény zetoni jedné barvy se
zvysi pocet zetoni druhé barvy.

Predstavme si tedy, Ze jako prvni bude sménovat modré Zetony (modrou jsme
vybrali ¢isté jenom proto, ze sménujeme tii modré Zetony a cislo 75 je délitelné
tremi, a tudiz na zacadtku budeme moci sménovat beze zbytku vsechny Zetony). Nej-
jednodussi bude vytvorit si tabulku (viz obrazek , kde v jednotlivych sloupcich
budeme mit pocet modrych Zetont, cervenych Zetont a prirtistek st¥ibrnych Zetont

v jednotlivych radcich, které predstavuji jednotlivé smény zetonii.
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n . . +S n . . +S
0O [ 7 |7 |0 0O [ 7 |7 |0
110 100 | 25 1112 |1 37
2 150 |0 50 2 |1 38 | 37
3 | 2 16 16 3120 |0 19
4 110 |0 8 4 12 6 6
5 |1 3 3 5 15 0 3
6 | 2 1 1 6 | 2 1 1
x> = 103 x> = 103

Obrazek 6.4: Tabulka sménovani - vlevo prvni sména modrych, vpravo ¢ervenych

Sectenim vsech ¢isel ve sloupci prirtistkil sttibrnych ziskame jejich celkovy pocet.

Ten je 103. Spravna odpovéd je tedy | (E)|.

Reseni ¢.2:
Oznaéme pocet cervenych Zetonl jako z, modrych jako y a stfibrnych jako z. Ze

zadani plyne

20 =24y

Jy==z2+=x.
Odectenim rovnic (napf. prvni od druhé) a naslednou tpravou ziskame rovnici

4y = 3.
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Jedno z moznych feSeni rovnice je

a tedy po dopocteni z z jedné rovnic dostaneme

z=0.

Hodnota modrého zetonu je 3, ¢erveného 4 a sttibrného 5. Hodnota vSech zetonii
na zacatku je

753+ 754 =525.

Pocet moznych ziskanych stfibrnych Zetonui je po vydéleni celkové hodnoty pti-
vodnich zetond roven 105. Avsak je zde moznost, kdy nebudeme mit dost zetont
na sménéni. A to kdyz budeme mit dva modré zetony a jeden cerveny. Ostatné to
ukazuji i tabulky na obrazku (6.4, Tento pocet Zetontt dava dohromady hodnotu 10,
ktera je zaroven hodnotou dvou stiibrnych zetont, které vsak nemizeme z tohoto
poc¢tu modrych a cervenych zetont ziskat. Proto vysledny pocet stiibrnych Zetonii
je

105 -2 =103

a spravnad odpoveéd je tim padem | (E) |
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Priklad ¢.11 AMC 12A z roku 2016

Zadani:

Each of the 100 students in a certain summer camp can either sing, dance, or act.
Some students have more than one talent, but no student has all three talents. There
are 42 students who cannot sing, 65 students who cannot dance, and 29 students

who cannot act. How many students have two of these talents?

(A) 16 (B) 25 (C) 36 (D) 49 (E) 64

Volny preklad:

Kazdy ze sta studentti na letnim tabore umi bud zpivat, tancit nebo hrat. Nékteri
um{ vice nez jednu ze zminénych aktivit, ale nikdo z nich neumf vechny tii. Ctyficet
dva studentti neumi zpivat, Sedesat pét neumi tancit a dvacet devét neumi hrat.

Kolik studentt® umi pravé dvé aktivity?
(A) 16 (B) 25 (C) 36 (D) 49 (E) 64
Reseni:

Pro teseni prikladu vyuzijeme principu inkluze a exkluze. Pro tii mnoziny plati
|JAUBUC| =|A|+|B|+1|C|—|ANB|-|ANC|—-|BNnC|—|ANBNC|.

Mame tedy tTi mnoziny A, B a C'. Mnozina A jsou studenti, ktefi umi zpivat,
mnozina B studenti, ktefi umi tanc¢it, a mnozina C' jsou ti, kteri umi hrat.

Ze zadani plyne:

A =100 —42 =58
B =100 — 65 =35

C=100—-29="71
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a tim padem

A+ B+ C = 164.
Vime, ze |[AU BUC| = 100 a jelikoz nikdo neumi vSechny tii aktivity, tak plati
|AN BNC|=0. Diky tomu dostaneme rovnici
100=164 —|ANB|—|ANC|—|BNC|
a tedy
|ANB|+|ANC|+|BNC| =164 — 100,

kde |[AN B|+|ANC|+ |BnNC| je pravé pocet pouze téch studenti, ktef{ umi

prave dvé aktivity.

Spravna odpovéd je tudiz | (E) |

Priklad ¢.10 AMC 12A z roku 2011

Zadani:

A pair of standard 6-sided dice is rolled once. The sum of the numbers rolled deter-
mines the diameter of a circle. What is the probability that the numerical value of

the area of the circle is less than the numerical value of the circle’s circumference?

(A) 5 (B) 1 (©) 3 (D) (E) %

Volny preklad:

Hodime dvojici Sestisténnych kostek. Soucet padlych ¢isel bude udavat pramér kruhu.
Jaka je pravdépodobnost, Ze ¢iselnd hodnota obsahu kruhu bude mensi nez ¢iselna

hodnota jeho obvodu?
(A) 5 (B) 1 (€)% (D) 3 (E)
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Reseni:

Nejdiive zjistime, kdy je hodnota obsahu mensi, nez hodnota obvodu (nebereme
v tvahu rozdil mezi napf. metrem a metrem ¢tvereénim, pouze porovnavame cisla).

Obsah kruhu je S = 7 - (£) a obvod 0 = 7 - d. Obsah musi byt mensi, tudiz

4

- (

Vime tedy, ze soucet tecek po hozeni kostkami musi byt mensi nez 4. Nakreslime

si tabulku 6 x 6, kterda ndm bude obsahovat vSechny mozné vysledky souctu hodt

S <o

d2

4

d < 4.

—)<m-d

dvou kostek. Tabulku lze vidét na obrazku [6.5

L2

3

4

NS IOV

co | | O

co | | O

co | | O

10

co | | O

10

11

10

11

12

Obrazek 6.5: Tabulka souc¢tu

Vidime, ze bunky v tabulce, které maji hodnotu mensi nez 4, jsou pouze tfi.
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L1213 4516
L 12 (3 4|56 |7
2 13[4 |5 |6 |7 ]8
314|156 |7 |89
4 1516 7|89 |10
5 |6 |7 |89 |10 11
6 (7 |8 (9 | 10| 11] 12

Obrazek 6.6: Vhodné soucty

Celkovy pocet bunék v tabulce je 36. Pravdépodobnost, Ze obsah kruhu je mensi

(¢iselné) nez jeho obvod o priméru danym hodem kostkami, je

Spravna odpovéd je tudiz | (B)|.

Priklad ¢.9 AMC 12A z roku 2011

Zadani:

At a twins and triplets convention, there were 9 sets of twins and 6 sets of triplets,

all from different families. Each twin shook hands with all the twins except his/her

siblings and with half the triplets. Each triplet shook hands with all the triplets

except his/her siblings and with half the twins. How many handshakes took place?
(A) 324 (B) 441 (C) 630 (D) 648 (E) 882
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Volny preklad:

Na setkani dvojcat a trojcéat bylo devét paru dvojcat a Sest trojic trojcat. Kazda
dvojice a trojice byla z jiné rodiny. Kazdé dvojce si pottaslo rukou se vSemi ostatnimi
dvojcaty kromé svého sourozence, a zaroven s polovinou trojcat. Kazdé trojce si
potraslo rukou se vSemi trojcaty, kromé svych sourozenct, a s polovinou dvojcat.
Kolikrat doslo na setkani k potreseni rukou?

(A) 324 (B) 441 (C) 630 (D) 648 (E) 882

Reseni:
Dvojcat je celkem osmnéct (jedinct), stejné tak i trojcat. Rozdélime si priklad na
dveé situace. Prvni, kdy rukou tresou dvojcata, a druhy, kdy tfesou trojcata.

Jedno dvojce si tfese rukou s Sestnacti dvojcéaty (netfese sém se sebou a se svym
sourozencem) a deviti trojéaty. Takto to udéld kazdé dvojce, kterych je osmnéct.

Dostavame tedy

(16 4 9) - 18 = 450.

Stejnou uvahu aplikujeme i na trojcata, pouze s tim rozdilem, Ze jedno trojce si

trese rukou s patnacti dalsimi (tedy bez dvou sourozenct a sebe) a s deviti dvojcaty.

(154 9) - 18 = 432.

Tim padem méame 882 potteseni. Jesté je vsak potreba vzit v ivahu, ze potiese-
li si jeden rukou s druhym, tak uz si potrasl i druhy s prvnim, a proto cely pocet

potreseni bude polovi¢ni.

Celkem tedy 441 a spravnd odpoved je | (B) |
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7 Math Prize for girls

Priklad ¢.10 z roku 2017

Zadani:

Let C be a cube. Let P, @ and R be random verices of C', chosen uniformly and
independetly from the set of verices of C. (Note that P, ) and R might be equal.)
Compute the probability that some face of C contains P, ) and R. Express your

answer as a fraction in simpliest form.

Volny preklad:

Necht C je krychle a P, () a R jsou jeji nahodné zvolené vrcholy ze vSech moznych
vrcholu. (Berte v potaz, ze P, QQ a R si mohou byt rovny.) Jaka je pravdépodobnost,
ze néktera ze stén krychle bude obsahovat P, () i R. Odpovéd vyjadrete zlomkem

v nejjednodussim mozném tvaru.

ReSeni:
Budeme vybirat ndhodné tti vrcholy, coz si mizeme predstavit, jako bychom trikrat
hodili onou osmisténnou kostkou.

Vybér prvniho vrcholu je pro podminku v zadani nepodstatny, proto ho mii-
zeme ,vybrat“ kdekoliv. Umistime ho tedy naptiklad do levého horniho rohu pfedni
stény. Dalsi umisténi vrcholi si rozebereme jednotlivé podle zptisobu jejich mozného
umisténi v krychli.

Je ztejmé, Ze pokud by vrchol @ byl umistén na ,opacny“ konec krychle (viz

obrazek nez je vrchol P, podminku by nebylo mozné splnit.
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Obréazek 7.1: Ukazka spatné volby

Predstavme si, ze vrchol P bude posilat bod @) do vrcholta krychle. Bod @ tak
muze ,cestovat® tfemi riznymi zpiisoby, po stranach krychle, po sténovych thlo-
prickach, nebo ztstane ve vrcholu P. Pro pohyb po sténé mame tii moznosti, stejné

tak pro pohyb po thloprickach, a aby ztstal na misté, tak ma pouze jednu moznost.

Obrazek 7.2: Moznosti bodu @)

Takto mtzeme rozmistit vrchol () na krychli C'. Nyni si situaci ,,posilani® bodu
zopakujeme, ale tentokrat bude jiz vybrany vrchol @ ,posilat® bod R stejnymi zpi-
soby jako predtim. Ted vSak musime vzit v potaz rizné polohy vrcholu ), podle toho
jestli se pohyboval z vrcholu P po sténach, ihloprickach nebo se viibec nepohyboval.

Pokud je tedy vrchol @) spoleény strané, ktera obsahuje vrchol P, ma R celkem tri
moznosti, jak se umistit pomoci pohybu po sténach, dvé moznosti po thloprickach
a jednu zustat na misté. Je-li vrchol @) na sténové tihlopricce s vrcholem P, pak jsou
dvé moznosti jak se mize R ,pohnout® po sténach, jedna po sténové thlopricce
a jedna jak ztstat na misté. Je-li vrchol @) rovny vrcholu P, pak si situaci mizeme
predstavit jako ve vybéru vrcholu @), tudiz mame t¥i moznosti po sténach, tfi po

sténovych uhloprickach a jednu pro setrvani na misté.
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Obrazek 7.3: Moznosti bodu R

Celkové mtzeme nase tvahy shrnout pomoci stochastického stromu, kde S je
pohyb po sténé, U je pohyb po thlopti¢ce a M je setrvani na misté.
P

O

> 3 2 12 1 13 3 1
8 8 8 8 8 8 8 8 8
. J . J _ J
" ~ ~
3.3y 241y 3 (2,111 3,3,1
8 (8+8+8)8 <8—|_8—|_8> 8 <8+8+8>

Obréazek 7.4: Stochasticky strom

Tim padem
P_3ﬁ+34+17
64 64 64

Potom pravdépodobnost, Zze néktera ze stén bude obsahovat vSechny tii vrcholy

P.QaRje
37

p=2
64
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Priklad ¢.3 z roku 2014

Zadani:

Four different positive integers less than 10 are chosen randomly. What is the pro-

bability that their sum is odd? Express your answer as fraction in simplest form.

Volny preklad:

Losujme ndhodné ¢tyti rizna kladna cela ¢isla mensi nez 10. Jaka je pravdépodob-
nost, ze soucet vylosovanych ¢isel bude lichy? Odpovéd vyjadrete zlomkem v nejjed-

nodussim mozném tvaru.

ReSeni:

Losujeme z deviti moznych ¢isel, jimiz jsou 1,2,3...9. Pro ziskani lichého ¢isla jako
souctu dvou ¢isel musi jedno z ¢isel byt liché a druhé sudé. V jiném pripadé bychom
dostali jako soucet ¢islo sudé. Priklad rozdélime na dva disjunktni jevy a kazdy bu-
deme fesit zvlast. Celkova pravdépodobnost bude potom, podle kombinatorického
pravidla souctu, rovna souctu pravdépodobnosti jednotlivych disjunktnich pripadi.
Mame tedy prvni pripad, kdy jedno z ¢isel bude liché a zbylé t¥i budou suda, a pri-
pad druhy, kdy budeme mit t¥i licha ¢isla a jedno sudé.

Pocet vSech moznosti, kdy miuzeme vylosovat ¢tyri ¢isla z deviti je

o

Mame tedy k dispozici pét lichych (1,3,5,7,9) a ¢tyfi suda (2,4,6,8) ¢isla. V prvnim
pripadé tedy losujeme jedno liché z péti a tfi sudd ze ¢tyr. Pravdépodobnost, ze

soucet vylosovanych ¢isel je tedy

52



V druhém pripadé losujeme t1i licha a jedno sudé ze ¢tyr. Tedy

10
coz po zjednoduseni dava hodnotu T

Priklad ¢.13 z roku 2016

Zadani:

Alice, Beth, Carla, Dana, and Eden play a game in which each of them simultane-
ously closes her eyes and randomly chooses two of the others to point at (one with
each hand). A participant loses if she points at someone who points back at her;
otherwise, she wins. Find the probability that all five girls win. Express you answer

as a fraction in simplest form.

Volny preklad:

Alice, Beth, Carla, Dana a Eden hraji hru, ve které kazda z nich zaroven zavre
o¢i a ndhodné ukéze na dvé hracky (jednou rukou na jednu z hrécek). Prohraje ta,
kterd ukazuje na nékoho, kdo zaroven ukazuje na ni. V opa¢ném pripadé vyhrava.
Jakd je pravdépodobnost, ze vyhraje vsech pét divek? Odpovéd vyjadrete zlomkem

v nejjednodussim tvaru.
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Reseni ¢.1:
Nejprve si uréime pocet vSech moznosti, jak muze pét divek ukazat na dvé z nich.

Kazda z nich vybira dvé divky ze zbylych ¢tyr, tudiz ma (4) moznosti jak vybrat,

2
5
na koho ukaze. Jelikoz je divek pét, tak pocet vSech moznosti vybéru je (;1) , a tudiz

celkem 7776 moznosti.

Nyni si rozebereme situaci, kdy vsechny vyhraji. Zakreslime si pét bod rovno-
mérné do ,kruhu® a sipku nakreslime tam, kde hracka ukaze na jinou. Zobrazme si
napriklad situaci, kdy Alice ukaze na Beth a Carlu a Beth ukaze na Alici a Carlu.
Jelikoz Alice ukazuje na Beth a Beth zaroven na Alici, tak obé prohraly, tudiz tato
varianta nepripada v ivahu, ale pomtize nam uvédomit si dvé véci. Prvni je trivialni
a vyplyva ze zadani, a to, ze vzdy prohraje dvojice hracek, protoze kazda z dvojice
ukazuje na tu druhou. Druha véc je ta, ze aby dvojice neprohrala, musi sdilet pouze

jednu sipku.

| 2=

Obréazek 7.5: Ukazka spatné hry

Uz nam jenom staci zjistit poc¢et moznosti, které maji hracky, aby vsechny vy-
hraly. Zacneme u Alice. Ta ma (‘21) = 6 moznosti. Reknéme, ze Alice ukéaZe na Beth
a Carlu. Tim padem vSak musi Dana a Eden ukézat jednou sipkou na Alici. Ted uz
sipka mezi Beth a Carlou mtze ukazovat 2 sméry. To samé pak plati i mezi Danou
a Eden. Jakmile je sipka mezi Beth a Carlou a zaroven mezi Danou a Eden, pak uz
je jenom jeden zpiisob, jak doplnit sméry Sipek, aby divky vyhrély.

Viz obrazek [7.6]
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Obrazek 7.6: Dvé z moznych vyhernich situaci

Pravdépodobnost toho, ze vSechny vyhraji, je

6-2-2 23.3 233 1 1

65 2.3 4.81 324

Vysledek je

ResSeni ¢.2:

Priklad mtzeme fesit i pomoci tabulky. Vytvorime si tabulku, kde koleckem ozna-
¢ime situaci, kdy jedna divka ukédze na druhou. Jinak feceno, je mezi nimi Sipka
jednim smérem. Je zfejmé, Ze Sipky nemohou byt na hlavni diagondle, tzn. kolecka
v mistech typu [A; A], [B; B] .

na sebe (plyne ze zadéni). Abychom splnili zadani, tak musi tabulka splnovat dvé

podminky.

95

..|E; E], protoze zadna hracka nemuze ukazat sama



Prvni vychazi z predchoziho tvrzeni, ze kazda dvojice ma mezi sebou nejvyse
jednu sipku. Tim padem existuje-li Sipka z A do B, pak uz nemuze existovat z B do
A. To znamend, Ze sobé odpovidajici si dvojice, napr. [A; B] a [B; A], mohou mit
pouze jedno kolecko v bunce tabulky. Druha bunka odpovidajici té samé dvojici uz

tam musi poté mit krizek.

Druhé podminka plyne z poc¢tu divek, na které muze byt jednou divkou ukazano.
Kazda divka muze ukazat na dvé jiné, tudiz jak v radku, tak i ve sloupci, musi byt

nejvyse dvé kolecka.

Za respektovani téchto dvou podminek budeme feSit mozné vyherni situace.
Zagneme tedy opét s Alicf. Ta vybira dvé divky ze &ty¥, proto ma (3) moznosti.
Reknéme, ze vybere Beth a Carlu, tudiz Dana a Eden budou ukazovat na Alici.

Zobrazime si to v tabulce (viz obrézek [7.7)).

A B C D E
Alx|o|e®|x|x A
B1xX X Yo .\\o v
C | x X — e e
D|e X b ¢
E|e X

Obrazek 7.7: Situace po vybéru Alice

Kdyz existuji Sipky [A; B] a [A; C], tak neexistuji sipky [B; A] a [C; A] (oznac¢ime
kiizky). To samé lze vidét i pro prvky D a E.

Jelikoz vime, ze v kazdém tadku a sloupci mohou musi byt pravé dvé kolecka,
tak umisténim dalstho kolecka do mista, kde se kryji sloupce B a C' s tadky D a F,
budeme v situaci, kdy uz muzeme tabulku (tim paddem i hru) doplnit jednoznacéné.

Dostali jsme tedy ¢tyfi moznosti, kam umistit kolecko (viz obrazek [7.8]).
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A B C D E

Alx|o|®|x|x A
°

B|X | X E./\\\.B

c | % X — e e

D|e X b ¢

e T T

LA

Obrazek 7.8: Ctyii moznosti vybéru

Pro ukazku si to zkusime napiiklad umisténim kolecka do burky [D;C]. S vyu-
zitim toho, Ze pro kazdou dvojici hra¢ek musi byt v tabulce jedno kolecko a jeden
kiizek, a toho, ze v fadku a sloupci jsou pravé dvé kolecka (resp. tii kiizky), pak uz

snadno doplnime tabulku. Ukazku doplnéni lze vidét na obrazku nize.

A B C D E A D E
AlX| @ @ | X |X AlX @ @ X|X
B|X|X B | X
C| X X -~ C| X
D| e X D| e ® X
E|le E|le
A B D E A B D E
AlX| @ X | X AlX| @ X | X
B|X|X B|X|X {
C| X X ~.C|IX| @ X| ®
D|e ® X D|le ® X
E|le X E|le ® X
A B D E
AlX | @ X | X
B|X|X L
L C|X| e X| @
Dle| X, 6 & X
E|le ® X

Obréazek 7.9: Ukazka doplnéni tabulky

Pocet vhodnych moznosti pro vitézstvi vsech je tedy 6-4 = 24 a pravdépodobnost,
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ze vsichni vyhraji je potom
241
S 65 3147

1

Spravna odpoved je | — |.
pravna odpoved je 14

Priklad ¢.2 z roku 2016

Zadani:

Katrine has a bag containing 4 buttons with distinct letters M, P, F, G on them (one
letter per button). She picks buttons randomly, one at a time without replacement,
until she picks the button with letter G. What is the probability that she has at
least three picks and her third pick is the button with letter M? Express your answer

as a fraction in a simplest form.

Volny preklad:

Katrine ma pytlik obsahujici ¢tyri knofliky, kde kazdy z nich ma na sobé jedno
z pismen M, P, F, G. Katrine bude ndhodné losovat po jednom knofliky bez vraceni,
dokud nevytahne knoflik s pismenem G. Jaka je pravdépodobnost, ze bude losovat
alespon trikrat a ze tfeti vytazeny knoflik bude mit pismeno M? Odpovéd vyjadrete

zlomkem v nejjednodussim tvaru.

Reseni:
Aby mohla Katrine losovat trikrat, tak musi pismeno G losovat jako tieti nebo

ctvrté. Ma-li ke vSemu ve tretim tahu vylosovat pismeno M, pak pismeno G musi

vylosovat az v poslednim tahu.

o8



Obrazek 7.10: Ukéazka losovani

Pravdépodobnost losu ze zadani je

pP=

=N
Wl
DN | —

1
a tedy vysledek je Bl

Priklad lze tesit i tak, ze losovani vzdy provedeme az do konce, tedy ctyrikrat,
bez ohledu na los pismena G. Vsechny moznosti losu jsou potom 4!. VypiSeme si ze
zadani pozadované vysledky losovani. Jimi jsou pouze dvé konfigurace, a to PFMG

a FPMG. Celkovou pravdépodobnost pak vypocitame jako

Priklad ¢.6 z roku 2009

Zadani:

Consider a fair coin and a fair 6-sided die. The die begins with the number 1 face
up. A step starts with a toss of the coin: in the coin comes out heads, we roll the
die; otherwise (if the coin comes out tails), we do nothing else in this step. After 5
such steps, what is the probability that the number 1 is face up on the die? Express

your answer as a fraction in reduced form.
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Volny preklad:

Méjme minci a Sestistrannou hraci kostku. Kostka na zacatku lezi tak, ze ukazuje 1.
Krok za¢ind hodem minci: kdyz padne orel, hodime kostkou. Padne-li panna, déle
nic nedélame. Jaka je pravdépodobnost, ze po 5 krocich bude kostka ukazovat ¢islo

1. Odpovéd vyjadrete zlomkem v nejjednodussim tvaru.

ReSeni:

Podobné jako v prikladé ¢.3 z roku 2014 lze situaci rozdélit na dva disjunktni jevy,
kdy po 5 tazich bude na kostce 1 a jejich pravdépodobnost poté secist. Prvni je ten,
ze ve vSech péti krocich padne panna, tudiz se nebude ani jednou hazet kostkou a ta
zustane ve svém puvodnim stavu (ukazujice ¢islo 1). V tom druhém uz padne ruzny
pocet orll, avsak nehledé na pocet hodu kostkou, Sance, ze padne 1, je jedna mozné

z celkovych 6, které mohou na kostce zlistat.

Pravdépodobnost, ze padne pétkrat za sebou panna je rovna

11
Pl=—=_.
1795 7 39

VSechny zbylé moznosti pak maji pravdépodobnost

11_&
32 32

Pravdépodobnost, ze kostka skon¢i s ¢islem 1 na vrchu, je

31 1 31
Pp=2.2="
326 192

Vysledna pravdépodobnost je potom souctem obou moznosti a tedy

1 31 37
P=P +P=—+4—— ="
1= 0 T 102 T 102

37

ysledek je | —|.
Vysledek je 102
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8 Zavér

Smyslem této prace bylo vytvorit podpirny materidl z oblasti kombinatoriky a prav-
dépodobnosti pro zaky a studenty, ktefi maji zajem o matematiku a predevsim o ma-
tematické soutéze a tcast v nich. Zaroven by méla préace slouzit jako inspirace pro
ucitele matematiky.

Préce byla rozvrzena do celkem osmi kapitol, pficemz druhd se vénuje struéné
pojmum potrebnym k Teseni prikladt v kapitolach 4 az 7 a treti obsahuje charakte-
ristiku jednotlivych soutézi.
lezeni vice zptisobu feseni, jsou tato Teseni uvedena. Prikladi je v praci celkem
devatenact a vétsina z nich obsahuje i obrazky pro lepsi pochopeni ptikladu nebo
pro nalezeni jeho TeSeni.

Domnivam se, ze kombinatorika a pravdépodobnost nejsou zrovna oblibené ob-
lasti u zaka zakladnich a stfednich skol. Proto doufam, zZe by tato prace mohla
pomoci nékterym z nich si tuto oblast oblibit a pomohla jim v pripravé na matema-

tické soutéze.
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