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Uvod

Muze se zdat, ze v bézné praxi ma teorie mnozin minimalni uplatnéni a vyro-
kova logika, alespon na stfedoskolské urovni, je spise takové slovickareni. Piinos
téchto disciplin ovSem spoc¢ivd v tom, ze teorie mnozin patii spoleéné s matema-
tickou logikou k zakladum matematiky. Slovo ,zaklady“ je ¢asto vykladano jako
néjaky uvod do dané problematiky nebo néjaké potfebné minimum. V tomto
kontextu vsak zdklady predstavuji jakousi pater celé matematické védy. Je ne-
zpochybnitelné, ze kazdd matematickd tvaha se musi fidit pravidly spravného
usuzovani (tedy logickymi pravidly) a snad kazdy matematicky obor uziva slova
mnozina. Vyznam téchto dvou disciplin je vystiznym zpusobem vysvétlen v pu-
blikaci [1], kde autor tyto zdklady prirovnava k zdkladim domu — bez dobrych
zakladu ziejmé neni mozné postavit kvalitni a z dlouhodobého hlediska udrzitel-
nou stavbu.

Pokud se dnes zaci na skolach setkavaji s vyrokovou logikou, pak se jedna
nejvyse o pojmy jako je napiiklad vyrok a jeho pravdivostni hodnota, negace,
konjunkce, disjunkce, implikace, ekvivalence, slozeny vyrok nebo vyhodnoceni
pravdivosti slozeného vyroku pomoci tabulkové metody. V této praci je ukazano,
ze existuje i sofistikovanéjsi zpusob, jak pristupovat k vyhodnocovani slozenych
vyroku. Nejen to, uzitim aparatu Booleovy algebry budou zobecnény také pojmy
z teorie mnozin, takze i mnozinové situace bude mozno fesit timto pristupem.

Vzhledem ke skutecnosti, ze poté, co jsem naprosté vétsiné svého okoli, a to
podotykdm i tomu matematikou polibenému okoli, tlumocil nazev své bakalaiské
préace, nasledovala okamzité otazka: ,,Co, prosim? Jaké ze algebry?!“, jsem se roz-

hodl do obsahu prace zasadit i struc¢ny zivotopis George Boola. Jeho piinos ne-



spadé rozhodné jen do oblasti logiky, jak by se snad mohlo na zékladé predchozich
rfadku na prvni pohled zdat, ale jeho védecka prace ma vyuziti také v elektro-
technice, tedy i ve vypocetni technice, coz je v dnesni dobé téma blizké prakticky
kazdému.

Nésleduje teoretickd ¢ast prace (kapitola 2), v niz budou definovany potiebné
pojmy z teorie mnozin a vyrokové logiky a také uvedeny véty platné v ramci
Booleovy algebry. Poté, v kapitole 3, jiz pristoupime k samotnym piikladim,
rozdélenym do prislusnych podkapitol podle jejich zaméreni. Pii jejich feSeni
jsem se snazil dusledné vyhybat terminum jako ,zfejmé“, | dalsi postup je jiz
analogicky“, ,atd.“, ... Ve svém zivoté jsem se totiz jiz Castokrat setkal se situaci,
kdy dalsi postup nemusi byt ctenaii ani zdaleka tak jasny jako autorovi téchto
slov.

Jsem si védom, ze Booleova algebra uz dnes neni nijak vyhleddvané oblast
zajmu. Svédci o tom i fakt, ze vétsina publikovanych knih na toto téma, které
se mi dostaly do rukou, se datovala do minulého stoleti. Booleova algebra neni
ani zarazena do béznych ucebnich osnov, i kdyz predstavuje efektivni zpusob pro

feSeni mnoha typu uloh. O to zajimavéjsi pro mé ovsem moje studium bylo.



Kapitola 1

George Boole

Nésledujici kapitola vénovana vyznamné osobnosti a stru¢nému nastinéni vyz-
namu Booleovy algebry byla sestavena za prispéni prekladu z anglickych zdroju
2] a [3].

George Boole (2. 11. 1815 Lincoln, Anglie — 8. 12. 1864 Ballintemple, Irsko)
byl britsky matematik, logik a filosof. Béhem svého zivota vydal nékolik praci,
z nichz ty nejvyznamnéjsi pojednévaji o tématech z oblasti diferencidlnich rovnic,
teorie pravdépodobnosti a algebraické logiky.

Za svého zivota prisel s novym druhem matematiky, ktera spociva v ohod-
nocovani myslenek (vyroku) a jejich nasledné kodifikaci pomoci jazyka algebry.
Byva tedy pravem oznacovan jako zakladatel matematické logiky.

I kdyz jméno George Boole neni siroké verejnosti vieobecné zndmo (zde mohu
mluvit z vlastni zkuSenosti, jak se zminuji jiz v Gvodu této price), jedna se
o svétové proslulého matematika. Svou praci ovlivnil dalsi vyvoj matematické
védy naprosto zasadnim zpusobem, jeho stézejni objevy v matematice, logice
a pravdépodobnosti poskytly zaklady nezbytné nejen pro moderni matematiku.
Jeho prace predstavuje naprosto zasadni krok i pro pozdéjsi vznik pocitacové
védy a mikroelektronického inzenyrstvi vibec.

Zaslouzil si také titul ,,otec informacniho véku“. Diky zavedeni algebry, pozdéji
na jeho pocest pojmenované piivlastkem Booleova, pripravil cestu pro navr-
hovani logickych obvodu v elektronickych piistrojich (¢imz se zabyva elektrotech-

nika) a pro zpracovavani informaci v nich (tedy pro informatiku) — piispél tak



podstatnym zpusobem k naslednému vzniku moderni pocitacové védy a polozil
zaklady digitalniho véku.

George Boole pochéazel z pomérné skromnych socidlnich poméru, otec byl
obuvnikem, matka komornou. I pies nelichotivou rodinnou ekonomickou situaci
ho otec podporoval ve studiu a poskytl mu to nejlepsi dostupné vzdélani. Boole
navstévoval obchodni skolu, kde vSak brzy, diky své touze po vzdélani, predstihl
své ucitele, a tak své studium doplnil procesem sebevzdéldavani se, ve kterém
vytrval po cely sviij zivot!.

Ucil se latinsky, tecky, francouzsky, némecky a italsky, coz mu nasledné umoz-
nilo studovat pokrocilé matematické texty, mimo jiné od S. F. Lacroixe, J. L.
Lagrangea, P. S. Laplacea nebo i sira Isaaca Newtona.

KdyZz mu bylo 16 let, otctiv podnik s botami zkrachoval a Boole pocitoval
povinnost postarat se o rodinu. Rozhodl se tedy zanechat skoly — nedostalo se
mu tak ani univerzitniho vzdéldni. Aby svou rodinu finan¢né zabezpecil, stal se
asistentem ucitele. Pozdéji zalozil v Lincolnu vlastni skolu pod nézvem ,,Boarding
School for Young Gentlemen “, pricemz jeho rodinni piislusnici se podileli na jejim
chodu, vypomdéhali s u¢enim a s administrativnimi zalezitostmi.

Roku 1847 vydal svou prvni knihu A Mathematical Analysis of Logic, kde po-
prvé poukazuje na moznost matematického piistupu k logice, pohlizi tedy na lo-
giku jako na matematickou védu. Uvadi zde koncept, v némz matematické sym-
boly reprezentuji tiidy nebo sady objektu a s témito symboly je potom mozno
provadét ruzné matematické operace. Muzeme mluvit o prvni zmince o Booleové
algebte, v té dobé urcené vyhradné jako nastroj pro matematickou analyzu logiky.

V roce 1849 byl jmenovan prvnim profesorem matematiky na irské vysoké
skole UCC (University College Cork). Tato funkce jiz pro néj znamenala do-
statecné finanéni zabezpeceni a Boole se stal uznavanym lektorem.

P1i vykonavani této profese pracoval na své dalsi knize, An Investigation of the
Laws of Thought, vydanou o nékolik let pozdéji, roku 1854, kde uz byla Booleova

algebra uvedena v plné siti. Toto dilo ovlivnilo nejen matematiku a logiku, ale

I'Béhem shromazdovéni informaci jsem se setkal dokonce s oznacenim Boola terminem
wzézracné dité“, nechei ale v této praci uzivat takovychto populistickych vyraziu.
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umoznilo revoluéni mysleni i v inzenyrstvi a moderni pocitacové védé. Autor
zde vzal principy z logiky a redukoval je do jednoduché algebraické formy (tzv.
algebraizace logiky).

Co nejobecnéji feceno — Booleova algebra umoznuje vsechny hodnoty a veskery
text redukovat do ,0“ a ,1“ a s témito dvéma matematickymi symboly potom
provadeét tii zdkladni (tzv. booleovské) operace (nazyvame je zkrécené ,and“,
sor“a mnot“). Laicky feceno, jeho teorie spociva v predpovidani toho, co se stane
pro kazdy z téchto binarnich stavi, respektive jejich mozné variace. Kazdy pocitac
je obeznamen pouze se dvéma stavy — ,on“ a ,,off“, nebo také jinymi slovy , true*
a ,false®, pficemz tyto stavy jsou v pocitaci kédovény jako ,1 (pravda)“ a ,,0
(nepravda)“. A pravé Booleova algebra umoznuje prevod jakéhokoli textu do po-
sloupnosti tvofenych 1 a 0 a zavadi tak mechanismus pro komunikaci s pocitaci.
Na internetové strance www.binarytranslator.com si muze zaujmuty ¢tenar vy-
zkouset prevod textu do jazyka pocitacu — tedy na binarni data.

Roku 1859 vydal Boole excelentni ucebnici na téma diferencialnich rovnic
pod nazvem A Treatise on Differential Equations. Ta je idajné dodnes uziteéna
a zustava studenty stale vyhledavana. Autor v ni predpovida rostouci vyznam
diskrétni matematiky.

Ve svych 40 letech se Boole ozenil s o 17 let mladsi Mary Everest. I pres tento
znaény vékovy rozdil bylo jejich manzelstvi stastné, vzeslo z néj 5 dcer.

George Boole umfel na zéapal plic, jenz byl dusledkem jedné jeho dlouhé
prochézky ve studeném desti a naslednym predndsenim v promocenych Satech.
S jeho dédictvim se vSak i dnes neustdle setkavame ve formé elektrickych ob-
vodu, ovladacich prvki, osobnich poéitacu a dalsich pristroju pro ziskavani nebo
uchovavani informaci, bez kterych si jiz komunikaci, uc¢eni nebo vubec zivot
ve 21. stoleti nelze predstavit. Nase telefony, osobni poc¢itace, véemozné ovladace,

. vSechny tyto pfistroje funguji na principech Booleovy algebry.
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Pondéli 2. 11. 2015 bylo dnem, kdy uplynulo rovnych 200 let od narozeni
George Boola. Pii této prilezitosti vydala spolecnost Google ¢lanek vénovany
této vyznamné osobnosti s nazvem The man who shrunk the world into ‘0’s and
‘1's [3] (tj. Clovék, ktery vtésnal svét do ,0“ a ,1“). Tato spoleénost Boola také
oznadila jako ¢lovéka, bez néhoz by zadny Google neexistoval [1]. Na pocest tohoto

vyro&d byl dokonce vytvoten specidlni Google Doodle.?

2Termin ,,Google Doodle“ piedstavuje specidlni do¢asnou zménu loga spoleénosti Google
na jejich domovské strance www.google.com, kterd ma napf. upozornit na néjakou podstatnou
historickou udalost, oslavit néjaky svatek nebo pravé pripomenout svétu nékterou vyznamnou
osobnost, jako je tomu v tomto pripadé. Pro zdjemce uvadim odkaz na webovou stranku, kde
se nachézi video s danym Google Doodlem: http://www.smh.com.au/technology/technology-
news,/who-is-george-boole-the-mathematician-behind-the-google-doodle-20151102-gkofyg.html.
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Kapitola 2

Teoreticka c¢ast

V' nésledujicich trech podkapitolach budou blize popsany zakladni pojmy
a vlastnosti z teorie mnozin a vyrokové logiky, pricemz tyto pojmy jsou nezbytné
pro dalsi praci v samotné Booleové algebte, definované nasledné ve 4. podkapi-

tole této kapitoly. Predpokladam, ze s jejich obsahem uz byla vétsina ¢tenaru

vvvvvv

~ e~/

Sirsi okruh ¢tendaiu.

2.1. Mnoziny a operace s nimi

vvvvv

nevyskytuje. Podobné jako bod, ptimka nebo rovina patii mezi zakladni matema-
tické pojmy — neméame pro néj presnou definici, naopak jej uzivame k definovani
ostatnich pokrocilejsich struktur. Obecné mnozinu chapeme jako néjaky ,roz-
hodnutelny soubor prvku“. Prvky pak predstavuji néjaké vzajemné rozlisitelné
objekty, pricemz o kazdém tomto objektu musime byt schopni rozhodnout, jestli

do daného souboru patii nebo ne.

Poznamka 2.1.1. Bylo uvedeno, Ze mnozinu nemuzeme piesné definovat, nebot
jde o zédkladni matematicky pojem. Existuje ale cesta, jak tuto nesnaz obejit —
vybudovat teorii mnozin na axiomatickém zakladu. Museli bychom zvolit axiomy,

vyhovujici nasemu zameéru, a kazdy objekt, pro ktery budou platit, nazveme
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mnozinou. Nejuzivanéjsi takovou teorii je Zermelova—Fraenkelova teorie mnozin,

jejiz axiomy lze definovat pomoci formélniho jazyka predikatové logiky.

Ve shodé s pouzitou literaturou i na zakladé vlastnich zvyklosti budu také
v tomto textu popisovat mnoziny pomoci velkych pismen nejcastéji z pocatku
abecedy a jednotlivé prvky budou reprezentovany naopak pismeny malymi.

Vlastnost ,,byti prvkem mnoziny“ se zna¢i symbolem € (tedy napt. a € A).
Naopak v ptipadé, Ze dany objekt neni prvkem dané mnoziny uziva se symbolu ¢.
Existuje nékolik moznosti, jak urcit prvky dané mnoziny. Protoze pii vypoctech
v praktické ¢asti této prace se omezime pouze na koneéné mnoziny, vystacime si
se zaddnim mnoziny prostfednictvim vyctu jejich prvku (napt. A = {a, b, ¢, d,e}).

V pripadé mnozin obsahujicich prvky stejného typu (napf. mnozina piiroze-
nych ¢isel, mnozina téles, nebo tieba i obecné mnozina barev, ¢i rostlin) muzeme
zkoumat, zda prvky jedné mnoziny jsou soucasné i prvky mnoziny druhé.

Je-li kazdy prvek mnoziny B soucasné prvkem mnoziny A, piSeme B C A
nebo A O B. Existuje-li v mnoziné A alespon jeden prvek, ktery neni prvkem
mnoziny B, piSeme B C A nebo A D B. V takovém pripadé tikdme, ze mnozina
B je vlastni podmnozinou mnoziny A (nebo také B je v inkluzi k A). Naopak
symbol ¢ znaci, ze dand mnozina naopak neni v inkluzi k jiné dané mnoziné.

Prdzdnou mnozinou nazveme takovou, kterd neobsahuje zadny prvek. K jejimu
znaceni je vSeobecné prijimany symbol (). Pro libovolnou mnozinu pritom plati,
ze prazdnad mnozina je jeji podmnozinou.

Rowvnost mnozin nastava v pripadé, kdy kazdy prvek jedné mnoziny je zaroven
i prvkem mnoziny druhé (k popisu tohoto stavu se uziva znaku =), tj. plati-li pro
kazdé a € A, ze i a € B a naopak, ze pro kazdé b € B je také b € A, pak A = B.
Muzeme tedy psat:

A = B pravé tehdy, kdyz A C B a zaroven B C A.

Potencéni mnozina mnoziny A (znacime 2) je mnozina, ktera obsahuje vsechny
mozné podmnoziny mnoziny A. Formalni matematicky zapis je nasledujict:
A={B|BC A}
14



Pro kazdé dveé libovolné mnoziny A, B jsme schopni jednoznacné provést

operace sjednoceni mnozin, prunik mnozin, rozdil mnozin a doplnék mnoziny:

e Sjednocenim mnozin A a B je mnozina, jez obsahuje pravé ty prvky, které
nélezi alespon do jedné z uvedenych mnozin, tedy do A nebo do B (a sa-
moziejme i ty, které nalezi do obou mnozin zaroven, spojka nebo je v tomto

kontextu chapdna v nevylucovacim smyslu). Matematicky zapis je:

AUB = {z | x € Anebo z € B}.

e Pruntkem mnozin A a B je mnozina, ktera obsahuje pravé ty prvky, které

nalezi jak do A, tak do B. Formalné:

ANB={x|x € A aziroven x € B}.

Pokud plati, ze AN B = () nazyvame mnoziny A a B navzdjem disjunktni.

Poznamka 2.1.2. Pro sjednoceni i prunik plati, ze nezalezi na poradi mnozin,
na kterych tyto operace provadime. AU B je totozné s BU A, stejné tak AN B je
to samé jako B N A. Mnoziny jsou totiz uréeny pouze vyctem svych prvku, bez

ohledu na jejich potadi.

e Rozdil mnozin A a B (v uvedeném poradi) je mnozina, kterd obsahuje prave
ty prvky, které nalezi do mnoziny A a které zaroven nendlezi do mnoziny

B. Piseme:

A\ B = {x |z € A a zaroven z ¢ B}.

Poznamka 2.1.3. V tomto ptripadé, na rozdil od sjednoceni nebo pruniku, zalezi

na poradi. A\ B neni totéz jako B\ A.

e Doplnék mnoziny A (znacime A’), je mnozina, kterd obsahuje vsechny ty
prvky, které nepatii do mnoziny A. Piseme A" = U \ A, kde U predstavuje
mnozinu obsahujici vSechny mozné uvazovatelné prvky, tzv. univerzum ne-
boli zakladni mnozinu. Jestlize je doplnék A’ k dané mnoziné A spravneé

utvoteny, musi byt splnény nasledujici vztahy:
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AU A" = U a zéroven musi platit AN A" = (.

Pii splnéni téchto vztahu fikame, ze A a A’ tvoii rozklad U na dvé disjunktni

mnoziny.

Pro néazorné grafické znazornéni vztahii mezi mnozinami véetné uvedenych
operaci se uzivd tzv. Vennovych! diagrami.

Jsou to graficka prihradkova schémata, na kterych modelujeme vztahy mezi
mnozinami. Uzavieny rovinny utvar znazorinuje mnozinu. Kazdy tdtvar pritom
musi mit ¢ast spolecnou postupné nejen se vSemi ostatnimi ttvary, ale i se vSemi
jejich spolecnymi ¢astmi. Musime byt schopni v diagramu vyznacit prvek, ktery
patii libovolné vybranym mnozinam. Diikaz pomoci Vennovych diagramu je rov-

nocenny ostatnim matematickym dukazum. [0]

Ukéazky Vennovych diagramu postupné pro 1, 2, 3 a 4 mnoziny: [0]

Pouziti Vennovych diagramt se doporuc¢uje pro nejvyse 4 rizné mnoziny, poté
uz dochazi ke ztraté pozadované nazornosti a obrazek znazornujici sledovanou

situaci se jevi nepiehledny.

V dalsim textu budeme pracovat s mnozinou M, respektive s jejimi podmno-
zinami A, B,C, ... Na M pritom po celou dobu budeme klast jednoduchy, ale
opodstatnény pozadavek, a to M # ().

1John Venn (1834-1923) byl britsky matematik, logik a filosof. Nejvice se proslavil vy-
tvorenim zminénych diagramu, které se s uspéchem uzivaji pro ndzorné ukazky na mnozinach
mimo jiné v logice, pii kombinatorickych tvahach, v teorii pravdépodobnosti a statistice,
v pocitacovych oborech nebo pravé i v teorii mnozin. [5]
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2.2. Vyroky, logické operace

Vyrokem rozumime kazdé tvrzeni, o kterém ma smysl rozhodovat, zda je
¢i neni pravdivé. Nasi snahou potom je kazdému tvrzeni priradit jeho pravdi-
vostni hodnotu. Po vzoru George Boola pfiradime pravdivému vyroku hodnotu 1
(pravda), nepravdivému vyroku hodnota 0 (nepravda).

Situaci, kdy je vyrok X pravdivy, zna¢ime ph(X) =1 (pravdivostni hodnota
vyroku X je rovna 1). Naopak je-li X nepravdivy, piseme ph(X) = 0 (pravdi-
vostni hodnota vyroku X je rovna 0).

Jednotliva tvrzeni (tzv. jednoduché vyroky) lze pomoci logickych spojek skla-
dat do vyrokt slozenych, u nichz nas bude opét zajimat jejich celkova pravdivostni
hodnota, ktera je primo zavisla na pravdivostnich hodnotach obsazenych vyroku.
Pét nejuzivanéjsich logickych spojek si predstavime v dalsim textu.

Tak jako u mnozin budeme pouzivat pro oznacovani vyroku velkych pismen,

tentokrat ovsem pro odliseni z konce abecedy.

e Negace (') Pii negaci pracujeme pouze s jednim vyrokem, proto je ne-
gace piikladem tzv. jednoargumentové spojky. Pomoci negace se z daného
vyroku X vytvoii vyrok s opacnou pravdivostni hodnotou. Z pravdivého
tvrzeni tak diky negaci vznikne nepravdivé a naopak. Situace je schématicky
zndzornéna v tabulce 2.1. Slovné se negace vyjadiuje jako ,neni pravda, ze
plati X*, poptipadé tuto formulaci ¢asto zkracujeme jen uzitim predpony

13

,hne’.

1 0
0 1

Tabulka 2.1: Negace

Nésledujici spojky jiz pracuji se dvéma vyroky (respektive jejich pravdivostnimi

hodnotami), oznac¢ujeme je jako dvouargumentové.
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e Konjunkce ( A ) Uzitim konjunkce na vyroky X a Y ziskdme tvrzeni,
které je pravdivé jediné v piipadé, kdy jsou i oba tyto vyroky pravdivé (viz
tabulka 2.2). Zdpis X A'Y ¢teme ,X a zaroven Y “ nebo také jen ,X a Y.

XY [XAY]
T[1] 1
10| 0
01 o
00 o

Tabulka 2.2: Konjunkce

Poznamka 2.2.1. Rédky tabulky mus{ zahrnovat véechny moznosti, jak lze prav-
divostni hodnoty vyroku kombinovat. Pocet radku tabulky je tedy 2", kde n je
pocet uvazovanych proménnych, jak udéva obecny princip kombinatoriky (viz

napi. [0]).

e Disjunkce ( vV ) K tomu, aby byla disjunkce dvou tvrzeni X a Y prav-
diva, postacuje pravdivost alespon jednoho znich. Jsou-li obé nepravdivé,
pravdivostni hodnota jejich disjunkce je nulova (viz tabulka 2.3). Situace
X VY se cte jako ,X nebo Y*, pricemz je podstatné si uvédomit, ze spojka
,nebo“ v tomto v piipadé neni uzita ve vylucovacim vyznamu — platnost

obou vyroku zaroven se tedy nevylucuje.

XY [XVY
1]1 1
110 1
01 1
0]0 0

Tabulka 2.3: Disjunkce

e Implikace ( = ) Implikaci dvou vyroku ziskdme vyrok nepravdivy pouze
v piipadé, Ze je prvni z nich pravdivy a druhy nepravdivy. V ostanich tfech
pripadech je implikace vzdy pravdiva, jak je vidét v tabulce 2.4. Zpusobu,

jak tuto spojku precist, je povicero, mezi nejcastéjsi formulace patii ,,jestlize
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X, potom Y*, ,necht X, potom Y*, , kdyZ X, pak Y*. Je-li implikace prav-
divd, muzeme zapis X = Y precist také jako ,z X plyne Y*“. O vyroku X
muzeme také mluvit jako o predpokladu nebo o postacujici podmince pro

vyrok Y. Vyrok Y se povazuje za zavér nebo za nutnou podminku pro X.

X[ Y[ X=>VY

111 1
110 0
01 1
010 1

Tabulka 2.4: Implikace

Poznamka 2.2.2. Implikace je v porovnani s ostatnimi logickymi spojkami pro
vétsinu lidf slozitéjsi na pochopeni a zapamatovani. Proto zde uvadim piiklad?,
diky kterému by uZ nikdo nemél mit s touto spojkou problém. Necht mdme
vyrok X: ,Student da svému vyucujicimu tplatek“ a vyrok Y: [ Vyucujici da na
oplatku studentovi na konci semestru A “. Usporadanim téchto tvrzeni do impli-
kace ziskame slozeny vyrok: ,Kdyz da student svému vyucujicimu uplatek, pak
mu dé vyucujici na konci semestru A“ a chceme rozhodnout o jeho pravdivosti,
tedy v jakych ptipadech vyucujici 1ze? Pokud vyucujici zadny tplatek neptijme, je
ohodnoceni studenta pfimo imérné predvedenym znalostem (hodnoceni zndmkou
A porad klidné dat muze) a je naprosto v jeho kompetenci (3. a 4. fadek tabulky
2.4). Pokud ovsem uz dojde k piijeti uplatku, bylo by na misté splnit dany slib
(1. tddek). A konecné v piipadé, ze vyucujici piijme tplatek a student za A ptesto

nedostane, pak je snad kazdému ziejmé, Ze je néco Spatné.

e Ekvivalence ( < ) Z tabulky 2.5 je patrné, ze ekvivalence dvou vyroku
nabyva hodnoty 1 pouze v ptipadech, kdy maji tyto vyroky stejnou pravdi-
vostni hodnotu, tedy kdy jsou bud oba pravdivé nebo oba nepravdivé. X <

Y c¢teme naptiklad ,X je ekvivalentni Y | X pravé tehdy, kdyz Y nebo

2Piiklad parafrdzovén na zakladé prednasky z piedmétu Linedrni algebra 1 konané v roce
2013, vyucujici Ing. Milan Petrik, Ph.D.
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»,X tehdy a jen tehdy, kdyz Y “. I zde se pouziva pojmu postacujici a nutna
podminka, protoze jsou ale oba vyroky ekvivalentni ¢teme ,, X je postacujici
a zaroven nutnd podminka pro Y a naopak Y je nutnd a postacujici pod-

minka pro X*.

X Y[ XeV]
(1] 1
(o] o
01| 0
00 1

Tabulka 2.5: Ekvivalence

Dle [5] se nékdy ekvivalence oznacuje také jako oboustranné implikace, nebot

mezi nimi plati vztah
(XeY)=X=Y)A (Y =X),
jak se lze presvédcit pomoci tabulky pravdivostnich hodnot.

Poznamka 2.2.3. Uz nyni si povS§imnéme dulezité vlastnosti, ze které budeme
pozdéji déle vychazet, a to ze jak v konjunkci, tak i disjunkci a ekvivalenci
nezalezi na potradi vyroku, které spojujeme. Jinymi slovy — zaménime-li v ta-
bulkach 2.2, 2.3 a 2.5 poradi vyroku X a Y, pravdivostni hodnota slozeného

vyroku se nezméni. Pro implikaci tato vlastnost splnéna neni.

Pismena, ktera jsme v predchozim textu uzivali pro oznaceni konkrétnich
vyroku, symbolizuji tzv. vyrokové proménné, které zastupuji pravdivostni hod-
noty vyroku. Vyrokovd formule je termin pro matematicky vyraz zkonstruovany
z konecného poctu vyrokovych proménnych, jez jsou pospojovany prostiednictvim
symbolu pro logické spojky (v nasem piipadé jsou to’, A, V, =, < ). Formule mo-
hou déle obsahovat ruzné typy zavorek pro vyjadreni prednosti mezi operacemi
nebo pro zietelné vyznaceni struktury formule (pro oddéleni tzv. podformuli).

Zavorky tak zde maji stejny vyznam jako v ¢iselné algebie [7].
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Vétsina matematickych tvrzeni (lemmat, vét, jejich duasledku, dukazu, defi-
nic) je ve tvaru implikace nebo ekvivalence. Pro nase potieby jsou ovsem tyto lo-
gické spojky ,,ponékud zbytecné®. Pozdéji, v booleovskych vypoctech, vyuzijeme
skutecnosti, ze je obé lze nahradit pomoci jednodussiho zapisu.

Ekvivalence se mimo < casto také znaci <> nebo i =. V nésledujicim oddilu,
i pozdéji v booleovskych upravach, budeme pomoci symbolu = vyjadrovat, ze
zapis na jeho levé strané je ekvivalentni tomu na pravé.

Implikaci muzeme vyjadiit pomoci logickych spojek negace a disjunkce takto:
(X=Y)=(X"VY). (2.1)

(viz tabulka 2.6, ze které je patrné, ze pravdivostni hodnota X =Y a X' VY je

ve vSech ¢étyfech pripadech totoznd).

X[Y[X[XVY[X>Y |
111 0 1 1

1701 0 0 0
01 1 1 1
01]0 1 1 1

Tabulka 2.6: Dukaz vztahu (2.1)

Ekvivalenci lze vyjadrit pomoci logickych spojek negace, konjunkce a dis-

junkce (viz tabulka 2.7) takto:

(X Y)=(XAY)V (X' AY). (2.2)
(X Y[XeY[(XAY) V (X'AY)]
1]1 1 1 1 0
1[0 0 0 0 0
01 0 0 0 0
0]0 1 0 1 1

Tabulka 2.7: Dukaz vztahu (2.2)

Poznamka 2.2.4. Vztah (2.2) lze ziskat i nésledujici dapravou. Pro pochopenti to-
hoto postupu je vSak nezbytnd znalost vlastnosti definovanych dale v podkapitole

2.3.
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Xe)=X=2YAY=X)=(X'VY)AY'VX) =
=[(X'VY)AYV[(X'VY)ANX] =
=[(X'ANY) VY AY)V[(X' AX)V Y AX)] =
=[(X’AY)VOV[OV (Y AX) =
= (X'ANY)VYAX)=(XAY)V (X' AY)

Z predchozich tadku vyplyva, ze si vystacime pouze s prvnimi 3 logickymi
operacemi (negace, konjunkce, disjunkce), protoze implikaci i ekvivalenci jsme na

né schopni prevést na zékladé vztahu (2.1) a (2.2).

George Boole prisel se systémem ohodnocovani vyrazu, které jsou slozeny
z logickych spojek (konjunkce, disjunkce a negace) a logickych proménnych 1
(pravda) a 0 (nepravda). [9]

V dalsim textu budeme provadét vypocty na dvouprvkové mnoziné pravdi-
vostnich hodnot H = {0,1}. Na této mnoziné méjme zavedeny operace logického

soucinu, logického souctu (analogicky ke konjunkci — + a disjunkci— -), a také

negaci ().
1+1=1 1-1=1 1'=0
1+0=1 1-0=0 0=1

Pti vypoctech na mnoziné H pracujeme tedy pouze s prvky 0, 1. Je zvykem
provadét nejprve negaci, poté se pristupuje k logickému nasobeni a az nakonec
se ponechava logické scitani. Toto poradi operaci budeme dodrzovat i pozdéji

v Booleové algebte.

Priklad 2.2.1. Rozhodnéte, zda nésledujici prvek z mnoziny H je roven 0 nebo 1:

O04+0)Y+0Q+1)+1-04+0-1))1-0+0-1")+[(1L-'+0-0)-(1L-0"-1)]
Postup reseni: (04+0)'4+(1+1")+(1-04-0-1)"-(1"-0'4+-0-1")'+[(1-1'+0-0")-(1-0"-1)’
=04+1)+1+0+0O+0-0-1+1-0/+[(1-0+0-1)-(1-1-1))
=1+1+0-(0+0)+[(0+0)-1] =04+0+1-04+[0-1) =0+1-1+0 =0+14+1=1
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Poznamka 2.2.5. Znak symbolizujici logické nésobenti (tj. -) je mozné vynechévat,
tak jako pfi bézném nasobeni v ¢iselné algebie. Pti pocitani s prvky mnoziny H
by ovéem mohlo dochézet k mystifikaci (101 =1-0- 1), pozdéji, kdy uz budeme
provadét vypocty i s proménnymi (a, b, ¢, ... ), uz by tento problém nastat nemél.

Presto vSak v celém tomto textu bude pravé z duvodu ptrehlednosti znak - psan.

2.3. Operace a jejich vlastnosti

Kartézsky soucin na mnozinidch A a B je definovan jako mnozina vsech
usporadanych dvojic, kde prvni ¢len dvojice patii do mnoziny A, druhy do

mnoziny B. Formalni matematicky zapis vypada takto:
Ax B={(a,b)|ac A, be B}

Necht méme dény mnoziny A, B. Neprdzdnou podmnozinu f kartézského
souc¢inu téchto mnozin (f C A x B) nazyvame zobrazeni mnoziny A do mnoziny
B, pokud ke kazdému a € A existuje pravé jedna usporadand dvojice (a,b) € f.

Symbolicky zobrazeni f: A — B zapisujeme:
{(a, f(a)) € Ax B|ac€ A},

pomoci tohoto pfedpisu je kazdému prvku a € A pritazena funkéni hodnotu
f(a) € B. Mnozinou A rozumime defini¢ni obor funkce f, mnozina B predstavuje
obor hodnot pro f. [10]
Kartézsky soucin Ax A se znaéi A%, mluvime potom o kartézské mocniné na A.
Necht je mnozina A # @ an =1,2,3,... Potom kazdé zobrazeni f: A" — A
nazveme n-arni operaci na A. My se v dalsim omezime pouze na pripady, kdy
n=1t. f: A — A, coz nazyvame undrni operaci na A a pro n = 2, tj.

f: A* - A mluvime o operaci bindrni na A. [10]

Pro binarni operace rozliSujeme nékolik vlastnosti:

o Komutativita
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Rikame, Zze binarni operace o je komutativni na mnoziné A, jestlize pro

kazdé dva jeji prvky plati:
aob=boa Ya,be A

Asociativita

Rikame, ze bindrni operace ¢ je asociativni na mnoziné A, jestlize pro kazdé

tii jeji prvky plati:
(aob)oc=ao(boc) Va,b,c € A
Distributivita

Rikame, ze binarni operace * je na mnoziné A distributivni vuéi bindrni

operaci A, jestlize pro kazdé tii jeji prvky plati:
al(bxc)=(alAbx(alc) VabceA
(bxc) Aa=(bAa)x(cANa) Ya,bce A

Neutrdlni prvek

Neutrdalnim prvkem vuci binarni operaci * definované na mnoziné A na-

zveme takovy prvek n, pro ktery plati:
axn=a=nsxa Va € A

Symetricky prvek

Symetrickym prvkem a* k prvku a je takovy, pro ktery pro danou binérni

operaci * na mnoziné A plati:
axa*=n=a"xa Va€A

(a")*=a VYae€ A
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Poznamka 2.3.1. Neutralni prvek nemusi vzdy existovat. Pokud existuje, potom
je uvedenymi vztahy urc¢en jednoznacné. Na dané mnoziné a pro danou operaci
tedy existuje vzdy nejvySe jeden neutrdlni prvek. Ze vztahu dale vyplyva, ze
existence inverzniho prvku je zavisla na existenci prvku neutralniho.

Neutrélni prvek se v piipadé nékterych operaci také nazyva jednotkovy (znaceno
e nebo 1), resp. nulovy (znaceno 0). Symetricky prvek se v téchto piipadech

nazyvé inverzni (znaceno a~!), resp. opacny (znaceno —a).

2.4. Booleova algebra

Na konci podkapitoly 2.1 byla zminéna neprazdnd mmnozina M a na zaveér
podkapitoly 2.2 mnozina H = {0,1}. Nyni ddme pojmy z podkapitol 2.1 a 2.2 do
souvislosti s vlastnostmi definovanymi v podkapitole 2.3.

Dle [11] zavedeme tzv. mnoZinovou algebru, kterou oznacéime (]/\4\ , U, N, "), kde
M znaéf mnozinu viech podmnozin mnoziny M, sjednoceni U a prunik N jsou
binarni operace definované na M a doplnék ’ je undrni operace na stejné mnoziné.
V poznamce 2.1.2 je vysvétleno, ze jak U, tak i N jsou komutativni. Stejné tak
pro né lze snadno ukazat platnost asociativity. Také plati, ze U je distributivni
vzhledem k N a i N je distributivni k U. Déle jednoduchou tvahou zjistime, ze
k operaci U existuje neutrdlni prvek () a také N m4d neutrdlni prvek, kterym je
celd mnozina M. Pficemz tyto neutralni prvky jsou vzajemné ruzné, protoze na
pocatku byl na mnozinu M kladen pozadavek M # ().

Podobné zavedeme i tzv. algebru pravdivostnich hodnot (H, +, -, "), kde +
a - (resp. ') jsou prislusné binarni (resp. undrni) operace k logickému séitani a
logickému nésobeni (resp. dopliiku), pro které plati, ze splnuji vlastnost komutati-
vity (viz poznamka 2.2.3) i asociativity. Déle lze dokdzat distributivitu logického
sc¢itani vzhledem k logickému nasobeni a naopak distributivitu logického nédsobeni
vzhledem ke sc¢itani. Pro logické s¢itani mame neutralni prvek 0 a pro nasobeni

je tim prvkem 1, ptitom plati 0 # 1.
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7 predchozich dvou odstavcu je jasné vidét podobnost mezi mnozinovou alge-
brou a algebrou pravdivostnich hodnot. Na obou mame definovany dvé binarni a
jednu unéarni operaci, majici stejné vlastnosti, v obou pripadech existuji vzajemné
ruzné neutralni prvky a ke kazdému prvku lze pomoci dané unarni operace najit
prvek symetricky.

Nad témito dvéma algebrami nyni vytvoiime jakousi abstraktni nadstavbu
(definice prevzata z [11], vyrazy ,s¢itani“ a ,ndsobeni® jsou zde pouze terminy
vypujcené z Ciselné algebry, nejedna se o bézné scitani a nasobeni, jak ho zname
napf. u prirozenych ¢isel): Méjme ddnu neprdazdnou, jinak zcela libovolnou mnoZinu
B, v niz je definovdna rovnost jejich prvki a na které jsou zavedeny dvé bindrni
operace ,scitdni“ a ,ndsobeni”, a jedna undrni operace ,doplnék“. MnoZinu B
spolu s prislusnymi operacemi budeme nazyvat Booleova algebra prdve tehdy,
kdyz plati:

Kazdd z bindrnich operact je komutativni a asociativni. Ddle je operace ,ndso-
beni “ distributivnd vzhledem k operaci ,sc¢itani“ a také operace ,sc¢itdni“ je distri-
butivni vzhledem k ,ndsobeni”. Ke kazZdé z bindarnich operaci existuje prdvé jeden
neutrdlni prvek: pritom jsou tyto neutrdlni prvky vzdajemné ruzné. Neutrdlni pr-
vek operace ,sc¢itani“ oznacime 0, neutrdlni prvek operace ,ndsobeni“ 1. Undrni
operace splnuje vsechny poZadavky uvedené v predchozim textu, jak pro mnoZiny,
tak 1 pro pravdivostni hodnoty.

Definice Booleovy algebry pomoci soustavy axiomu je dle [11] nasledujici:
Meéjme danu neprdazdnou mnoZinu B, v niZ je definovdna rovnost =, existuji v ni
vzdjemné ruzné proky 0, 1 a jsou v ni definovdany bindrni operace +,- (,x + 1y
S -y “) a undrni operace ' (' “). MnoZinu B spolu s prislusnymi operacemi
budeme nazyvat Booleova algebra prave tehdy, kdyzZ pro vsechny prvky x,y, z

z mnoziny B plati ndsledugjicich 10 axiomi:

1
2
3
4

r+y=y+=x
x-y:y-x
(x+y)+z=x+(y+2)

(1)
(2)
(3)
(4)

(-y)-z=2-(y-2)
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) e (yt+z)=(z-y)+(z2)

) +-2)=(@+y) (x+2)
7) r+0=z

)

)

r-1l==x

Poznamka 2.4.1. Jinymi slovy axiomy (1), (2) vyjadiuji pozadavek na komu-
tativitu zavedenych binarnich operaci, (3), (4) vyjadiuji pozadavek na asociati-
vitu zavedenych bindrnich operaci a (5), (6) vyjadiuji pozadavek na distributivitu
zavedenych binarnich operaci. Dale (7), (8) popisuji pozadavek na existenci ne-
utrdlnich prvku k jednotlivym bindrnim operacim a axiomy (9), (10) vyjadiuji
podminku pro existenci inverznich prvku k ptislusnym bindrnim operacim, resp.

popisuji vztah mezi prvkem samotnym a prvkem k nému inverznim.

Takto zavedenou Booleovu algebru budeme oznacovat (B, +, -, '). [11]

O rovnosti definované v B budeme predpokldadat, Ze je ,rovnosti vuci boole-
ovskym operacim “: to znamend, Ze pro vSechny prvky x,y,z z mnozZiny B plati:
jeslizx=y, pakr+z=y+z, x-z=y-z, 2 =y.[ll]

Ve zbytku prace budou pismena a,b,c,...,x,y,z € B znacit prvky Booleovy
algebry.

O ,povaze“ prvku mnoziny B se v definici Booleovy algebry (B, +, -, ') nic
blizsiho netika, pravé tak abstraktné pojaté jsou vSechny operace i oba neutralni
prvky. Zndme ale uz dva konkrétni piiklady Booleovy algebry. [11]

Zvolme za B konkrétné mnozinu M viech podmnozin mnoziny M. Operace
,sCitani®“,  nasobeni® a doplnék konkretizujeme postupné jako operace sjednocent,
primik a doplnék na M. Pak pro viechny prvky mnoziny M axiomy (1)—(10)
ziejmé plati. Rikdme, ze mnozinovd algebra (]/\/[\, U, N, ') je modelem Booleovy
algebry. Roli neutralnich prvku 0, 1 hraji mnoziny () a M. [11]

Predstavme si dale namisto mnoziny B konkrétné mnozinu H pravdivostnich

hodnot vyroki, operace ,s¢itani“, ,nasobeni* a doplnék B konkretizujeme jako
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operace logického scitani, logického nasobeni a dopliiku definované na H. Pak
opét pro viechny prvky mnoziny H jsou axiomy (1)-(10) splnény. Rikdme, ze

algebra pravdivostnich hodnot (H, +, -, ") je modelem Booleovy algebry. [11]
Uvedme a dokazme nyni nékolik dulezitych vét platnych v rdmci Booleovy

algebry (B, +, -, /). Pii jejich dokazovani je uzivano vyhradné axiomu (1)-(10).

Véta 2.4.1. (o idempotenci) Pro kazdy prvek x € B plati:

(11) r+r=2x

(12) r-xr=2x

(11) r=zx4+0=zx+(x-2)=(x+2) (z+2)=(x+2x)- 1l=x+=zx

(12) r=z-l=z-(z+2)=(x-2)+(x-2)=(x-2)+0=2-x O
Véta 2.4.2. Pro kazZdy prvek x € B plati:

(13)  2-0=0

(14) r+1=1

Diikaz.

(13) r-0=2-040=2-0+z-2'=z-(0+2")=2-2/=0

(14) r+l=(x+1)-1=@x+1)-(z+2)=xz+1-2")=z+2" =1 O
Véta 2.4.3. (o0 involuci) Pro kazdy prvek x € B plati:

(15) () ==

Dikaz.

(15) Podle definice operace doplnék a podle axiomt (1), (2) lze psat 2’'+z = 1
a zaroven x’ - z = 0. Odtud ihned plyne, Ze = je doplikem k 2/, tj. x = (2’)’. O
Véta 2.4.4. Pro vsechny prvky x,y € B plati:

(16)  (z+y) ="y

17 (z-y) =a"+y
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Diikaz.
(16) Nasim ukolem je dokéazat, ze x’-1y’ je doplnkem k prvku x4y, tj. musime
ovéfit, ze plati: I) (a/ - ) - (x +y) = 0 a zéroven II) o’ - ¢/ + (x + y) = 1.
Nejprve dokazme I): (/- o) - (x +y) = (/- ¢) - x+ (&' -¢) -y =
= (-2)y+2- W -yy=0-y+2-0=0+0=0.
Dokazme déle II): 2’ - ¢/ + (x +y) = (&' + (e +vy)- (¥ + (v +y)) =
= (@) ) () Fa) = (1) () =11 =1
(17) Nasim tkolem je dokdzat, ze 2’ +1v/' je dopliikem k prvku z -y, tj. musime
overit, ze plati: I) (2 +4/) - (z - y) = 0 a zaroven II) (' + ') + (z - y) = 1.
D@E+y) @y =2 @y+y @y =>0"2)y+W y z=
=0-y+0-2=0+0=0
) (' +y)+(x-y) = (&' +¢)+2)- (@' +y) +y) = (&' +2)+ +¢)-
@+ +y)=0+y) (@+1)=1-1=1 0

Poznamka 2.4.2. (16), (17) jsou specidlnim pi{padem De Morganovych?® zékoni.

Véta 2.4.5. (o absorpci) Pro vSechny prvky z,y € B plati:

(18) r+r-y==x

(19)  z-(z+y) ==z

Diikaz.

(18) r+z-y=z-l4+z-y=z-(1+y)=z-1==x

(19) r-(x+y)=(@+0)-(z+y)=2+0-y)=2+0=2x O
Véta 2.4.6. Pro vsechny prvky x,y € B plati:

(200 z+2-y=x+y

21)  z-(@+y)=z-y

3 Augustus De Morgan (1806-1871) byl britsky matematik. Kromé De Morganovych zdkoni
je znamy zavedenim pojmu ,matematickda indukce® pii formulovani matematickych dukazi.
Ovlivnén Georgem Boolem pievedl v praci The Differential and Integral Calculus zdkony alge-
braické logiky do logiky a matematiky — dnes znamy jako De Morganovy zakony pro konjunkci
a disjunkci. [9]
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Diukaz.

(20) r+2 - y=(@x+2) (e+y)=1-(x+y)=x+y
(21) (' +y)=x-2+r-y=0+x-y=12-y O

Véta 2.4.7. Necht z,y jsou libovolné prvky mnoZiny B. Pak plati:
(22) r+y=0<(x=0)A(y=0)

(23) rry=le(z=1)AYy=1)

Dikaz.

(22) I) Necht je z = 0 a zdroven y = 0. Pak je x +y = 0 podle (7).

IT) Necht 24+ y =0. Pakjez+ (x +y) = (z+2)+y=24+y =0
a zaroven x + (z +y) = x + 0 = z. Odtud plyne x = 0. Zcela obdobné zjistime,
7e také y = 0. Necht z +y = 0. Pak je (z+y)+ty=z+(y+y)=2+y =0
a zaroven (r +y) +y =0+ y =y. Odtud plyne y = 0.

(23) I) Necht je z = 1 a zdrovei y = 1. Pak je x - y = 1 podle (8).

) Necht z-y = 1. Pakjex-(z-y) = (z-2)-y=2-y =1a
zaroven x - (z -y) = -1 = x. Odtud plyne x = 1. Necht z -y = 1. Pak je
(x-y)-y=x-(y-y)=x-y=1azéroven (z-y)-y) =1-y =y. Odtud plyne
y=1. [

Véta 2.4.8. Necht z,y jsou libovolné prvky mnoZiny B. Pak plati:
(24) r=ysx-y+a-y=0

(25) z=ye(v+y) (@ +y =1

Dikaz.

(24) I) Necht je x = y. Pak x - ¢/ = y -4/, ¢ili -y = 0 a zéroven také
-z =a -y, ciliaz'-y=0.Podle (22) je tedy x -y + 2’ -y = 0.

IT) Necht nyni pro z,y z B je z -y + 2’ - y = 0. Podle (22) je pak a)
x-y =0 aziroven b) 2’ -y = 0. Z a) plyne z -y +y = y, ale podle (20) je
-y +y=y+x Protox+y=y.Zb) plyne 2’ - y + x = z, ale podle (20) je
-y+x=x+y, protox +y =z Tudiz z =y.
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(25) I) Necht je z =y. Pak z + 3y = y + ¢/, ¢ili x + ' = 1 a zdroven také
' 4+ y = 1. Podle (23) je tedy (x +¢') - (2' +y) = 1.

IT) Necht je nyni pro z,y z B (x +v') - (' + y) = 1. Podle (23) je pak
a) x+y =1azaroven b) 2’ +y = 1. Z a) plyne x - y = y a zaroven z b) plyne
x-y=2xz. Odtud xz = y. n

Véty z podkapitoly 2.4 a dukazy (11), (13), (15), (16), (18), (20), (22 1), II))

jsou prevzaty z [11].

Uved'me jesté na tomto misté tzv. princip duality platny v Booleové algebfe.
Tohoto principu je mozné uzit napiiklad i pti dokazovéani predchozich vét. Princip
spociva v tom, ze v platicim vyrazu provedeme zamény mezi vSemi vyskytujicimi
se bindrnimi operacemi (+ — - a - — +) a zdroven i zamény mezi prvky (1 — 0
a 0 — 1). Takto ziskany (tzv. dudlni) vyraz je opét platny. Napiiklad v pripadée
véty 2.4.6 bychom uzitim tohoto principu z axiomu (20) z + 2’ -y = = 4+ y dostali
ihned axiom (21) z - (' + y) = « - y. Principu duality vSak v této préci nijak

uzivano neni a zminuji ho zde jen pro tuplnost.
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Kapitola 3
Prikladova cast

3.1. Priklady na redukci

V nésledujicim oddilu si ukazeme aplikaci vztaht (1)-(25) pii zjednodusovani
dlouhych a slozitych zapisu na takové vyrazy, které obsahuji co nejméné prvku.
Téchto uprav bude déle vyuzito i pii feSeni prikladu v dalsich podkapitolach.

Cisla v kulatych zdvorkdch situovans mezi rovnitky v feseni piikladu 3.1.1
nize poukazuji na to, kterého axiomu bylo uzito v nasledujicim kroku upravy.
Takovy zapis je sice maximalné nazorny, ale zaroven ponékud narusuje strukturu
reSeni, proto budou v dalsich ptikladech prislusna ¢isla axiomu v aplikovaném
poradi psana az na zavér celého piikladu.

Zadéni prikladu v této podkapitole pochazi z ([1 1, str. 50]).

Priklad 3.1.1. Zjednoduste zdpis prvku Booleovy algebry a+a’-b+a -0 +a’ -V
tak, aby obsahoval co nejméné symbolu:

a+a’-b+a-b'+ad' -V = (2) = (a+a’-b)+V-a+b"-a’ = (20), (5) = (a+b)+V"-(a+a’) =
=9)=a+b+0-1=8)=a+b+V)=(09) =a+1=(14) =1

Poznamka 3.1.1. V algebie pravdivostnich hodnot 1ze vysledek 1 interpreto-
vat jako vzdy splnitelnou formuli — tautologii. Naopak vysledek 0 chdpeme jako

formuli, kterou splnit nelze — jako kontradikca.

Priklad 3.1.2. Zjednoduste zapis prvku Booleovy algebry (a+b +¢')-(a+b'-c)

tak, aby obsahoval co nejméné symbolu:
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(a+b+)-(a+b'-c) = (a+b+)-(a+V)-(a+c) = (a+V+)-(a-a+a-c+a-b'+b'-c) =
=(a+bV+d)-llata-c)+a-V+V-c=(a+b+) [ata-b+V- =
= (a+V+d)-(a+b-c) = a-a+a-VV-c+a-b/+V-b-c+a-d+b-c-¢ =a+a-b'+a-d+
+a-t-c+V-c+0 = at+a-d+b0-c+(b'-c)-a=a+b-c(a+1) =a+b-ccl=a+0b -c
Pti feseni bylo uzito postupné axiomu (6); (2), (5); (12); (18); (18); (5), (2);
(12), (10); (1), (18), (7); (18); (2), (4), (3); (14); (8).
Priklad 3.1.3. Zjednoduste zapis prvku Booleovy algebry a-b-cd +a' - b - +
+d-b-d+a-b-ctak, aby obsahoval co nejméné symbolu:
a-b-d+d-bV-d+ad-b-d+a-b-c=a-b-c+a-b-+d--b+d V=
=a-b-(c+d)+d-d-(b+¥V)=a-b-1+d-d-1=a-b+d -

Pti feseni bylo uzito postupné axiomu (1), (4); (5); (9); (8).

Priklad 3.1.4. Zjednoduste zapis prvku Booleovy algebry a + ¢ +b- (a+ ) +
+ (a+ ) (a+b+ ) tak, aby obsahoval co nejméné symbol:

a+cd+b-(a+d)+(a+) (a+b+) = (a+) (a+) b+ (a+)(a+b+) =
=(a+d)+b+(a+)(a+b+)=(a+b+)+(a+b+)(a+)=a+ b+

Pfi feseni bylo uzito postupné axiomu (2); (20); (3), (1), (2); (18).

Pi#iklad 3.1.5. Zjednoduste zapis prvku Booleovy algebry [(a-b+¢) +a-b+d]
tak, aby obsahoval co nejméné symbolu:

(a-b+c)+a-b+d =[a-b) -+a-b+d =Ja-b+(a-b) - +d =
=(a-b+d+d))=(a-b) - (d+d))=(a-b)- () -d=(a-b)-c-d

Pti feseni bylo uzito postupné axiomu (16); (1); (20); (16); (16); (15).

Piiklad 3.1.6. Zjednoduste zapis prvku Booleovy algebry (a-b-c+a-V +b-c)

tak, aby obsahoval co nejméné symbolu:

(a-b-c+a-t'+b-)Y=(ab-c) (a-b) -(b-d)=(+V+)(d+b)-(V+c) =

=(d-d+d -b+d - V+b-VV+d -d+b-)-(V+c)=(d+d-b+d -V+0+d-

d4b-)-(V+c)=(d+d -b+d-+b-)-(V+c)=(d+d-d+b-)- (b +¢) =
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=(@+b-)-W+ec)=d-(VV+c)+b-d-(VV+c)=d -V +c)+b-b - +b-c- =
=a -V+c)+0-d+b-0=d-+¢c)+0+0=0d"- (0 +¢)

Pfi feseni bylo uzito postupné axiomu (16); (17); (5), (2); (12), (10); (18), (7);
(18); (18); (), (2); (5); (10); (2), (13); (7).
Piiklad 3.1.7. Zjednoduste zapis prvku Booleovy algebry b-(a+c+d) - (a+e)-
b-(c+d)-(b-d) - (e+ c+ d) tak, aby obsahoval co nejméné symbolu:

b-(a+c+d)-(a+e)-b-(c+d)-(b-d)"- (e+c+d) = (a+c+d)-(a+e)-b-b- (' +d')-(c+d)-
(e+c+d)=(a+c+d)-(a+e)-b-V+d) (c-e+c-c+c-d+d-ed+c-d+
+d-d)=(a+c+d)-(at+e)-b-V+b-d) (c-et+(ctc-d)+(d-e+d)) =
= (a+c+d)-(a+e)-(0+b-d)-(c-e+c+d)=(a+c+d)-(a+e)-b-d-(c+d) =
= (a+e€)-b-d'-(a-c+a-d+c-c+c-d+c-d+d-d) = (a+e)-b-d'-(a-ct+a-d+(c+c-d)+d) =
= (a+e)-b-d'-(c+c-a+d+d-a) = (a+e)-b-d-(c+d) = (a+e)-b-c-d+b-d-d =
=(a+e)-b-c-d+b-0=(at+e)-b-c-d+0=b-c-d-(a+e)

P1i feseni bylo uzito postupné axiomu (2), (17); (12), (5), (2); (11), (12), (5);
(10), (1), (18); (1), (18), (7), (1), (2); (11), (12); (2), (18), (1), (2); (1), (18); (2),
(5); (10); (13); (2), (7).

Piiklad 3.1.8. Zjednoduste zapis prvku Booleovy algebry (a + ¢) - (d - g)’ -
(a-b)-(d+d)-(f4+g)-d-(a-d)-(d-c) tak, aby obsahoval co nejméné symboli:

(a+c)-(d-g)-(a-0)-(d+d) (f+g)-c (a-d)-(d-c)=(at+c) (a+V)-
d-(d+q) (f+g) - -d+d) (d+d)- (d+)=(a-d+a-b+d-c+¥V-c)-
d-d-f+d-g+g-¢d+f-g)(d-d+d-d+d-d+d-d)(d+)=
= (04a-b/+d-c+V-c)-c-(d - f+d-g+0+f-¢')- (' -d+0+d' +d'-d)-(d'+)
=(a-V+d-c+¥-c)- - (d-f+d-g+f-¢) (d+d- ) (d+ ) =
=(a-V-d+d-c-d+b-c-d)-(d-f+d-g+f-g) d-(d+)
:(a-b’-c’+a’-0+b’-0)-a’~(d’~f—|—d’~g—|—f~g')~(d’+c):(a-b’~c+O+0)-a
(A gt Tg) (@) = 0V ) a ([ g ) () =
=a-d-bV-d(d-f+d-g+f-¢)(d+)=0V--(d f+d g+ f-¢) (d+)=0

P1i feseni bylo uzito postupné axiomu (17), (2); (5), (2); (10), (11); (1), (7),
(11), (18); (3); (4), (10); (13), (2); (7); (2), (4); (10); (2), (13).
34



3.2. Priklady o mnozinach a logice

Drive zminéné Vennovy diagramy a také tabulkova metoda ptredstavuji jed-
noduché prostiedky, pomoci nichz by bylo mozné tesit nékteré z nasledujicich
prikladu. Aby vsak bylo tématu prace uc¢inéno zadost, zaméiime se v dalsim na
jejich teseni pomoci booleovskych vypoctu.

Mnozinové situace i vyrokové formule jsme schopni na zakladé ptredchoziho
textu — s védomim, ze mnozinova algebra i algebra pravdivostnich hodnot jsou
modely Booleovy algebry, prevést na booleovské vyrazy, které dale upravime
analogicky jako v podkapitole 3.1.

V mnozinové algebie budeme provadét nésledujici zamény mezi operacemi:

/

Uu—=4+ n-=- '—=

a symboly znacici mnoziny budou nahrazeny malymi pismeny predstavujicimi
prvky Booleovy algebry. V ptipadé algebry pravdivostnich hodnot budeme zapi-
sovat:

V= + A — - !

a vyrokové proménné nahradime malymi pismeny predstavujicimi prvky Booleo-

vy algebry.

3.2.1. Redukce na mnozinach
Priklad 3.2.1. ([, str. 13]) Zjednoduste zapis téchto mnozin:
(ANBNDYUD'NB NAYUANB ND)YU(BND NA)

Reseni: Tuto mnozinovou situaci prepiSeme pomoci vyse uvedeného navodu a dale

upravime:

a-b-d+d-V-d+a-tV-d+d-b-d=ab-d+a-b-d+ad-d-V+d-d b=
=a-(b-d4+V-d)+d-d - (U+b) =a-(d-b+V))+d-d-1=a-d - 1+d-d =
=a-d+d-d=d (a+d)=d-1=4d

Zpétnd zaména: d — D'. Slozity zapis ze zadani se tedy zredukoval pouze na

doplnék mnoziny D.
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Piiklad 3.2.2. ([!1, str. 86]) Zjednoduste zapis téchto mnozin:
(DNANB)UCNAUE) YUD'NAUBY)U((ANE)YNC)

Reseni: Tuto mnozinovou situaci prepiSeme pomoci vyse uvedeného navodu a dale

upravime:

d-a-b+c-(a+e)+d-(a/+b)+(d-€) -c=a-b-d+c-(a+e)+d-(a-b)+(a+te)-c =
=a-b-d+a-b-d+c-(a+e)+c-(a+e) =a-b-(d+d)+c((at+e)+(ate)) =
=a-b-14+c-1=a-b+c

Zpétnd zameéna: a-b+c— (ANB)UC.
Priklad 3.2.3. ([, str. 86]) Zjednoduste zapis téchto mnozin:
(AuC)N(DNG)'NANB)N(DUE)N(FUG) NC'"N(ANnD)YNn(DNC")

Reseni: Tuto mnozinovou situaci prepiSeme pomoci vyse uvedeného navodu a dale

upravime:

(a+c)-(d-g)-(a-b)-(d+e)-(f+g)-d-(a-d)-(d-c) = (a-+c-)-(d+g")- (' +b)-
(o) @)A1 ) = ad (@) () (@ +) @) (A o) (@)
= a-d-(d f+d-g+g-f+g-g)-(d-d+d-+d-et+ce)(a a+a d+d b+b-d)
=(d-f+d-g+¢-f)--(-d+d-e+-e)-a-((d+d -d)+ad-b+b-d)
= -f+d-g+9g -f)-(-d-d+-d-e+-d-e)-a-((d+d-V)+V-d)
=(d- -f+d-g+q f)(d-d+-d-e+c-e)-a-(d+V-d)=(d -f+d-g+4 )
(d-d+d-d-e+d-e)(a-d+at-d) = (d-f+d-g+g" f)(d-d+-d-e+-e)-at-d =
=d-f+d-g+9¢g-f) (a-V--d-d+a b -¢-d-d-e+ab - -d-e)=
=(d-f+d-g+g- - f)(a'V-d-d-et+ab-d-d-e)=(d f+d-g+4¢ f)al--de=
=a-t-d-d-d-etal-d-d-degtal-ddefg=al-ddetal -
degtaltl-ddefg =al-d-de(f+g+f-g)=a-V - -d e (f+g)

Zpétnd zameéna: a-b' - -d -e-(f+g9) > ANB' NC'ND' NEN(FUQG).
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3.2.2. Redukce na vyrocich

Priklad 3.2.4. (][I, str. 85]) Urcete pravdivostni hodnotu, jiz nabyva nasledujici
vyrokova formule:

(XAY)=(XVY)

Resent: Tmplikaci jako logickou spojku nenf mozné v Booleové algebie zapsat, je
proto nejprve nutné prepsat ji uzitim vztahu (2.1). Dostaneme tak ekvivalentni
vyrokovou formuli:
(XAY)V(XVY),
kterou uz muzeme pomoci znamych zamén prevést na booleovsky vyraz:
(z-y)+@+ty)=2'+y+o+y=@+2)+y+y)=1+1=1
Dany vyraz je ziejmeé pii dosazeni libovolnych pravdivostnich hodnot pravdivy

a jedna se tedy o tautologii (viz pozndmka 3.1.1).

Piiklad 3.2.5. ([11, str. 85]) Rozhodnéte, zda nasledujici vyrokova formule je
tautologil:

(X=2)=Y)e (XANZ)=Y)
Resend: Nejprve je nutné prepsat implikaci i ekvivalenci pomoci logickych spojek
uzivanych v Booleové algebie (vztah (2.1) a (2.2)). Dostaneme tak ekvivalentni

vyrokovou formuli:

(X'VZYVYIAN((XAZ)VY)VIX'VZ) VY)Y AN(XANZ)VY)],
kterou uz muzeme pomoci znamych zamén pievést na booleovsky vyraz:
(@' +2)+y)-((z-2) +y) + (@' +2) +y)' - ((z-2) +y) = (2-2'+y) - (' +2"+y)+
t- 2 +y) @+ +y) = (- +y) - [+ +y) + (U @+ 2 +y))] =
=(x-Z+y) [(@+2Z+y)+0- (@ +2+y))]=(x-2'+y) - [(a’+2 +y)+0] =

=z a4 yta-2 Ay vy yt+y- 2 = 0+x 2yt 4y +(y+y- 2 =
=x-Z-(y+)+@y-2'+y)=x-2-1+y=a-2+y

Formuli nelze redukovat na 1, nejedné o tautologii. (Je zfejmé, Ze napt. pro

y = 1 je formule pravdiva, ale pro x = y = 0 nikoliv.)
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Alternativni teSeni: Na ukazku uvedeme také feSseni pomoci tabulky pravdi-

vostnich hodnot. V tomto konkrétnim ptipadé se takovy postup ukéze jako jed-

v

X[ Y| Z[][(X=2)=2Y)s(XAZ)=Y) |
111711 1 1 1 1 1
11110 0 1 1 0 1
11071 1 0 1 1 0
1101]0 0 1 1 0 1
0|11 1 1 1 0 1
0O111]0 1 1 1 0 1
0101 1 0 0 0 1
01010 1 0 0 0 1

Tabulka 3.1: k ptikladu 3.2.5

Aby byl dany vyraz tautologii musel by tucné zvyraznény sloupec v tabulce
3.1 byt tvoreny samymi 1 (viz poznamka 3.1.1). Zjevné tomu tak neni, tudiz se
v pifpadé vyrokové formule (X = Z) = Y) & (X A Z) = Y) o tautologii

nejedna.

3.3. Slovni ulohy

V této podkapitole uvedeme piiklady, se kterymi se ¢tenar mohl setkat na-
priklad pti skladani prijimacich zkouSek na vysoké skoly, dale pii feSeni ma-
tematickych olympidd, matematickych klokanu nebo podobnych soutézi, které
vyzaduji logické mysleni.

Zadani prikladu pochazi ze sbirek, na néz je vzdy odkazano na prislusnych
mistech. V téchto shirkach je feseni provedeno povétsinou tabulkovou metodou
nebo priklad neni vyfesen vubec. Booleovské feseni je tedy piinosem této prace.

Vzhledem k tomu, ze tlohy jsou formulovany slovné, bude nés postup nasle-
dujici — slovni zadédni budeme postupné prevadét na vyroky, které vhodné pro-
pojime pomoci logickych spojek, ziskdme tak slozeny vyrok (alternativné néjakou

mnozinovou situaci).
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Déle provedeme prepis do Booleovy algebry —jeji prvky (booleovské proménné)
budou reprezentovat jednotlivé vyroky a booleovské operace nahradi vyrokové
spojky. Zadani slovnich tloh je casto formulovano ve tvaru implikace a ekvi-
valence, proto zde bude hojné uzivano vztahu (2.1) a (2.2). Booleovsky zépis se
nato pokusime co nejvice zjednodusit. Ziskané feseni je potom, jako u kazdé slovni
ulohy, potiebné opét formulovat slovné, tedy nakonec symboly znovu prevedeme

na slovni odpoved'.

Piiklad 3.3.1. ([, str. 22]) Pro funkeci kontrolora jistého slozitého zafizeni jsou
vyskoleni tii zaméstnanci. Vime, ze podminky jejich ptitomnosti na pracovisti

vystihuji tyto vyrokové formule:
(AAvC')=B (ANB) = C'

Rozhodnéte, zda lze za tohoto predpokladu ucinit zavery:
a) Neplati-li A, plati B.
b) Neplati-li A, plati C.
c) Neplati-li B, plati C.

Resent: Prevedeme-li implikaci v obou vyrokovych formulich ze zadéni na dis-
junkei a nasledné tyto formule spojime prostrednictvim konjunkce, ¢imz zajistime,

aby byly platné obé zaroven, ziskame:
[(A"VvC")Y'VB]A[(AANB) v
V této uz provedeme zamény do nami uzivané algebry a upravime aplikovanim

axiomu a vét z podkapitoly 2.4:

(" +) +0b]-[(a-b)+]=a-c+b-[d+V+]=a-d-c+a-V-c+a-c-+
+ad-b+b-V+b-d=0+a--c+0+d-04+0+b-=a-b-c+b-d+b-¢

Zpétnd zaména: a b -c+b-ad +b- - (ANB ANC)V(BANA)V (BAC.
Zjistili jsme tak, ze mohou nastat tyto tii situace: Na pracovisti jsou 1) spoleéné

pritomni zaméstnanci A a C bez B (a =1, b =0, ¢ = 1) nebo 2) je piitomen B
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a nepiftomen A (a =0,b =1, ¢ € {0,1}) nebo 3) je piitomen B a nepiitomen C
(a€{0,1},b=1,c=0).
V ptipadé implikace nds zajima, jaky je zaveér za platnosti predpokladu. Ne-

plati-li predpoklad, pak je implikace vzdy pravdiva.

a) Neplati-li A, plati B.

Je-li a = 0, tj. ptipad 2) a jedna z moznosti 3), pak je nutné b = 1.

Zaver plati.

b) Neplati-li A, plati C.

Je-li a = 0, tj. ptipad 2) a jedna z moznosti 3), pak muze byt ¢ = 0.

Zaveér neplati.

c¢) Neplati-li B, plati C.

Je-li b =0, tj. pripad 1), pak je nutné ¢ = 1.

Zéaver tedy plati.
Piiklad 3.3.2. ([12, str. 10]) Pfi vyslechu tii podezrelych z trestného ¢inu se
zjistilo toto: Na trestném cinu se nemohl podilet nikdo dalsi nez A, B a C. C nikdy
nepracuje sam. A nikdy nepracuje s C. Je-li A vinen a B nevinen, pak C je vinen.

Vyberte pravdivé tvrzeni:

a) A a B spéchali ¢in spolu.

b) A je vinen

¢) C a B jsou vinni, nebot spdchali ¢in spolu.

d) C je urcité nevinen.

e) B je v kazdém piipadé vinen.
Resent: Vyrokové formule plynouci pifmo ze zadéni je nasledujici:

(CANA)V(CAB]IANAANC)Y AN((ANB') = C),
vyskytujici se implikaci je v ni vak nutné nahradit aplikovanim vztahu (2.1):
[(CANA)YV(CAB]IANAANC) AN((ANB'Y vO).

Nyni jiz muzeme piistoupit k prepisu na booleovsky vyraz:

(c-ate-b)-(a-c)-((a-V) +e),
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ktery lze déle upravit: (a-c+b-¢)-(a-¢)-(d+b+c)=(a-c-(a-¢)+b-c-
(d'+))-(d+b+c)=(0+4+d-b-c+b-c-d)-(d+b+c=d"-b-c-(a'+b+c) =

=ad-d-b-c+ad-b-b-c+d-b-c-c=d-b-c+d -b-c+d-b-c=d-b-c

Zpétnd zaména: a' -b-c — A" AN B A C. Za stanovenych podminek tedy musel
byt trestny ¢in spachan podezielymi B a C, pficemz A je nevinny. Pravdiva jsou

tedy zFejmé pravé tvrzeni c) a e).

Piiklad 3.3.3. ([8, str. 30]) Néktery z zéku A, B, C rozbil okno. Je zjisténo, ze
v té dobé nebyl u okna zidk A nebo u ného nebyl zak B. Kdyz B nebyl u okna,
nebyl tam ani A. Zdk C byl u okna pravé tehdy, kdyz u ného nebyl zdk A. Lze

urcit pachatele jednoznacné v piipade, ze byl prave jeden?

Resend: Utvorme tedy podle zadéni jednoduché vyroky, které nésledné propojime
do vyroku slozeného pomoci konjunkce, ¢imz dosahneme toho, ze bude zajisténa

platnost vSech vyroku zaroven. Ziskame vyrokovou formuli:
(A'VBYAN(B' = A)AN(C & A)

(podminku, ze pachatel byl pravé jeden, zatim nebudeme uvazovat, vratime se
k ni az pfi vyhodnocovani vysledk).
Formuli je tieba jesté upravit tak, aby obsahovala pouze nam vyhovujici lo-

gické spojky:
(AVB)YAN((B)YVAYN(CNANA)YV(C'AA)).

Nyni uz muzeme ptejit k booleovskym vypoctum:
(@ +0)- (b)Y +d) - (c-d+-a)=W@+V)-(b+d) (c-d+- a) =
=(d-b+d-d+b-b+d-V)(d-cta-d)=((d-b+d)+d V) (" cta-)=
=(d+d- V) (d-ctad)=d-(dcta-d)=d dc+d-ad=d c+0=4d-c
Booleovsky vysledek muzeme piepsat zpét na vyrok A’ A C, ktery nejde proti
podmince jediného vinika. Okno musel rozbit zak C, protoze nikdo jiny u okna

nebyl.
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Piiklad 3.3.4. ([I1, str. 87]) Tiida II. b jistého gymnasia se chystd na vylet.
Je predbézné dohodnuto, ze navstivi nékterd z péti vyletnich mist, kterd zde pro
strucnost ozna¢ime A, B, C, D, E. Pozdéji byly podany jesté tyto upresnujici
navrhy: Navstivit zaroven A i B nebo se podivat do C i D. Vynechat navstévu C.
Nenavstévovat soucasné C a D. Vynechat aspon jedno z mist E, A nebo ne-
navstévovat zaroven B a E. Ktera vyletni mista z uvedenych péti tiida navstivi,
predpokladame-li, ze vSechny navrhy . prosly“ a jiné podéany nebyly?

Resend: Utvoime tedy dle zaddni jednoduché vyroky. Platnost vsech vyroku
zaroven zajistime tak, Ze je vSechny propojime logickou spojkou — konjunkci.

Celkovy slozeny vyrok bude ve tvaru:
[(AANB)V(CAD)ANC'AN(CAD)YAN(ANE) V(BAE)].

A ten bude v Booleové algebte vypadat takto:
(a-b+c-d)-d-(c-d)-[(a-e)+(b-e)] = (a-b-d+c--d)-(+d)-(a'+e 4+ +¢€)
=(a-b-d+0-d)-(+d)-(d+V+€)=(a-b-¢-+a-b--d)(d+V+€) =
=a-b-d-d-d+ab-d-V+ab-d-e+abd-d-d+abd-d-V+abd-d e =
= 0+0+a-b-¢-€+04+0+a-b-¢’-d"-€ = a-b-d-€-(1+d) =ab-d-e-1=a-b--€

K vysledku prislusi vyrok A A B A C' A E’, ktery interpretujeme tak, ze tiida

II. b se podiva pouze na mista A a B.

Piiklad 3.3.5. ([3, str. 24]) Ucast tif dcer na tiklidu domécnosti lze vystihnout

témito formulemi:
(AANB)=C", (AvB)=C, (C=A)=B.

Rozhodnéte, zda jsou za téchto predpokladu spravné otcovy tsudky:
a) Jestlize A neplati a B neplati, pak C neplati.
b) Jestlize A neplati, pak B neplati.
c) Jestlize B neplati, pak A neplati.

Resent: Ve formulich pievedeme implikaci a propojime je uzitim konjunkce:

[(AANB)VCTA[(AVB)Y vVCIA[(C'V A) VB
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Provedeme zdmeény a upravime:
(" 0) +]-[(a+0)+c]-[(d+a)+b=(a+b+)-(d-b+c) (a c+b)=
= (04+a-c+0+0b-c+d'-b-d4+0)-(a'-c+b) =04+a-b-c+ad b -c+0+0+a-b- =
=a-b-ct+ad-b-c+d-b-¢

Uklidu se tedy tcastni bud véechny deery (AABAC) nebo uklizi pouze dcera
C (A" A B' A C) anebo pouze dcera B (A" A B A C"). Z toho vychazi, ze pouze

usudek c) je spravny.

Priklad 3.3.6. ([8, str. 25]) Jisty zaméstnanec si chce vybrat dovolenou co
nejvyhodnéji, pripadné i po ¢éstech v ruznych ro¢nich obdobich. Moznosti za-
hrani¢nich zdjezdu, terminy manzel¢iny dovolené, nutné sezénni prace na zahradce

atd. l1ze vyjadrit vyrokovymi formulemi:
(ANB)Y=D, (AvC)=B', (AVvD)=(BANC), (ANB ANC' AD"Y

Rozhodnéte, zda jeho spolupracovnik, ktery zna tyto podminky, usuzuje spravneé,
fika-li:

a) Plati A nebo C.

b) Jestlize B neplati, pak plati C.

c) Jestlize plati C, neplati D.

d) A plati prave tehdy, kdyz D plati.

e) Jestlize neplati B, pak plati A nebo plati C.

Resend: Ve formulich prevedeme implikaci a propojime je uzitim konjunkce:
(AANB)YVD]IAN[(AVC)VBIANAVD)YV(BANC)IANA ANB'ANC'"AND'Y.
Provedeme zdmény a upravime:
a-bv)y+d]-[(a+e)+V]-[(a’+d)+(b-¢)]- (¢ - -d') = (a+b+d)-(a'-+V)-
(a0 +dT-[(a+e) +V]-[(a' +d') +(b-¢)]-( ) =( )-( )
(a-d4+V+)-(a+b+c+d) = (a+b+d)-(a+b+c+d)-(a' - +b)-(a-d+V +) =
=(a+a-b+a-c+a-d+a-b+b+b-c+b-d+a-d+b-d+c-d+0)-

O0+d-V-d+d -d+a-V-d+0+V-d)=(a+b+c-d)-(d-+V)=
=0+a-0+d -b-d+04+0+0b0-c-d=a-b+d-b-+V-c-d
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Interpretace vysledku nam dava nékolik moznosti, jak si vybrat dovolenou.
Zaméstnanec se muze rozhodnout bud pouze pro dovolenou A (A A B’) nebo
pouze pro B (A’ A B A C") nebo pouze pro C (B’ A C A D'). Porovname-li to se

spolupracovnikovymi tsudky, zjistime, ze pravdivé jsou vyroky c) a e).

Piiklad 3.3.7. ([3, str. 33]) Rozhodnéte, kteti zéci ze ctverice A, B, C, D pojedou
na vylet, maji-li byt dodrzeny tyto zasady: Pojede aspon jeden z dvojice B, D,
nejvyse jeden z dvojice A, C, aspon jeden z dvojice A, D a nejvyse jeden z dvojice
B, C. Déle je jisto, ze B nepojede bez A a ze C pojede, pojede-li D.

Resend: Jak uz jsme zvykli prevedeme véty na symboly. Tvrzenim ,,aspoin jeden
z dvojice B, D* rozuméjme, Ze mize jet bud jeden, nebo druhy, ale také oba
zaroven. Je tedy prihodné uziti disjunkce B Vv D. Situaci, kdy pojede ,nejvyse
jeden z dvojice A, C%, tedy bud jeden nebo' druhy, vyjddiime ponékud slozitéji
jako: (ANC")V(A'AC). Celkova vyrokova formule se zohlednénim viech podminek
vypada takto:

(BVD)A[(ANC )V (A'ANC)AN(AVD)A[(B'AC)V (BAC")|AN(A = B)A(D = C),
respektive:
(BVD)A[(ANC)V(A'ANCYA(AVD)A[(B'AC)V(BACHIAN(A'VB)A(D'VC)

a po zameénach:

(b+d)-(a-d+d-c)-(a+d)-(V-c+b-c)- (' +b)-(d +¢) = (b+d)-(d +c¢)- (a+d)-
((a'+b)-(a-d+a'-¢)-(V-c+b-) = (b-d' +b-c+c-d)-(a-b+a"-d+b-d)-(a-b-c'+a'-b'-c) =
= (a-b-d'+a-b-c+ad'-b-c-d+b-c-d+a-b-c-d+d -c-d+b-c-d)-(a-b-d +d' -V -c) =
=a-b-c-d+d-V-c-d

Zpétnd zdmeéna: a-b-c -d +ad b -c-d— (ANBANC'AND' )V (AANB ANCAD,).
Resenfm jsou tak dvé moznosti — v¥letu se zicastni bud pouze dvojice A, B nebo

pouze dvojice C, D.

17Zde je spojka nebo ve vyluéovacim smyslu!
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Piiklad 3.3.8. ([8, str. 28]) Ucast Anny, Barbory, Cyrila a Dusana na koncert
je vazana témito podminkami: Ptijde aspon jeden chlapec, nejvyse jedna divka a
praveé jeden ze sourozencu Anna, Cyril. Barbora nepftijde bez Dusana, pritom je
vsak vylou¢eno, aby pfisla Anna spolu s Dusanem. Které skupiny z této ¢tvefice

se mohou zucastnit a kdo na koncert urcité pujde?

Resent: Zavedme vyroky A, resp. B, resp. C, resp. D ve znéni ,Anna, resp.
Barbora, resp. Cyril, resp. Dusan pujde na koncert“. Za tohoto znaceni dostaneme

podle zadani vyrokovou formuli:
(CVDYNA'VB)YAN[(ANC)V(AANC)AN(B'VD)ANA AND),

Provedeme zamény a upravime:
(c+d)-(d+0V)-(a-d+d-¢c)-V+d)-(d+d)=(c+d)-(V+d)-(a+V)
(a-d+d-c)-(a+d) = (V-c+V-d+c-d+d)-(a'+V)-(0+d -c+a-c'-d+ad-c-d) =
= -ct+d)-(d+V)-(a - c+a-d-d)={-c+d)-(a'-c+0+d"-V-ct+a-b--d)=
=U-c+d)-(d-c+a-b-d-d)=d-V-c+0+d-c-d+0=d -V -c+d-c-d

Prevedenim booleovskych prvki zpét do vyrokové logiky dostaneme dvé moz-
nosti: AAANB' ANC a A ANC A D. V obou variantach se vyskytuje A" a C, tzn.,
7e Anna na koncert urcité neptijde, naopak Cyril uréité ano. Koncertu se bud

zucastni samotny Cyril nebo ho tam doprovodi Dusan.

Piiklad 3.3.9. ([8, str. 30]) I do mésta Kocourkova pronikl v posledni dobé tu-
risticky ruch. Méstska rada projednavala, jak co nejvice zvysit priliv turisti. Byly
predlozeny tyto navrhy: vybudovat na namésti kasnu, postavit pomnik zaklada-
teli mésta, vystavét vyhlidkovou véz. Méstska pokladna vsak neni pfilis plna,
a tak se radni dohodli realizovat nejvyse dva z predlozenych navrhu. V diskusi
vystoupili tfi radni:

Prvni radni: ,Jsem pro jakékoliv feSeni, nebudu souhlasit jenom s rozhod-
nutim stavét pomnik a nestavét vyhlidkovou véz.“

Druhy radni: ,Budu protestovat jenom tehdy, kdybychom v nasem méste

staveéli kasnu a nepostavili pomnik. “
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Tieti radni: ,Mné by nevyhovovalo jediné to feSeni, kdyby v nasem mésté
stala vyhlidkova véz a chybéla kasna.
Meéstska rada usoudila, ze vSem tfem radnim je tieba vyhovét. Co asi v Ko-

courkové postavi?

Resend: Necht nyn{ pismena K, resp. P, resp. V reprezentuji postupné jednotlivé
navrhy meéstské rady ,vystavét kasnu“, resp. ,pomnik“, resp. ,véz“. V souladu
s timto znacenim vyjadiime prani prvniho radniho uzitim vyrokové logiky jako:
(P = V'), druhy radni se pak vyslovil takto: (K = P’)" a tfeti by mél problém
pouze v piipadé, kdyby (V = K’)’. Abychom vysli vstiic vSem tifem radnim

zaroven, musime se zbavit vSech implikaci a vytvorit tak nasledujici formuli:
(PPVVYNK'VPYNV' VK'Y,

zapsanou booleovsky:

(p+0) - (K+p) - W+E)Y=@p-v) (k-p)-(vk)y=k-k-ppvv=k-pov
Zpusob, jak vyhovét vSem radnim zaroven, by tak byla realizace vSech navrhu

soucasné. Doposud jsme ovS8em nezohlednili fakt, ze ,tamni radni se néjakym

zazrakem jednou také na nécem dohodli, a to na realizaci nejvyse dvou z predlo-

zenych navrhu“. Coz jinymi slovy znamena nepovolit vsechny tii stavby zaroven,

tedy (KAPAV) — (k-p-v), pfiddnim této podminky k predchozimu vysledku,

dostaneme: (k- p-v) - (k-p-v), coz je uzitim axiomu (10) rovno 0.

Za stanovenych podminek tedy neni mozné realizovat ani jednu stavbu.

Priklad 3.3.10. ([11, str. 70]) Z mésta H do mésta K povede trat nové dalkové
autobusové linky. Komise odborniku rozhoduje, ve kterych z mést A, B, C, D,
ktera lezi na této trati, ma byt zfizena zastavka. Byly podany tyto navrhy:

1. ¢len komise: ,,Neni vhodné ztizovat zastavku v obou z mést B a C, ale je
nutné, aby autobus stavél v B nebo v D.*

2. ¢len komise: ,, Autobusova zastavka by méla byt urcité v C nebo v B; jsem

dale proti tomu, aby byla soucasné v méstech A a C.*
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3. ¢len komise: ,Neni mozné, aby byla zastavka zfizena v B a nebyla ziizena
v A. Jsem také proti tomu, aby autobus stavél ve vsech ttech méstech B, C a D.*
Ve kterych z mést A, B, C, D byly zbudovany zastavky této autobusové linky,

vime-li, Ze vSechny nédvrhy byly respektovany a zadny dalsi navrh uz potom nebyl

podan?
Resend: Oznaéme postupné pismeny A, ..., D vyroky ., Autobus stavi ve mésté
A, ..., D.“ Slova 1. ¢lena komise potom piepiseme jako (B A C) A (B V D),

tvrzeni 2. ¢lena bude néasledujici — (C'V B) A (A A C)" a 3. ¢len v fe¢i symbolu
tvrdi (BAA") A (BAC A D). A protoze ze zadani plyne, ze musi platit navrhy

vsech ¢lenu komise zaroven dospéjeme k:
[(BAC)Y AN(BVD)AN[(CVB)ANAN NCYIN[(BANA)N(BACAD)],

coz booleovsky ptrepiseme a dale upravime:

(b-¢)" - (b+d)-(c+Db)-(a-c) - (b-a")-(b-c-d) = (b-¢)-((b-¢)+d)-(b-b+b-c+b-d+
+c-d)-(a'+c)-(b'+a) = (b-¢)-((b+b-¢c)+b-d+c-d)-(a'-b'+d'-a+V-d +a-d) =
= (b'+)-((b+b-d)+c-d)-(a/-b+V - +a-¢) = (V'+)-(b+c-d)-(a/-b'+V - +a-¢)

= (V-b+V-c-d+b-d'+c-d-d)- (/- V+V - +a-c) = (V-c-d+b-c)-(a' -V +V - +a-)
— W Vcd+V -Voc-d-dta-V-c-d-d+d bV -d+bV-¢-d+ab-d-c =

=a-bV-c-d+a-b-¢

Vysledek prepiseme zpét na slozeny vyrok: (A’AB'ACAD)V(AANBAC").
Vidime tedy, Ze feSenim jsou dvé moznosti — bud budou zastavky zfizeny pouze

ve méstech C a D nebo pouze ve méstech A a B.

Piiklad 3.3.11. ([8, str. 15, 22]) Katka si vybird oble¢eni a mddni dopliky,
z osmi nabizenych predmétu A, B, C, ..., G si zamysli vybrat nejvyse ctyti. Jeji
vlastni myslenky, rady matky a rady prodavacek lze vyjadiit témito vyroky:

1) Vezme-li si Katka A, vezme si nutné E a G.

2) Nevezme-li si A, vezme si B.

3) C si vezme pravé tehdy, kdyz vezme D.

4) Vezme si F nebo G.
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5) Vezme-li B a nevezme C, pak nevezme E a vezme F.

6) B a G si vezme pravé tehdy, kdyz si vezme C nebo F.

Nakonec si Katka odnasi jen predméty A, B. Které rady respektovala a které
ne? Zjistéte, zda Katka mohla vyhovét vSem radam vyjadifenym v textu tlohy.
Kolika zpusoby toho mohla dosdhnout jesté poté, kdy se rozhodla pro koupi
predmétu A, B?

Reseni: Dle zadani zkonstruujeme slozeny vyrok:

A= (EANGIANA =B)ANCESD)ANFVG AN[(BANC) =
= (EEANF)|AN[(BANG) < (CVF),

ktery musime pro dalsi vypocty piepsat do tvaru:

AV (EANG)AN[(AYNVBIAN(CAD)V(C"AND)NA(FVG)AN[(BAC') V
V(EEANF)A{[(BAG)AN(CVE)]VI(IBANG)AN(CVF)]}

Nyni jiz koneéné muzeme prikrocit ke zndmym zaménam a déle upravit:

(@ +e-) () +8]-(c-d+-d)-(+9)- [+ 1-Bog- (e 1)+ (b-g) (e )]
= (@ eg) (@b (edtd-d) (g0 terd-f) begbf-gtW-1g)-(c-f)] =
= (0+d -b+a-e-g+b-e-g)(f+g) (V- -c-d+c-d+c-d-& -f+b--d+0+-d-
e f)(becogHb-fogHb -l f-g)=(d b f+a-e f-g+b-e-f-g+d b
cgta-e-gtbee-g)-(c-d+b-d-d+c-d e f)-(bcogHb-f-g+b - f+d-f-g) =
= (d'-b-f+d-b-g+a-e-g+b-e-g)-(b-c-d-g+0+0+b-c-d-f-g+0+b-¢-d"-€- f-
cgH0+Y - d - f Y d e 0+ d - f g +0) = (al b fHa bgtae-
cgtbee-g)-(becod-gtb-cd - fogrb-d-d-f+V-d-d-e - f+¥-d-d-f-g)=
= d'-b-cd-f-g+d-b-c-d-€ f-g+0+0+0+a"-b-c-d-g+a’'-b-'-d"-€ f-g+0+0+
+ 0+a-b-c-d-e-g+0+a-t'-¢-d"-e- f'-g+04+0+b-c-d-e-g+0+0+04+0 = a'-b-c-d- f -

-g+ad-b-d-d-€-f-g+ad-b-c-d-gt+a-b-c-d-e-gtab-d-d-efl-g+becdeg=...
(aplikovdnim podminky, ze Katka zamysli vybrat si nejvyse ¢tyfi predméty, ndm
nékteré séitance vypadnou (ty, ve kterych je alespon pét proménnych bez negace)

a kone¢ny vysledek potom vypada takto:)

. :a/.b.cl.d/.el.f.g+a/.b.c.d.g+a.b/.C/.d/.e.fl.g
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Ze zbylych tii séitancu vybereme ty proménné, které nejsou negovany, a po
zameéné tak dostaneme tfi mozné varianty predmeétu splnujici vSechny rady ze
zaddni: (BAFAG),(BANCANDAG) nebo (ANEAG).

Pritom ov8em vime, Ze divka si nakonec odnesla pouze predméty A a B.
Porovname-li to se zadanymi vyroky, dospéjeme k zaveéru, ze divka respektovala
pouze vyroky 2), 3) a 6), tedy ze vyroky 2), 3), 6) ze zadani jsou pravdivé, jsou

v souladu s nasim feSenim.

Priklad 3.3.12. ([¢, str. 35]) Detektiv Babocka se svymi muzi uz dlouho sleduje
podvodnika, ktery vyhledava své obéti v Sesti kavarnach mésta, jez jsou v zdjmu
utajeni oznaceny pismeny A, B, C, D, E, F. Babocka z dlouhych pozorovani vi,
ze podvodnik navstivi v témz dni vzdy kavarnu A nebo C, déle kavarnu B nebo
F a také nikdy nevynecha kavarnu D nebo E. Nikdy vsak v témz dni nenavstivi
soucasné kavarny D a B, také vzdy vynecha navstévu alespon jedné z kavaren
C, F. Dnes ho chce Babocka dopadnout pti ¢inu. Od svych muzu, kteri hlidaji
vchody vSech Sesti kavaren, dostal hlaSeni, Ze podvodnik uz navstivil kavarny
A, E a F. Babocka se najisto rozjizdi do kavarny B. Miii tam podvodnik také?
(Pfedpokladejte, ze podvodnik neporusi pravidelnost ,,obchuzek“.)

Resent: Ozna¢me postupné pismeny A4, . . ., F vyroky ,, Podvodnik navstivi kavarnu

A, ..., F.“ Na zakladé tohoto znaceni prepiseme zadani do slozeného vyroku:
(AVCYAN(BVF)AN(DVE)N(DAB) AN(CAF),
ktery prepiseme jako prvek Booleovy algebry a ddle upravime:

(a+0)- (b f) - (d+€)-(d-D) (e~ ) = (at ) (b 1)~ (¢ + F)-(d+e)-(d/+1) =
= (a+c)- b-+b-f'+-f+0)- 0+ -d+d-e+V-e)=(a+c) - (0+
+b-d-d-e+04+0+b-d-e-f'+0+b-¢-d-f+-d-e- f+V - -e-f)=
= a-b-d-d-etabd-ef'+al-d-d f+ad-d-e f+al e f+0+b-c-d-e f'+0+0+
+0=a-b-¢-d-e+a-b-d-e-f'+a-b-d-d-f+a--d-e-fH+a-V- -
ce-fHboc-d-e-f

Nyni jsme nalezli 6 moznosti, jak se podvodnik muze kazdy den potencialné

zachovat pii dodrzeni svych dosavadnich zvyku. Vime, ze uz dnes navstivil kavarny
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A, E a F. Pravdivostni hodnota vyroku A, E i F je tedy rovna 1. Pokud pfi nasem
znacen{ plati, ze ph(A) = ph(E) = ph(F) =1, pakia = e = f = 1. Dosadme

tyto hodnoty na piislusna mista:
1) a-b-d-d-e=1-b-¢-d-1=b--d
2) a-b-d-e-f'=1-b-d-1-1"=b-d-0=0

3) a-b-d-d-f=10--d-1=0b-c-d

4) a-¢-d-e-f=1--d-1-1=¢-d
5) a-b-d-e-f=1--1-1=0-¢
6) b-c-d-e-f=b-c-d-1-1"=b-c-d-0=0

Moznosti 2) a 6) iplné vypadly, ostatni se zjednodusili. Moznost 1), varianta,
pro kterou se rozhodl Babocka, ptipousti, ze podvodnik se vyda do kavarny B.
Moznost 3) ovSem nabizi také situaci, kdy by se podvodnik objevil v kavarné D
a zbylé dveé alternativy dokonce uvadi moznost, ze podvodnik dnes uz nemusi na

zéddném sledovaném misté byt spatfen.

Alternativni teseni: Ptedchozi a pomeérné dlouhy postup lze podstatné zjed-
nodusit. Ze zadani vime, ze podvodnik jiz navstivil kavarny A, E, F, nic nam
tedy nebrani zohlednit toto hned na zacdtku v nezjednoduseném booleovském
vyrazu

(a+c)-(b+f)-(d+e)-(d-b)-(c-f).

Proa=1,e=1, f =1 dostaneme:
(I+¢)-b+1)-(d+1)-(d-b) - (c-1)Yy==1-1-1-(d-b)-(¢)) =(d-b) - =
(d+0V)-d=d-d+bV-¢

Tyto moznosti jsou totozné s 4) a 5) v predchazejicim zpusobu feseni. I kdyz
nam alternativni zpusob feSeni nedava oproti predchozimu celkovou predstavu
o v8ech moznych variantach prubéhu podvodnikova dne, poskytuje nam i presto
dostatek informaci pro uspokojivou odpovéd na otdzku ze zaddni ,Mii{ pod-

vodnik do kavarny B stejné jako Babocka?“.
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Druhé alternativni reSeni: Dalsim moznym zjednodusenym ptistupem je vyreseni
prikladu pomoci logického scitani a logického nasobeni.

Celkovy booleovsky vyraz
(at+c)-(b+f)-(d+e)-(d-b)-(c-f)

rozdélime na jednotlivé zavorky. Pritom ze zadani vime, Ze dle Babockovych
pozorovani jsou vSechny tyto jednotlivé podvyroky pravdivé, a soucasné plati:

a=1l,e=1,f=1, tedy:

1) (14¢) =1
2) b+1)=1
3 (d+1)=1
) d-by=1

5) (c-1)=1 — (=1 — ¢=0

Pro teseni rovnice 5) je pritom splnéna i rovnost 1). Déle vyjdéme z toho, ze
Babocka tika: .,b = 1*. Potom:
2) 1+1)=1 — 1=1
3) d+1)=1 — 1=1 ... uzitim véty 2.4.2
4) d-1))=1 —= (d'=1 — d=0
Nyni pfipustme, Ze se Babocka myli, tj. b = 0:
2) 0+1)=1 — 1=1
3) d+1)=1 — d= nebo d=
4) (d-0)=1 — (©OYy=1 — 1=1 ... uzitim véty 2.4.2
Tak jako predchazejici zpusoby feseni i toto vylucuje, ze by pachatel jesté dnes
navstivil kavarnu C. Z naseho posledniho zpusobu feseni déle vidime tfi mozné
varianty, jak se pachatel muze zachovat — pokud b = 1, pak d = 0, ptipadné

pokud b = 0, pak bud d = 0 nebo d = 1. Z toho plyne, Ze Babocka mé pouze

tfetinovou Sanci na dopadeni pachatele.
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Piiklad 3.3.13. ([, str. 34]) Jsme o pfestdvce pfed prvni hodinou matematiky
v jedné tridé 1. rocniku jistého gymmnazia. Divky tipuji. jak asi bude vypadat
jejich profesor matematiky, ktery je podle pfedbéznych zprav mlady a hezky.
Véra: ,Myslim, ze bude vysoky a stihly nebo bude brylaty a svétlovlasy.
Jarmila: ,Nebude brylaty. Navic si myslim, ze nebude soucasné svétlovlasy a
¢ernooky.“
Jifina: ,Bude ¢ernoooky a stihly nebo bude vysoky a ¢ernooky.*
Profesor odpovidal tipu Véry a Jarmily, Jitfina vSak neuhodla. Jaky byl jeho
vzhled?

Resend: Pismenem ,,v“ ozna¢ime prvek odpovidajici tipu, ze profesor bude ,vy-
soky“. Obdobné prvek ,,s“, resp. ,,b% resp. ,t“, resp. ,,c¢“ symbolizuje, ze bude
,Stihly ¢ resp. ,, brylaty “, resp. ,,svétlovlasy“, resp. ,,cernooky “. Tipy divek potom
muzeme zapsat jako:

Véra: v-s+b-t

Jarmila: V- (t-¢)

Jifina: c-s+uv-c.

Déle vime, ze tvrzeni Véry a Jarmily se ukazala jako pravdiva, naopak Jifina
se mylila. To znamena:

Veéra: ves+b-t=1

Jarmila: V- (t-¢) =1

Jifina: c-s+v-c=0

Nejprve upravme Jarmilinu podminku:
V-(t-o)=0b-t'+)=1

Aby byl vyraz na levé strané roven 1, musi byt nutné & = 1, tzn. b = 0.

Dosadme nyni b = 0 do podminky Vériny:
v-s+0-t=v-5s=1

Musi tedy platit v =1 a zaroven s = 1.
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Dosazenim téchto dvou hodnot do Jifininy podminky ziskame hodnotu ¢:
c-1+1-¢=0

Pro splnéni rovnosti je nezbytné, aby ¢ = 0.
Zbyva jesté urcit hodnotu proménné ¢, vystupujici ve Vériné a Jarmiliné
podmince. Po dosazeni jiz zndmych hodnot do téchto podminek, dostaneme:
1-14+0-t=1
1-(t-0)=1

Obé rovnosti jsou zfejmé splnény prot =11it = 0.

Zéaver je nasledujici: Profesor neni brylaty, je vysoky a stihly, také urcité neni

¢ernooky. Pouze o tom, zda je svétlovlasy, nejsme schopni ze zadani rozhodnout.

Piiklad 3.3.14. ([3, str. 73]) Reditel zavodu chce svolat v dalsfm tydnu po-
radu vedoucich pracovniki. Dotazal se svych nameéstku A, B, C na jejich ¢asové
moznosti. Naméstek A bude mimo zavod ve ¢tvrtek, patek a v sobotu. Nameéstku
B nevyhovuje jen stieda a pondéli. Reditel si pidl, aby se porady ztcastnil
nameéstek B a aspon jeden z naméstku A, C. V tom ptripadé mél pouze dvé
moznosti pro svolani porady: utery nebo patek. Které dny v tydnu oznacil na-

méstek C ve svém vzkazu jako dny, v nichz se muze porady ztucastnit?

Resent: Dny v tydnu si pro struénost oznaéme ¢islicemi (sobotu jesté uvazujeme,
nedéli uz ne). Mnozina vsech uvazovanych dnu je potom: M = {1,2,3,4,5,6}.
Ze zadani je zfejmd mnozina dnu piipustnych pro ndmeéstka A: A = {1,2,3}

a obdobné i pro ndmeéstka B ze zadéni plyne: B = {2,4,5,6}. Déle je zadano:
BN(AUC) ={2,5} neboli {2,4,5,6}n({1,2,3}UC) = {2,5}.

Nyni pristupme k prepisu do Booleovy algebry: B — b, A — a, C' — c,
{2,5} = d,N— -, U— +:

b-(a+c¢c)=b-a+b-c=d,

kde d odpovidd D = {2,5}. Narovnici aplikujeme vétu 2.4.8 a postupné upravime:
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(a-b+b-¢)-d+(a-b+b-¢)-d=0
(@-b)-(b-¢)-d+a-b-d+b-c-d=
(a+0)- V+d)-d+a-b-d+b-c-d=0
(@ V+d-d+b+b-d)-d+a-b-d+b-c-d=
(@-d+V)-d+a-b-d+b-c-d=0
a-cd-d+b-d+a-b-d+b-c-d=0

Rovnici uz nemuzeme déle nijak upravit, pristupme proto ke zpétné zameéné do
mnozinového zapisu:

(ANC'N{2,5}H)U(B'N{2,5}) U(ANBN{2,5})U(BNnCN{2,5})=10
neboli

({1,2,3)NC'N{2,5})U({2,4,5,6}' n{2,5})U({1,2,3} N{2,4,5,6} N{2,5}/)U
U({2,4,5,6}NnCN{2,5})=10

({4,5,6}nC’' n{2,51) U ({1,3}n{2,5}) U({1,2,3}N{2,4,5,61 N {1,3,4,6,}) U
U({2,4,5,6} NCN{1,3,4,6}) =0

{5y nCHU @U@ U({4,6}NC)=10
{51nCHu{4,6}nC)=10

Z posledniho vztahu plyne:
{5}NC"=0 aziroven {4,6}NC =0.
Tyto dvé rovnosti jsou ziejmé splnény tehdy a jen tehdy, kdyz:
5€C azaroven C C {1,235}

Mnozina dnu, kdy se muze dostavit naméstek C, bude tudiz alespon jedno-
prvkova: {5} C C C {1,2,3,5}. Nameéstek C tedy uré¢ité oznacil patek, piipadné

jesté mohl oznacit pondéli, utery a stiedu.

Priklad 3.3.15. ([8, str. 74]) Ve tfech pavilonech T, U, V na vystavisti jsou
umistény exponaty ze skla, jedna vaza z pavilonu T vSak byla odcizena. Sherlock

Holmes a dr. Watson brzy zuzili okruh podezielych na osm osob. Holmes po delsi
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uvaze objevil jednoho z pachatelt kradeze a v rozmluvé se snazi dr. Watsona
privést k témuz poznatku. Podeztelé si oznacili pismeny a, b, ¢, ..., h.

W.: ,Zjistil jsem, ze v pavilonu T byli podezieli a, e, h; s nimi nebo mezi nimi
tam ovSem byli i oba zlodéjové.*

H.: ,Zlodéjové byli skutecné dva a mohu Vas ujistit, ze jste presné vystihl,
ktefi z osmi podezielych navstivili pavilon T.*

W.: ,,V pavilonu U byli vSichni podezteli kromé b, c. v pavilonu V byli urcité
d, f, g, h.”

H.: ,Ve V byli také jesté vsSichni, kteii nespachali kradez v T, ale uz nikdo
dalsi.“

W.: ,VSechny tti pavilony navstivili jen dva z osmi podezielych, a to a, h.“

H.: ,Sprdvné. A ted uz vite tolik, co ja, muZete uréit jednoho pachatele a

vyloucit kazdého z podezrelych, ktery prokazatelné kradez nespachal.*

Resend: Zndmou mnozinu podezielych oznaéime M = {a,b,c,d,e, f,g,h}. Nezna-
mou mnozinu pachateltt necht symbolizuje pismeno P. Dle zadani zkonstruujeme
mnozinu 7' = {a, e, h} U P jako mnozinu vSech prvku (=podeztelych) z M, které
byly v pavilonu T. Obdobné dostaneme U = {b,c}' a V- ={d, f,g,h} U P'.

Ze zadani dale plyne, ze prunik mnozin 7, U,V se musi rovnat {a, h}, od-

povidajici mnozinovy zapis je:
{a,h} = ({a,e, R} U P) N ({b,¢}') N ({d, f, g, h} U P

Nyni pfistupme k pfepisu do Booleovy algebry: {a,h} — z, {a,e,h} — vy,
P—p{d f,g,h} = z,N— -, U— + a vsimnémé si {b,c}) = {a,d,e, f,g,h} =
= {a,e,h} U{d, f, g, h}, proto muzeme {b,c}’ substituovat jako y + z:

r=(y+p)-(y+2) (z+p)
r=y+y z+p-y+tp-2) (z+p)
r=(y+p 2 (z+p)
r=y-z2+p - -y+p-z

Na rovnici aplikujeme vétu 2.4.8 a postupné upravime:
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e (y-z+py+p-z)ta-(y-z+py+p-z) =0
yztpdytpatoata () p+yY) (0 +2)] =0
ey ztpaytpa-zta(py+y A4y ) ()] =0
ay-ztp -t ytpaozta (Y +p ) (0 +2)]=0
o y-z+p - y+poad ozt (Y +y A +p2)=0
o y-z+p -2 y+p-d24+p vy +ary- L +pax-d=0
@y 2ty -2)+p @ y+ta-y)+p- (@ z+a-2)=0

Rovnici uz nemuzeme dale nijak upravit, pristupme proto ke zpétné zaméné do
mnozinového zapisu:

({a,h}Y N{a,e,h}0{d, f,g,h} U{a,h}N{a,e,h} N{d, f,g,h})U (P N{a,h} N
N{a,e, h}U{a,h}N{a,e,h} )U(PN{a,h}'N{d, f,g9,h}U{a,h}N{d, f,g9,h}) =0
({b,c,de, f,g} N {a,e,h} N {d, f,g,h} U {a,h} N {b,c,d, f,g} N{a,bce})U
U (P'N{b,c,de, f,gtN{a,e,h}U{a,h}N{b,c,d, f,g})U(PN N{b,c,d,e, f,g}N
N{d, f,g,h}U{a,h} N{a,b,c,e}) =0

DU U (P N{etud)u(PN{d, f,gtU{a})=0
(P'n{ehu(Pniad f.g})=0
Aby byla leva strana nulové (presnéji rovna prazdné mnoziné), musi platit:

P'n{e}=0 azaroven PnN{a,d, f,g}=10

Ze vztahu vlevo ihned plyne e € P, coz znamena, ze podeziely e je jednim
z pachatelu. Z pravého vztahu potom jasné plyne, Ze podezielé a, d, f, g muzeme
z vySettovani vyloucit. Zbyva tedy nalézt druhého pachatele, kterym musi byt
jeden ze zbylych podezielych b, ¢, h. K tomu, abychom ho mohli urcit, nemame

ale dostatek informaci.
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Zaver

Chtél bych se dobrovolné priznat, ze jsem byl v prubéhu prace piijemné
prekvapen uzite¢nosti Booleovy algebry, o které jsem jesté pii oficidlnim zadavani
prace nemél tak iplné ponéti. Puvodné jsem si totiz zamyslel zvolit téma Vyhod-
nocovani formuli vyrokové logiky, nicméné nékdo byl rychlejsi... Nyni, s odstu-
vymysleni tohoto alternativniho tématu.

Teoreticka ¢ast nabyla ve vysledku ponékud vétsiho rozsahu oproti predstave,
kterou jsem mél pii psani ivodu prace, nicméné vSechny definované pojmy zde,
z mého thlu pohledu, maji své misto a dodavaji praci na ucelenosti.

V piikladové ¢asti jsem nejprve velmi podrobné predvedl praci s prvky Bo-
oleovy algebry. Poté jsem vypocty rozsitil na mnoziny a vyrokové formule. Nej-
zajimaveéjsi ¢asti jsou potom pravdépodobné slovni tilohy. Aplikovanim aparatu
Booleovy algebry bylo predstaveno, jak jednoduse a presto efektivné uchopit lo-
gicky problém.

Zadani nékterych ptikladu bylo prevzato z literatury, datujici se do 70. let
minulého stoleti, a tak se jejich formulace nékomu snad muze v dnesni dobé jevit
uz ponékud kostrbatd. Nicméné vymysleni néjakych aktudlnich problému by bylo
pouze analogii uz diive vymysleného, proto jsem zvolil tuto cestu.

Jak jsem jiz zminil v ivodu prace a dale rozvinul v ¢asti vénované Booleovu
zivotopisu, nejvétsi prinos Booleovy algebry nélezi do oblasti elektrotechniky.
Priklady zabyvajici se touto problematikou by vsak vedly k odchyleni se od zvo-
leného tématu, proto jsem se je rozhodl do této prace nezaradit. Jejich vypocty

by byly analogické v préci uvedenym prikladum, rozdilna by byla jen analyza
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zadani takovych prikladu. Pripadné zajemce proto odkazuji na uvedenou litera-
turu, napt. [7, 11, 13]. Pro zdkladn{ seznameni s piiklady z elektrotechniky postaci
[11, kapitola 7 a 8|, pro podrobnéjsi studium poslouzi [7] a pro ty nejnarocnéjsi
zejména |13, kapitola 6.

Jako velmi piinosné shledavam zkusenosti, kterych jsem nabyl pii sdzeni
prace do typografického systému TEX. I kdyz zpocatku jsem s timto programem
ponékud zépasil, s nemalym prispénim pana RNDr. Miloslava Zavodného se mi

nakonec, dle mého skromného nazoru, podatilo vysazet praci na obstojné trovni.
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