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Úvod 
Již na s t ř e d n í škole jsme si ukazovali r ů z n é t r iv iá lní z p ů s o b y ř e š e n í soustav 
l ineárn ích rovnic. Soustava l ineárn ích rovnic o dvou n e z n á m ý c h n á m nedě la la tak 
velký p r o b l é m . Jak bychom ale řešili takovou soustavu o č tyřech n e z n á m ý c h ? To se 
dozvíte , když budete číst dále, p ro tože i na tento p r o b l é m se v naš í prác i pod íváme . 

Práce č t e n á ř e nejprve s e z n á m í s teor i í vek to rů , od k te rých vo lně pře jde 
k problematice matic, k t e r é se čas to využívají p ř i ř e š e n í soustav rovnic, j ichž se 
týká navazující kapitola. V t é to kapitole si t aké u k á ž e m e n ě k t e r é metody ř e š e n í 
soustav rovnic a t aké probereme jejich řeš i te lnos t . Z t é to odbočky se v r á t í m e zpě t 
k da lš ím vlastnostem matic, k t e r é n á m též pomáha j í p ř i ř e š e n í různých t y p ů úloh. 
Pod íváme se nap ř ík l ad na matice inverzn í a na metodu jejího nalezení . Okrajově si 
t aké pov íme něco o Markovových ře tězcích. V další kapitole si u k á ž e m e využi t í 
d e t e r m i n a n t ů , k t e r é se využívají nejen př i ř e š e n í soustav rovnic, ale mohou mí t t éž 
využi t í nap ř ík l ad i ve výpoč tech o b s a h ů a ob jemů n ě k t e r ý c h geomet r i ckých ú tvarů . 

Práce dále pokraču je sér i í ř e šených prak t ických s lovních úloh, ve k te rých jsou 
využi ty t eo re t i cké poznatky a metody, se k t e rými jsme se seznámi l i v t eo re t i cké 
části . Na konci každé podkapitoly t é to p rak t i cké části jsou navíc uvedeny ú lohy 
k procvičení , na k te rých si m ů ž e č t ená ř v y z k o u š e t p o c h o p e n í p o u ž i t é h o postupu. 

Cílem p ráce je s e z n á m i t č t e n á ř e s teor i í l ineá rn í algebry a jejím využi t í 
v p r a k t i c k é m životě, a u k á z a t n ě k t e r é situace, ve k t e rých lze danou teori i uplatnit. 

Práce je u r č e n a pro č tenáře , k t e ř í mají zák ladní znalosti týkající se l ineá rn í algebry. 
Může b ý t využi ta i jako u č e b n í text pro matematickou nadstavbu pro studenty 
s t ř edn í ch škol či gymnázi í . Řešené ú lohy mohou pos louž i t t aké jako inspirace pro 
kantory ke t v o r b ě o b d o b n ý c h úloh. 
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1 Vektory, vektorový prostor 
Tento text p ř e d p o k l á d á zák ladní znalost a lgebra ických ope rac í a a lgebra ických 
struktur. 

Definice 1.1. N e c h ť T je tě leso a V m n o ž i n a s b i n á r n í ope rac í sčí tání , kterou 
budeme znač i t symbolem "+". Nechť je d á n o zob razen í k a r t é z s k é h o souč inu T XV 
do m n o ž i n y V; dvojici p r v k ů a E T a v EV toto z o b r a z e n í př i řazuje prvek, k t e rý 
znač íme a • v nebo j ednoduše j i av; h o v o ř í m e o násobení p r v k ů m n o ž i n y V prvky 
tě lesa T, k t e r é znač íme symbolem Nechť dále platí: 

(a) V I Í , v, w E V (u + v) + w = u + (v + w), 
(b) Vu, v EV u + v = v + u, 
(c) 3o E V VuEV U + O = U, 
(d) Vit G V 3—uEV U + ( - i t ) = o, 
(e) Vit, v EV Va ET a • (u + v) = a • u + a • v, 
(f) Vu E V Va, b ET (a + b) • u = a • u + b • u, 
(g) Vu E V Va, b ET (a • b) • u = a • (b • u), 
(h) Vu E V l-u = u. 

Potom budeme říkat , že K je vektorový prostor (nebo lineární prostor] nad t ě l e s e m 
T. P r v k ů m m n o ž i n y V budeme ř íka t vektory, p r v k ů m tě lesa T skaláry. Vektor 
označený symbolem o a p o p s a n ý a x i ó m e m (c) se nazývá nulový vektor prostoru V, 
vektor označený symbolem —u a p o p s a n ý a x i ó m e m (d) se nazývá opačný vektor 
k vektoru u. 

P o z n á m k a : Ax iomy (a)-(d) n á m v la s tně říkají, že m n o ž i n a K s b i n á r n í ope rac í 
sč í tání je k o m u t a t i v n í grupa. 

Vektory m ů ž e m e znači t p o m o c í šipky, nap ř . Ú značí vektor. Při tomto označen í je 
pak jasné , že se j edná o vektor. Při označen í bez šipky, tedy jako u, m u s í m e vždy 
zdůrazn i t , že se j edná o vektor. 

Jelikož budeme u slovních ú loh pracovat s vektory typu u = (uv ), kde 
u l t u2,..., un E E, tedy kdy vektor u je daný u s p o ř á d a n o u n-t icí p rvků z m n o ž i n y E, 

je p o t ř e b a zde tento typ nadefinovat. 

Definice 1.2. Buď n p ř i r o z e n é číslo. Na m n o ž i n ě Tn v šech u s p o ř á d a n ý c h n-tic 
p r v k ů z m n o ž i n y T definujeme b i n á r n í operaci sč í tání p rvků p ř e d p i s e m 

(uv u2,..., un) + O i , v2,..., vn) = ( u x + vlt u2 + v2,..., un + vn) 

a operaci n á s o b e n í prvku z Tn prvkem z tě lesa T p ř e d p i s e m 

r(u1,u2,...,un) = (rux,ru2, ...,run). 
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Množina Tn spolu s t ě m i t o operacemi se nazývá aritmetický vektorový prostor 
dimenze n nad tělesem T nebo též n-rozměrný aritmetický vektorový prostor 
nad tělesem T. 

P o z n á m k a : Tato definice pla t í i pro T = E, tedy m n o ž i n a Rn s výše def inovanými 
operacemi sčí tání p rvků z m n o ž i n y E a n á s o b e n í p rvku z m n o ž i n y E n p rvkem 
z tě lesa E je též a r i tme t i cký v e k t o r o v ý prostor. 

Někdy se n - r o z m ě r n ý v e k t o r o v ý prostor značí t aké jako Vn. 

Vektory z v e k t o r o v é h o prostoru E n jsou tedy d á n y u s p o ř á d a n o u n-t icí p r v k ů z E, 

např . vektor u = (2,1, 7,2) G E 4 , je dán u s p o ř á d a n o u čtveřicí r eá lných čísel. 

Prvky a r i tme t i ckého v e k t o r o v é h o prostoru n a z ý v á m e a r i tme t i cké vektory. 

Mějme vektor u = (u^ ). Prvky u v u 2 , ...,un n a z ý v á m e s ložkami 
( sou řadn icemi ) vektoru u. 

Definice 1.3. Skalární součin v e k t o r ů u a v je r eá lné číslo 

1.1 Lineární kombinace vektorů 

Definice 1.4. Buďte ultu2,...,un vektory z v e k t o r o v é h o prostoru V. Lineární 
kombinací vektorů u l t u2,..., un r o z u m í m e každý vektor 

kde r1,r2,...,rn G T. Prvky r 1 # r 2 , . . . , r n se nazývají koeficienty l ineá rn í kombinace. 
Lineárn í kombinace se nazývá triviální, jsou-li v š e c h n y její koeficienty rovny nule, 
a netriviálnív o p a č n é m p ř ípadě , tj. je-li a l e spoň jeden z jejích členů od nuly různý. 

Zjistěte, zda je vektor a = (4, — 5) l ineá rn í kombinac í v e k t o r ů u a v, jest l iže 
Ů = (2,1) a v = (3,5). 

Pokud je vektor a l ineá rn í kom binac í v e k t o r ů Ů a v, pak m u s í platit rovnost 

n 

n 

Příklad 

Ř e š e n í 

a = T]U + r2v, 
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tedy 

( 4 , - 5 ) = r 1 ( 2 , l ) + r 2 ( 3 , 5 ) , 

kde rx a r2 jsou reá lná čísla. 

Pokud r o z e p í š e m e rovnost podle s o u ř a d n i c vek to rů , dostaneme: 

4 = 2r x + 3r 2 

—5 = rt + 5r 2 . 

Nyní použ i jeme nap ř ík l ad sčítací metodu tak, že nejprve v y n á s o b í m e druhou 
rovnici č ís lem —2 a n á s l e d n ě j i p ř i č t e m e k rovnici p rvní . Dostaneme: 

14 = - 7 r 2 . 

Vychází tedy, že r 2 = —2 a po dosazen í do d r u h é rovnice n á m vychází , že rt = 5. 
Jelikož m á tato soustava rovnic ř e š e n í (existují r eá lná čísla r x a r 2 ) , pak je pravda, že 
je vektor a l ineá rn í kombinac í v e k t o r ů u a v. 

Cvičení 

1. Zjistěte, zda je vektor a = (7,3) l ineárn í kombinac í v e k t o r ů Ů a v, jest l iže 
ú = ( 5 , - 1 ) a v= ( - 4 , 1 ) . 

2. Zjistěte, zda je vektor a = (2,5) l ineárn í kombinac í v e k t o r ů Ů a v, jest l iže 
Ú = ( - 2 , 1 ) a v = (4, - 2 ). 

Ř e š e n í 

1. Vektor a je l ineá rn í kombinac í v e k t o r ů ít a v. 

2. Vektor a n e n í l ineárn í kombinac í v e k t o r ů Ůav. 

1.2 Lineární závislost a nezávislost vektorů 

Definice 1.5. Skupinu v e k t o r ů u l t u 2 , ...,un n a z ý v á m e lineárně závislou, pokud 
existuje ne t r iv iá ln í l ineárn í kombinace v e k t o r ů ultu2,...,un, k t e r á je rovna 
n u l o v é m u vektoru. S t ručně ř íkáme , že vektory u l t u2,..., un jsou lineárně závislé. 

Definice 1.6. Skupinu v e k t o r ů u v u 2 , ...,un n a z ý v á m e lineárně nezávislou, pokud 
n e n í l ineá rně závislá. S t ručně ř íkáme , že vektory u v u 2 , ...,un jsou lineárně 
nezávislé. 

P o z n á m k a : Je zře jmé, že pokud jsou vektory u l t u 2 , ...,un l i neá rně nezávis lé , tak 
neexistuje ne t r iv iá ln í l ineárn í kombinace t ěch to vek to rů , k t e r á je rovna n u l o v é m u 
vektoru. Tedy pouze t r iviá lní l ineárn í kombinace t ěch to v e k t o r ů je rovna 
n u l o v é m u vektoru. 
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Z definic l ineá rn í kombinace a l ineárn í závislost i v e k t o r ů t aké vyplývá, že vektory 
u l t u2, ...,un jsou l ineá rně závislé, jest l iže existují prvky r1,r2,...,rn ET, z nichž 
a l e spoň jeden je nenulový, tak, že platí: 

Í I U J + r2u2 + ••• + rnun = o. 

Naopak vektory u l t u2,..., un jsou l ineá rně nezávis lé , jest l iže p la t í vztah 

Í I U J + r2u2 + ••• + rnun = o. 

pouze tehdy, když rx = r2 = ••• = r n = 0. 

Prvek r r = 0 n e n í číslo, nýb rž nulový prvek z tě lesa 7\ Pokud T = E, pak je 
nu lovým prvkem tě lesa T číslo 0. 
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2 Úvod do teorie matic 

2.1 Vlastnosti a typy matic 

Definice 2.1. Soubor 

A = (Oy) = 

% 2 

«22 

ml am2 mn 

p r v k ů z tě lesa T n a z ý v á m e maticí typu (m,ri) (nad t ě l e s e m T). Ar i tmet ický vektor 
(ailtai2,... ,airi) zTn n a z ý v á m e i-tým řádkem matice A a a r i tme t i cký vektor 
(a-yj, a2j, ...,amj) z Tm n a z ý v á m e j-tým sloupcem matice A. 

0 prvcích a l l t a 2 2 , —,a-kk matice A typu (m, n), kde k = min{m,n}, ř íkáme , že leží 

na hlavní diagonále nebo že tvoř í d iagonálu matice A. Prvky a l k , a 2 k _ l t —,akl t voř í 

pak vedlejší diagonálu. 

Matice A sestávající se ze s a m ý c h nul, tj. taková, že a r ;- = 0 pro v š e c h n a 

1 = 1,2,..., m aj = 1,2,..., n se nazývá nulová matice. 

Matice A typu (n,ň) se nazývá čtvercová matice s t u p n ě n. Matice B typu (m,n) 
se nazývá matice obdélníková, jest l iže m n. 

Čtvercová matice s t u p n ě n, k t e r á m á mimo hlavní d iagonálu s a m é 0, tj. a r ;- = 0 

pro i j, i,j = 1,2, . . . ,n , se nazývá diagonální. 

Diagonální matice E = (e ŕ ; ) s t u p n ě n taková, že % = 1 pro každé i = 1,2, . . . ,n 

se nazývá jednotková matice stupně n. 

Matice 4̂ se r o v n á matici B, p r á v ě když a ŕ ;- = Ďr;- pro v š e c h n a i = 1,2, . . . ,m, 

= 1,2, . . . ,n . 

P o z n á m k a : Matice typu (m, n) je tedy matice s m ř á d k y a n sloupci. 

Vek to rům, k t e r é tvoř í ř á d e k matice A, m ů ž e m e t aké ř íka t ř á d k o v é vektory matice 
A. V e k t o r ů m tvoř íc í sloupec matice A pak m ů ž e m e tedy ř íka t s loupcové vektory 
matice A. 

O matici A typu (n, n) se t aké n ě k d y říká, že je ř á d u n (mís to s t u p n ě ri). 

Definice 2.2. Matice A = ( a r ; ) typu (m, n) nad t ě l e sem T se nazývá odstupňovaná, 

jest l iže pro její prvky platí: 

(a) Je-li m > 1, pak a21 = 0. 
(b) Jestliže pro nějaké i E {1 , . . . , m — 1} a k E {1 , . . . , n — 1} je 
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a i l — ai2 — ••• — Q-ik — O, 

potom je též 

ai+l,l — ai+l,2 — — ai+l,k+l — 0. 

P o z n á m k a : Někdy se mís to pojmu o d s t u p ň o v a n á matice použ ívá pojem matice 
ve s chodov i t ém tvaru. 

Matice A je tedy o d s t u p ň o v a n á (resp. ve schodov i t ém tvaru), jest l iže platí , že 
pokud je na i - tém ř á d k u matice A p ř e d p r v n í m n e n u l o v ý m prvkem k nul, pak je 
na ( i + l ) - n í m ř á d k u matice A a l e spoň k + 1 nul (pokud t akový ř á d e k existuje). 

My v íme, že 0 je nulový prvek tě lesa T. M y budeme pracovat v oboru reá lných čísel, 
tedy T = E, a nulový prvek reá lných čísel je číslo 0. Jestliže nebude uvedeno jinak, 
tak se budeme pohybovat vždy v R. 

Příklad 

Rozhodně te , zda jsou o d s t u p ň o v a n é následuj ící matice: 

Pro matici A3 n e n í s p l n ě n a p o d m í n k a (a) z definice o d s t u p ň o v a n é matice, proto 
matice A3 o d s t u p ň o v a n á není . 

Pro matice A2 a As n e n í s p l n ě n á p o d m í n k a (b) z definice o d s t u p ň o v a n é matice, 
proto matice A2 a As nejsou o d s t u p ň o v a n é . 

P o d m í n k y (a) a (b) pla t í tedy jen pro matice Alt A4, A6 a A7, tud íž jsou tyto matice 
o d s t u p ň o v a n é . 

Definice 2.3. Je-li A = ( a r ; ) matice typu (m, n), potom transponovaná matice je 

matice typu (n, m) tvaru AT = (a ; r ) tj. pro 

Ř e š e n í 
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P o z n á m k a : T r a n s p o n o v a n á matice AT n á m tedy vznikne z matice A z a m ě n ě n í m 
ř á d k ů matice A za její sloupce (resp. z a m ě n ě n í m s loupců za řádky) . 

Definice 2.4. Matice A = ( a r ; ) se nazývá symetrická (resp. antisymetrícká), platí-li 

A = AT (resp. A = — AT), tj. a ŕ ;- = a ; ŕ (resp. a ŕ ;- = — a ; ŕ ) pro i, j = 1,2,..., n. 

P o z n á m k a : Z definice vyplývá, že aby mohla b ý t matice A symet r ická , 
resp. an t i symet r í cká , pak m u s í b ý t matice A č tvercová matice ř á d u n. 

Definice 2.5. Následující ú p r a v y matice se nazývají elementární řádkové úpravy 
(transformace) matice nebo elementární úpravy (transformace) matice vzhledem 
k řádkům: 

(a) Vynásoben í ně jakého ř á d k u matice n e n u l o v ý m r e á l n ý m číslem. 
(b) Př ič ten í l ibovolného n á s o b k u j iného ř á d k u k n ě j a k é m u ř á d k u t é t o matice. 

P o d o b n ě pro sloupce: 
Elementární sloupcové úpravy (transformace) matice nebo elementární úpravy 

(transformace) matice vzhledem k sloupcům jsou následuj ící ú p r a v y matice: 

(a) Vynásoben í ně j akého sloupce matice n e n u l o v ý m r e á l n ý m číslem. 
(b) Př ič ten í l ibovolného n á s o b k u j iného sloupce k n ě j a k é m u sloupci t é to 

matice. 

Věta 2.1. Výměna dvou řádků (sloupců) matice se dá realizovat konečným počtem 
elementárních transformací vzhledem k řádkům (sloupcům) této matice. 

Definice 2.6. Matice A, B se nazývají ekvivalentní, jest l iže lze p ř e v é s t jednu 
na druhou p o m o c í k o n e č n é h o poč tu e l e m e n t á r n í c h úprav . 

P o z n á m k a : Jestliže je matice A ekv iva len tn í matici B, m ů ž e m e tento fakt znači t 
jako , 4 - 5 . 

Věta 2.2. Každá matice se dá konečným počtem elementárních transformací 
vzhledem k řádku převést na matici ve schodovitém tvaru (resp. odstupňovanou). 

P o z n á m k a : Nechť m á m e matici A nad t ě l e s e m T ve s chodov i t ém tvaru. Nechť 
vektory a v a 2 , ...,an jsou nenu lové ř á d k o v é vektory matice A. Vytvoř íme l ineárn í 
kombinaci v e k t o r ů alt a2,..., an a po lož íme j i rovnou n u l o v é m u vektoru o. Tedy 

?i Oj + r2a2 + ••• + rnan = o. 

Nyní by nás mohlo zajímat, co pla t í pro koeficienty t é to l ineá rn í kombinace. 
Vezmeme si p rvn í nenu lový ř á d k o v ý vektor a1 matice A. Nechť je i-tá s o u ř a d n i c e 
tohoto vektoru p rvn í nenulová , pak z definice matice ve s chodov i t ém tvaru plyne, 
že v k a ž d é m dalš ím vektoru a2,...,an je i-tá s o u ř a d n i c e nulová. A b y n á m tedy 
vzn ik l l ineá rn í kombinac í v e k t o r ů a v a 2 , ...,an nu lový vektor, m u s í b ý t n u t n ě 
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koeficient vektoru ax roven nule. Tuto ú v a h u provedeme p o s t u p n ě i u vektoru 

Dojdeme k tomu, že pro koeficienty rlt r 2 , . . . , rn platí: 

r x = r 2 = ••• = rn = 0. 

Z toho m ů ž e m e vyvodit následuj íc í už i t ečnou větu . 

Věta 2.3. Nenulové řádky matice ve schodovitém tvaru jsou lineárně nezávislé 
vektory. 

2.2 Hodnost matice 

Definice 2.7. Říkáme, že soustava {alt ...,ak} v e k t o r ů z Vn m á hodnost h, jest l iže 
mezi vektory alt ...,ak existuje h l i neá rně nezávis lých vek to rů , ale každých 
h + 1 v e k t o r ů z alt...,ak jsou již vektory l ineá rně závislé, [h pak je max imá ln í 
p o č e t l i neá rně nezávis lých v e k t o r ů dané soustavy.) 

Definice 2.8. Hodností matice n a z ý v á m e hodnost soustavy v e k t o r ů t v o ř e n ý c h 
ř á d k y t é t o matice. 

P o z n á m k a : Platí tedy, že m á matice A hodnost h, pokud je mezi ř á d k o v ý m i 
vektory matice A h l i neá rně nezávis lých v e k t o r ů alt ...,ak, ale pokud k n im 
p ř i d á m e další ř á d k o v ý vektor a k + 1 t é to matice, tak jsou vektory alt... ,ak,ak+1 

l i neá rně závislé. Lze tedy říci, že je vektor a k + 1 l ineá rn í kombinac í v e k t o r ů 
..., ak. 

Hodnost matice A m ů ž e m e znač i t i jako h(A). 

Jelikož jsou nenu lové ř á d k o v é vektory matice ve schodov i t ém tvaru l i neá rně 
nezávis lé , pak je hodnost matice ve s c h o d o v i t é m tvaru rovna poč tu jejích 
nenu lových ř ádků . Proto je př i zj išťování hodnosti l ibovolné matice výhodné , 
p ř e v é s t j i na ekviva len tn í matici ve s chodov i t ém tvaru. 

Věta 2.4. Pro hodnost h matice A typu (m, n) platí 

h < min (m, n). 

Věta 2.5. Hodnosti matice A a transponované matice AT jsou si rovny. 

P o z n á m k a : Jelikož jsou hodnosti matice A a t r a n s p o n o v a n é matice AT s te jné, pak 
m ů ž e m e definici hodnosti matice rozš í ř i t i o s loupcové vektory, tedy h o d n o s t í 
matice n a z ý v á m e hodnost soustavy v e k t o r ů t v o ř e n ý c h ř á d k y (resp. sloupci) t é t o 
matice. 
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Věta 2.6. Hodnost matice se nezmění 

(a) zaměníme-li pořadí řádků v matici, 
(b) vynásobíme-li jeden řádek nenulovým číslem, 
(c) přičteme-li k jednomu řádku lineární kombinaci ostatních řádků, 
(d) vynecháme-li v matici řádek, který je lineární kombinací ostatních řádků 

matice. 

P o z n á m k a : Stejné p o d m í n k y pla t í i pro sloupce matice. 

Vidíme, že (a), (b) a (c) v p ř e d c h o z í vě t ě jsou v las tně e l e m e n t á r n í transformace 
vzhledem k ř á d k ů m matice. 

Definice 2.9. Čtvercová matice se nazývá regulární, jest l iže je její hodnost rovna 
jej ímu řádu ; v o p a č n é m p ř ípadě , tj. když je její hodnost m e n š í než její řád, 
se nazývá singulární. 

Věta 2.7. Každá regulární matice je ekvivalentní jednotkové matici. 

Příklad 

Určete hodnost matice 

Je matice A regulárn í? 

Ř e š e n í 

/ l 2 5 1 7\ 
3 2 4 1 7 

4 = 1 2 2 1 3 
2 2 0 1 1 

\ 1 0 1 0 2 / 

Nejprve si matici A p ř e v e d e m e na schodovi tý tvar: 

(1 2 
3 2 
1 2 
2 2 

\ 1 0 

5 
4 
2 
0 
1 

1 7 \ 
1 7 
1 3 
1 1 
0 2 / 

2 
4 

0 0 
0 2 

\ 0 2 

5 
11 
3 

10 
4 

1 
2 
0 
1 
1 

7 \ 
14 
4 
13 
5 / 

2 
4 

0 0 
0 0 

\o o 

5 
11 
3 
0 
0 

1 
2 
0 
0 
0 

7 \ 
14 
4 
0 
o/ 

Hodnost matice ve s chodov i t ém tvaru je rovna poč tu nenu lových řádků , tedy 
h(A) = 3. Jelikož je matice A ř á d u 5 a její hodnost je rovna 3, tak n e n í matice A 
regulárn í . 
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Cvičení 

1. Urče te hodnost matice 

/ 1 5 2 \ 
B = 1 - 1 2 - 3 1. 

V 3 3 4 / 

Je matice B s ingulární? 

2. Urče te hodnost matice 

/ l 1 2 1\ 
f = [ 3 6 1 0 

1 2 2 0 3 ' 
\ 3 0 3 8/ 

Je matice C r egu lá rn í? 

V ý s l e d k y 

1. Hodnost matice B ř á d u 3 je h(B) = 3. Řád matice je roven hodnosti matice, 
proto n e n í matice B s ingulární . 

2. Hodnost matice C ř á d u 4 je h(B) = 3. Řád matice n e n í roven hodnosti matice, 
proto n e n í matice C r egulárn í . 
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3 Soustavy lineárních rovnic 
Definice 3.1. Soustavou m lineárních rovnic o n neznámých nad tělesem T 
r o z u m í m e soustavu tvaru 

(*) 

a l l x l + a12x2 + + a l n x n — bít  

a21xl + a22x2 + "' + a2nxn = b2, 

a m l x l + am2x2 + + amnxn = bm, 

kde koeficienty a l v a12,..., a m n a p r a v é strany blt b2,..., hm jsou prvky t ě l e sa T. 

Vyřeši t tuto soustavu rovnic z n a m e n á nají t v š e c h n y n-tice x = (xvx2, ...,xn) p rvků 
tě lesa T, pro k t e r é p la t í v šech m výše u v e d e n ý c h vz tahů ; každá t a k o v á t o n-tice 
se nazývá řešení soustavy (*). Jestliže soustava (*) má, resp. n e m á řešen í , nazývá se 
řešitelná, resp. neřešitelná. Jestliže je b1 = b2 = ••• = bm = 0, h o v o ř í m e 
o homogenní soustavě; v o p a č n é m p ř í p a d ě o nehomogenní soustavě. Matice 

a 11 a 12 

A = 
a21 a22 

\aml am2 

«171 \ 

a 2n 

"mn/ 

,bT = ,(A\bT) = 

am 
a2n 

CL M TI 

b} 

b j 

se nazývají po ř a d ě matice soustavy, sloupec pravých stran a rozšířená matice 
soustavy (*). 

Soustava l ineárn ích rovnic (*) se často zapisuje ve tvaru 

aijXj = bit i = 1,2, ...,m, 
I 
7 = 1 

nebo v symbo l i ckém tvaru 

Ax = b. 

Budeme-li hovoř i t o s o u s t a v ě Ax = b, pak odpovídaj ící h o m o g e n n í soustavou 
budeme r o z u m ě t soustavu Ax = o. 

P o z n á m k a : Rozš í řená matice soustavy se tedy sk ládá z matice soustavy 
a ze sloupce p ravých stran, resp. vektoru b = (bv b2,..., bm)T. 

Vektoru x = (xlt x2,..., xn) m ů ž e m e ř íka t vektor ř e š e n í soustavy. 

3.1 Řešitelnost soustavy rovnic 

Věta 3.1. Nechť A je matice systému (*) lineárních rovnic, který má n neznámých 
a (A\bT) rozšířená matice tohoto systému. Pak platí 
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(a) Systém (*) je řešitelný, právě když hodnost matice soustavy h(A) je rovna 
hodnosti matice rozšířené h(A\bT). (známé jako Krenecker-Capelliova věta 
nebo Frobeniova věta) 

(b) Systém (*) má právě jedno řešení, právě když h(A) = h(A\bT) = n. 
(c) Systém (*) má nekonečně mnoho řešení, právě když h(A) = h(A\bT) < n. 

V tomto případě množina všech řešení závisí na n — h(A) nezávislých 
parametrech. 

P o z n á m k a : Jelikož m á h o m o g e n n í soustava rovnic p r a v é strany rovny 0, pak 
Frobeniova vě ta p la t í vždy. 

Z Frobeniovy vě ty t aké vyplývá, že soustava n e m á řešení , pokud hodnost matice 
h(A) je r ů z n á od hodnosti matice roz š í ř ené h(A\bT). Zjevně hodnost matice 
h(A) n e m ů ž e b ý t vě t š í než hodnost roz š í ř ené matice h(A\bT), tedy soustava n e m á 
řešen í , pokud h(A) < h(A\bT). 

Definice 3.2. Dvě soustavy l ineárn ích rovnic n a z ý v á m e ekvivalentní, jest l iže mají 
s te jné m n o ž i n y řešení . 

Věta 3.2. Jestliže matice (C,dT) vznikne z matice (A,bT) užitím řádkových 
elementárních úprav, potom soustavy lineárních rovnic Ax = b a Cx = d jsou 
ekvivalentní. 

P o z n á m k a : Při e l e m e n t á r n í c h ř ádkových ú p r a v á c h roz š í ř ené matice soustavy 
budeme upravovat tedy i sloupec p ravých stran. Pokud budeme hovoř i t 
v souvislosti s r o z š í ř e n o u mat ic í soustavy pouze o matici soustavy, tak budeme 
myslet tu čás t rozš í ř ené matice soustavy bez sloupce p ravých stran soustavy. 

3.2 Gaussova eliminační metoda 

Při ř e š e n í soustav l ineárn ích rovnic se využívají r ů z n é metody. Jednou z nich je 
tzv. Gaussova e l iminační metoda. Ta spočívá v tom, že se roz š í ř ená matice soustavy 
p ř e v e d e ř á d k o v ý m i e l e m e n t á r n í m i transformacemi (úp ravami ) na matici 
ve s chodov i t ém tvaru. Nás ledně m ů ž e m e rozhodnout o řeš i te lnos t i t é to soustavy. 
V p ř í p a d ě řeš i t e lné soustavy m ů ž e m e p ř e p s a t matici ve s chodov i t ém tvaru zpě t 
do soustavy rovnic a p o m o c í tzv. z p ě t n é substituce nají t ř e š e n í soustavy. 

Metodu si u k á ž e m e na nás leduj íc ím př ík ladu. 

Příklad 

Máme d á n u soustavu l ineárn ích rovnic 

3x-L ~\~ X2 X3 = 21. 
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Nalezně te ř e š e n í t é to soustavy, pokud existuje. 

Ř e š e n í 

Nejprve si n a p í š e m e r o z š í ř e n o u matice naš í soustavy. Ta v y p a d á takto: 

1 
1 

- 1 

Nyní u p r a v í m e r o z š í ř e n o u matici soustavy p o m o c í e l e m e n t á r n í c h ř ádkových ú p r a v 
tak, abychom dostali matici ve s chodov i t ém tvaru. První ř á d e k neupravujeme. 
Pak např ík lad p r v n í ř á d e k v y n á s o b í m e číslem —2 a p ř i č t e m e ho ke d r u h é m u 
řádku . Nás ledně v y n á s o b í m e p rvn í ř á d e k číslem — 3 a p ř i č t e m e ho ke t ř e t í m u 
řádku . Tím z í skáme ve všech řádc ích k r o m ě p r v n í h o v p r v n í m sloupci s a m é nuly. 
Matice bude mí t tvar 

Nyní p o t ř e b u j e m e ve t ř e t í m ř á d k u d r u h é h o sloupce dostat nulu. Druhý ř á d e k tedy 
v y n á s o b í m e číslem 5 a p ř i č t e m e ho ke t ř e t í m u ř á d k u v y n á s o b e n ý m číslem —6. 
Dostaneme matici 

2 1 
- 6 - 1 

0 19 

Pokud tuto matici p ř e p í š e m e jako soustavu rovnic, dostaneme soustavu 

—6x 2 — x 3 = 11, 
1 9 x 3 = 19. 

Vidíme, že x 3 = 1 a z p ě t n o u subs t i tuc í do d r u h é rovnice (za x 3 d o s a d í m e číslo 1) 
dojdeme k tomu, že x2 = —2. Pokud n á s l e d n ě u d ě l á m e substituci v p rvn í rovnici, 
tak n á m vyjde xt = 8. 

Řešen ím soustavy je tedy u s p o ř á d a n á trojice xt = 8, x2 = —2, x3 = 1, což lze 
zapsat jako vektor ř e š e n í x = ( 8 , - 2 , 1 ) . 

3.3 Gauss-Jordánova eliminační metoda 

U Gauss-Jordanovy metody se postupuje nejprve s te jně jako u Gaussovy e l iminační 
metody, tedy nejprve upravujeme r o z š í ř e n o u matici soustavy na schodovi tý tvar. 
Nás ledně v š a k p o k r a č u j e m e v ú p r a v á c h tak, abychom na mís t ě matice soustavy 
dostali matici jednotkovou. Pak na p r a v é s t r a n ě takto u p r a v e n é roz š í ř ené matice 
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nalezneme t r a n s p o n o v a n ý vektor ř e š e n í naš í soustavy rovnic. Tuto metodu 
m ů ž e m e použ í t pouze u r egu lá rn ích matic. 

Příklad 

Uvažujme p ř e d c h o z í soustavu rovnic 

X-̂  ~\~ = 

2x^ = 21_, 

3x-̂  ~h X2 X3 = 21. 

Nalezně te ř e š e n í t é to soustavy Gauss-Jordanovou metodou. 

Ř e š e n í 

Pomocí e l e m e n t á r n í c h ř ádkových ú p r a v u p r a v í m e r o z š í ř e n o u matici soustavy 
nejprve na schodovi tý tvar. Nás ledně upravujeme r o z š í ř e n o u matici soustavy tak, 
abychom na mís t ě matice soustavy dostali matici jednotkovou: 

'1 2 
2 - 2 

,3 1 

2 0 4 
6 0 12 
0 1 1 

8^ 

Vektor ř e š e n í je tedy x = (8, —2,1). 

Cvičení 

1. Je d á n a soustava l ineárn ích rovnic 

x1 + 4 x 2 - x3 = - 1 1 , 
2 x x + 3 x 3 = 14, 

5X-L X2 ~r~ X3 —— 1. 

Najděte ř e š e n í t é to soustavy (pokud existuje) p o m o c í Gaussovy e l iminační 
metody. 

2. Vyřeš te následuj ící soustavu l ineárn ích rovnic p o m o c í Gauss-Jordanovy metody: 

2x^ X2 ~\~ X3 —— 9, 
x-̂  H~ X2 2xg —— 15, 

4 x x — 6 x 2 — x 3 = 19. 

V ý s l e d k y 

1. x x = 1, x 2 = —2, x 3 = 4 

2. X-̂  —— 7, X2 — 2, X3 —— 3 
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4 Další vlastnosti a druhy matic 

4.1 Součet a součin matic 

Definice 4.1. Součtem dvou matic 

A = 

/ « n 
« 2 1 

« 1 2 

« 2 2 

« l n \ 
« 2 n 

B = b2i 

\ « m l « m 2 ••• « m n / 

t éhož typu (m, n) r o z u m í m e matici 

ml 

bí2 

b22 

bm2 

bm\ 
b2n 

b ) 

A + B = « 2 1 + b21 

« 1 2 + b12 

« 2 2 + b22 

« l n + bln \ 
« 2 n + b2n 

V«mi + bml a m 2 + bm2 ... a m n + b m n ) 

Je-li r E T l ibovolný prvek, pakr-násobkem matice A r o z u m í m e matici 

r A = 

ralt ra12 

ra2í ra22 

\ r a m l r « m 2 

r a l n \ 
ra2r 

rar 

Definice 4.2. Buď A = (a^) matice typu (m,n) a B = (Ď ŕ ; ) typu (n, p) 

nad t ě l e s e m T. Součinem AB t ě ch to matic (v tomto pořad í ) r o z u m í m e matici 

C = ( c ŕ ; ) typu (m, p), kde 

- i / Zn 
a 

fc=i 

Věta 4.1. fíuď A matice typu (m, n), B, C buďte matice typu (n, p), D bud' matice 

typu (p, q), En a Em buďte matice stupňů n a m a r E T buď libovolný prvek. 

Pak platí: 

(a) A(B + C) = AB + AC, (B + C)D = BD + CD, 

(b) (AB)D = A(BD), 
(c) (rA)B = A(rB) = r(AB), 

(d) EmA = AEn = A. 

Věta 4.2. Buď A matice typu (m, n) a B matice typu (n, p) na tělesem T. Pak platí: 

(a) (ATY = A, 

(b) (AB)T = BTAT. 
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4.2 Inverzní matice 

Definice 4.3. Jestl iže A je č tvercová matice ř á d u n nad t ě l e s e m T, potom čtvercová 
matice A'1 ř á d u n se nazývá inverzní matice k matici A, jest l iže AA'1 = A'1 A = E. 
Matice A, ke k t e r é inve rzn í matice existuje, se nazývá invertibilní. 

Věta 4.3. Ke čtvercové matici existuje nejvýše jedna inverzní matice. 

Věta 4.4. Nechť A je čtvercová matice řádu n. Potom k matici A existuje inverzní 
matice právě tehdy, když matice A je regulárni. 

Věta 4.5. Buďte A, B regulární čtvercové matice řádu n. Pak platí: 

(a) součin AB je regulárni matice a platí (AB)'1 = B'1 A'1, 
(b) matice A'1 je regulární a platí (A-1)'1 = A, 

(c) ( i ť y i = O * - 1 ) 7 -

4.3 Elementární transformační matice 

Definice 4.4. Elementární transformační maticí budeme r o z u m ě t k a ž d o u 
inver t ib i ln í matici, k t e r á se nejvýše na jednom mís t ě liší od j edno tkové matice. 

Rozeznáváme dva typy e l e m e n t á r n í c h t r ans fo rmačn ích matic: 

(a) V matici jsou mimo hlavní d iagonálu s a m é nuly. Na h lavní d iagonále jsou 
jedničky s výj imkou mí s t a ii, kde stojí nenu lový prvek b (prvek b m u s í b ý t 
nenulový, n e b o ť matice m á b ý t inver t ib i ln í ) . Je-li b = 1, jde o jednotkovou 
matici. 

(b) V matici jsou na h lavní d iagonále s a m é jedničky. Mimo hlavní d iagonálu 
jsou nuly s výj imkou mís t a ij, kde stojí prvek b. Je-li b = 0, jde 
o jednotkovou matici. 

P o z n á m k a : Mějme matici 

Dále m ě j m e e l e m e n t á r n í t r a n s f o r m a č n í matici p rvn ího typu 

/ l 0 0 \ 
T1 = [ 0 3 0 . 

VO 0 1/ 

Zkusme nyn í v y n á s o b i t matici A e l e m e n t á r n í t r a n s f o r m a č n í mat ic í Tt nejprve 
zleva: 

/ l 0 0 \ / l 3 1\ / l 3 1\ 
r 1 -i4 = Í 0 3 0 1-12 - 1 - 2 = 6 - 3 - 6 . 

VO 0 1/ \ 1 1 5 / Vl 1 5 / 
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Vidíme, že př i n á s o b e n í matice A e l e m e n t á r n í t r a n s f o r m a č n í mat ic í p r v n í h o typu 
s n e n u l o v ý m prvkem b na mís t ě i i zleva n á m vznikne matice nová, k t e r á se 
od matice A odlišuje t ím, že je její i-tý ř á d e k Ď-násobkem i - tého ř á d k u matice A. 

Zkusme nyn í v y n á s o b i t matici A e l e m e n t á r n í t r a n s f o r m a č n í mat ic í Tt zprava: 

/ l 3 1\ / l 0 0 \ / l 9 1\ 
A-T1 = 2 - 1 - 2 0 3 0 = 2 - 3 - 2 . 

Vl 1 5 / VO 0 1/ Vl 3 5 / 

Vidíme, že př i n á s o b e n í matice A e l e m e n t á r n í t r a n s f o r m a č n í mat ic í p r v n í h o typu 
s n e n u l o v ý m prvkem b na mís tě Í Í zprava n á m vznikne matice nová, k t e r á se 
od matice A odlišuje t ím, že je její i-tý sloupec Ď-násobkem i - tého sloupce matice A. 

Nechť m á m e dále e l e m e n t á r n í t r a n s f o r m a č n í matici d r u h é h o typu 

/ l 0 - 2 \ 
T2 = 0 1 0 . 

\ 0 0 1/ 

Podívejme se, co se stane, když v y n á s o b í m e matici A e l e m e n t á r n í t r a n s f o r m a č n í 
mat ic í T2 zleva: 

/ l 0 - 2 \ / l 3 1\ / - l 1 - 9 \ 
T2-A= 0 1 0 1-12 - 1 - 2 = 2 - 1 - 2 . 

VO 0 1/ Vl 1 5 / V 1 1 5 / 

Při n á s o b e n í matice A e l e m e n t á r n í t r a n s f o r m a č n í mat ic í d r u h é h o typu 
s n e n u l o v ý m prvkem b na mís tě ij zleva n á m tedy vznikne matice nová, k t e r á se 
od matice A odlišuje t ím, že je její i-tý ř á d e k s o u č t e m i - tého ř á d k u a Ď-násobku j-
t ého ř á d k u matice A. 

Zkusme nyn í v y n á s o b i t matici A e l e m e n t á r n í t r a n s f o r m a č n í mat ic í T2 zprava: 

/ l 3 1\ / l 0 - 2 \ / l 3 - 1 \ 
AT2 = Í2 - 1 - 2 0 1 O l = 12 - 1 - 6 • 

Vl 1 5 / Vo 0 1/ Vl 1 3 / 

Při n á s o b e n í matice A e l e m e n t á r n í t r a n s f o r m a č n í mat ic í d r u h é h o typu 
s n e n u l o v ý m prvkem b na mís t ě ij zprava n á m tedy vznikne matice nová, k t e r á se 
od matice A odlišuje t ím, že je její i-tý sloupec s o u č t e m j - t é h o sloupce a Ď-násobku 
i - tého sloupce matice A. 

4.4 Gauss-Jordanova metoda určení inverzní matice 

Mějme r egu lá rn í matici A ř á d u n. Tuto matici p ř e v e d e m e p o m o c í e l e m e n t á r n í c h 
ř ádkových ú p r a v ( n á s o b e n í matice A e l e m e n t á r n í m i t r a n s f o r m a č n í m i maticemi 
BltB2,...,Bk zleva) na matici ve s chodov i t ém tvaru a n á s l e d n ě na jednotkovou 
matici. Tedy platí: 
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Bfc • • . . . • B-L 'A — E. 

Pokud v y n á s o b í m e obě strany zprava mat ic í A , pak dostaneme 

A — Bfc • • ... • B-± • A • A — Bfc • Bt. 

Tedy inverzn í matice k matici A je s o u č i n e m e l e m e n t á r n í c h t r ans fo rmačn í ch matic 

Bt,B2, —,Bk. 

Ke zjištění inve rzn í matice se využívá tzv. Gauss-Jordanova metoda. Tato metoda 
spočívá ve vy tvo řen í matice (A\E) typu (n, 2n) a n á s l e d n é m p ř e v e d e n í t é t o matice 
p o m o c í ř ádkových e l e m e n t á r n í c h ú p r a v ( ú p r a v y p r o v á d í m e pro obě matice 
zá roveň) na matici (E\B). 

Platí: 

B = Bfc • 1 ...1 Bi • E = Bfc • 1 ...1 B-^ = A 

Z matice £" n á m tedy vznikla h l e d a n á inverzn í matice k matici 4. 

Příklad 

Najděte inverzn í matici k matici 

A = 

p o m o c í Gauss-Jordanovy metody. 

Ř e š e n í 

Nejprve vy tvo ř íme matici (A\E) n á s l e d n ě j i p ř e v e d e m e e l e m e n t á r n í m i ř ádkovými 

ú p r a v a m i na matici (ElA-1): 

' 1 1 0 
2 1 3 

v l 2 1 

Inverzn í matice k matici A v y p a d á tedy takto: 

1 1 0 1 0 
0 - 1 3 - 2 1 
0 0 4 - 3 1 

1 0 0 
0 1 0 
0 0 4 

1,25 0,25 -0 ,75n 
- 0 , 2 5 - 0 , 2 5 0,75 
- 0 , 7 5 0,25 0,25/ 

0,25 -0 ,75n 
-0,25 0,75 
0,25 0,25/ 

Cvičení 

1. Najděte matici i nve rzn í k matici 

B = 

25 



2. Najděte inverzn í matici k matici 

/2 - 1 2 \ 
C=11 3 4 . 

\ 3 - 5 0 / 

V ý s l e d k y 

/ - 1 2 3 5 
1. B ' 1 = 8 - 2 - 3 

V - 3 1 1 

2. Inverzn í matice k matici C neexistuje. 

4.5 Markovo vy řetězce 

Tento text p ř e d p o k l á d á zák ladní znalosti z teorie p r a v d ě p o d o b n o s t i . 

Definice 4.5. Posloupnost d i sk ré tn ích n á h o d n ý c h veličin {Xn, n E N 0 } , jejíž s ložky 

Xn nabývaj í hodnot z m n o ž i n y s t avů S, t voř í Markovovův řetězec s d i sk r é tn ím 

časem, jest l iže p la t í 

P(Xn+l = J\Xn = i-n> —>Xo = ío ) = P(Xn+l = j\^n = )> 

pro každé n G N 0 a každé Í 0 , ..., in,j G 5 takové , že P(Xn = i n , . . . , X0 = Í 0 ) > 0. 

Chování tohoto s y s t é m u je u rčeno : 

(a) Vektorem abso lu tn ích p r a v d ě p o d o b n o s t í v u r č i t é m okamžiku 

p(n) = ( p i ( n ) , p 2 ( n ) , . . . , p m (n ) ) , (**) 

kde Pi(n) značí p r a v d ě p o d o b n o s t , že proces je v okamžiku n ve stavu i, kde 

i E 1,2, ...,m. 

(b) Maticí p r a v d ě p o d o b n o s t í p ř e c h o d u 

/ P i i P12 "• P l m \ 

p = P21 P22 - • P2,n ^ 

\ P m l Pm2 PmmJ 

kde p r ;- značí p r a v d ě p o d o b n o s t p ř e c h o d u ze stavu i do stavu j, 

pro i,_/ G 1,2, . . . ,m. 

P o z n á m k a : Rovnost (**) n á m říká, že stav v okamžiku n + 1 nezá lež í na stavech 

minulých, ale pouze na stavu v p ř e d c h o z í m časovém okamžiku n. 

Je zře jmé, že s o u č e t p1(ri),p2(ri), . . . , p m (n ) je roven 1. Pro každé i E 1,2, ...,m je 

t aké s o u č e t p ŕ l , p ŕ 2 , —,Pim roven 1. 
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Věta 4.6. Pravděpodobnost stavů vyjadřuje na počátku řádkový vektor 

p(0) = ( P l ( 0 ) , p 2 ( 0 ) p m ( 0 ) ) , 

dále se vyvíjí podle rekurentního vzorce 

p(n + 1) = p(n) • P, 

p(n + k) = p(n) • Pk, 

p(n) = p(0) • P n . 

Příklad 

Mějme d á n u matici p ř e c h o d u P a počá tečn í vektor abso lu tn ích p r a v d ě p o d o b n o s t í 
s t avů p(0) = (0,1; 0,8; 0,1). Matice p ř e c h o d u P v y p a d á takto: 

/0,2 0,5 0,3\ 
P = 0,9 0,1 0 . 

\0,2 0,7 0 ,1 / 

Určete p(2) a p(5), tedy vektory abso lu tn ích p r a v d ě p o d o b n o s t í s t avů po dvou 
obdob ích a po pět i obdobích . 

Ř e š e n í 

Víme, že pla t í vzorec 

p(n) = p(0) • Pn, 

s tačí do něj tedy pouze dosadit. Pak 

/0,2 0,5 0,3\ 
p(2) = ( 0 , l ; 0 , 8 ; 0 , l ) - 0,9 0,1 0 = (0,76; 0,2; 0,04), 

\0,2 0,7 0 ,1 / 

/0,2 0,5 0 , 3 \ 5 

p(5) = (0,1; 0,8; 0,1) • 0,9 0,1 0 = (0,46; 0,38; 0,16). 
\0,2 0,7 0 ,1 / 

P o z n á m k a : Konkré tn ím j e v ů m m ů ž e m e p ř i ř a z o v a t stavy, nap ř . p ř e h á ň k y v z imě 
mohou b ý t s n ě h o v é (stav 1) nebo dešťové (stav 2). Tedy vektor p(n) = (0,3; 0,7) 
n á m říká, že v ča sovém okamžiku n je 30% p r a v d ě p o d o b n o s t , že budou p ř e h á ň k y 
sněhové , a 70% p r a v d ě p o d o b n o s t , že budou dešťové . Matice p ř e c h o d u 

P = n á m říká, že je 80% p r a v d ě p o d o b n o s t , že p ř e h á ň k y s n ě h o v é 

z ů s t a n o u v p ř í š t ím časovém okamžiku sněhové , 20% p r a v d ě p o d o b n o s t , že 
p ř e h á ň k y s n ě h o v é p ře jdou na p ř e h á ň k y dešťové , 40% p r a v d ě p o d o b n o s t , 
že p ř e h á ň k y dešťové p ře jdou na p ř e h á ň k y s n ě h o v é a 60% p r a v d ě p o d o b n o s t , že 
p ř e h á ň k y dešťové nastanou i v p ř í š t ím časovém okamžiku. 
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Mějme matici p ř e c h o d u mezi t ř e m i stavy 

/0,2 0,5 0,3\ 
P = 0,5 0,1 0,4 . 

\0,3 0,6 0 ,1 / 

Může se stát , že se bude proces n a c h á z e t na počá tku v jednom ze t ř í daných s tavů. 
Matice všech t ř ech m o ž n o s t í v y p a d á takto: 

pak je výs l edkem matice Pn, k t e r á m á v p r v n í m ř á d k u vektor abso lu tn ích 
p r a v d ě p o d o b n o s t í v čase n př i p o č á t e č n í m stavu d a n ý m vektorem (1,0,0) , 
ve d r u h é m ř á d k u m á vektor abso lu tn ích p r a v d ě p o d o b n o s t í v čase n př i 
p o č á t e č n í m stavu d a n ý m vektorem (0,1,0) a ve t ř e t í m ř á d k u vektor abso lu tn í ch 
p r a v d ě p o d o b n o s t í v čase n p ř i p o č á t e č n í m stavu d a n ý m vektorem (0,0,1) . 

Matice Pn n á m pak u d á v á p r a v d ě p o d o b n o s t i s t avů v okamž iku n pro r ů z n é 
počá t ečn í stavy. Dejme tomu, že n = 3, pak m á tato matice v n a š e m p ř í p a d ě 
př ib l ižně tvar 

Tato matice n á m např ík l ad říká, že v p ř ípadě , že by l na počá tku proces ve stavu 1, 
je 39,7% p r a v d ě p o d o b n o s t , že je v okamžiku n = 3 ve stavu 2. Nebo nap ř ík l ad 
v p ř í padě , že by l na začá tku proces ve stavu 3, je p r a v d ě p o d o b n o s t 25,9 %, že 
se nacház í ve stavu 3 i v čase n = 3 

Vytvoříme-l i součin 

0,328 0,397 0,275\ 
0,373 0,323 0,304 . 
0,315 0,426 0,259/ 
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5 Determinanty 
Pojem determinantu se týká č tvercových matic. Ke každé č tvercové matici 

A = ( a r ; ) ř á d u n existuje r eá lné číslo, k t e r é m u se ř íká determinant matice A. Tento 

determinant je označován jako det.4 nebo 

a nl 

= \A\. 

Definice 5.1. Nechť A = ( a ŕ ; ) , kde 1 < i < m, 1 < i <n je matice typu (m, n) 
a nechť ilt...,ik, (fe, í £ M) jsou p ř i r o z e n á čísla s v l a s tnos t í 

1 < i i < Í 2 < ••• < tfc < in, 1 < ji < j2 < "• < 7; ^ n - Podmaticí matice A vybranou 
na řádcích ilt ...,ik a sloupcích jlt ...Ji matice A r o z u m í m e matici B, k t e r á vznikne 
z matice A, jest l iže z A v y p u s t í m e v š e c h n y ř á d k y s výj imkou ř á d k ů ilt...,ik 

a v š e c h n y sloupce s výj imkou s loupců j\, Přesněj i : matice B = (buv) je matice 
typu (k, ľ), kde 1 <u < k, 1 <v < l m á m e 

buv = aiujv. 

Definice 5.2. Nechť A = ( a r ; ) je č tvercová matice ř á d u n, kde n G N , n > 2. 
Předpok láde jme , že pro každou č tvercovou matici ř á d u n — 1 je již def inován její 

determinant. Nechť i, j jsou p ř i r o z e n á čísla, 1 < i, j < n. Determinant z podmatice 

A v y b r a n é na všech řádcích matice A s výj imkou ř á d k u i a všech s loupcích matice A 
s výj imkou sloupce j nazveme (ij)-minorem matice A a označ íme symbolem 

Mij(A). Algebraický doplněk prvku a r ;- matice A nebo t éž (ij)-kofaktor matice A 
označovaný symbolem C í ;-(i4) je def inován jako číslo 

CtJ(A) = t-iy+JMtJ(A). 

Číslo ( — l ) í + ; se často nazývá znaménko (i, j)-pozice. 

Definice 5.3. Nechť A = ( a r ; ) je č tvercová matice ř á d u n, kde n G N , n > 2 

a p ř e d p o k l á d e j m e , že pro k a ž d o u č tve rcovou matice ř á d u n — 1 je již def inován její 

determinant. Pro p ř i r o z e n á čísla i, j, 1 < i, j < n po ložme 

R(i) = ^ airCir(A), S(j) = ^ asjCsj(A). 
r=l s=l 

Jeden z hlavních výs ledků teorie d e t e r m i n a n t ů je fakt, že v š e c h n y hodnoty R(i) 
a S(j) jsou si rovny, přesněj i : 

Pro p ř i r o z e n á čísla i,j,k,l, 1 < i,j,k,l <n m á m e 

R(Q = R(k) = S(j) = S(l). 
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Tuto spo lečnou hodnotu nazveme determinantem matice A. Počí táme-l i detA 
p o m o c í vý razu R(i), ř e k n e m e , že jsme detA počítal i Laplaceovým rozvojem podle 
i-tého řádku nebo že jsme detA rozvinuli podle i-tého řádku (Laplaceovým 
rozvojem). P o d o b n ě to pla t í pro sloupce. 

P o z n á m k a : V p ř e d c h o z í definici tedy i? (i) značí determinant z í skaný Laplaceovým 
rozvojem podle i - tého ř á d k u a S(j) pak determinant z í skaný Laplaceovým 
rozvojem podle j - t é h o sloupce, p ř i čemž jsou si tyto hodnoty R(i) a S(j) rovny. 

Věta 5.1. Pro čtvercovou matici A platí: 

detA = detA 7*. 

P o z n á m k a : P ředchoz í vě ta n á m říká, že m ů ž e m e v matici A z a m ě n i t ř á d k y 
za sloupce (respektive sloupce za řádky) a determinant nově vzniklé matice AT 

bude roven determinantu matice A. 

Věta 5.2. Nechť A je čtvercová matice. Pak platí: 

(a) Jestliže některý řádek nebo sloupec matice A obsahuje samé 0, pak det A = 0. 
(b) Jestliže zaměníme dva řádky nebo sloupce matice A, pak výsledná matice má 

determinant rovný - det A. 
(c) Jestliže řádek nebo sloupec matice A násobíme reálným číslem r, pak výsledná 

matice má determinant rovný r • (det A). 
(d) Jestliže dva různé řádky nebo sloupce matice A jsou si rovny, pak det A = 0. 

Věta 5.3. Hodnota determinantu čtvercové matice se nemění, jestliže v této matici 
přičteme násobek nějaké řádku k jinému řádku nebo násobek nějakého sloupce 
k jinému sloupci. 

Definice 5.4. Nechť je matice A = (a) ř á d u 1, pak de t4 = det(a) = a. 

P o z n á m k a : Nechť je matice A ř á d u 2, pak Laplaceovým rozvojem podle 
l ibovolného ř á d k u nebo sloupce dojdeme k tomu, že platí: 

de t4 a b 
c d 

a • d — c • b. 

Příklad 

Uvažujme č tvercovou matici 

/ l 2 3 4 
2 4 
4 1 
5 2. 

A 0 1 

Vypočítej te determinant matice A. 
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Ř e š e n í 

Vypočí táme determinant matice A p o m o c í Laplaceova rozvoje podle 1. řádku , pak 

detA = 

1 2 3 
0 1 2 
0 2 4 
0 3 5 

= ( - 1 ) 1+1 

+ ( - 1 ) 1+3 

1 2 4 
2 4 1 
3 5 2 

0 1 4 
0 2 1 
0 3 2 

+ ( - D 1+2 

+ ( - 1 ) 1+4 

0 2 4 
0 4 1 
0 5 2 

0 1 2 
0 2 4 
0 3 5 

+ 

Jelikož v íme, že jest l iže n ě k t e r ý ř á d e k nebo sloupec determinantu obsahuje s a m é 
nuly, tak j e determinant roven 0. Pak 

detA = ( - 1 ) 1 + 1 • 1 

Determinant je tedy roven číslu —7. 

1 2 4 
2 4 1 
3 5 2 

1 2 4 
2 4 1 
3 5 2 

= - 7 . 

P o z n á m k a : Nechť m á m e č tvercovou matici A = ( a r ; ) ř á d u n, kde je v j-tém sloupci 

nenu lový pouze prvek a r ;-, tedy 

A = a a 

\a nl 0 

Pokud rozvineme determinant t é to matice podle j - t é h o sloupce nebo í - tého ř á d k u 
Laplaceovým rozvojem, tak platí, že 

% i • • 0 • a l n 

det^l = «11 • • " «tn = ( - l ) ŕ + ; - a ŕ ; - | 5 | , 

anl • 0 • «nn 

kde 

B = 

/ a n 

ai-i,i 
ai+l,l 

al,j-í a íj+i 

a t - l , ; ' - l at-l,;'+l 
at+l,;'-l ai+lj'+l 

ai-l,n 

a 

\ a nl an,j-l a n,j+l 

i+l,n 

Q-nn I 

Matice B je tedy podmatice, k t e r á vznikla z matice A v y p u š t ě n í m í - tého ř á d k u 
a j - t é h o sloupce. 
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Stejně to pla t í i pro č tvercové matice A = ( a r ; ) ř á d u n, kde je v i - t ém ř á d k u 

nenu lový pouze prvek a r ;-. 

Je tedy v ý h o d n é , pokud je to možné , upravit p ů v o d n í č tvercovou matici tak, aby byl 
v jednom ř á d k u nebo jednom sloupci pouze jeden nenu lový prvek. 

Příklad 

Uvažujme č tvercovou matici A ve s chodov i t ém tvaru, kde 

'2 1 3 5 \ 
0 2 8 5 
0 0 5 1 

v0 0 0 3 / 

A = 

Vypočítej te determinant matice A. 

Ř e š e n í 

Z p r v n í h o pohledu v id íme, že v p r v n í m sloupci je jen jeden nenu lový prvek. Také 
v id íme, že ve č tv r t ém ř á d k u je jen jeden nenu lový prvek. Pro j e d n o d u c h ý výpoče t 
determinantu matice A si zvol íme rozvoj podle p r v n í h o ř á d k u ( m ů ž e b ý t zvolen 
i rozvoj podle p r v n í h o sloupce, č tv r t ého ř á d k u nebo č tv r t ého sloupce): 

detA = 

2 1 3 
0 2 8 
0 0 5 
0 0 0 

= ( - l ) 1 + 1 - 2 - 5 1 , 

kde B1 = 
8 
5 

0 0 

Vidíme, že determinant 5 X o p ě t m ů ž e m e vypoč í t a t j e d n o d u š e Laplaceovým 
rozvojem podle p r v n í h o řádku . Tedy 

Z?i = 

2 8 5 
0 5 1 
0 0 3 

= ( - 1 ) 1 + 1 • 2 • B2, 

kde B2 = 5 1 
0 3 

Nyní v id íme, že je m o ž n é determinant B2 o p ě t vypoč í t a t j e d n o d u š e Laplaceovým 
rozvojem podle p r v n í h o řádku . Tedy 

B7 = 5 1 
0 3 

= ( - l ) 1 + 1 - 5 - | 3 | , 

p ř i č emž v íme, že |3 | = det3 = 3. 
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Pak tedy 

detA = 

2 1 3 5 
0 2 8 5 
0 0 5 1 
0 0 0 3 

= ( -1) 2 • 2 • ( -1) 2 • 2 • ( -1) 2 - 5- 3 = 2- 2- 5- 3 = 60. 

Všimně te si, že je determinant matice A roven souč inu p r v k ů h lavní d iagonály 

matice A. 

P o z n á m k a : Nechť m á m e matici A = (a ry) ř á d u n ve s chodov i t ém tvaru, tedy 

a2n 

A = 

/ « 1 1 «12 • al,k-l alk al,n-l 
1 o «22 • a2,k-l a2k a2,n-l 

0 0 • ' ak-í,k-l ak-l,k " ' ak-l,n-l 
0 0 • 0 akk ak,n-l 

0 0 • 0 0 « t i - l , n - l 
\ 0 0 • 0 0 0 

afc71 

«71-1,71 
Ctrľn ' 

kde 1 < k <n. 

Pokud rozvineme determinant t é to matice podle p rvn ího ř á d k u Laplaceovým 

rozvojem, tak platí, že 

det^l = 

« 1 1 «12 • « l , k - l « l k «1,71-1 «171 

0 «22 • « 2 , k - l «2k «2,71-1 «271 

0 0 • •• «fe-l ,fc-l ak-l,k ' « k - l , 7 i - l «fc-l,7l 
0 0 • 0 «kk ak,n-l akn 

0 0 • 0 0 «71-1,71-1 «71-1,71 
0 0 • 0 0 0 «7171 

«22 " «2,fe-l «2k «2,71-1 «271 

0 •• ' « k - l , k - l « k - l , k • « k - l , 7 i - l «k-l,71 

« 1 1 • 0 •• 0 akk «k,7i-l «k71 

0 •• 0 0 «71-1,71-1 «71-1,71 
0 •• 0 0 0 «7171 

Pokud budeme p o k r a č o v a t rozvojem vždy podle p r v n í h o řádku , pak dostaneme 

vztah 

detA = a x l • a22 

tedy že determinant matice A je roven souč inu p rvků její h lavní diagonály. 
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Determinant matice A jsme t aké mohl i rozvinout Laplaceovým rozvojem podle 
p r v n í h o sloupce, n - t é h o ř á d k u nebo n - t é h o sloupce, výs ledek by byl stejný. 

Je zře jmé, že jest l iže je nějaký prvek v h lavní d iagonále č tvercové matice A 
ve s chodov i t ém tvaru roven 0, pak platí , že det.4 = 0. 

Pokud l ibovolnou č tve rcovou matici u p r a v í m e do schodov i t ého tvaru, pak bude 
determinant t é to matice roven souč inu p r v k ů její h lavní diagonály. Při ú p r a v á c h 
n e s m í m e v š a k zapomenout na to, že pokud z a m ě n í m e dva ř á d k y nebo sloupce 
p ů v o d n í matice, pak m u s í m e z m ě n i t z n a m é n k o determinantu u p r a v e n é matice. 
Také platí, že pokud n ě k t e r ý ř á d e k či sloupec p ů v o d n í matice v y n á s o b í m e r e á l n ý m 
čís lem r, pak m u s í m e t ímto číslem v y n á s o b i t i determinant u p r a v e n é matice. 

5.1 Sarrusovo pravidlo 

Nechť je matice A = ( a r ; ) ř á d u 3, pak Laplaceovým rozvojem podle l ibovolného 

ř á d k u nebo sloupce dojdeme k tomu, že pla t í 

detA = 
« n 
« 2 1 

« 3 1 

« 1 2 

« 2 2 

« 3 2 

« 1 3 

« 2 3 

« 3 3 
« 1 1 " « 2 2 " « 3 3 + « 2 1 " « 3 2 " « 1 3 + « 3 1 " « 1 2 " « 2 3 

« 1 3 " « 2 2 " « 3 1 « 2 3 " « 3 2 " « 1 1 « 3 3 " « 1 2 " a21-

Existuje tzv. Sarrusovo pravidlo pro matice ř á d u 3, k t e r é n á m u s n a d ň u j e 
z a p a m a t o v á n í si d a n é h o vztahu. Za determinant matice A o p í š e m e p rvn í dva 
sloupce t é to matice. Pak dostaneme s c h é m a 

« 1 1 « 1 2 « 1 3 

« 2 1 « 2 2 « 2 3 

« 3 1 « 3 2 « 3 3 

« 1 1 « 1 2 

« 2 1 « 2 2 . 

« 3 1 « 3 2 

Nyní vypoč í t áme souč iny trojic p rvků ležících na pomys lných r o v n o b ě ž k á c h 
s h lavní d iagonálou . Poté vypoč í t áme souč iny trojic p r v k ů ležících na pomys lných 
r o v n o b ě ž k á c h s vedlejš í d iagoná lou a n á s l e d n ě tyto souč iny v y n á s o b í m e číslem — 1 
(souč iny budou m í t z á p o r n é z n a m é n k o ) . Nakonec v š e c h n y souč iny s e č t e m e 
a dostaneme ste jný výs ledek jako př i Laplaceově rozvoji. 

Příklad 

Určitě determinant matice A p o m o c í Sarrusova pravidla, kde 

A = 
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Ř e š e n í 

Nejprve si za determinant matice A p ř i p í š e m e p rvn í dva sloupce t é t o matice 
a zob raz íme si r o v n o b ě ž k a m i i d a n é trojice p rvků se z n a m é n k e m . Dostaneme 
s c h é m a 

Nás ledně d a n é souč iny trojic p r v k ů s eč t eme : 

deti4 = 8 + 9 + 5 + ( - 6 0 ) + ( - 2 ) + ( - 3 ) = 22 - 65 = - 4 3 . 

Determinant matice A je tedy roven číslu —43. 

5.2 Cramerovo pravidlo 

Při ř e š e n í soustav l ineárn ích rovnic se používají r ů z n é postupy. Jedním z nich je 
t aké tzv. Cramerovo pravidlo, k t e r é k výpoč tu n e z n á m ý c h z rovnic využívá 
determinanty. 

Věta 5.4. Nechť Ax = b je soustava lineárních rovnic s regulární maticí A řádu n. 
Pro každé i = 1, . . . , n označme At matici, která vznikne z matice A tím způsobem, že 
i-tý sloupec matice A nahradíme sloupcem b. Potom pro řešení soustavy rovnic 
Ax = b platí x = [xltx2, ...,xn]T, kde 

detAi 

pro každé i = 1, . . . ,n . 

P o z n á m k a : Výhodou Cramerova pravidla je tedy nap ř ík l ad m o ž n o s t vypoč í t a t 
pouze jednu n e z n á m o u ze soustavy rovnic. 

Z definice je p a t r n é , že lze determinant vypoč í t a t pouze tehdy, kdy je hodnost 
matice A rovna ř á d u matice A, tedy h(A) = n. 

Příklad 

Vyřeš te následuj ící soustavu rovnic p o m o c í Cramerova pravidla. 

3>xt + 2x2 + x3 = 15, 
X-^ ~\~ X2 ~\~ 2 X g = 1 2 , 

xx + 3x2 + x3 = 10. 
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Ř e š e n í 

Nejprve v y p o č í t á m e determinant matice naš í soustavy nap ř ík l ad p o m o c í 
Sarrusova pravidla: 

3 2 1 
1 1 2 
1 3 1 

= (3 + 4 + 3) - (1 + 2 + 18) = - 1 1 . 

Nás ledně v y p o č í t á m e determinanty matic AÍ,A2 a A3, p ř i čemž 

'15 2 1N '3 15 V 
A1 = 12 1 2 , A2 = \ l 12 2], 

vlO 3 1/ ,1 10 1/ 

/3 2 15> 
i4 3 = I 1 1 12 

Vl 3 10/ 

Pak 

d e t ^ ! = 

detA2 = 

detA, = 

15 2 1 
12 1 2 
10 3 1 
3 15 1 
1 12 2 
1 10 1 
3 2 15 
1 1 12 
1 3 10 

(15 + 36 + 40) - (10 + 24 + 90) = - 3 3 , 

(36 + 30 + 10) - (12 + 60 + 15) = - 1 1 , 

(30 + 45 + 24) - (15 + 108 + 20) = - 4 4 . 

Pro xx, x2, x3 tedy platí: 

*3 

det^x 

det.4 
detA2 

-33 

11 
-11 

detA - 1 1 
detA3 - 4 4 

= 3, 

= 1, 

= 4. 
detA - 1 1 

Cvičení 

1. Pomoc í Cramerova pravidla vypočí te j te n e z n á m o u xt ze soustavy rovnic 

2xt + 3x2 = 15, 
4 x x - 7x2 = 17. 

2. Pomoc í Cramerova pravidla vypočí te j te n e z n á m o u x2 ze soustavy rovnic 

xi + 4 x 2

 — 2 x 3 = 9, 
3x-L — x 2 — 5 x 3 = 4, 

2 x x + x2 = 16. 
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3. Vyřeš te následuj ící soustavu rovnic p o m o c í Cramerova pravidla. 

5 x x + x2 + 2x3 = 27, 
2xt — 7x3 = —8, 

xx + 3x2 + x3 = 29. 

V ý s l e d k y 

1. x1 = 6 
2. x2 = 2 
3. — 3, x 2 — 8, x 3 —— 2 
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6 Slovní úlohy 
V t é t o části se p o d í v á m e na k o n k r é t n í s lovní ú lohy a jejich ř e š e n í p o m o c í 
p ředchoz ích pozna tků , metod a p o s t u p ů . Ve lmi čas to n á s zadán í s lovních ú loh 
zavedou k s o u s t a v ě l ineárn ích rovnic, k t e r é budeme n á s l e d n ě řeš i t r ů z n ý m i 
způsoby . Samozře jmě se zde objeví i s lovní úlohy, k t e r é budeme ře š i t j inými 
metodami. Na konci každé podkapitoly jsou ú lohy k procvičení . Větš inu úloh jsem 
s á m sestavil, u n ě k t e r ý c h mi byly insp i rac í t aké ú lohy z učebn ího textu Evy 
Valentové [20]. 

6.1 Vektory, vektorový prostor 

Slovní ú l o h a 1 - insp i rac í m i byl učebn í text Evy Valentové [20] 

Pan Rychlý po t ř ebu je nakoupit p í sek na svoji malou zah rádku . Chtěl by nakoupit 
s m ě s 15 kg j e m n é h o písku, 25 kg h r u b é h o p ísku a 30 kg menš í ch kamínků . Má 
m o ž n o s t zajet do obchodu A, obchodu B nebo obchodu C. Ceny ma te r i á lů 
v jednot l ivých obchodech jsou uvedeny v t é to tabulce: 

J e m n ý p í sek Hrubý p í sek Menší k a m í n k y 
Obchod A 11 Kč /kg 8 Kč /kg 5 Kč /kg 
Obchod B 13 Kč /kg 6 Kč /kg 5 Kč /kg 
Obchod C 9 Kč /kg 9 Kč /kg 6 Kč /kg 

Tab. 1: Ceny jednotlivého materiálu v různých obchodech 

Pomozte panu Rychlému nají t obchod s nejnižší celkovou cenou za danou směs . 

Ř e š e n í 

Hmotnosti ma te r i á lů vy jádř íme vektorem Ů = (15,25, 30). Vektor cen v o b c h o d ě A 

bude a = (11,8, 5), v obchodě B to bude vektor b = (13,6, 5) a v o b c h o d ě C tedy 

c = (9 ,9 ,6) . 

Ska lá rn ím souč inem vektoru u ( p o s t u p n ě ) s vektory a,b,Č dostaneme celkové 
ceny v jednot l ivých obchodech: 

u-á = (15,25, 30) • (11,8 ,5) = 15 • 11 + 25 • 8 + 30 • 5 = 515 kc, 

Ů-b = (15,25, 30) • (13,6 ,5) = 15 • 13 + 25 • 6 + 30 • 5 = 495 kc, 

u-c = (15,25, 30) • (9 ,9,6) = 15 • 9 + 25 • 9 + 30 • 6 = 540 kc. 

Nejlevněji tedy pan Rychlý n a k o u p í v obchodě B, a to za celkem 495 Kč. 

Slovní ú l o h a 2 

V ka r t éz ské sous t avě s o u ř a d n i c v rov ině je dán r o v n o b ě ž n í k KLMN. Z n á m e vektor 

u = YĹ = (2,1) a vektor v = ŽČJV = (3, 5). Jakou velikost m á úhel a = <NKL? 
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Ř e š e n í 

Pro v ý p o č e t úhlu mezi d v ě m a vektory použ i j eme vzo reček 

Ů • v 
cos a = \ú\ • \v\' 

kde Ů • v je ska lá rn í součin vek to rů , \Ů\ je velikost vektoru Ů, \v\je velikost vektoru 
v a a je úhe l mezi vektory Ů a v. 

Pro velikost vektoru w = ( w 1 , w 2 ) plat í vzorec 

W = yjW]2 + w 2

2 . 

Pak tedy 

6 + 5 11 
cos a = 

V 4 T T - V 9 + 25 VTŤÔ 
a = 3 2 ° 2 8 ' . 

Ú l o h y k p r o c v i č e n í 

1. F i rma po t řebu je nakoupit žulové d lažebn í kostky na jednu zakázku. Zjistili, že 
budou p o t ř e b o v a t zhruba 100 k u s ů t m a v ě če rvených kostek, 500 kusů kostek 
šedých a 300 kostek černých. Mater iá l mohou zakoupit ve č tyřech obchodech, 
ceny ma te r i á lu v jednot l ivých obchodech je dán tabulkou: 

T m a v ě če rvená Šedá Černá 
Obchod 1 18 Kč 10 Kč 11 Kč 
Obchod 2 17 Kč 9 Kč 12 Kč 
Obchod 3 15 Kč 12 Kč 10 Kč 
Obchod 4 22 Kč 8 Kč 11 Kč 

Tab. 2: Ceny jednotlivých dlažebních kostek v různých obchodech 

Na kol ik korun vyjde v š e c h e n ma te r i á l v jednot l ivých obchodech? Ve k t e r é m 
obchodu n a k o u p í firma nejvýhodněj i? 

Inspi rac í mi by l u č e b n í text Evy Valentové [20]. 

2. V ka r t é z ské sous t avě s o u ř a d n i c v rov ině je dán t ro júhe ln ík ABC. Nechť v íme, že 

vektor A~B = ( - 2 , 5) a vektor A~C = (4,1) . Jak velký je úhe l av A ABC? 

V ý s l e d k y 

1. V o b c h o d ě 1 vyjde v e š k e r ý ma te r i á l na 10100 Kč, v o b c h o d ě 2 by ma te r i á l 
nakoupil i za 9800 Kč, v o b c h o d ě 3 by vyšel ma te r i á l na 10500 Kč a v o b c h o d ě 4 
ho firma m ů ž e zakoupit za 9500 Kč. Nejlevněji tedy firma n a k o u p í v obchodě 4. 

2. a = 98° 
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6.2 Soustavy rovnic 

Slovní ú l o h a 1 

Ve v i n á r n ě vyrobi l i 2000 l i trů č e r v e n é h o vína. Ke s p o t ř e b i t e l ů m je dovážej í 
v sudech. Mají k dispozici sudy s objemem 40 l i trů a 25 li trů. Celkem naplnil i 
59 sudů . Kol ik s u d ů s objemem 40 l i trů a kol ik s u d ů s objemem 25 l i trů v i n á r n a 
použi la? 

Ř e š e n í 

Označme si p o č e t 401 s u d ů jako x a p o č e t 251 s u d ů jako y, pak pla t í rovnosti 

40x + 25y = 2000, 
x + y = 59. 

Soustavu v y ř e š í m e nap ř ík l ad dosazovac í metodou tak, že z d r u h é rovnice 
vy jádř íme t ř e b a x, tj. 

x = 59 — y, 

a d o s a d í m e do rovnice p rvn í 

40(59 - y ) + 25y = 2000, 
472 - 8y + 5y = 400, 

- 3 y = - 7 2 , 
y = 24. 

Pak 

x = 35. 

Vinárna tedy využila 35 s u d ů s objemem 40 l i t rů a 24 s u d ů s objemem 25 litrů. 

Slovní ú l o h a 2 

Firma dostala od dodavatele sk l eněné tabule o velikosti 0,5 m x 1 m. Na zakázku 
po t ř ebu je r o z ř e z a t d a n é tabule na 240 skel typu A (0,5 m x 0,5 m), 170 skel typu B 
(0,4 m x 0,4 m) a 200 skel typu C (0,3 m x 0,3 m). Při ř e zán í v šak n e s m í p ř ek roč i t 
hranici 35 % m o ž n é h o odpadu. Zjistěte, kol ika z p ů s o b y mohou tabule rozřeza t , aby 
dostali d a n é m n o ž s t v í jednot l ivých skel pro zakázku. 

Ř e š e n í 

Nejprve m u s í m e zjistit v š e c h n y m o ž n é z p ů s o b y ř ezán í j e d n é tabule, tedy z j e d n é 
tabule m ů ž e m e dostat: 

a) 2 skla typu A (odpad 0 %), 
b) 1 sklo typu A a 1 sklo typu B (odpad 18 %), 
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c) 1 sklo typu A a 1 sklo typu C (odpad 32 %), 
d) 1 sklo typu B a 2 skla typu C (odpad 32 %), 
e) 2 skla typu B (odpad 36 %) - p řek raču je hranici odpadu, 
f) 3 skla typ C (odpad 46 %) - p řekraču je hranici odpadu. 

Další z p ů s o b y vypisovat n e m u s í m e , jelikož by byl odpad př i v y n e c h á n í mís t a 
l ibovolného typu skla vždy větší , než je povo lená hranice. 

Odpady jsou spoč í t ány p o m o c í vztahu 

kde P je m n o ž s t v í odpadu v procentech, Ss je celkový obsah skel daných typů, k t e r é 
vznik ly r o z ř e z á n í m j e d n é tabule, a St je plocha celé tabule. 

Označme si nyn í p o č e t tabul í , k t e ré r o z ř e ž e m e z p ů s o b e m a) jako x 1 ( z p ů s o b e m b) 
jako x 2 , z p ů s o b e m c) jako x3 a z p ů s o b e m d) jako x 4 . 

Pak se dá p o t ř e b n é m n o ž s t v í daných t y p ů skel vyjádř i t rovnicemi: 

typ A: 2xt + x2 + x3 = 240, 

typ B: x2 + x 4 = 170, 

typ C: x 3 + 2 x 4 = 200. 

Ze soustavy rovnic vyplývá, že m á m e jednu volnou n e z n á m o u , nechť je jí x 4 . Pak 

Existuje n e k o n e č n ě mnoho z p ů s o b ů jak zvoli t t, ale my po t ř ebu j eme , aby byly 
xlt x2, x 3 , x 4 n e z á p o r n á celá čísla. Platí tedy podmínky : 

*3 

t, 
200 - 2t, 
170 - t, 
- 1 3 0 + 3t 

2 

t > 0, 
200 - 2t > 0, 

170 - t > 0, 
- 1 3 0 + 3t 

Z toho tedy vyplývá, že 

44 < t < 100. 
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Zároveň v š a k m u s í b ý t či tatel —130 + 3t sudé číslo, aby n á m př i dě len í číslem 2 
vyšlo celé číslo. 

P o t ř e b u j e m e tedy zjistit p o č e t č lenů n a r i tme t i cké posloupnosti, kde ax = 44 je 
p r v n í člen posloupnosti, an = 100 je pos l edn í člen posloupnosti a diference je 
d = 2. Poče t č lenů zjist íme p o m o c í vzorce pro n- tý člen posloupnosti: 

Existuje tud íž 29 z p ů s o b ů jak vybrat t, a tak m á soustava celkem 29 m o ž n ý c h 
řešen í , př i k t e rých pla t í d a n é podmínky . 

Např. pro t = 68: 

x 4 = 68, x 3 = 64, x2 = 102, x1 = 37. 

Po k o n t r o l n í m dosazen í do soustavy rovnic zjistíme, že č tveř ice čísel 
(xlt x2, x3, x 4 ) = (37 ,102,64 ,68) je j e d n í m z ř e š e n í naš í soustavy. 

Existuje tak i 29 z p ů s o b ů jak r o z ř e z a t sk l eněné tabule na 240 skel typu A, 170 skel 
typu B a 200 skel typu C. 

Slovní ú l o h a 3 

Pop távka alkalických A A A ba te r i í je na t rhu d á n a rovnic í Q = 23 — P a n a b í d k a 
rovnic í Q = 11 + 0,5P. Jaká je r o v n o v á ž n á cena P v Kč a jaké je r o v n o v á ž n é 
m n o ž s t v í Q v kusech na trhu? 

Při rovnováze m u s í platit, že nab ídka je rovna pop távce , tedy m u s í platit obě 
rovnice zá roveň . Máme tedy soustavu rovnic 

a n = ai + ( n — 1) 1 d, 
100 = 44 + (n - 1) • 2, 

n = 29. 

Ř e š e n í 

Q = 11 + 0,5P, 
Q = 23 - P. 

Porovnávac í metodou d o s t á v á m e 

11 + 0,5P 
P 

23 - P, 
8. 

Pak 

Q = 23 - P = 11 + 0,5P = 15. 

Rovnovážná cena je tedy 8 Kč a r o v n o v á ž n é m n o ž s t v í je 15 kusů. 
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Ú l o h y k p r o c v i č e n í 

1. B r a m b o r á r n a skl idi la 1500 tun brambor. Brambory zabalil i do s í ťovaných pyt lů 
po 15 kg a 30 kg. Celkově použil i 63 pyt lů . Kol ik mají nyn í k dispozici 15kg pyt lů 
s bramborami a kol ik 30kg pyt lů s bramborami? 

2. Spo lečnos t po t ř ebu je na zakázku n a ř e z a t 4 m d ř e v ě n á prkna na 250 kusů l , 2 m 
prken, 200 kusů l , 5 m prken a 100 k u s ů 2m prken. Odpad př i ř e zán í n e s m í bý t 
víc než 0,5 m. Zjistěte, kolika z p ů s o b y mohou r o z ř e z a t 4m prkna, aby dostali 
d a n é m n o ž s t v í jednot l ivých prken pro zakázku. 

3. Pop távka cyklist ických kol je na trhu d á n a rovnic í Q = 1450 — 0,15P a n a b í d k a 
rovnic í Q = —440 + 0,06P. Jaká je r o v n o v á ž n á cena P v Kč a jaké je r o v n o v á ž n é 
m n o ž s t v í Q v kusech na trhu? 

V ý s l e d k y 

1. B r a m b o r á r n a m á k dispozici 26 pyt lů s 15 kg brambor a 37 pyt lů s 30 kg 
brambor. 

2. Existují celkem pouze 4 z p ů s o b y jak z ískat ze 4m prken 250 k u s ů l , 2 m prken, 
200 kusů l , 5 m prken a 100 kusů 2m prken. 

3. Na trhu kol je r o v n o v á ž n á cena 9000 Kč a r o v n o v á ž n é m n o ž s t v í je 100 kusů. 
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6.3 Matice 

Slovní ú l o h a 1 

Firma po t ř ebu je nakoupit barvu k vyma lován í in t e r i é ru ve lkého b y t o v é h o domu. 
Musí objednat 320 kg bílé barvy, 150 kg žluté barvy, 120 kg h n ě d é barvy a 40 kg 
če rvené barvy. 

Od dodavatele barev se dozvěděl , že k z a k o u p e n í d a n é h o množs tv í za nej lepší cenu 
bude firma p o t ř e b o v a t tyto n a b í z e n é sady: 

Bílá Žlutá H n ě d á Červená 
Sada A 15 kg 10 kg 5 kg -

Sada B 25 kg - 5 kg -

Sada C 5 kg 10 kg 10 kg 5 kg 
Sada D - 15 kg 5 kg 5 kg 

Tab. 3: Hmotnosti jednotlivých barev v různých sadách 

Dodavatel ale z a p o m n ě l dodat, jaké m n o ž s t v í jednot l ivých sad m á firma objednat. 
Poradí te? 

Ř e š e n í 

Jelikož v íme, že z a k o u p e n í m daných sad v n e z n á m é m m n o ž s t v í dostaneme ž á d a n é 

celkové množs tv í , tak ú lohu m ů ž e m e řeš i t p o m o c í l ineárn í kombinace v e k t o r ů 

a, b, Č, d jednot l ivých sad a m u s í m e dostat vektor p o p t á v k y x, kde 

ä = (15,10, 5,0), 

b = (25,0, 5,0), 

č = (5,10,10,5), 

d = (0,15, 5,5), 

x = (320,150,120,40) . 

Musí tedy platit rovnost 

(320,150,120,40) = ^ ( 1 5 , 1 0 , 5,0) + k2(25,0, 5,0) + /c 3(5,10,10,5) + 

+/c 4 (0,15,5, 5). 

Po r o z e p s á n í podle s o u ř a d n i c v e k t o r ů dostaneme soustavu rovnic 

320 = 15/q + 2Sk2 + Sk3, 
150 = 10/í! + 10k3 + 15/c 4, 
120 = 5/q + Sk2 + 10k3 + 5fc4, 

40 = Sk3 + Sk4. 
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Po ú p r a v á c h dojdeme ke tvaru 

3/q + 5k2 +k3 = 64, 
2kx + 2k3 + 3/c4 = 30, 

k1+k2 + 2k3 + k4 = 24, 
k3 + k4 = 8. 

Nyní p o m o c í Gaussovy e l iminační metody p ř e v e d e m e r o z š í ř e n o u matici soustavy 
na matici ve s chodov i t ém tvaru: 

/ 3 5 1 0 
2 0 2 3 
1 1 2 1 

\ 0 0 1 1 

6 4 \ / 
30 ' 
24 ~ 
8y \ 

2 4 \ / 
18 ' 
8 ~ 
8y \ 

2 4 \ 
18 
26 
3 0 / 

Z u p r a v e n é rozš í ř ené matice soustavy plyne, že 

fc4 = 6, 
7/c3 + 12 = 26, tedyfc 3 

2k2 + 4 - 6 = 18, tedy fc2 

fci + 10 + 4 + 6 = 24, tedy k± 

2, 
1 0 , 

4. 

Firma tedy m u s í nakoupit 4 sady A, 10 sad B, 2 sady C a 6 sad D. 

Slovní ú l o h a 2 

Dan po t ř ebu je vypočí ta t , kol ik ethanu je p o t ř e b a pro vznik 10 m l oxidu uhl ič i tého 
p o m o c í d o k o n a l é h o spa lování . K tomu ale po t řebu je nejprve vyčísli t chemickou 
rovnici spa lován í ethanu. Jaké jsou tedy s t ech iome t r i cké koeficienty následuj ící 
chemické rovnice d o k o n a l é h o spa lován í ethanu? 

C2H6 + 02 >C02+H20 

Ř e š e n í 

Abychom určili koeficienty u d a n é chemické rovnice, p ř i ř a d í m e každé s loučen ině 
v rovnici r ů z n o u p r o m ě n n o u a, b, c, d takto: 

a C2H6 + b02 > cC02+d H20. 

Následně vy tvo ř íme l ineá rn í rovnice na zák ladě p o m ě r ů jednot l ivých a t o m ů p r v k ů 
na s t r a n ě výchozích lá tek a p r o d u k t ů : 

C: 2a = c => 2a — c = 0, 

H: 6a = 2d => 3a — d = 0, 

O: 2b = 2c + d => 2b - 2c - d = 0. 
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Soustavu t ěch to rovnic m ů ž e m e vy řeš i t za pomoci r oz š í ř ené matice soustavy 
a Gaussovy e l iminační metody: 

'2 0 - 1 0 
3 0 0 - 1 

O) 2 - 2 - 1 

0 \ / 2 0 - 1 0 
0 - 0 2 - 2 - 1 
0 / \ 0 0 3 - 2 

Z matice vyplývá, že m á m e jednu volnou n e z n á m o u , soustava m á tedy n e k o n e č n ě 
mnoho řešen í . V e z m ě m e nyn í d = x, kde x G E , pak 

2 
3c — 2x = 0 => c = - x , 

3 
4 7 

2Ď x — l x = 0 => Ď = — x, 
3 6 

2 1 
2a x = 0=>a = - x . 

3 3 
Všechny s t ech iome t r i cké koeficienty u chemických rovnic muse j í b ý t v š a k k ladná 
celá čísla a jejich největš í spo lečný děli tel m u s í b ý t číslo 1. Aby tomu tak bylo, je 
nyn í n u t n é v y n á s o b i t koeficienty n e j m e n š í m spo lečným n á s o b k e m j m e n o v a t e l ů 
naš ich z lomků, tedy x = 6. Pak pro koeficienty a, b, c, d platí : 

a = 2, b = 7, c = 4, d = 6. 

Jelikož největš í spo lečný dělitel čísel 2, 7, 4 a 6 je číslo 1, pak jsou a, b, c, d h l e d a n é 
koeficienty naš í chemické rovnice. 

Vyčíslená chemická rovnice pak v y p a d á takto: 

2 C2H6 + 7 02 > 4 C02 + 6 H20. 

Slovní ú l o h a 3 

Profesor př iprav i l s t u d e n t ů m dva roztoky A a B kyseliny s í rové, se kterou budou 
pracovat. Dal j im za úkol zjistit jejich h m o t n o s t n í z lomky wa, wb. Poradi l j im, že: 

a) př i smíchán í 3 g roztoku A s 5 g roztoku B vznikne roztok s h m o t n o s t n í m 
zlomkem 0,625 (tedy ma = 3 g, mb = 5 g, wCi = 0,625), 

b) př i smíchán í 2 g roztoku A s 3 g roztoku B vznikne roztok s h m o t n o s t n í m 
zlomkem 0,62 (tedy ma = 2 g, mb = 3 g, wCz = 0,62). 

Jaké h m o t n o s t n í z lomky tedy roztoky mají? 

Obecná směšovac í rovnice m á tvar 

wama + wbmb = wc(ma + mb). 
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Ř e š e n í 

Nejprve d o s a d í m e do rovnice vše , co z n á m e . Dostaneme soustavu rovnic 

3 w a + Swb = 0,625(3 + 5), 
2 w a + 3wb = 0,62(2 + 3). 

Po ú p r a v ě bude mí t tvar 

3 w a + 5wb = 5, 
2 0 w a + 30wb = 31. 

Máme tedy soustavu dvou rovnic o dvou n e z n á m ý c h , k t e r é m ů ž e m e ře š i t p o m o c í 
r oz š í ř ené matice a Gaussovy eliminace: 

Žáci budou tedy pracovat s roztokem A o h m o t n o s t n í m z lomku wa = 0,5 
a s roztokem B o h m o t n o s t n í m z lomku wb = 0,7. 

Slovní ú l o h a 4 

Petr bydl í ve m ě s t ě A. Vzdá lenos t m ě s t A a B je s. Petr ujde tuto vzdá l enos t 
p r ů m ě r n o u rychlos t í v za čas o 2 hodiny a 15 minut delší, než když jede na kole. 
Na kole se do m ě s t a B z m ě s t a A dostane za čas t př i p r ů m ě r n é rychlosti o 15 k m / h 
vyšší, než když jde pěšky. Pokud si Petr půjčí auto, u raz í danou vzdá l enos t 
o 30 minut dříve, než když jede na kole, p ř i č emž p r ů m ě r n á rychlost auta je 
o 55 k m / h vyšš í než p r ů m ě r n á rychlost chůze. 

Vypočtě te v z d á l e n o s t s mezi m ě s t y A a B, rychlost Petrovy chůze v p ř i ces tě 
ze svého domu do m ě s t a B a jak dlouho t rvá Petrovi cesta z m ě s t a A do m ě s t a B 
na kole. 

Vztah mezi s, v a t je 

Vyjádř íme si nyn í rychlost Petrovy chůze, rychlost př i j ízdě na kole a rychlost auta 
př i ces tě z m ě s t a A do m ě s t a B (uvažujme rychlost v j e d n o t k á c h k m / h , d r á h u tedy 
v k m a čas v hod inách ) : 

Z u p r a v e n é matice vyplývá, že 

10wb = 7 => wb = 0,7, 
3wa + 3,5 = 5 => wa = 0,5. 

s 
v = -. 

t 

Ř e š e n í 
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v t + 2,25' 

v + 15 = -
ť 

v + 55 = 
t - 0,5 

Uprav íme danou soustavu rovnic na tvar 

vt + 2,2Sv = s, 
vt + 15t = s, 

v t - 0,5v + 55t - 27,5 = s. 

Vidíme, že m á m e t ř i rovnice o t ř e ch n e z n á m ý c h , ale že tu bude p r o b l é m s t ím, že 
mezi sebou n á s o b í m e dvě n e z n á m é . Jelikož p ř e d p o k l á d á m e , že m á soustava jedno 
řešení , budeme nyn í považova t n e z n á m o u v za konstantu, k ladné r eá lné číslo 
(rychlost v je urč i tě vě t š í než nula). 

Po ú p r a v ě soustavy s p ř e d c h o z í ú v a h o u n á m vyjde 

vt — s = — 2,2Sv, 
(v+ 1 5 ) t - s = 0, 
0 + 5 5 ) t - s = 0,5v + 27,5. 

Máme nyn í tedy soustavu t ř í l ineárn ích rovnic o dvou n e z n á m ý c h t a s . Znovu zde 
m ů ž e m e použ í t Gaussovu eliminaci. P ř e v e d e m e si tedy r o z š í ř e n o u matici soustavy 
na matici ve s chodov i t ém tvaru: 

1 - 2 , 2 5 v \ (v - i 
1 0 -- ° - 1 5 - 2 , 2 5 i ; 2 

1 0,5v + 27 ,5 / Vo - 5 5 - 2 , 7 5 v 2 -

—2,25v 
-0,15v 2 - 2,25v 
0 ,05v 2 + 2,75v. 

\ (v - i 
W o i 
/ Vo 0 

—2,25v\ 
- 33,75v 
151,25i;/ 

—2,25v\ 
0 ,15v 2 + 2 , 2 5 v ] , 
- 0 , l v 2 + 0,5i7/ 

A b y měla daná soustava řešení , m u s í b ý t p r a v á strana t ř e t í ho ř á d k u rovna nule, 
m u s í tedy platit rovnost 

- 0 , l v 2 + 0,5v = 0, 
i ? ( -0 , l i7 + 0,5) = 0. 

Kvadrat ická rovnice m á dva kořeny , k t e rými jsou vx = 0 a v2 = 5. 

V p ř e d c h o z í úvaze jsme řekli , že v je k l adné číslo a tuto p o d m í n k u splňuje pouze 

v2 = 5. 
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Při dosazen í v2 zpě t do matice dostaneme 

- i - 1 1 , 2 5 \ •K 1 
0 

i 15 ~ ( D — ± 
n 1 Vo 0 0 / -U 1 

-11,25> 
1SJ 

Z toho pak vyplývá, že pokud v = 5, pak 

s = 15, 
5 t - 15 = - 11 ,25 t = 0,75. 

Tedy v z d á l e n o s t mezi m ě s t y A a B je 15 km, rychlost Petrovy chůze př i ces tě 
ze svého domu do m ě s t a B je 5 k m / h a cesta z m ě s t a A do m ě s t a B t rvá na kole 
45 minut. 

Ú l o h y k p r o c v i č e n í 

1. Učitel po t ř ebu je pro žáky nakoupit r ů z n é učebnice . Jelikož je n á k u p dobrovolný , 
tak se poče t jednot l ivých učebn ic liší. Celkem po t ř ebu je učitel koupit 24 učebn ic 
matematiky, 20 učebn ic fyziky, 21 učebn ic chemie a 19 učebn ic biologie. Našel 
obchod, ve k t e r é m prodáva j í d a n é učebn ice v malých s adách za ve lmi v ý h o d n o u 
cenu. Poče t jednot l ivých učebn ic v každé sadě je dán touto tabulkou: 

matematika fyzika chemie biologie 
Sada 1 2 kusy 1 kus 0 k u s ů 0 kusů 
Sada 2 1 kus 1 kus 2 kusy 2 kusy 
Sada 3 1 kus 1 kus 1 kus 0 kusů 
Sada 4 1 kus 1 kus 0 k u s ů 1 kus 

Tab. 4: Počet jednotlivých učebnic v různých sadách 

Učitel zjistil, že mu budou sady k z a k o u p e n í učebn ic v daných poč tech s tači t 
a nebude muset dokupovat ž ádné další učebn ice ani mu nebudou ž á d n é 
učebnice p řebýva t . V jakých poč tech bude učitel kupovat d a n é sady? 

2. V l abora to ř i po t řebu j í zjistit, kol ik oxidu u h e l n a t é h o se p ř ip r av í 
př i n e d o k o n a l é m spa lován í u rč i t ého m n o ž s t v í propanu. K tomu po t řebu j í 
vyčísli t následuj ící rovnici n e d o k o n a l é h o spa lován í propanu: 

C3H8 + O, ^CO+H?0. 

Jaké jsou tedy s t ech iome t r i cké koeficienty rovnice n e d o k o n a l é h o spa lován í 
propanu? 

3. Studenti mají za úkol zjistit, kol ik g r a m ů 20% hydroxidu s o d n é h o a kol ik g r a m ů 
4 5 % hydroxidu s o d n é h o je t ř e b a s m í c h a t dohromady, aby n á m vzn ik l roztok 
s h m o t n o s t n í m zlomkem w c = 0,35 o hmotnosti 15 g. 

70 
Pokud m á m e nap ř ík l ad 70% roztok, pak w = — = 0,7. 
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Obecná směšovac í rovnice m á tvar 

wama + wbmb = w c ( m a + mb). 

4. Máme d á n y t ř i e lekt r ické obvody. Obvodem A s rezistorem, k t e rý m á odpor R 
př i n a p ě t í o 20 V nižš ím než je n a p ě t í u obvodu C, p rocház í proud o 0,5 A větší , 
než p rocház í obvodem B. Rezistor v obvodu B m á odpor o 10 í l nižší, než je 
odpor rezistoru v obvodu A př i n a p ě t í o 7,5 V vyšším, než je n a p ě t í u obvodu C. 
Obvodem B p rocház í proud / . Rezistor v obvodu C m á odpor o 5 í l vyšší , než je 
odpor rezistoru v obvodu A př i n a p ě t í V. Obvodem C p rocház í proud o 1 A vyšší 
než v obvodu B. Určete odpor rezistoru v obvodu A, proud procházej íc í 
obvodem B a n a p ě t í na rezistoru v obvodu C. 

Vztah mezi odporem, n a p ě t í m a proudem je 

U 

' = JF 

V ý s l e d k y 

1. Učitel bude kupovat 4 sady A, 8 sad B, 5 sad C a 3 sady D. 

2. Rovnice se s t ech iome t r i ckými koeficienty v y p a d á takto: 

2C3H8 + 702 > 6CO + 8H20. 

3. Bude p o t ř e b a 6 g 20% roztoku hydroxidu s o d n é h o a 9 g 4 5 % roztoku. 

4. Odpor rezistoru v obvodu A je 15 f l , proud procházej íc í obvodem B je 1,5 A 
a n a p ě t í na rezistoru v obvodu C je 50 V. 
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6.4 Součin matic 

Slovní ú l o h a 1 - i n sp i rována u č e b n í m textem Evy Valentové [20] 

Mezi m ě s t y A, B, C, D a E je zavedena a u t o b u s o v á doprava. Doprava mezi t ě m i t o 
m ě s t y je z n á z o r n ě n a nás leduj íc ím s c h é m a t e m . 

A — B — C — D — E 

Obrázek 1: Schéma autobusové dopravy 

Zjistěte, jaké možnos t i dopravy mají obyvate lé m ě s t a jaké jsou jejich omezení , 
pokud chtějí: 

a) p ře j e t ze svého m ě s t a do m ě s t a cizího bez p ř e s t u p u , 
b) absolvovat cestu s j e d n í m p ř e s t u p e m , 
c) navš t ív i t dvě m ě s t a cestou do cí lového měs ta , 
d) jet na dovolenou do cizího m ě s t a a cestou navš t ív i t m a x i m á l n ě dvě měs ta . 

Ř e š e n í 

Vytvoř íme si vektory m r = (miA, miB, mic, miD, miE) p ř ímých cest z m ě s t a i, kde 

i = A,B, ...,E. Pokud existuje p ř í m á cesta z m ě s t a i do m ě s t a j, kde j = A,B, ...,E, 
pak rriij = 1 a pokud tato cesta neexistuje, pak m ŕ ;- = 0. V p ř í p a d ě p ř í m é cesty 

z m ě s t a i do m ě s t a i (j = i) budeme klás t m ŕ ŕ = 0. 

Např ík lad vektor mA m á pak tvar 

™A = (mAA, mAB, mAC, mAD, mAE) = (0,0,1,0,1). 

Následně vy tvo ř íme matici M, ve k t e r é budou vektory m r z a p s a n é pod sebou jako 
ř á d k o v é vektory. Matice M m á tvar 

M = 

>mAA mAB 

M B A M B B 

\ M E A M E B 

mAE\ 
mBE 

TTIEEJ 

/O 0 1 0 1\ 
1 0 0 1 0 
0 1 0 1 0 
1 0 0 0 1 

\o 1 i o o/ 
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První ř á d e k matice M tedy reprezentuje cesty z m ě s t a A do m ě s t A, B, C, D a E. 
P o d o b n ě to je i s os t a tn ími ř á d k y matice. První sloupec matice M pak reprezentuje 
cesty z m ě s t A, B, C, D a E do m ě s t a A. P o d o b n ě je to i s os t a tn ími sloupci matice. 

Pokud chceme zjistit možnos t i dopravy s j e d n í m p ř e s t u p e m , pak m u s í m e p r o v é s t 
d r u h é u m o c n ě n í naš í matice M : 

/O 2 1 1 0\ 
[ 1 0 1 0 2 

M 2 = 2 0 0 1 1 
0 1 2 0 1 

\1 1 0 2 o/ 

Prvky matice M 2 si označ íme t ř e b a m 2

ŕ ; - , kde i = A,B, ...,E a j = A,B, ...,E. 

Pak např ík lad : 

m 2

D B = mDAmAB + mDBmBB + mDCmCB + mDDmDB + mDEmEB, 
m 2

D B = 1 + 0 + 0 + 0 + 1 = 2. 

Tedy př i u m o c n ě n í na druhou se n á m u prvku m 2

D B zvažují v š e c h n y možnos t i 
p ře j ezdu z m ě s t a D do m ě s t a B s jednou zas távkou . Z výpoč tu v id íme, že je m o ž n é 
p ře j e t z m ě s t a D do m ě s t a B p ř e s m ě s t a A a E, ale m ě s t o C pře jezd neumožňu je . 
Celkem m á m e tedy dvě m o ž n o s t i p ře j ezdu z m ě s t a D do m ě s t a B. Z matice M2 jdou 
tedy vyčís t m o ž n o s t i dopravy s j e d n í m p ř e s t u p e m . 

P o d o b n ě zjist íme i možnos t i dopravy př i volbě obyvate lů navš t ív i t dvě m ě s t a 
cestou do cí lového m ě s t a (tedy cesta se d v ě m a p ř e s t u p y ) t ř e t í m u m o c n ě n í m 
matice M, p ř í p a d n ě s o u č i n e m M • M2: 

M3 = M • M2 = 

/3 1 0 3 1\ 
0 3 3 1 1 
1 1 3 0 3 
1 3 1 3 0 

\3 0 1 1 3/ 

Napřík lad v id íme, že m 3

A A = 3, tedy existují t ř i možnos t i jak se dopravit z m ě s t a A 
z p ě t do m ě s t a A a p ř i t o m navš t ív i t 2 cizí měs ta . Prvek m 3

B E = 1 n á m zase říká, že 
existuje jen jedna cesta se d v ě m a p ř e s t u p y z m ě s t a B do m ě s t a E. 

Pokud chtějí jet obyva te lé m ě s t na dovolenou a navš t ív i t p ř i cestě do cí lového 
m ě s t a m a x i m á l n ě dvě j iná měs ta , pak to z n a m e n á , že mohou jet p ř í m o do cí lového 
m ě s t a (matice M ) , mohou se zastavit v jednom m ě s t ě (matice M 2 ) nebo mohou 
udě l a t zas távku ve dvou m ě s t e c h (matice M3). Možnost i obyvatel tedy 
charakterizuje matice M + M2 + M 3 , k t e rá v y p a d á takto: 
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M + M2 + M3 = 

/3 3 2 4 2 \ 
2 3 4 2 3 
3 2 3 2 4 
2 4 3 3 2 

\ 4 2 2 3 3 / 

Z matice M + M2 + M3 m ů ž e m e napr ík lad vyčíst, že obyva te lé m ě s t a A mají jen 
dvě možnos t i , jak se dostat do m ě s t a C s max imá lně d v ě m a zas távkami , a obyvate lé 
m ě s t a B mají možnos t i až čtyři. 

Slovní ú l o h a 2 

Cukrář vytvoři l z nej obl íbenějš ích cukrovinek pro zákazníky r ů z n é balíčky. 
Do bal íčků umíst i l v r ů z n é m m n o ž s t v í cukrovinky K, L, M a N . Poče t kusů 
jednot l ivých cukrovinek v daných balíčcích je dán tabulkou: 

K L M N 
Balíček 1 1 kus 1 kus 1 kus 1 kus 
Balíček 2 3 kusy 3 kusy 1 kus 1 kus 
Balíček 3 2 kusy 1 kus 2 kusy 4 kusy 
Balíček 4 1 kus 2 kusy 4 kusy 1 kus 

7afo. 5; Počet jednotlivých cukrovinek v různých balíčcích 

Jaké jsou ceny jednot l ivých cukrovinek, když ví te , že cena bal íčku 1 je 60 Kč, cena 
bal íčku 2 je 110 Kč, cena bal íčku 3 je 120 Kč a cena bal íčku 4 je 160 Kč. 

Ř e š e n í 

Cenu cukrovinky K si označ íme jako xlt cenu cukrovinky L jako x2, cenu 
cukrovinky M jako x3 a cenu cukrovinky N jako x 4 . 

Pak jsou celkové ceny bal íčků d á n y rovnicemi 

x1 + x2 + x3 + x4 = 60, 
3>x1 + 3x2 + x3 + x 4 = 110, 

2 x x + x 2 + 2 x 3 + 4 x 4 = 120, 
xx + 2x2 + 4 x 3 + x 4 = 160. 

Tuto soustavu lze zapsat t aké jako maticovou rovnici 

AX = C, 

kde A = 

Zároveň platí: 

X = 
Í X 1 \ 

/ 6 0 \ 
í x 2 1 a C = 

1 110 1 

l X3 1 
a C = 

1 120 1 
\ x j V16O/ 

- A-l X = A C. 
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P o t ř e b u j e m e nyn í tedy najít inverzn í matici k matici A. K t o m u m ů ž e m e využí t 
Gauss-Jordanovu metodu: 

' 1 1 1 1 
3 3 1 1 
2 1 2 4 

, 1 2 4 1 

/ l i l 
0 1 3 
0 0 3 

\ 0 0 0 

1 0 0 0 \ 
0 1 0 0 
0 0 1 0 
0 0 0 1/ 

1 0 0 0 \ 
- 1 0 0 1 
- 3 0 1 1 

-15 3 2 2 / 

/ l 0 0 0 
0 1 0 0 
0 0 1 0 

\ 0 0 0 1 

1 0 0 0 \ 
- 3 1 0 0 
- 2 0 1 0 
- 1 0 0 1/ 

6,5 1,5 1 1\ 
- 1 0 0 1 
-18 
15 

3 
3 

3 3 
2 2 / 

Matice inverzn í i4 1 k matici i4 m á tedy tvar 

A'1 = 

- 1 7 , 5 3,5 
17 - 3 

- 6 1 
7,5 - 1 , 5 

3 
- 3 

1 
- 1 

i 
- i / 

Pak platí , že: 

X = 

- 1 7 , 5 3,5 3 
17 - 3 - 3 
- 6 1 1 
7,5 - 1 , 5 - 1 

1 5 \ 
10 | 
30 ' 

5 / 

\ / 60^ / 
/ 110 1 

_ 
' 120 i 

/ \l6o) \ 

-1050 + 385 + 360 + 320 \ 
1020 - 330 - 360 - 320 

- 3 6 0 + 110 + 120 + 160 
450 - 165 - 120 - 160 / 

Cukrovinka K stojí tedy 15Kč, cukrovinka L pak 10 Kč, cukrovinka M stojí 30 Kč 
a cukrovinka N stojí 5 Kč. 
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Ú l o h y k p r o c v i č e n í 

1. Nová p ř e p r a v n í spo l ečnos t nab íz í m e z i n á r o d n í dopravu mezi s t á ty A, B, C, D a E. 
Cesty p ř e p r a v y jsou z n á z o r n ě n y v nás leduj íc ím schéma tu : 

Obrázek 2: Schéma mezinárodní dopravy 

V jeden den jsou kurýř i s chopn í p ř e p r a v i t bal ík z jednoho s t á tu do s t á t u 
d r u h é h o . P ř e p r a v n í spo l ečnos t je za t ím malá a ješ tě n e m á z ř ízené sklady pro 
u ložení balíků, proto jsou bal íky každý den v pohybu. Jaké možnos t i mají 
zákazníci a kol ika z p ů s o b y mohou kurýř i p ř e p r a v i t balíky, jest l iže si dle 
dostupnosti m ů ž e zákazn ík zvolit doručen í : 

a) b ě h e m jednoho dne, 
b) b ě h e m dvou dnů, 
c) b ě h e m t ř í dnů. 
d) b ě h e m čtyř dnů 
e) m a x i m á l n ě t ř í dnů. 

Úloha je i n sp i rována u č e b n í m textem Evy Valentové [20]. 

2. V restauraci obdržel i čtyři ob jednávky jídel, skládající se z j ídel A, B, C a D 
z ak tuá ln í nabídky. Poče t porc í j ídel A, B, C a D v každé ob jednávce je dán 
následuj íc í tabulkou: 

A B C D 
Objednávka 1 1 porce 1 porce 3 porce 1 porce 
Objednávka 2 2 porce 2 porce 1 porce 2 porce 
Objednávka 3 1 porce 3 porce 2 porce 1 porce 
Objednávka 4 2 porce 1 porce 1 porce 3 porce 

Tab. 6: Počet porcí jednotlivých jídel v různých objednávkách 

Celková cena ob jednávky 1 byla 730 Kč, cena ob jednávky 2 byla 910 Kč, 
ob jednávka 3 s tá la 880 Kč a ob jednávka 4 byla za 870 Kč. 

Jaké jsou ceny jídel A, B, C a D? 
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Řešte p o m o c í inverzn í matice. 

V ý s l e d k y 

1. Možnost i jsou d á n y následuj íc ími maticemi 

1 1 1 A 3 3 4 
0 0 1 0 1 0 2 3 1 3 

a) 0 0 0 1 0 d) 1 0 1 2 0 
0 1 0 0 0 0 3 1 2 0 

Vl 0 1 1 oj \ 2 1 4 4 2 / 

/° 1 1 1 3 4 4 
2 ^ 1 0 1 2 0 i 3 3 4 1 

b) 0 1 0 0 0 e) 0 1 1 1 1 
0 0 1 0 1 1 1 2 2 1 

Vo 2 1 2 oj Vl 4 4 4 2 / 

í 1 1 2 2 
0 3 1 2 0 

c) 0 0 1 0 1 
1 0 1 2 0 

Vo 2 2 1 2> 

2. Jídlo A stojí 180 Kč, jídlo B stojí 130 Kč, jídlo C stojí 110 Kč a jídlo D je za 90 Kč. 
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6.5 Markovovův řetězec 

Slovní ú l o h a 1 

Lidé nejčastěji t r áv í dovolenou na h o r á c h nebo u m o ř e . V p ř ípadě , že letos trávil i 
dovolenou u m o ř e , budou př í š t í dovolenou t r áv i t ze 70 % o p ě t u moře , ale z 30 % 
pojedou raděj i na hory. Jestliže byl i letos na horách , pak ze 40 % pojedou př í š t í rok 
k m o ř i a z 60 % budou t r áv i t p r á z d n i n y u m o ř e . 

a) Jaká je p r a v d ě p o d o b n o s t , že za 2 roky člověk pojede k moř i , v p ř í padě , že by l 
letos u m o ř e ? 

b) Jaká je p r a v d ě p o d o b n o s t i , že za 10 let pojede člověk na hory, pokud byl letos 
u m o ř e ? Jak by se p r a v d ě p o d o b n o s t lišila, kdyby byl letos na ho rách? 

Ř e š e n í 

Matice p r a v d ě p o d o b n o s t í p ř e c h o d u v y p a d á takto: 

Z matice P2 lze vyčíst, že pokud byl člověk letos u m o ř e , pak za 2 roky pojede 
k m o ř i na 61 %. 

P r a v d ě p o d o b n o s t i v ý b ě r u m o ř e nebo hor za 10 let je dán mat ic í 

P r a v d ě p o d o b n o s t , že za 10 let pojede na hory, je zhruba 43 %, pokud byl letos 
u m o ř e . Pokud byl letos na horách , pak p r a v d ě p o d o b n o s t , že za 10 let pojede znovu 
na hory, je též zhruba 43 %. Tedy po d o s t a t e č n ě d louhé době nezá lež í na tom, kde 
by l letos na dovolené , p r o t o ž e jsou p r a v d ě p o d o b n o s t i t a k ř k a s te jné. 

Slovní ú l o h a 2 

Na s t ř e d n í škole mají t ř i pov inně vol i te lné p ř e d m ě t y , jsou j imi vařen í , dí lny 
a s p o r t o v n í hry. Každý žák si m u s í jeden z t ěch to p ř e d m ě t ů každý rok vybrat, 
p ř i č emž náp lň p ř e d m ě t u se každý rok obměňu je . Z le tošn ího p rvn ího ročn íku si 
20 % žáků vybralo va řen í , 30 % žáků si vybralo dílny a 50 % žáků si vybralo 
s p o r t o v n í hry. 

P r a v d ě p o d o b n o s t i v ý b ě r u m o ř e nebo hor za 2 roky je dán mat ic í 

0,7 0 , 3 \ 2 _ /0,61 0,39\ 
0,4 0,6/ ~ V0,52 0,48/" 

_ /0,7 0 , 3 \ i U ^ /0,57 0,43\ 
~ V0,4 0,6/ ~ V0,57 0,43/ ' 
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Při volbě v a ř e n í je 40% p r a v d ě p o d o b n o s t , že si další rok žáci vyberou znovu 
vařen í , 30% p r a v d ě p o d o b n o s t , že si žáci vyberou dílny a 30% p r a v d ě p o d o b n o s t , že 
si vyberou s p o r t o v n í hry. 

Při vo lbě dílen je pak 40% p r a v d ě p o d o b n o s t , že si další rok žáci vyberou znovu 
dílny, 50% p r a v d ě p o d o b n o s t , že si zvolí s p o r t o v n í hry a pouze 10% 
p r a v d ě p o d o b n o s t , že si vyberou vařen í . 

Při vo lbě spo r tovn ích her je 70% p r a v d ě p o d o b n o s t , že si žáci další rok o p ě t zvolí 
s p o r t o v n í hry, 20% p r a v d ě p o d o b n o s t , že si vyberou dílny a 10% p r a v d ě p o d o b n o s t , 
že si vyberou vařen í . 

Určete dle statistik, kol ik procent žáků bude m í t ve č tv r t ém ročn íku vařen í , kol ik 
procent žáků bude mí t dí lny a kol ik procent žáků bude mí t s p o r t o v n í hry. 

Ř e š e n í 

Současný zájem žáků p r v n í h o ročn íku o p ř e d m ě t y je dán p o č á t e č n í m vektorem 

p(0) = (0,2; 0,3; 0,5). 

P r a v d ě p o d o b n o s t v ý b ě r u jednot l ivých p ř e d m ě t ů na další rok žáky v a ř e n í je d á n a 
vektorem 

á = (0,4; 0,3; 0,3). 

P r a v d ě p o d o b n o s t v ý b ě r u jednot l ivých p ř e d m ě t ů na další rok žáky dí len je d á n a 
vektorem 

b = (0,1; 0,4; 0,5). 

P r a v d ě p o d o b n o s t v ý b ě r u jednot l ivých p ř e d m ě t ů na další rok žáky spo r tovn ích her 
je d á n a vektorem 

c = (0,1; 0,2; 0,7). 

Z v e k t o r ů a, b, Č vy tvo ř íme matici p ř e c h o d u 

/0,4 0,3 0,3\ 
P = 0,1 0,4 0,5 . 

\0,1 0,2 0,7/ 

Abychom zjistili p r a v d ě p o d o b n é p r o c e n t u á l n í z a s t o u p e n í žáků na jednot l ivých 
p ř e d m ě t e c h ve č tv r t ém ročn íku (tedy po 3 letech), pak m u s í m e vypoč í t a t souč in 
počá t ečn ího vektoru p(0) a matice P3: 

/0,4 0,3 0 , 3 \ 3 

p(3) = p ( 0 ) - P 3 = (0,2;0,3;0,5) • 0,1 0,4 0,5 = (0,14; 0,27; 0,59). 
\0 ,1 0,2 0,7/ 
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Ve č tv r t ém ročn íku si tedy nejspíše 14 % žáků zvolí vařen í , 27 % žáků si zvolí dí lny 
a 59 % žáků skonč í u spo r tovn ích her. 

Ú l o h y k p r o c v i č e n í 

1. Ve m ě s t ě jsou tř i obchody s potravinami. Do m ě s t a se p ř i s t ěhova la nová rodina. 
Pokud si rodina vybere pro svůj p r v n í n á k u p obchod A, pak na 70 % půjde 
p ř í š t ě nakupovat znovu do obchodu A, na 20 % půjde do obchodu B a obchod C 
navš t ív í s p r a v d ě p o d o b n o s t í 10 %. Pokud půjde nejprve do obchodu B, pak se 
tam př í š t ě v rá t í z 60 %, s p r a v d ě p o d o b n o s t í 20 % půjde do obchodu A 
a na 20 % navš t ív í obchod C. Pokud v š a k půjde nejprve do obchodu C, pak 
p r a v d ě p o d o b n o s t , že se tam př í š t ě vrá t í , je 65 %, do obchodu A půjde na 20 % 
a z 15 % navšt ív í obchod B. Jaká je p r a v d ě p o d o b n o s t , že př i v ý b ě r u obchodu A 
pro svůj p rvn í n á k u p navšt ív í př i d e s á t é m n á k u p u o p ě t obchod A? Jaká je 
p r a v d ě p o d o b n o s t , že př i v ý b ě r u obchodu C n a k o u p í př i de sá t é návš t ěvě 
v o b c h o d ě B? 

2. V m a l é m m ě s t ě m á 60 % lidí n o r m á l n í hmotnost, 30 % lidí t r p í n a d v á h o u a 10 % 
lidí m á obezitu. P r a v d ě p o d o b n o s t , že se z jedince s n o r m á l n í h m o t n o s t n í za rok 
stane obézn í je 5 %, na 25 % začne t r p ě t n a d v á h o u a na 70 % bude mí t s tá le 
n o r m á l n í hmotnost. P r a v d ě p o d o b n o s t , že jedinec s n a d v á h o u p ř i b e r e a stane se 
obézn ím, je 30 %, z 30 % se z něj stane člověk s n o r m á l n í h m o t n o s t í a na 40 % 
bude mí t s tá le nadváhu . P r a v d ě p o d o b n o s t , že se z obézn ího jedince stane člověk 
s n o r m á l n í hmotnos t í , je 20 %, že trochu zhubne a bude mí t n a d v á h u je 30 % 
a na 50 % z ů s t a n e obézním. Jaké roz ložen í bude ve m ě s t ě p ř í š t í rok, za 3 roky 
a za 10 let? (Berte n o r m á l n í hmotnost jako stav 1, n a d v á h u jako stav 2 a obezitu 
jako stav 3.) 

V ý s l e d k y 

1. Př ibl ižné p r a v d ě p o d o b n o s t i p ř i d e s á t é m n á k u p u jsou d á n y mat ic í 

/0,7 
kde P = [ 0,2 

2. Počá tečn í stav je dán vektorem 

p(0) = (0,6; 0,3; 0,1). 
Matice p ř e c h o d u m á tvar 

P = 
0,7 0,25 0,05 
0,3 0,4 0,3 
0,2 0,3 0,5 
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Vektor abso lu tn ích p r a v d ě p o d o b n o s t í s t avů po jednom roce bude vypadat 
takto: 

p ( l ) = (0,53; 0,3; 0,17). 

Po t ř e ch letech bude roz ložen í zhruba t akové to : 

p(3) = (0,478; 0,306; 0,216). 

Po deseti letech pak př ibl ižně: 

p(10) = (0,461; 0,308; 0,231). 

60 



6.6 Determinanty 

Slovní ú l o h a 1 

Měsíční plat Lukáše je 42000 Kč, p ř i č emž mu výpla ta chodí z a č á t k e m měsíce . 
Z n ě h o se ješ tě odvád í daň 15 % s tá tu . Tento měs íc dostal navíc k zák l adn ímu platu 
p e n ě ž n í p rémi i ( také z d a n ě n o u 15 %) . Na začá tku k a ž d é h o měs íce po výp la tě si 
navíc s á m pla t í z d r a v o t n í př ipo j i š těn í ve výši 3670 Kč. Z peněz , k t e r é mu zbudou 
z platu po zdaněn í , po p ř i č t en í z d a n ě n é p r é m i e a odeč ten í př ipoj iš tění , si dal 
stranou 11000 Kč v hotovosti na r ů z n é b u d o u c í výdeje a zbytek uložil na nový 
b a n k o v n í úče t s měs í čn ím ú r o k e m 5 % (vždy na začá tku měs íce ) . Na konci měs íce 
mu zbyla hotovost ve výši jeho p r é m i e (p ř ed zdaněn ím) , ale bohuže l j i mohl vložit 
na úče t až po p ř i p s á n í ú roku . Po p ř i p s á n í ú r o k u a zbylé hotovosti měl Lukáš 
na úč tu celkem 26245 Kč. Kol ik p e n ě z vložil Lukáš na účet? Kol ik mu zbylo 
na konci měs íce p e n ě z v hotovosti? 

Ř e š e n í 

Z textu m ů ž e m e vyvodi t následuj ící soustavu dvou rovnic o dvou n e z n á m ý c h 

42000 • 0,85 + 0,85*! - 3670 - 11000 = x2, 

1,05*2 + * i = 26245. 

Po ú p r a v ě v y p a d á soustava takto: 

0,85*! -x2 = - 2 1 0 3 0 , 

x1 + 1,05*2 = 26245. 

Matice t é to soustavy m á tvar 

A ~ ŕ 0 ' 8 5 _ 1 1 A ~ \ 1 1,05/ 

Soustavu rovnic budeme řeš i t p o m o c í d e t e r m i n a n t ů . Spoč í táme si tedy nejprve 

determinant matice A: 

0,85 -1> 
d e t d = d e t ( U ' B J 1 Q g ) = 1,8925 

Abychom zjistili xlt budeme p o t ř e b o v a t zjistit hodnotu determinantu matice 

A1 = ( 26245 1 05)' k t e r o u jsme získali n a h r a z e n í m p r v n í h o sloupce matice A 

sloupcem pravých stran d a n é soustavy. Tento determinant m á hodnotu 

detAt = - 2 2 0 8 1 , 5 + 26245 = 4163,5. 
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Potom pla t í rovnost 

deti4i 4163,5 
* i = — T = T7^^ = 2200. 1 deti4 1,8925 

Stejně tak budeme ke zjištění x2 p o t ř e b o v a t hodnotu determinantu matice 

^2 = ( ^ ' ^ 26245^) ' ^ t e r o u í s m e z l s k a l i n a h r a z e n í m d r u h é h o sloupce matice A 

sloupcem pravých stran d a n é soustavy. Tento determinant m á hodnotu 

detA2 = 22308,25 + 21030 = 43338,25 

Potom pla t í rovnost 

detA2 43338,25 
*2 = — r = —TT^TŤ— = 22900 2 deti4 1,8925 

Lukáš vložil na úče t celkem 22900 Kč. Z hotovosti, kterou měl stranou, mu na konci 
měs íce zbylo 2200 Kč. 

Slovní ú l o h a 2 

Firma nakupuje každý měs íc pro z a m ě s t n a n c e r ů z n é s lužebn í telefony, notebooky 
a s to ln í počí tače . V lednu koupila firma za 35000 Kč 1 telefon, 1 notebook a 1 s to lní 
počí tač . V ú n o r u poř ídi la firma za 55000 Kč 3 r ů z n é telefony, 1 notebook a 1 s to ln í 
počí tač . P r ů m ě r n á cena za telefon byla v š a k v ú n o r u o t ř e t i n u nižší, než cena 
telefonu k o u p e n é h o v lednu. P r ů m ě r n á cena za notebook byla zase 2x vyšš í 
než za notebook v lednu a poč í tač byl za stejnou cenu jako počí tač v lednu. 
V b ř e z n u koupila firma za 38000 Kč 1 telefon a 1 s to lní počí tač . Cena za telefon 
byla s te jná jako cena telefonu k o u p e n é h o v lednu a s to ln í poč í tač s tál dvo jnásobek 
ceny s to ln ího počí tače k o u p e n é h o v lednu. 

Jakou cenu měl telefon z a k o u p e n ý v lednu? 

Ř e š e n í 

Ze zadán í m ů ž e m e sestavit soustavu rovnic 

x1 + x2 + x3 = 35000, 
2 

3 •-x1 + 2x2 +x3 = 55000, 

x1 + 2x3 = 38000, 

kde xx je cena l ednového telefonu, x2 je cena l ednového notebooku a x3 je cena 
l ednového s to ln ího počí tače . 

K tomu, abychom vypočí ta l i pouze xlt využi jeme d e t e r m i n a n t ů . 
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Nejprve v y p o č í t á m e determinant matice A (matice soustavy): 

detA = 
1 1 1 
2 2 1 
1 0 2 

= (4 + 1 + 0) - (2 + 4 + 0) = - 1 . 

Abychom mohl i vypoč í t a t xx, p o t ř e b u j e m e vypoč í t a t determinant matice Av k t e r á 
vznikne n a h r a z e n í m p r v n í h o sloupce matice A sloupcem pravých stran naš í 
soustavy. Matice At m á tedy tvar 

/35000 1 1\ 
A1 = 55000 2 1 . 

\38000 0 2 / 

Nyní v y p o č í t á m e determinant matice A1 

detA1 = 
35000 1 1 
55000 2 1 
38000 0 2 

35000 1 1 
- 1 5 0 0 0 0 - 1 

38000 0 2 
= (-D ; - 1 5 0 0 0 - 1 

38000 2 

= - ( - 3 0 0 0 0 + 38000) = - 8 0 0 0 . 

Pro xx p la t í vztah 

d e t ^ i 
Xi = - — ^ = 8000. 

1 det^l 

Cena telefonu z a k o u p e n é h o v lednu byla tedy 8000 Kč. 

Slovní ú l o h a 3 

Mějme d á n u k a r t é z s k o u soustavu s o u ř a d n i c v rov ině . V t é to rov ině je dán 

r o v n o b ě ž n í k ABCD tak, že vektor u = AB = (5,1) a vektor v = AD = (5,4). Jaký je 

obsah tohoto rovnoběžn íku? 

Ř e š e n í 

Takto v y p a d á d a n ý r o v n o b ě ž n í k v ka r t é z s ké s o u s t a v ě souřadn ic : 

[ ) 

4) v = 4) 4) 

B B 
u = 

Obrázek 3: Rovnoběžník daný vektory uav 
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Obsah r o v n o b ě ž n í k u je dán vztahem 

S = \detM\, 

kde M = Qí), | d e t M | je abso lu tn í hodnota det 

Platí rovnost 

M. 

det M = 3 2 
5 4 

= 3- 4 - 5 - 2 = 2. 

Pak 

S = |2 | = 2. 

Obsah r o v n o b ě ž n í k u ABCD je tedy roven 2 j2. 

Slovní ú l o h a 4 

Mějme d á n u k a r t é z s k o u soustavu s o u ř a d n i c v prostoru. V tomto prostoru je dán 

r o v n o b ě ž n o s t ě n ABCDEFGH tak, že vektor u = AB = (2, — 5,0), vektor 

v = AD = (2, 3,0) a vektor w = AE = (—1,0,3). Jaký je objem tohoto 

r o v n o b ě ž n o s t ě n u ? 

Ř e š e n í 

Takto v y p a d á d a n ý r o v n o b ě ž n í k v ka r t é z ské s o u s t a v ě souřadn ic : 

Obrázek 4: Rovnoběžnostěn daný vektory u,vaw 

Pro obsah r o v n o b ě ž n o s t ě n u pla t í vztah 

S = \detM\, 
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kde M = \v\, | d e t M | je abso lu tn í hodnota d e t M . 
Vw/ 

Pro determinant M platí: 

d e t M = 
2 
2 

- 1 

- 5 
3 
0 

0 
0 = ( - i ) 
3 

3 + 3 . 3 • 2 
2 

- 5 2 = 3 • (6 + 10) = 48. 

Pak tedy 

S = |48 | = 48. 

Objem r o v n o b ě ž n o s t ě n u je 48 j3. 

Ú l o h y k p r o c v i č e n í 

1. Pan Novotný měl na s v é m spoř íc ím úč tu v lednu 50000 Kč. Na konci měs íce 
d o d a t e č n ě zaplatil ze spoř íc ího úč tu n á j e m n é za říjen, listopad a prosinec. 
Na začá tku ú n o r a byly pen íze na úč tu z ú r o č e n y 4 %. V půlce ú n o r a vložil na úče t 
20000 Kč. Zároveň si pan Novotný vede úče t běžný, na k t e r é m měl v lednu 
19000 Kč. Na konci ledna zaplatil l ednový ná jem z p e n ě z na b ě ž n é m účtu. 
Na začá tku ú n o r a byly pen íze na úč tu z ú r o č e n y 5 %. V půlce ú n o r a si pan 
Novotný na b ě ž n ý úče t vložil j eš tě 8400 Kč, k t e r é získal prodejem s t a r é h o 
náby tku . Kol ik mě l pan Novotný p e n ě z na konci ú n o r a na b ě ž n é m účtu, když 
na spoř íc ím úč tu měl dvo jnásobek t é to částky? Kol ik p la t í měs í čně za nájem? 

Počítej te p o m o c í d e t e r m i n a n t ů . 

2. Mějme d á n u k a r t é z s k o u soustavu s o u ř a d n i c v rov ině . V t é t o rov ině je dán 

r o v n o b ě ž n í k KLMN tak, že vektor u = MJV = ( - 4 , 3 ) a vektor v = M L = (1, 5). 

Jaký je obsah tohoto rovnoběžn íku? 

3. Mějme d á n u k a r t é z s k o u soustavu s o u ř a d n i c v prostoru. V tomto prostoru je dán 

r o v n o b ě ž n o s t ě n KLMNOPQR tak, že vektor u = ŽČL = (1,4 ,0) , vektor 

v = KN = (—2,5,0) a vektor w = KO = (3 ,1 ,2) . Jaký je objem tohoto 

r o v n o b ě ž n o s t ě n u ? 

1. Měsíční ná jem činí 15000 Kč. Na konci ú n o r a měl pan Novo tný na b ě ž n é m úč tu 
12600 Kč. 

2. Obsah r o v n o b ě ž n í k u KLMN je 23 j2. 

3. Objem r o v n o b ě ž n o s t ě n u KLMNOPQR je 26 f . 

V ý s l e d k y 
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Závěr 
Cílem t é t o p ráce bylo s e z n á m i t č t ená ře nejprve s teor i í l ineá rn í algebry, abychom 
mohli n á s l e d n ě řeš i t p o m o c í z í skaných p o z n a t k ů nej různějš í s lovní úlohy, k t e r é se 
mohou vyskytovat v b ě ž n é m životě. Cíl byl z m é h o pohledu sp lněn . 

Při v y t v á ř e n í s lovních úloh jsem se snažil najít možnos t i využi t í t é to teorie nejen 
př i k a ž d o d e n n í m životě lidí, ale t aké v různých p ř í r o d o v ě d n ý c h oborech (nechyb í 
zde s lovní ú lohy z oboru chemie nebo fyziky), geometrii, ekonomii či statistice. 
Chtěl jsem tak č tenář i ukázat , že se dají z í skané poznatky aplikovat v ne j různějš ích 
oblastech praxe. 

Práce by se dále mohla rozš í ř i t o další ř e š e n é s lovní ú lohy a ú lohy k procvičení . Při 
d o s t a t e č n é m m n o ž s t v í ú loh by tak mohla vzniknout sb í rka ú loh s k r á t k ý m 
t eo re t i ckým úvodem. 
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