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Uvod

JiZz na stiedni Skole jsme si ukazovali rtizné trividlni zpiisoby FeSeni soustav
linearnich rovnic. Soustava linearnich rovnic o dvou neznamych nam nedélala tak
velky problém. Jak bychom ale reSili takovou soustavu o ¢tyfech neznamych? To se
dozvite, kdyZ budete Cist dale, protoZe i na tento problém se v na$i praci podivame.

Prace ctenafe nejprve sezndmi s teorii vektorli, od kterych volné prejde
k problematice matic, které se Casto vyuZzivaji pri feSeni soustav rovnic, jichZ se
tyka navazujici kapitola. V této kapitole si také ukaZeme nékteré metody reSeni
soustav rovnic a také probereme jejich reSitelnost. Z této odbocky se vratime zpét
k dalS$im vlastnostem matic, které nam téZ pomahaji pri reSeni riiznych typt uloh.
Podivame se napriklad na matice inverzni a na metodu jejiho nalezeni. Okrajové si
také povime néco o Markovovych retézcich. V dalsi kapitole si ukazeme vyuziti
determinantd, které se vyuZivaji nejen pfi reSeni soustav rovnic, ale mohou mit téz
vyuziti naptiklad i ve vypoctech obsahii a objem{ nékterych geometrickych ttvard.

Prace dale pokraCuje sérii reSenych praktickych slovnich uloh, ve kterych jsou
vyuzity teoretické poznatky a metody, se kterymi jsme se seznamili v teoretické

casti. Na konci kazdé podkapitoly této praktické Casti jsou navic uvedeny ulohy
k procviceni, na kterych si mliZe ¢tenar vyzkouset pochopeni pouzitého postupu.

Cilem prace je seznamit Ctenafe s teorii linearni algebry a jejim vyuziti
v praktickém Zivoté, a ukazat nékteré situace, ve kterych lze danou teorii uplatnit.

Prace je urcena pro ctenare, ktefi maji zakladni znalosti tykajici se linearni algebry.
MiZe byt vyuZita i jako ucebni text pro matematickou nadstavbu pro studenty
stiednich $kol & gymnazii. Re$ené tilohy mohou poslouZit také jako inspirace pro
kantory ke tvorbé obdobnych uloh.



1 Vektory, vektorovy prostor

Tento text predpoklada zakladni znalost algebraickych operaci a algebraickych
struktur.

Definice 1.1. Necht T je téleso a V mnoZzina sbinarni operaci scitani, kterou
budeme znacit symbolem "+”. Necht je dano zobrazeni kartézského sou€inu T X V
do mnozZiny V; dvojici prvkii a € T a v € V toto zobrazeni prifazuje prvek, ktery
zna¢ime a - v nebo jednoduseji av; hovoifime o ndsobeni prvkii mnoZiny V prvky
télesa T, které znacime symbolem ”-”. Necht dale plati:

(@ Vvuuvr,weV w+v)+w=u+Ww+w),

(b) VuveV u+v=v+u,

(c) 3o€eV VueV u+o=u,

(d) vueV FI—-ueV u+(-u)=o,

(e) VuuveV Va€eT a-(u+v)=a-u+a'v,
(f) vueV VabeT (a+b)-u=a-u+b-u,
(g VvueV Va,beT (a'b)-u=a-(b-u),
(h) vueV 1-u=u

Potom budeme rikat, Ze V je vektorovy prostor (nebo linedrni prostor) nad télesem
T. Prvkiim mnoziny V budeme fikat vektory, prvkim télesa T skaldry. Vektor
oznaceny symbolem o a popsany axiémem (c) se nazyva nulovy vektor prostoru V,
vektor oznaCeny symbolem —u a popsany axidémem (d) se nazyva opacny vektor
k vektoru u.

Poznamka: Axiomy (a)-(d) ndm vlastné fikaji, Ze mnoZina V s binarni operaci
scitani je komutativni grupa.

Vektory miiZzeme znatit pomoci $ipky, napf. ¥ znadi vektor. P tomto oznadeni je
pak jasné, Ze se jedna o vektor. Pfi oznaceni bez Sipky, tedy jako u, musime vzdy
zdlraznit, Ze se jedna o vektor.

JelikoZ budeme u slovnich uloh pracovat s vektory typu u = (uy, Uy, ..., u,), kde
Uy, Uy, ..., U, € R, tedy kdy vektor u je dany usporadanou n-tici prvkli z mnoZiny R,
je potreba zde tento typ nadefinovat.

Definice 1.2. Bud' n prirozené cislo. Na mnoZiné T™ vSech uspoiadanych n-tic
prvkl z mnoZiny T definujeme binarni operaci s¢itani prvki predpisem

(Ug, Uy, ey Up) + (U1, U, o, V) = (U + V1, Uy + Uy, o, Uy + 1)
a operaci nasobeni prvku z T™ prvkem z télesa T predpisem

r(uqy, Uy, ..., Uy) = (ruy, iy, ..., TUy,).



MnoZina T™ spolu stémito operacemi se nazyva aritmeticky vektorovy prostor
dimenze n nad télesem T nebo téZ n-rozmérny aritmeticky vektorovy prostor
nad télesem T.

Poznamka: Tato definice plati i pro T = R, tedy mnoZina R" s vyse definovanymi
operacemi sc¢itdni prvkii z mnoZiny R a ndasobeni prvku z mnoZiny R™ prvkem
z télesa R je téZ aritmeticky vektorovy prostor.

Nékdy se n-rozmérny vektorovy prostor znaci také jako 1/,.

Vektory z vektorového prostoru R™ jsou tedy dany uspoiadanou n-tici prvki z R,
napt. vektoru = (2,1,7,2) € R* je dan uspoiaddanou ¢tvetici redlnych &isel.

Prvky aritmetického vektorového prostoru nazyvame aritmetické vektory.

Méjme vektor u = (uy,uy,..,u,). Prvky uy,uy,..,u, nazyvame slozkami
(souradnicemi) vektoru u.

Definice 1.3. Skaldrni soucin vektorti i a v je realné &islo

n

UV =uv,+ -+ Uy = Zuivl.
i=1

1.1 Linearni kombinace vektora

Definice 1.4. Bud'te uq,u,,...,u, vektory zvektorového prostoru V. Linedrni
kombinaci vektorii uq, u,, ..., u, rozumime kazdy vektor

n

U=nru +nu +--+nu, = Z ru;,
i=1

kde ry,1y,...,1, €T. Prvky 1,1y, ..., 75, Se nazyvaji koeficienty linearni kombinace.
Linearni kombinace se nazyva trividlni, jsou-li vSechny jeji koeficienty rovny nule,
a netrividIni v opa¢ném pripadé, tj. je-li alesponi jeden z jejich ¢lent od nuly rtzny.

Priklad

Zjistéte, zda je vektor d = (4,—5) linedrni kombinaci vektord u a ¥, jestlize
u=(2,1)av=(35).

Reseni
Pokud je vektor d linearni kombinaci vektort u a ¥, pak musf platit rovnost

(_i - T'll_i + T'zl_ﬂ),



tedy
(4,-5) =r(2,1) +r(3,5),
kde ry a7, jsou realna cisla.
Pokud rozepiSeme rovnost podle souiadnic vektorti, dostaneme:

4 =12r +3n,
—5=1r + 5n,.

Nyni pouzijeme napftiklad scitaci metodu tak, Ze nejprve vynasobime druhou
rovnici ¢islem —2 a nasledné ji pricteme k rovnici prvni. Dostaneme:

14 = —7r,.

Vychéazi tedy, Ze r» = —2 a po dosazeni do druhé rovnice ndm vychazi, Ze r, = 5.
2 1

JelikoZ ma tato soustava rovnic feSeni (existuji realna Cisla rya r,), pak je pravda, Ze

. > s , ’ . ’ o — -

je vektor a linearni kombinaci vektorti u a v.

Cviceni

1. Zjistéte, zda je vektor a = (7,3) linearni kombinaci vektord u a ¥, jestliZe
u=(5-1)av=(-41).

2. Zjistéte, zda je vektor d = (2,5) linedrni kombinaci vektord ¥ a v, jestliZe
u=(-21)av=_04-2).

Reseni

o —

1. Vektor d je linearni kombinaci vektord % a v.

2. Vektor d neni linearni kombinaci vektort 4 a 7.
1.2 Linearni zavislost a nezavislost vektoru

Definice 1.5. Skupinu vektorQ u,,u,,...,u, nazyvame linedrné zdvislou, pokud
existuje netrividlni linedrni kombinace vektorl uy,u,,...,u,, ktera je rovna
nulovému vektoru. Stru¢né rikame, Ze vektory uq, u,, ..., u, jsou linedrné zavislé.

Definice 1.6. Skupinu vektorl uq,u,, ..., u, nazyvame linedrné nezdvislou, pokud
neni linearné zavisla. Strucné rikame, Ze vektory uy, u,,..,u, jsou linedrné
nezaqvisle.

Poznamka: Je ziejmé, Ze pokud jsou vektory u,,u,, ..., u, linedrné nezavislé, tak
neexistuje netrivialni linedrni kombinace téchto vektor, ktera je rovna nulovému
vektoru. Tedy pouze trividlni linedrni kombinace téchto vektorli je rovna
nulovému vektoru.
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Z definic linedrni kombinace a linedrni zavislosti vektori také vyplyva, Ze vektory
Uy, Uy, ..., U, jsou linedrné zavislé, jestlize existuji prvky ry,1y,...,1, € T, Znichz
alespon jeden je nenulovy, tak, Ze plati:

Uy + Uy + o+ U, = 0.

Naopak vektory uy, u,, ..., u, jsou linedrné nezavislé, jestlize plati vztah
Uy + Uy + o+ U, = 0.

pouze tehdy, kdyzr, =r, =+ =1, = 0.

Prvek r; = 0 neni Cislo, nybrz nulovy prvek ztélesa T. Pokud T = R, pak je
nulovym prvkem télesa T Cislo 0.
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2 Uvod do teorie matic

2.1 Vlastnosti a typy matic

Definice 2.1. Soubor

all a12 e aln

a21 a22 en azn
A=(a;) =1 : Do

Umi Gmz - G

prvki z télesa T nazyvame matici typu (m,n) (nad télesem T). Aritmeticky vektor
(ai1, Aiz, -, Aip) ZT™ nazyvame i-tym rddkem matice A a aritmeticky vektor
(ayj, azjy v, Q) 2 T™ nazyvame j-tym sloupcem matice A.

O prvcich a;4, ayy, ..., agx matice A typu (m, n), kde k = min{m, n}, fikdme, Ze lezi
na hlavni diagondle nebo Ze tvofi diagonalu matice A. Prvky a,x, az x—1, ..., Qg1 tvori
pak vedlejsi diagondlu.

Matice A sestavajici se ze samych nul, tj. takovd, Ze a;; =0 pro vSechna

i=12,..,maj=12,..,nsenazyva nulovd matice.

Matice A typu (n,n) se nazyva ctvercovd matice stupné n. Matice B typu (m,n)
se nazyva matice obdélnikovd, jestlize m # n.

Ctvercova matice stupné n, ktera ma mimo hlavni diagonalu sameé 0, tj. a;; =0

proi #j,i,j =1,2,...,n, se nazyva diagondlIni.

Diagonalni matice E = (e;;) stupné n takovd, ze e; = 1 pro kazdé i = 1,2,..,n

se nazyva jednotkovd matice stupné n.

Matice A se rovna matici B, pravé kdyz aj :bij pro vSechna i =1,2,..,m,

j=12..,n
PoznamkKka: Matice typu (m, n) je tedy matice s m radky a n sloupci.

Vektortim, které tvori radek matice A, miiZzeme také rikat radkové vektory matice
A. Vektortim tvorici sloupec matice A pak miiZeme tedy rikat sloupcové vektory
matice A.

O matici A typu (n, n) se také nékdy rika, Ze je fadu n (misto stupné n).

Definice 2.2. Matice A = (a;;) typu (m,n) nad télesem T se nazyva odstupriovand,
jestliZe pro jeji prvky plati:

(a) Je-lim > 1, paka,; =0.
(b) Jestlize pro néjakéi € {1,..,m—1}ak € {1,...,n— 1} je

12



ajp = ajp = =ay =0,
potom je téz
Ait11 = Qjy12 = = Qjp1p41 = 0.

Poznamka: Nékdy se misto pojmu odstuptiovana matice pouZiva pojem matice
ve schodovitém tvaru.

Matice A je tedy odstupiiovana (resp. ve schodovitém tvaru), jestlize plati, Ze
pokud je na i-tém radku matice A pred prvnim nenulovym prvkem k nul, pak je
na (i + 1)-nim radku matice A alesponi k + 1 nul (pokud takovy radek existuje).

My vime, Ze 0 je nulovy prvek télesa T. My budeme pracovat v oboru realnych ¢isel,
tedy T = R, a nulovy prvek readlnych ¢isel je Cislo 0. Jestlize nebude uvedeno jinak,
tak se budeme pohybovat vzdy v R.

Priklad

Rozhodnéte, zda jsou odstupriované nasledujici matice:

4 1
w=a o a=( D a=Q Y as(o)

Re$eni

Pro matici A3 neni splnéna podminka (a) z definice odstupfiované matice, proto
matice A; odstupfiovana neni.

Pro matice A, a As neni splnéna podminka (b) z definice odstuprfiované matice,
proto matice A, a As nejsou odstupiiované.

Podminky (a) a (b) plati tedy jen pro matice A;, A4, Ag a A, tudiZ jsou tyto matice
odstupriované.

Definice 2.3. Je-li A = (a;;) matice typu (m,n), potom transponovand matice je

matice typu (n, m) tvaru A” = (a;;) tj. pro

all alz T aln all a21 T aml

az1 Az ... dapn |, A1 Q2 ... Gy
A= : : . : Je AT = : : . :

A1 Amz - Qmn Ain An o QA

13



Poznamka: Transponovana matice AT ndm tedy vznikne z matice A zaménénim
radkl matice A za jeji sloupce (resp. zaménénim sloupcti za radky).

Definice 2.4. Matice A = (a;;) se nazyva symetrickd (resp. antisymetrickd), plati-li
A= A" (resp. A = —A"), tj. a;; = aj; (resp. a;; = —a) proi,j =1,2,..,n

Poznamka: Z definice vyplyva, Ze aby mohla byt matice A symetricka,
resp. antisymetricka, pak musi byt matice A ¢tvercova matice radu n.

Definice 2.5. Nasledujici upravy matice se nazyvaji elementdrni rddkové tpravy
(transformace) matice nebo elementdrni upravy (transformace) matice vzhledem
k radkim:

(a) Vynasobeni néjakého radku matice nenulovym realnym cislem.
(b) Pricteni libovolného nasobku jiného radku k néjakému radku této matice.

Podobné pro sloupce:
Elementdrni sloupcové upravy (transformace) matice nebo elementdrni tpravy
(transformace) matice vzhledem k sloupctim jsou nasledujici ipravy matice:

(a) Vynasobeni néjakého sloupce matice nenulovym realnym cislem.
(b) Pricteni libovolného nasobku jiného sloupce knéjakému sloupci této
matice.

Véta 2.1. Vyména dvou rddkii (sloupcti) matice se dd realizovat konechym poctem
elementdrnich transformaci vzhledem k rddkiim (sloupciim) této matice.

Definice 2.6. Matice A,B se nazyvaji ekvivalentni, jestlize lze prevést jednu
na druhou pomoci kone¢ného poctu elementarnich uprav.

Poznamka: JestliZze je matice A ekvivalentni matici B, mliiZeme tento fakt znacit
jako A~B.

Véta 2.2. KaZdd matice se dd konecnym poctem elementdrnich transformaci
vzhledem k rddku prevést na matici ve schodovitém tvaru (resp. odstupriovanou).

Poznamka: Necht mame matici 4 nad télesem T ve schodovitém tvaru. Necht
vektory a4, a,, ..., a, jsou nenulové radkové vektory matice A. Vytvoirime linearni
kombinaci vektort a4, a,, ..., a, a poloZime ji rovnou nulovému vektoru o. Tedy

rna; +ra, + -+ 1nma, =o.

Nyni by nas mohlo zajimat, co plati pro koeficienty této linearni kombinace.
Vezmeme si prvni nenulovy radkovy vektor a; matice A. Necht je i-ta souradnice
tohoto vektoru prvni nenulova, pak z definice matice ve schodovitém tvaru plyne,
ze vkazdém dalSim vektoru a,, ...,a, je i-ta souradnice nulova. Aby nam tedy
vznikl linedrni kombinaci vektordi a,,a,, ...,a, nulovy vektor, musi byt nutné
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koeficient vektoru a; roven nule. Tuto tivahu provedeme postupné i u vektori
a, ..., ay.

Dojdeme k tomu, Ze pro koeficienty ry, 15, ..., 13, plati:
rH=7ry=:=1,=0.
Z toho miiZzeme vyvodit nasledujici uzite¢nou vétu.

Véta 2.3. Nenulové rddky matice ve schodovitém tvaru jsou linedrné nezdvislé
vektory.

2.2 Hodnost matice

Definice 2.7. Rikdme, %e soustava {ay, ..., a;} vektori z V,, ma hodnost h, jestliZe
mezi vektory ay,..,a; existuje h linedrné nezavislych vektordi, ale kaZdych
h + 1 vektori z ay, ..., a jsou jiZ vektory linedrné zavislé. (h pak je maximalni
pocet linedrné nezavislych vektorii dané soustavy.)

Definice 2.8. Hodnosti matice nazyvame hodnost soustavy vektori tvorenych
radky této matice.

Poznamka: Plati tedy, Ze ma matice A hodnost h, pokud je mezi radkovymi
vektory matice A h linedrné nezavislych vektorli ay,...,a;, ale pokud knim
pridame dal8i radkovy vektor a;,,,; této matice, tak jsou vektory a, ..., ay, Qx41
linedrné zavislé. Lze tedy fici, Ze je vektor ay,; linedrni kombinaci vektori

aq, ..., Ag.
Hodnost matice A miiZeme znacit i jako h(A).

JelikoZ jsou nenulové radkové vektory matice ve schodovitém tvaru linearné
nezavislé, pak je hodnost matice ve schodovitém tvaru rovna poctu jejich
nenulovych radkii. Proto je pfi zjistovani hodnosti libovolné matice vyhodné,
prevést ji na ekvivalentni matici ve schodovitém tvaru.

Véta 2.4. Pro hodnost h matice A typu (m, n) plati
h < min(m, n).
Véta 2.5. Hodnosti matice A a transponované matice AT jsou si rovny.

Poznamka: JelikoZ jsou hodnosti matice A a transponované matice A” stejné, pak
miiZeme definici hodnosti matice rozsitit i o sloupcové vektory, tedy hodnosti
matice nazyvame hodnost soustavy vektorii tvorenych radky (resp. sloupci) této

matice.
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Véta 2.6. Hodnost matice se nezméni,

s vz

(a) zaménime-Ili poradi rddki v matici,

(b) vyndsobime-Ii jeden rddek nenulovym Cislem,

(c) pricteme-li k jednomu rddku linedrni kombinaci ostatnich rddkij,

(d) vynechdme-li v matici rddek, ktery je linedrni kombinaci ostatnich rddki
matice.

Poznamka: Stejné podminky plati i pro sloupce matice.

Vidime, Ze (a), (b) a (c) v predchozi vété jsou vlastné elementarni transformace
vzhledem k radkiim matice.

Definice 2.9. Ctvercova matice se nazyva reguldrni, jestlize je jeji hodnost rovna
jejimu fadu; vopacném pripadé, tj. kdyZ je jeji hodnost menSi neZ jeji rad,
se nazyva singuldrni.

Véta 2.7. KaZdd reguldrni matice je ekvivalentni jednotkové matici.

Priklad

Urcete hodnost matice

~

[l
RN R W R
ONNNIN
_ O N U
OR R R R
N R W g

Je matice A regularni?
Reseni

Nejprve si matici A prevedeme na schodovity tvar:

1 2 5 17 1 2 5 1 7 12 5 1 7
3 2 4 17 0 4 11 2 14 0 4 11 2 14
12 21 3(~j0 0 3 0 4 ((~|]0 0 3 0 4
2 2 0 11 0 2 10 1 13 0 0 0 0 O
1 01 0 2 0 2 4 1 5 0 0 0 0 O

Hodnost matice ve schodovitém tvaru je rovna poctu nenulovych radkd, tedy
h(A) = 3. JelikoZ je matice A ¥adu 5 a jeji hodnost je rovna 3, tak neni matice A
regularni.
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Cviceni

1. Urcete hodnost matice

Je matice B singularni?

2. Urcéete hodnost matice

112 1
(36 10
C=\l2 2 0 3/

3 0 3 8

Je matice C regularni?
Vysledky

1. Hodnost matice B fadu 3 je h(B) = 3. Rad matice je roven hodnosti matice,
proto neni matice B singularni.

2. Hodnost matice C ¥adu 4 je h(B) = 3. R4d matice nenf roven hodnosti matice,
proto neni matice C regularni.
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3 Soustavy linearnich rovnic

Definice 3.1. Soustavou m linedrnich rovnic o n nezndmych nad télesem T
rozumime soustavu tvaru

allxl + alzxz + -+ alnxn = bl’
a21x1 + azzxz + -+ aann = bz,

Am1X1 + QaXy + o+ QnXn = by,
kde koeficienty a4, a3, ..., Qjnn @ pravé strany by, by, ..., b, jsou prvky télesa T.

Vyftesit tuto soustavu rovnic znamena najit vSechny n-tice x = (x4, x5, ..., X,,) prvki
télesa T, pro které plati vSech m vysSe uvedenych vztahii; kaZzda takovato n-tice
se nazyva reSeni soustavy (*). JestliZe soustava (*) ma, resp. nema reSeni, nazyva se
resitelnd, resp. neresitelnd. Jestlize je by =b,=--=b, =0, hovofime
o0 homogenni soustavé; v opatném pripadé o nehomogenni soustavé. Matice

a1 QA2 o Qi by aj; Q2 .. Q| by

Az1 Az .. Qo T b, T A1 Q2 .. Qyn| by
A= : : : bt = . ,(Alb7) = : : - : )

Ami Amz2 - Qmn b, Am1 Qmz o Amal by,

se nazyvaji po radé matice soustavy, sloupec pravych stran a rozsifend matice
soustavy (*).

Soustava linearnich rovnic (*) se ¢asto zapisuje ve tvaru

aijxj = bi' i = 1, 2, ., m,

j=1
nebo v symbolickém tvaru
Ax =b.

Budeme-li hovofit o soustavé Ax = b, pak odpovidajici homogenni soustavou
budeme rozumét soustavu Ax = o.

Poznamka: RozSifend matice soustavy se tedy sklddd z matice soustavy
a ze sloupce pravych stran, resp. vektoru b = (by, by, ..., b,)T.

Vektoru x = (x4, Xy, ..., x,) miZeme Fikat vektor feSeni soustavy.
3.1 Resitelnost soustavy rovnic

Véta 3.1. Necht’ A je matice systému (x) linedrnich rovnic, ktery md n nezndmych
a (A|bT) rozsirend matice tohoto systému. Pak plati
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(a) Systém (x) je resitelny, prdvé kdyZ hodnost matice soustavy h(A) je rovna
hodnosti matice rozsitené h(A|bT). (zndmé jako Krenecker-Capelliova véta
nebo Frobeniova véta)

(b) Systém (x) md prdvé jedno reseni, pravé kdyz h(A) = h(A|bT) = n.

(c) Systém (*) md nekone¢né mnoho teseni, prdavé kdyz h(A) = h(A|bT) < n.
Vtomto pripadé mnoZina vsech reseni zdvisi na n — h(A) nezdvislych
parametrech.

Poznamka: JelikoZ ma homogenni soustava rovnic pravé strany rovny 0, pak
Frobeniova véta plati vzdy.

Z Frobeniovy véty také vyplyva, Ze soustava nema feSeni, pokud hodnost matice
h(A) je rizna od hodnosti matice rozsitené h(A|bT). Zjevné hodnost matice
h(A) nemftiZe byt vétsi nez hodnost rozsifené matice h(A|bT), tedy soustava nema
feSeni, pokud h(A4) < h(A|bT).

Definice 3.2. Dvé soustavy linearnich rovnic nazyvame ekvivalentni, jestliZe maji
stejné mnoziny reSenti.

Véta 3.2. Jestlize matice (C,d") vznikne zmatice (A,bT) uzitim rddkovych
elementdrnich tprav, potom soustavy linedrnich rovnic Ax =b a Cx =d jsou
ekvivalentni.

Poznamka: Pri elementarnich Fadkovych tpravach rozsifené matice soustavy
budeme upravovat tedy i sloupec pravych stran. Pokud budeme hovofit
v souvislosti s rozSifenou matici soustavy pouze o matici soustavy, tak budeme
myslet tu ¢ast rozSirené matice soustavy bez sloupce pravych stran soustavy.

3.2 Gaussova elimina¢ni metoda

Pfi FeSeni soustav linedrnich rovnic se vyuzivaji rtizné metody. Jednou z nich je
tzv. Gaussova elimina¢ni metoda. Ta spocCiva v tom, Ze se rozSifena matice soustavy
prevede radkovymi elementarnimi transformacemi (Upravami) na matici
ve schodovitém tvaru. Nasledné miiZeme rozhodnout o fesitelnosti této soustavy.
V pripadé resitelné soustavy miliZeme piepsat matici ve schodovitém tvaru zpét
do soustavy rovnic a pomoci tzv. zpétné substituce najit feSeni soustavy.

Metodu si ukaZeme na nasledujicim prikladu.
Priklad
Mame danu soustavu linearnich rovnic

X1+ 2x, +x3 =05,
2x1 — 2x5 +x3 = 21,
3x; +x, —x3 = 21.
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Naleznéte reSeni této soustavy, pokud existuje.
Reseni

Nejprve si napiSeme rozsifenou matice nasi soustavy. Ta vypada takto:

1 2 1| 5
2 =2 1121 )
21

3 1 -1
Nyni upravime rozSifenou matici soustavy pomoci elementarnich radkovych tuprav

tak, abychom dostali matici ve schodovitém tvaru. Prvni radek neupravujeme.
Pak napftiklad prvni radek vynasobime cislem —2 a pri¢teme ho ke druhému
radku. Nasledné vynasobime prvni fadek c¢islem —3 a pricteme ho ke tretimu
radku. Tim ziskame ve vSech radcich kromé prvniho v prvnim sloupci samé nuly.

Matice bude mit tvar
1 2 11 5
0 -6 -—1|11].
6

0 -5 —4
Nyni potiebujeme ve tiretim fadku druhého sloupce dostat nulu. Druhy radek tedy

vynasobime Cislem 5 a pri¢teme ho ke tfetimu radku vynasobenym cislem —6.

1 2 1] 5
0 -6 -—1f11).
19

0 0 19
Pokud tuto matici pfepiSeme jako soustavu rovnic, dostaneme soustavu

Dostaneme matici

X1+ 2x,+x3 =5,
_6x2 - x3 = 11,
19x; = 19.

Vidime, Ze x3 = 1 a zpétnou substituci do druhé rovnice (za x; dosadime c¢islo 1)
dojdeme k tomu, Ze x, = —2. Pokud nasledné udélame substituci v prvni rovnici,
tak nam vyjde x; = 8.

Re$enim soustavy je tedy uspofadana trojice x; =8, x, = —2, x3 = 1, coZ lze
zapsat jako vektor FeSeni x = (8, -2, 1).

3.3 Gauss-Jordanova elimina¢ni metoda

U Gauss-Jordanovy metody se postupuje nejprve stejné jako u Gaussovy eliminacni
metody, tedy nejprve upravujeme rozSifenou matici soustavy na schodovity tvar.
Nasledné vSak pokracujeme v tpravach tak, abychom na misté matice soustavy
dostali matici jednotkovou. Pak na pravé strané takto upravené rozsirené matice
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nalezneme transponovany vektor freSeni na$i soustavy rovnic. Tuto metodu
miiZeme pouZit pouze u regularnich matic.

Priklad
UvaZzujme predchozi soustavu rovnic

X1+ 2x, +x3 =05,
2x1 — 2x5 +x3 = 21,
3x; +x, —x3 = 21.

Naleznéte reSeni této soustavy Gauss-Jordanovou metodou.
ResSeni

Pomoci elementarnich radkovych uprav upravime rozSifenou matici soustavy
nejprve na schodovity tvar. Nasledné upravujeme rozsifenou matici soustavy tak,
abychom na misté matice soustavy dostali matici jednotkovou:

1 2 1] 5 1 2 1] 5 1 2 0] 4 1 0 0
2 =2 1121)~{0 -6 -1|11|~|{0 -6 012 |~|0 1 O
21 0 0 19119 0 0 111 0 0 1

3 1 -1
Vektor feSeni je tedy x = (8,—2,1).

Cviceni
1. Je dana soustava linearnich rovnic

X1+ 4x, —x3 = —11,
2xq + 3x3 = 14,
—5x; —x, +x3 =1

Najdéte reSeni této soustavy (pokud existuje) pomoci Gaussovy eliminacni
metody.

2. VyreSte nasledujici soustavu linearnich rovnic pomoci Gauss-Jordanovy metody:

2x1 — %X, +x3=9,
X1+ x5 — 2x3 =15,
4x, — 6x, — x3 = 19.

Vysledky
1.x,=1, x, =-2, x3=4

2.x,=7, xp =2, x3=-3
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4 Dalsi vlastnosti a druhy matic

4.1 Soucet a soucin matic

Definice 4.1. Souctem dvou matic

a1 Q2 e Qqn b1y b1z .. by

Ay Qyp .. Gy b b . b
A= 5 T a B=| "% "o

Anm1 Am2 - Amn bml bmz bmn

téhoZ typu (m, n) rozumime matici

A+B=| @ ‘!‘b21 az ‘!‘bzz a2n + ban
Am1 tbmi Az +byp o A+ by

Je-lir € T libovolny prvek, pak r-ndsobkem matice A rozumime matici

ra;; Tayp .. T
Tay, TQyy .. Tlpy

TA = : : - :
Ty Ty o TOmn

Definice 4.2. Bud A = (a;;) matice typu (mmn) a B =(b;) typu (n,p)
nad télesem T. Soucinem AB téchto matic (v tomto poradi) rozumime matici

C = (¢ij) typu (m, p), kde
n
Cii = a;by .
ij zk:l ikYkj

Véta 4.1. Bud’ A matice typu (m,n), B, C bud’te matice typu (n,p), D bud matice
typu (p,q), E, a E,, budte matice stuptii n a m a r € T bud’ libovolny prvek.
Pak plati:

(a) A(B+C)=AB+AC, (B+C)D =BD +CD,
(b) (AB)D = A(BD),

(c) (rA)B = A(rB) = r(AB),

(d) E,A = AE, = A.

Véta 4.2. Bud’ A matice typu (m,n) a B matice typu (n, p) na télesem T. Pak plati:

(@) (AN =4,
(b) (AB)T = BTAT.
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4.2 Inverzni matice

Definice 4.3. JestliZe A je ¢tvercova matice radu n nad télesem T, potom ¢tvercova
matice A~! ¥adu n se nazyva inverzni matice k matici 4, jestlize AA™* = A"1A =E.
Matice A, ke které inverzni matice existuje, se nazyva invertibilni.

Véta 4.3. Ke ¢tvercové matici existuje nejvyse jedna inverzni matice.

Véta 4.4. Necht’ A je cCtvercovd matice rddu n. Potom k matici A existuje inverzni
matice prdveé tehdy, kdyZ matice A je reguldrni.

Véta 4.5. Budte A, B reguldrni ctvercové matice r'ddu n. Pak plati:

(a) soucin AB je reguldrni matice a plati (AB)™* = B~'A™1,
(b) matice A"Yje reguldrni a plati (A™1)™1 = A4,
() (AN =@AH"

4.3 Elementarni transformacni matice

Definice 4.4. Elementdrni transformacni matici budeme rozumét KkaZdou
invertibilni matici, ktera se nejvySe na jednom misté lisi od jednotkové matice.

Rozeznavame dva typy elementarnich transformacnich matic:

(a) Vmatici jsou mimo hlavni diagonalu samé nuly. Na hlavni diagonale jsou
jednicky s vyjimkou mista ii, kde stoji nenulovy prvek b (prvek b musi byt
nenulovy, nebot matice ma byt invertibilni). Je-li b = 1, jde o jednotkovou
matici.

(b) V matici jsou na hlavni diagonale samé jednicky. Mimo hlavni diagonalu
jsou nuly svyjimkou mista ij, kde stoji prvek b. Je-li b=0, jde

o jednotkovou matici.
1 3 1
A=(2 -1 =2
1 1 5

Dale méjme elementarni transformac¢ni matici prvniho typu

1 00
T,={0 3 0}
0 0 1

Zkusme nyni vynasobit matici A elementarni transformac¢ni matici T; nejprve

zleva:
1 0 O 1 3 1 1 3 1
T,-A={0 3 02 -1 -2])]=|l6 -3 -—6|
0 0 1 1 1 5 1 1 5
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Vidime, Ze pri nasobeni matice A elementarni transformacni matici prvniho typu
s nenulovym prvkem b na misté ii zleva nam vznikne matice nova, ktera se
od matice A odliSuje tim, Ze je jeji i-ty radek b-nasobkem i-tého radku matice A.

Zkusme nyni vynasobit matici A elementarni transformacni matici T; zprava:

1 3 1 1 0 0 1 9 1
AT,=(2 -1 =-2)10 3 0)=(2 -3 =2
1 1 5 0 0 1 1 3 5

Vidime, Ze pfi nasobeni matice A elementarni transformacni matici prvniho typu
s nenulovym prvkem b na misté ii zprava nam vznikne matice nova, ktera se
od matice A odliSuje tim, Ze je jeji i-ty sloupec b-nasobkem i-tého sloupce matice A.

Necht mame dale elementarni transformacni matici druhého typu

1 0 -2
T,={0 1 0}
00 1

Podivejme se, co se stane, kdyZ vynasobime matici A elementarni transformacni
matici T, zleva:

10 -2\ /1 3 1 -1 1 -9
T,-A=(0 1 o) (2 -1 =2]=( 2 -1 -2)
oo 1/ \1 1 5 1 1 5

Pfi nasobeni matice A elementarni transformacni matici druhého typu
s nenulovym prvkem b na misté ij zleva nam tedy vznikne matice nova, ktera se
od matice A odliSuje tim, Ze je jeji i-ty fadek souctem i-tého radku a b-nasobku j-
tého radku matice A.

Zkusme nyni vynasobit matici A elementarni transformacni matici T, zprava:

1 3 1 1 0 -2 1 3 -1
A-T,={2 -1 =-2|-({0 1 0O)|=12 -1 -6)
1 1 5 0 0 1 1 1 3

Pfi nasobeni matice A elementarni transformacni matici druhého typu
s nenulovym prvkem b na misté ij zprava nam tedy vznikne matice nova, ktera se
od matice A odliSuje tim, Ze je jeji i-ty sloupec souctem j-tého sloupce a b-nasobku
i-tého sloupce matice A.

4.4 Gauss-Jordanova metoda urceni inverzni matice

Méjme regularni matici A fadu n. Tuto matici prevedeme pomoci elementarnich
radkovych uprav (nasobeni matice A elementarnimi transformac¢nimi maticemi
By, B, ..., B zleva) na matici ve schodovitém tvaru a nasledné na jednotkovou
matici. Tedy plati:
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Bk'Bk_l' ...'Bl'A :E.
Pokud vynasobime obé strany zprava matici A~1, pak dostaneme
A_l = Bk 'Bk_l ' "'.Bl 'A'A_l = Bk 'Bk_l ' "'.Bl'

Tedy inverzni matice k matici A je soucinem elementarnich transformacnich matic
Bi, B, ..., By.

Ke zjiSténi inverzni matice se vyuziva tzv. Gauss-Jordanova metoda. Tato metoda
spociva ve vytvoieni matice (A|E) typu (n, 2n) a nasledném pievedeni této matice
pomoci fadkovych elementarnich uprav (Upravy provadime pro obé matice
zaroven) na matici (E|B).

Plati:

B=By Bx_1*.'Bi"E=By By_q-..-By =A7L.
Z matice E nam tedy vznikla hledana inverzni matice A~! k matici A.
Priklad

Najdéte inverzni matici k matici

pomoci Gauss-Jordanovy metody.
Reseni

Nejprve vytvoiime matici (A|E) nasledné ji pifevedeme elementarnimi fadkovymi
tipravami na matici (E|A™1):

11 0j1 0 O 1 1 0| 1 0 O 1 0 0] L25 0,25 -0,75
2 1 301 0J~{0 -1 3(-2 1 0])~|0 1 0[—-025 -0,25 0,75 |.
1 2 110 0 1 0 0 41-3 1 1 0 0 41-0,75 0,25 0,25

Inverzni matice k matici A vypada tedy takto:
1,25 025 -0,75
A"l = (—0,25 —0,25 0,75).
-0,75 025 0,25
Cviceni

1. Najdéte matici inverzni k matici



2. Najdéte inverzni matici k matici

2
c=1(1
3

-1 2
s 4
-5 0

Vysledky

—12 3 5
1. Bl = 8 -2 -3

-3 1 1
2. Inverzni matice k matici C neexistuje.
4.5 Markovovy retézce
Tento text predpoklada zakladni znalosti z teorie pravdépodobnosti.

Definice 4.5. Posloupnost diskrétnich nahodnych veli¢in {X,,, n € Ny}, jejiZ slozky
X, nabyvaji hodnot z mnoZiny stavli S, tvofi Markovoviv retézec s diskrétnim
Casem, jestlize plati

P(Xn41 = jlXn = in, oo, Xo = lp) = P(Xpy1 = jlXn = in ),
pro kazdé n € Ny a kazdé iy, ..., i,,,j € S takové, Ze P(X,, = i, ..., Xo = ip) > 0.
Chovani tohoto systému je urceno:
(a) Vektorem absolutnich pravdépodobnosti v urcitém okamzZiku
(+)

kde p;(n) znadi pravdépodobnost, Ze proces je v okamziku n ve stavu i, kde
i€l,2..,m

p(n) = (pl(n); pZ(n)l lpm(n));

(b) Matici pravdépodobnosti prechodu

P11 P12 Pim
p= p?l sz Pz:m ,
pml sz pmm

kde p;; znali pravdépodobnost ptfechodu ze stavu i do stavu j,
proi,j€1,2,..,m

Poznamka: Rovnost (**) nam Fika, Ze stav v okamziku n + 1 nezaleZi na stavech
minulych, ale pouze na stavu v predchozim ¢asovém okamziku n.

Je ziejmé, Ze soucet p;(n),p,(n), ..., pm(n) je roven 1. Pro kazdé i € 1,2, ...,m je
také soulet p;q, piz, ---» Pim TOVeEn 1.
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Véta 4.6. Pravdépodobnost stavii vyjadiuje na pocdtku rddkovy vektor

p(0) = (p1(0),p2(0), ..., P (0)),

ddle se vyviji podle rekurentniho vzorce

p(n+1) =p(n)-P,
p(n+k) =pm)- P,

p(n) =p(0) - P".
Priklad

Méjme danu matici pfechodu P a pocatec¢ni vektor absolutnich pravdépodobnosti
stavli p(0) = (0,1; 0,8; 0,1). Matice pfechodu P vypada takto:

02 05 03
P = (0,9 01 O )
02 07 01

Urcete p(2) a p(5), tedy vektory absolutnich pravdépodobnosti stavii po dvou
obdobich a po péti obdobich.

ReSeni
Vime, Ze plati vzorec

p(n) =p(0) - P",
staCi do néj tedy pouze dosadit. Pak

02 05 03
p(2) =(0,1;0,8;0,1) (0,9 01 0 ) = (0,76;0,2;0,04),
02 07 01

0,2 05 03\°
p(5)=(0,1;0,8;0,1)-(0,9 0,1 0) = (0,46;0,38; 0,16).
02 07 0,1

Poznamka: Konkrétnim jeviim miiZeme prifazovat stavy, napf. prehanky v zimé
mohou byt snéhové (stav 1) nebo destové (stav 2). Tedy vektor p(n) = (0,3;0,7)
nam fika, Ze v ¢asovém okamziku n je 30% pravdépodobnost, Ze budou prehanky
snéhové, a 70% pravdépodobnost, Ze budou deStové. Matice prechodu
p— (0,8 0,2

04 06
zlstanou v priStim cCasovém okamZiku snéhové, 20% pravdépodobnost, Ze
prehanky snéhové prejdou na prehanky desStové, 40% pravdépodobnost,
Ze prehanky deStové prejdou na prehainky snéhové a 60% pravdépodobnost, Ze
prehanky deStové nastanou i v priStim ¢asovém okamzZiku.

) nam rika, Ze je 80% pravdépodobnost, Ze prehanky snéhové
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Méjme matici prechodu mezi tremi stavy
02 05 03
P = (0,5 0,1 0,4).
03 06 01

MiiZe se stét, Ze se bude proces nachazet na pocatku v jednom ze ti'i danych stavi.
Matice vSech tirech moZnosti vypada takto:

1 0 O
0 1 0]}
0 0 1

1 0 0
0 1 of-P",
0 0 1

pak je vysledkem matice P", kterd ma v prvnim fadku vektor absolutnich
pravdépodobnosti v ¢ase n pii pocatetnim stavu danym vektorem (1,0,0),
ve druhém fadku ma vektor absolutnich pravdépodobnosti v case n pri
pocate¢nim stavu danym vektorem (0, 1,0) a ve tietim Fadku vektor absolutnich
pravdépodobnosti v ¢ase n pii poc¢ate¢nim stavu danym vektorem (0, 0, 1).

Vytvorime-li soucin

Matice P™ ndm pak udava pravdépodobnosti stavii vokamziku n pro rizné
pocatecni stavy. Dejme tomu, Ze n = 3, pak ma tato matice vnaSem pripadé
priblizné tvar

0,373 0,323 0,304

0,328 0,397 0,275
= ( )
0,315 0,426 0,259

Tato matice nam napftiklad rika, Ze v pripadé, Ze byl na pocatku proces ve stavu 1,
je 39,7% pravdépodobnost, Ze je v okamZiku n = 3 ve stavu 2. Nebo napfiiklad
v pripadé, Ze byl na zacatku proces ve stavu 3, je pravdépodobnost 25,9 %, Ze
se nachazive stavu3iv ¢asen = 3
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5 Determinanty

Pojem determinantu se tyka cCtvercovych matic. Ke kazdé ctvercové matici
A = (a;;) tadu n existuje realné Cislo, kterému se fika determinant matice A. Tento

determinant je oznacovan jako det A nebo

a;; ot Qip

= 14].

Ap1  * Qpn

Definice 5.1. Necht A = (q;;), kde 1<i<m, 1<i<n je matice typu (m,n)
a necht iy, .., Jju,..ji (k1€N) jsou prirozend ¢isla svlastnosti
1< <ip < <ip<m1<j; <Jp, <- < J, <n. Podmatici matice A vybranou
na rddcich i4, ..., i a sloupcich jy, ..., j; matice A rozumime matici B, ktera vznikne
z matice A, jestlize zA vypustime vSechny fradky svyjimkou radka iy, ..., 0
a vSechny sloupce s vyjimkou sloupctl ji, ..., j;. Pfesnéji: matice B = (b,,,,) je matice
typu (k, 1), kde1 <u <k, 1 <v <!lmame

by, = Qi

Definice 5.2. Necht A = (a;;) je Ctvercovd matice fadu n, kde n€N, n > 2.
Predpokladejme, Ze pro kazdou ¢tvercovou matici fadu n — 1 je jiZ definovan jeji
determinant. Necht i, jsou prirozena ¢isla, 1 < i,j < n. Determinant z podmatice
A vybrané na vSech radcich matice A s vyjimkou radku i a vSech sloupcich matice A
s vyjimkou sloupce j nazveme (i,j)-minorem matice A a oznacime symbolem
M;;(A). Algebraicky doplnék prvku a;; matice A nebo téZ (i, j)-kofaktor matice A
oznaCovany symbolem C;;(A) je definovan jako Cislo

Ci;(A) = (D™ M;;(A).
Cislo (—1)"*/ se ¢asto nazyva znaménko (i, j)-pozice.
Definice 5.3. Necht A = (a;;) je ¢tvercovda matice fadu n, kde n€N, n > 2

a predpokladejme, Ze pro kazdou ¢tvercovou matice fadu n — 1 je jiz definovan jeji
determinant. Pro prirozena Cislai,j, 1 < i,j < n poloZme

n n

RO =) aiCi(A),  SG) = ) asiCs(A).

r=1 s=1

Jeden z hlavnich vysledkl teorie determinantti je fakt, Ze vS§echny hodnoty R(i)
a S(j) jsou si rovny, presnéji:

Pro prirozena¢isla i, j, k, 1,1 < i,j,k,| < n mame

R@) = R(k) = S() = S(D).
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Tuto spoletnou hodnotu nazveme determinantem matice A. Poclitame-li detA
pomoci vyrazu R(i), fekneme, Ze jsme det A pocitali Laplaceovym rozvojem podle
i-tého rddku nebo Ze jsme detA rozvinuli podle i-tého rddku (Laplaceovym
rozvojem). Podobneé to plati pro sloupce.

PoznamKa: V piedchozi definici tedy R(i) zna¢i determinant ziskany Laplaceovym
rozvojem podle i-tého radku a S(j) pak determinant ziskany Laplaceovym
rozvojem podle j-tého sloupce, pficemz jsou si tyto hodnoty R(i) a S(j) rovny.

Véta 5.1. Pro ctvercovou matici A plati:
detA = detAT.

Poznamka: Predchozi véta nadm fika, Ze miZeme v matici A zaménit radky
za sloupce (respektive sloupce za fadky) a determinant nové vzniklé matice AT
bude roven determinantu matice A.

Véta 5.2. Necht' A je ctvercovd matice. Pak plati:

(a) Jestlize néktery rddek nebo sloupec matice A obsahuje samé 0, pak det A = 0.

(b) Jestlize zaménime dva rddky nebo sloupce matice A, pak vyslednd matice md
determinant rovny - det A.

(c) Jestlize rddek nebo sloupec matice A ndsobime redlnym Cislem r, pak vyslednd
matice md determinant rovny r - (det A).

(d) Jestlize dva riizné rddky nebo sloupce matice A jsou si rovny, pak det A = 0.

Véta 5.3. Hodnota determinantu ctvercové matice se nemeéni, jestliZe v této matici
pricteme ndsobek néjaké rddku k jinému rddku nebo ndsobek néjakého sloupce
k jinému sloupci.

Definice 5.4. Necht je matice A = (a) Fadu 1, pak detA = det(a) = a.

Poznamka: Necht je matice A fadu 2, pak Laplaceovym rozvojem podle
libovolného radku nebo sloupce dojdeme k tomu, Ze plati:

detA:|CCl Z|:a-d—c-b.
Priklad
UvaZujme ¢tvercovou matici
1 2 3 4
4=lo 24 1}
0 3 5 2

Vypocitejte determinant matice A.
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Re$eni

Vypocitame determinant matice A pomoci Laplaceova rozvoje podle 1. fadku, pak

(1) i ; j 1 2 4 0 2 4
detA = (D™ 12 4 1|+ D220 4 1]+
0 2 41 3 5 2 0 5 2
03 5 2
0 1 4 0 1 2
LD -3-l0 2 1l+nralo 2 4
0 3 2 0 3 5

JelikoZ vime, Ze jestliZe néktery radek nebo sloupec determinantu obsahuje samé
nuly, tak je determinant roven 0. Pak

1 2 4 |1 2 4
detA=(-D'*-1-12 4 1|=[2 4 1|=-7
3 52 13 5 2

Determinant je tedy roven Cislu —7.

Poznamka: Necht mame ¢tvercovou matici A = (a;;) fadu n, kde je v j-tém sloupci
nenulovy pouze prvek a;;, tedy

a1 0 A1n
A= a; al] Ain
aTLl . 0 . aTLTL

Pokud rozvineme determinant této matice podle j-tého sloupce nebo i-tého radku
Laplaceovym rozvojem, tak plati, Ze

a}1 () a}n

detA = a'il a‘ij a-in = (-1 -a;; - |B|,
p, = 0 - ay,

kde

a‘11 al,{'—l al,{'+1 a%n

B = Ai—11 = Ai-1j-1 Qi—1j+1 0 Qi-1n
ai-|:1,1 ai+1‘,j—1 ai+1‘,j+1 ai-l:l,n
ana Apj-1 Anj+1 Ann

Matice B je tedy podmatice, ktera vznikla z matice A vypuSténim i-tého radku
a j-tého sloupce.
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Stejné to plati i pro ctvercové matice A = (a;;) fadu n, kde je vi-tém fradku
nenulovy pouze prvek a;;.

Je tedy vyhodné, pokud je to moZné, upravit plivodni ¢tvercovou matici tak, aby byl
v jednom Fadku nebo jednom sloupci pouze jeden nenulovy prvek.

Priklad

UvaZujme ¢tvercovou matici A ve schodovitém tvaru, kde

S o onN
SO O NP
S U1 0 W
W = U1 Ul

Vypocitejte determinant matice A.
Reseni

Z prvniho pohledu vidime, Ze v prvnim sloupci je jen jeden nenulovy prvek. Také
vidime, Ze ve ¢tvrtém radku je jen jeden nenulovy prvek. Pro jednoduchy vypocet
determinantu matice A si zvolime rozvoj podle prvniho fadku (mtiZe byt zvolen
i rozvoj podle prvniho sloupce, ¢tvrtého rfadku nebo ¢tvrtého sloupce):

2 1 3 5
_|10 2 8 5] _, \i+1.-.
deta=|] & C 2l=(-D"-2:B,
0 0 0 3
2 8 5
kdeB]_:OSl
0 0 3

Vidime, Ze determinant B; opét miZeme vypocitat jednodusSe Laplaceovym
rozvojem podle prvniho radku. Tedy

2 8 5
B;=10 5 1|=(-1D*-2-B,,
0 0 3

kdeB2:|g ;

Nyni vidime, Ze je moZné determinant B, opét vypocitat jednodu$e Laplaceovym
rozvojem podle prvniho radku. Tedy

By=[0 =053

pricemz vime, Ze |3| = det3 = 3.
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Pak tedy

2 1 3 5
_ 10 2 8 5[ _ / 1\2.9.(.12.9.(—_1)2. 6.2 —9.9.E.2 —
deta=[0 2 % 3 =(-1? 2 (-1 2 (-D?5:3=2-25:3 =60
0O 0 0 3

Vsimnéte si, Ze je determinant matice A roven soucinu prvkd hlavni diagonaly
matice A.

PoznamkKa: Necht mame matici A = (a;;) faddu n ve schodovitém tvaru, tedy

ay; Qe - a1 k-1 a1k A1 n-1 A1n
0 axy - az k-1 Ak azn-1 arn
0 0 vt Ag—1k-1 Og-1k = Ak-1n-1 Qk-1n
A= 0 0 0 ’
Akk Arn-1 Akn
0 0 0 0 * Qp-1n-1 Qn-1n
0 o - 0 0 0 Ann
kdel <k <n.

Pokud rozvineme determinant této matice podle prvniho fadku Laplaceovym
rozvojem, tak plati, Ze

ay1 Qg - aq k-1 A1k A1 n-1 Ain
0 axpy - aj k-1 ark Az n-1 Arn
0 0 - @g-1k-1 Ak-1k 7 Ag-1n-1 Qk-1n
detAd = 0 0 0 =
Akk Akn-1 Akn
0 0 0 0 t QAp-1n-1 Qn-1n
0 o - 0 0 0 Ann
Ay - az k-1 Ak arn-1 aon
0 - ag-1k-1 Ak-1k = Qk-1n-1 Qk-1n
=aq" o - 0 Ak o Agn-1 Agn
0 0 0 t Ap—1n-1 n-1n
0 O 0 0 ann

Pokud budeme pokracovat rozvojem vzdy podle prvniho fadku, pak dostaneme
vztah

detA = a11 * a22 T ann,

tedy Ze determinant matice 4 je roven soucinu prvki jeji hlavni diagonaly.
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Determinant matice A jsme také mohli rozvinout Laplaceovym rozvojem podle
prvniho sloupce, n-tého radku nebo n-tého sloupce, vysledek by byl stejny.

Je zfejmé, Ze jestlize je néjaky prvek v hlavni diagonale Ctvercové matice A
ve schodovitém tvaru roven 0, pak plati, Ze det A = 0.

Pokud libovolnou ¢tvercovou matici upravime do schodovitého tvaru, pak bude
determinant této matice roven soucinu prvki jeji hlavni diagonaly. Pfi Gpravach
nesmime vSak zapomenout na to, Ze pokud zaménime dva radky nebo sloupce
ptivodni matice, pak musime zménit znaménko determinantu upravené matice.

Také plati, Ze pokud néktery radek ¢i sloupec ptivodni matice vynasobime redlnym
Cislem r, pak musime timto ¢islem vynasobiti determinant upravené matice.

5.1 Sarrusovo pravidlo

Necht je matice A = (a;;) Fadu 3, pak Laplaceovym rozvojem podle libovolného
radku nebo sloupce dojdeme k tomu, Ze plati
Q11 Q12 Qg3

a1 Az dzs
az; dzp dsz

detA = =Qaq1°'0App ' Aa33 T Az A32 " Q43 +A31 " Q13" Ap3 —

—Qq3 0y d3p — A3 A3y A9 — A33 " A2 " d3q.

Existuje tzv. Sarrusovo pravidlo pro matice fadu 3, které nam usnadiuje
zapamatovani si daného vztahu. Za determinant matice A opiSeme prvni dva
sloupce této matice. Pak dostaneme schéma

a1 Q12 Qq3]417 Qg
a1 Az dz3|dz1 Az,
a3y Az dzzldz; asp

Nyni vypocitdme souciny trojic prvkl leZicich na pomyslnych rovnobézkach
s hlavni diagonalou. Poté vypocitdme souciny trojic prvkii leZicich na pomysinych
rovnobézkach s vedlej$i diagonalou a nasledné tyto souciny vynasobime c¢islem —1
(souciny budou mit zaporné znaménko). Nakonec vSechny souciny secteme
a dostaneme stejny vysledek jako pri Laplaceové rozvoiji.

Priklad

Urcité determinant matice A pomoci Sarrusova pravidla, kde

2 3 5
A=11 4 1)
31 1

34



Re$eni

Nejprve si za determinant matice A pripiSeme prvni dva sloupce této matice
a zobrazime si rovnobézkami i dané trojice prvkli se znaménkem. Dostaneme
schéma

Nasledné dané souciny trojic prvki seCteme:
detA=8+9+5+4+(—-60)+ (—-2) 4+ (—3) =22 - 65 = —43.

Determinant matice A je tedy roven c¢islu —43.

5.2 Cramerovo pravidlo

Pri feSeni soustav linedrnich rovnic se pouZzivaji rtizné postupy. Jednim z nich je
také tzv. Cramerovo pravidlo, které kvypoctu neznamych zrovnic vyuziva
determinanty.

Véta 5.4. Necht’ Ax = b je soustava linedrnich rovnic s reguldrni matici A rddu n.
Pro kazdé i = 1, ...,n oznacme A; matici, kterd vznikne z matice A tim zptisobem, Ze
i-ty sloupec matice A nahradime sloupcem b. Potom pro reseni soustavy rovnic
Ax = b plati x = [xq, x5, ..., x,]7, kde

_ detAi
X~ JetA

prokazdéi=1,..,n.

Poznamka: Vyhodou Cramerova pravidla je tedy napiiklad moZnost vypocitat
pouze jednu nezndmou ze soustavy rovnic.

Z definice je patrné, Ze lze determinant vypocitat pouze tehdy, kdy je hodnost
matice A rovna fadu matice 4, tedy h(4) = n.

Priklad
VyrteSte nasledujici soustavu rovnic pomoci Cramerova pravidla.

3x; + 2x, + x5 = 15,
X, +x, + 2x3 = 12,
x1 + 3x, + x3 = 10.
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Re$eni

Nejprve vypocitame determinant matice na$i soustavy napriklad pomoci
Sarrusova pravidla:

3 2 1
1 1 2
1 3 1

=(B+4+3)—-(1+2+18)=—-11.

Nasledné vypocitame determinanty matic A, A, a A4;, pricemz

15 2 1 3 15 1 3 2 15
Aj=(12 1 2], A, =1 12 2], Az =11 1 12|
10 3 1 1 10 1 1 3 10

Pak
15 2 1
detd; =12 1 2|=(15+36+40)— (104 24 +90) = -33,
10 3 1
3 15 1
detd, =1 12 2|=3B6+30+10)—(12+60 + 15) = —11,
1 10 1
3 2 15
detd; =1 1 12| =(3B0+45+24)—(15+ 108 + 20) = —44.
1 3 10
Pro x4, x,, x5 tedy plati:
_ detd; -33 3
T Geta T 11
_ detd; 11 "
2= qeta  —11
_ detd; —44

X3 = =——=4
7 detd T —11
Cviceni
1. Pomoci Cramerova pravidla vypocitejte neznamou x; ze soustavy rovnic

2x; + 3x, = 15,
4x, — Tx, = 17.

2. Pomoci Cramerova pravidla vypocitejte neznamou x, ze soustavy rovnic

Xy +4x, —2x3 =9,
3x; —x, — 5x3 =4,
2xq + x5, = 16.
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3. Vyreste nasledujici soustavu rovnic pomoci Cramerova pravidla.

5x; + x5 + 2x3 = 27,
2x, — 7x3 = =8,
X1 + 3x, + x3 = 29.

Vysledky
1. xl = 6
2 . xz = 2

3.x,=3,x,=8, x3=2

37



6 Slovni ulohy

Vtéto casti se podivame na konkrétni slovni ulohy a jejich reSeni pomoci
piredchozich poznatkli, metod a postupil. Velmi ¢asto nas zadani slovnich tloh
zavedou ksoustavé linedrnich rovnic, které budeme ndasledné feSit rlznymi
zplisoby. Samoziejmé se zde objevi i slovni ulohy, které budeme Fesit jinymi
metodami. Na konci kazdé podkapitoly jsou tulohy k procviceni. VétSinu uloh jsem
sam sestavil, u nékterych mi byly inspiraci také ulohy zucebniho textu Evy
Valentové [20].

6.1 Vektory, vektorovy prostor

Slovni uloha 1 - inspiraci mi byl u¢ebni text Evy Valentové [20]

Pan Rychly potiebuje nakoupit pisek na svoji malou zahradku. Chtél by nakoupit
smés 15 kg jemného pisku, 25 kg hrubého pisku a 30 kg mensSich kaminkd. Ma
moZnost zajet do obchodu A, obchodu B nebo obchodu C. Ceny materiali
v jednotlivych obchodech jsou uvedeny v této tabulce:

Jemny pisek Hruby pisek MenS$i kaminky
Obchod A 11 K¢/kg 8 K¢/kg 5K¢/kg
Obchod B 13 K¢/kg 6 K¢/kg 5 K¢/kg
Obchod C 9 K¢/kg 9 K¢/kg 6 K¢/kg

Tab. 1: Ceny jednotlivého materidlu v riiznych obchodech

Re$eni

Hmotnosti material vyjadiime vektorem u = (15, 25, 30). Vektor cen v obchodé A

bude d@ = (11,8,5), v obchodé B to bude vektor b= (13,6,5) a vobchodé C tedy
¢=1(9,9,6).

Skaldrnim soutinem vektoru % (postupné) svektory d,b,é dostaneme celkové
ceny v jednotlivych obchodech:

= (15,25,30) - (11,8,5) = 15- 11+ 25-8 + 30+ 5 = 515 k&,

-d
-b = (15,25,30) - (13,6,5) = 15+ 13 + 256 + 30 - 5 = 495 k¢,
¢ =(15,25,30)+(9,9,6) = 15-9 + 25-9 + 30 - 6 = 540 kt.

el 8 &

Nejlevnéji tedy pan Rychly nakoupi v obchodé B, a to za celkem 495 K¢.
Slovni uloha 2

V kartézské soustavé souradnic v roviné je dan rovnobéznik KLMN. Zname vektor
i =KL = (2,1) avektor = KN = (3, 5). Jakou velikost m4 thel & = <NKL?
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Reseni
Pro vypocet uhlu mezi dvéma vektory pouZijeme vzorecek

-

ﬁ
u-v
[l - 9]’

cosa =

kde 4 - ¥ je skalarni soucin vektord, |i] je velikost vektoru u, || je velikost vektoru
4 : 7 . — -
v a a je thel mezi vektory u a v.

Pro velikost vektoru w = (w,, w,) plati vzorec

w=w?+ w2

Pak tedy
6+5 11
cosa = =
V4+1-Y9+25 170
a = 32°28'.
Ulohy k procviéeni

1. Firma pottrebuje nakoupit Zulové dlazebni kostky na jednu zakazku. Zjistili, Ze
budou potirebovat zhruba 100 kusli tmavé cervenych kostek, 500 kust kostek
Sedych a 300 kostek ¢ernych. Material mohou zakoupit ve ¢tyfech obchodech,
ceny materialu v jednotlivych obchodech je dan tabulkou:

Tmavé Cervena Seda Cerna
Obchod 1 18 K¢ 10 K¢ 11 K¢
Obchod 2 17 K¢ 9 K¢ 12 K¢
Obchod 3 15 K¢ 12 K¢ 10 K¢
Obchod 4 22 K¢ 8 K¢ 11 K¢

Tab. 2: Ceny jednotlivych dlaZebnich kostek v riiznych obchodech

Na kolik korun vyjde vSechen material v jednotlivych obchodech? Ve kterém
obchodu nakoupi firma nejvyhodnéji?

Inspiraci mi byl u¢ebni text Evy Valentové [20].

2. V kartézské soustavé souradnic v roviné je dan trojuhelnik ABC. Necht vime, Ze
vektor AB = (—2,5) a vektor AC = (4,1).]Jak velky je thel a v A ABC?

Vysledky

1. Vobchodé 1 vyjde veSkery material na 10100 K¢, v obchodé 2 by material
nakoupili za 9800 K¢, v obchodé 3 by vySel material na 10500 K¢ a v obchodé 4
ho firma miiZe zakoupit za 9500 K¢. Nejlevnéji tedy firma nakoupi v obchodé 4.

2. a =98°
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6.2 Soustavy rovnic
Slovni iloha 1

Ve vindarné vyrobili 2000 litrii ¢erveného vina. Ke spotiebitelim je dovazeji
v sudech. Maji kdispozici sudy sobjemem 40 litrii a 25 litr. Celkem naplnili
59 sudi. Kolik sudii s objemem 40 litrti a kolik sudii s objemem 25 litrii vindrna
pouzila?

Reseni
Oznacme si pocet 401 sudii jako x a pocet 251 sudii jako y, pak plati rovnosti

40x + 25y = 2000,
x+y=59.

Soustavu vyreSime napriklad dosazovaci metodou tak, Ze zdruhé rovnice
vyjadiime treba x, tj.

x=59 -y,
a dosadime do rovnice prvni

40(59 — y) + 25y = 2000,
472 — 8y + 5y = 400,
-3y =-72,
y = 24,

Pak

x = 35.
Vinarna tedy vyuZila 35 sudii s objemem 40 litrti a 24 sudli s objemem 25 litrd.
Slovni uloha 2

Firma dostala od dodavatele sklenéné tabule o velikosti 0,5 m x 1 m. Na zakazku
potiebuje roziezat dané tabule na 240 skel typu A (0,5 m x 0,5 m), 170 skel typu B
(0,4 m x 0,4 m) a 200 skel typu C (0,3 m x 0,3 m). Pri fezani v§ak nesmi prekrocit
hranici 35 % moZného odpadu. Zjistéte, kolika zpiisoby mohou tabule rozrezat, aby
dostali dané mnozstvi jednotlivych skel pro zakazku.

Re$eni

Nejprve musime zjistit vSechny moZné zplisoby fezani jedné tabule, tedy z jedné
tabule miiZeme dostat:

a) 2 sklatypu A (odpad 0 %),
b) 1 sklo typu A a1 sklo typu B (odpad 18 %),
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c) 1sklotypuAa 1sklo typu C (odpad 32 %),

d) 1 sklo typu Ba 2 skla typu C (odpad 32 %),

e) 2 sklatypu B (odpad 36 %) - prekracuje hranici odpadu,
f) 3 sklatyp C(odpad 46 %) - prekracuje hranici odpadu.

Dalsi zplisoby vypisovat nemusime, jelikoZ by byl odpad pii vynechdni mista
libovolného typu skla vzdy vétsi, neZz je povolena hranice.

Odpady jsou spocitany pomoci vztahu

Ss
P(%) = (1 —S—) . 100,

t

kde P je mnoZstvi odpadu v procentech, S je celkovy obsah skel danych typt, které
vznikly rozirezanim jedné tabule, a S; je plocha celé tabule.

Oznacme si nyni pocet tabuli, které rozieZeme zpiisobem a) jako x;, zplisobem b)
jako x,, zplisobem c) jako x5 a zpiisobem d) jako x,.

Pak se da potifebné mnoZstvi danych typi skel vyjadrit rovnicemi:

typ A: 2x1 + x, + x3 = 240,
typ B: xy + x4 = 170,
typ C: x3 + 2x, = 200.

Ze soustavy rovnic vyplyva, Ze mame jednu volnou neznamou, necht je ji x,. Pak

X, =t,

x3 = 200 — 2t,

x, =170 — ¢,
—130 + 3¢

X, =——.

2

Existuje nekone¢né mnoho zpiisobli jak zvolit t, ale my potfebujeme, aby byly
X1, Xy, X3, X, Nezaporna cela ¢isla. Plati tedy podminky:

t=>0,
200 -2t >0,
170—-t =0,
—130 + 3¢
e —
2

Z toho tedy vyplyva, Ze

44 <t <100.
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Zaroven vSak musi byt citatel —130 + 3t sudé cislo, aby nam pri déleni cislem 2
vyslo celé ¢islo.

Potfebujeme tedy zjistit pocet ¢lenli n aritmetické posloupnosti, kde a; = 44 je
prvni ¢len posloupnosti, a,, = 100 je posledni ¢len posloupnosti a diference je
d = 2. Pocet ¢lent zjistime pomoci vzorce pro n-ty ¢len posloupnosti:

a,=a;,+(n—-1)-d,
100 =44+ (n—-1)"-2,
n = 29.

Existuje tudiz 29 zplisobl jak vybrat t, a tak ma soustava celkem 29 moZnych
reSeni, pti kterych plati dané podminky.

Napf. prot = 68:
X4 = 68, X3 = 64, x, = 102, x, = 37.

Po kontrolnim dosazeni do soustavy rovnic zjistime, Ze Ctverice Cisel
(%1, %9, %3, x,) = (37,102, 64, 68) je jednim z FeSeni nasi soustavy.

Existuje tak i 29 zplisobii jak roziezat sklenéné tabule na 240 skel typu A, 170 skel
typu B a 200 skel typu C.

Slovni uloha 3

Poptavka alkalickych AAA baterii je na trhu dana rovnici Q = 23 — P a nabidka
rovnici Q = 11 + 0,5P. Jakd je rovnovaZna cena P vK¢ a jaké je rovnovazné
mnoZzstvi Q v kusech na trhu?

Re$eni

Pfi rovnovaze musi platit, Ze nabidka je rovna poptavce, tedy musi platit obé
rovnice zarovenl. Mame tedy soustavu rovnic

Q =11+ 0,5P,
Q=23-P.

Porovnavaci metodou dostavame

11+ 0,5P =23 -P,
P =8.

Pak
Q=23—-P=11+0,5P = 15.

Rovnovazna cena je tedy 8 K¢ a rovnovazné mnoZzstvi je 15 kust.
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Ulohy k procviéeni

1. Bramborarna sklidila 1500 tun brambor. Brambory zabalili do sitovanych pytla
po 15 kg a 30 kg. Celkové pouZili 63 pytli. Kolik maji nyni k dispozici 15kg pytli
s bramborami a kolik 30kg pytli s bramborami?

2. Spolec¢nost potiebuje na zakdzku narezat 4m dievéna prkna na 250 kusi 1,2m
prken, 200 kust 1,5m prken a 100 kusti 2m prken. Odpad p¥i fezani nesmi byt
vic nez 0,5 m. Zjistéte, kolika zplisoby mohou roziezat 4m prkna, aby dostali
dané mnoZstvi jednotlivych prken pro zakazku.

3. Poptéavka cyklistickych kol je na trhu dana rovnici Q = 1450 — 0,15P a nabidka
rovnici Q = —440 + 0,06P. Jaka je rovnovazna cena P v K¢ a jaké je rovnovazné
mnoZzstvi Q v kusech na trhu?

Vysledky

1. Bramborarna ma k dispozici 26 pytli s 15 kg brambor a 37 pytld s 30 kg
brambor.

2. Existuji celkem pouze 4 zpiisoby jak ziskat ze 4m prken 250 kusl 1,2m prken,
200 kusti 1,5m prken a 100 kust 2m prken.

3. Na trhu kol je rovnovaZzna cena 9000 K¢ a rovnovazné mnoZstvi je 100 kust.
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6.3 Matice
Slovni uloha 1

Firma potrebuje nakoupit barvu k vymalovani interiéru velkého bytového domu.
Musi objednat 320 kg bilé barvy, 150 kg Zluté barvy, 120 kg hnédé barvy a 40 kg
cervené barvy.

Od dodavatele barev se dozvédél, Ze k zakoupeni daného mnoZstvi za nejlepsi cenu
bude firma potrebovat tyto nabizené sady:

Bil4 Zluta Hné&d4 Cervend
Sada A 15kg 10 kg 5kg -
Sada B 25 kg - 5 kg -
Sada C 5 kg 10 kg 10 kg 5kg
Sada D - 15 kg 5 kg 5kg

Tab. 3: Hmotnosti jednotlivych barev v riiznych saddch

Dodavatel ale zapomnél dodat, jaké mnoZstvi jednotlivych sad ma firma objednat.
Poradite?

Re$eni

JelikoZ vime, Ze zakoupenim danych sad v neznamém mnoZstvi dostaneme Zadané
celkové mnoZstvi, tak ulohu miZeme fesit pomoci linearni kombinace vektort

d, b, ¢, d jednotlivych sad a musime dostat vektor poptavky %, kde

d = (15,10, 5,0),

b = (25,0,5,0),
¢ = (5,10,10,5),
d = (0,15,5,5),

X = (320, 150, 120, 40).
Musi tedy platit rovnost
(320,150, 120,40) = k,(15,10,5,0) + k,(25,0,5,0) + k3(5,10,10,5) +
+k,(0,15,5,5).
Po rozepsani podle soutradnic vektorti dostaneme soustavu rovnic

320 = 15k, + 25k, + Sks,

150 = 10k, + 10k; + 15k,

120 = 5k, + 5k, + 10ks + 5k,
40 = Sks + 5k,.
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Po upravach dojdeme ke tvaru

3k, + Sk, + ks = 64,

2k, + 2ks + 3k, = 30,

ky + ko + 2k + k, = 24,
ks +k, = 8.

Nyni pomoci Gaussovy elimina¢ni metody prevedeme rozSifenou matici soustavy
na matici ve schodovitém tvaru:

3 5 1 0|64 1 1 2 1|24 1 1 2 1|24
2 0 2 3130} _(0O 2 2 -1|118) [0 2 2 -—-1|18
1 1 2 1|24 0 -2 5 3|8 0 0 7 2126 |
0 01 118 0 0 1 118 0 0 O 5130

Z upravené rozsirené matice soustavy plyne, Ze

k, =6,
ks + 12 = 26, tedy k3 = 2,
2k, + 4 — 6 = 18, tedy k, = 10,
ki +10 + 4+ 6 = 24, tedy k, = 4.

Firma tedy musi nakoupit 4 sady A, 10 sad B, 2 sady C a 6 sad D.
Slovni uloha 2

Dan potrebuje vypocitat, kolik ethanu je potfeba pro vznik 10 ml oxidu uhlic¢itého
pomoci dokonalého spalovani. K tomu ale potiebuje nejprve vycislit chemickou
rovnici spalovani ethanu. Jaké jsou tedy stechiometrické koeficienty nasledujici
chemické rovnice dokonalého spalovani ethanu?

CoHg + 0y — CO, + H,0
Re$eni

Abychom ur¢ili koeficienty u dané chemické rovnice, prifadime kazdé slouceniné
v rovnici rliznou proménnou a, b, ¢, d takto:

a C,Hs + b 0, —> ¢ CO, + d H,O0.

Nasledné vytvorime linearni rovnice na zdkladé pomérii jednotlivych atomii prvka
na strané vychozich latek a produktii:

C: 2a=c¢ = 2a—c =0,
H: 6a = 2d = 3a—d =0,

0: 2b=2c+d = 2b—2c—-d=0.
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Soustavu téchto rovnic miZeme vyfeSit za pomoci rozsifené matice soustavy

0 2 0 -1 00
0O)]~{0 2 -2 —-1(0|
0

0 0 0 3 -2
Z matice vyplyva, Ze mame jednu volnou neznamou, soustava ma tedy nekonecné

a Gaussovy elimina¢ni metody:

2 0 -1 0
3 0 0 -1

0 2 -2 -1

mnoho feSeni. Vezméme nyni d = x, kde x € R, pak

2
3c—2x:0=>c:§x,
2b 4 1 0=0»b U
I —_ e —3 = -
3‘x X 6x,

1
2a—=-x=0>a==x.
a 3x =>a 3x

VSechny stechiometrické koeficienty u chemickych rovnic museji byt v8ak kladna
cela Cisla a jejich nejvétsi spolec¢ny délitel musi byt Cislo 1. Aby tomu tak bylo, je
nyni nutné vynasobit koeficienty nejmensim spole¢nym nasobkem jmenovateli
nasich zlomkd, tedy x = 6. Pak pro koeficienty a, b, ¢, d plati:

a=2, b=7 c=4, d=0=6.

JelikoZ nejvétsi spolecny délitel ¢isel 2, 7, 4 a 6 je Cislo 1, pak jsou a, b, ¢, d hledané
koeficienty nasi chemické rovnice.

Vycislena chemicka rovnice pak vypada takto:
2C,Hg +70,—4C0,+ 6 H,O0.
Slovni uloha 3

Profesor pripravil studentiim dva roztoky A a B kyseliny sirové, se kterou budou
pracovat. Dal jim za ukol zjistit jejich hmotnostni zlomky w,, w,,. Poradil jim, Ze:

a) pri smichani 3 g roztoku A s 5 g roztoku B vznikne roztok s hmotnostnim
zlomkem 0,625 (tedym, =3g,m, =5g, W, = 0,625),

b) pfi smichani 2 g roztoku A s 3 g roztoku B vznikne roztok s hmotnostnim
zlomkem 0,62 (tedy m, = 2 g, m, = 3 g, w,, = 0,62).

Jaké hmotnostni zlomky tedy roztoky maji?
Obecna sméSovaci rovnice ma tvar

w,m, + wym, = w.(m, + my).
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ResSeni
Nejprve dosadime do rovnice vSe, co zname. Dostaneme soustavu rovnic

3w, + 5w, = 0,625(3 + 5),
2w, + 3w, = 0,62(2 + 3).

Po tpravé bude mit tvar

3w, + 5wy, =5,
20w, + 30w, = 31.

Mdame tedy soustavu dvou rovnic o dvou neznamych, které miiZeme fesit pomoci
rozS8irené matice a Gaussovy eliminace:

(230 350 | 351) N ((3) 150 g)
Z upravené matice vyplyva, Ze

10Wb =7= Wy = 0,7,
3w, +3,5=5=w,=0,5.

Zaci budou tedy pracovat sroztokem A o hmotnostnim zlomku w, = 0,5
a sroztokem B o hmotnostnim zlomku w;, = 0,7.

Slovni uloha 4

Petr bydli ve mésté A. Vzdalenost mést A a B je s. Petr ujde tuto vzdalenost
primérnou rychlosti v za ¢as o 2 hodiny a 15 minut delsi, neZ kdyZ jede na kole.
Na kole se do mésta B z mésta A dostane za ¢as t pii primérné rychlosti o 15 km/h
vyssi, neZ kdyZ jde pésky. Pokud si Petr pij¢i auto, urazi danou vzdalenost
o 30 minut dfive, nez kdyZ jede na kole, pficemZ priimérna rychlost auta je
o 55 km/h vyssi neZ prlimérna rychlost chtize.

Vypoctéte vzdalenost s mezi mésty A a B, rychlost Petrovy chlize v pri cesté
ze svého domu do mésta B a jak dlouho trva Petrovi cesta z mésta A do mésta B
na kole.

Vztah mezis,vatje

Re$eni

Vyjadiime si nyni rychlost Petrovy chiize, rychlost p¥i jizdé na kole a rychlost auta
pri cesté z mésta A do mésta B (uvaZujme rychlost v jednotkach km/h, drahu tedy
v km a ¢as v hodinach):
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S

v:t+2,25'
S
v+ 15 =-
t
55 = .
vt t—05

Upravime danou soustavu rovnic na tvar

vt + 2,25v = s,
vt + 15t = s,
vt — 0,5v + 55t — 27,5 = =s.

Vidime, Ze mame tfi rovnice o tfech neznamych, ale Ze tu bude problém s tim, Ze
mezi sebou nasobime dvé neznamé. JelikoZ predpokladame, Ze ma soustava jedno
reSeni, budeme nyni povazovat neznamou v za konstantu, kladné realné Ccislo
(rychlost v je urcité vétsi nez nula).

Po tpravé soustavy s predchozi ivahou nam vyjde

vt —s = —2,25v,
(v+15)t—-s=0,
(v+55)t—s=0,5v+27,5.

Mame nyni tedy soustavu tfi linearnich rovnic o dvou neznamych t a s. Znovu zde
miiZeme pouZit Gaussovu eliminaci. Prevedeme si tedy rozsifenou matici soustavy
na matici ve schodovitém tvaru:

v —1 —2,25v v -1 —2,25v
(v +15 -1 0) ~ (0 —15| —2,25v% — 33,7517) ~
v+55 —-110,5v + 27,5 0 —551-2,75v%2 — 151,25v
v —1 —2,25v v —1 —2,25v
~ (0 —1[-0,15v% — 2,2517) ~ (0 1/0,15v% + 2,25v).
0 1l 0,05v% + 2,75v 0 Ol —0,1v%2+0,5v

Aby méla dana soustava reSeni, musi byt prava strana tretiho radku rovna nule,
musi tedy platit rovnost

—0,1v%>+0,5v =0,
v(=0,1v + 0,5) = 0.

Kvadraticka rovnice ma dva kofeny, kterymi jsou v; = 0av, = 5.

V predchozi uvaze jsme fekli, Ze v je kladné cislo a tuto podminku spliiuje pouze
VU, = 5.
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Pri dosazeni v, zpét do matice dostaneme

5 -1
(0 1
0 0

-11,25

i)

Z toho pak vyplyva, Ze pokud v = 5, pak

s =15,

-1
1

-11,25
")

5t —15=-11,25 = t =0,75.

Tedy vzdalenost mezi mésty A a B je 15 km, rychlost Petrovy chlize pfi cesté
ze svého domu do mésta B je 5 km/h a cesta z mésta A do mésta B trva na kole

45 minut.

Ulohy k procviéeni

1. Ucitel potirebuje pro Zaky nakoupit rtizné ucebnice. JelikoZ je nakup dobrovolny,

tak se pocet jednotlivych ucebnic liSi. Celkem potiebuje ucitel koupit 24 ucebnic
matematiky, 20 uCebnic fyziky, 21 ucebnic chemie a 19 ucebnic biologie. NaSel
obchod, ve kterém prodavaji dané ucebnice v malych sadach za velmi vyhodnou

cenu. Pocet jednotlivych ucebnic v kazdé sadé je dan touto tabulkou:

matematika | fyzika chemie biologie
Sada 1 2 kusy 1 kus 0 kusti 0 kusti
Sada 2 1 kus 1 kus 2 kusy 2 kusy
Sada 3 1 kus 1 kus 1 kus 0 kusti
Sada 4 1 kus 1 kus 0 kusti 1 kus

Tab. 4: Pocet jednotlivych ucebnic v riiznych saddch

Ucitel zjistil, Ze mu budou sady k zakoupeni ucebnic v danych poctech stacit
a nebude muset dokupovat zadné dal$i ucebnice ani mu nebudou Zadné
ucebnice prebyvat. V jakych poctech bude ucitel kupovat dané sady?

.V laboratori potiebuji zjistit, kolik oxidu wuhelnatého se pripravi
pfi nedokonalém spalovani urc¢itého mnoZstvi propanu. Ktomu potiebuji

vycislit nasledujici rovnici nedokonalého spalovani propanu:
C3Hg + 0, — CO + H,O0.

Jaké jsou tedy stechiometrické koeficienty rovnice nedokonalého spalovani
propanu?

. Studenti maji za ukol zjistit, kolik gramit 20% hydroxidu sodného a kolik gramt
45% hydroxidu sodného je tfeba smichat dohromady, aby nam vznikl roztok
s hmotnostnim zlomkem w, = 0,35 o hmotnosti 15 g.

Pokud mame napftiklad 70% roztok, pak w = % =0,7.
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Obecna smésovaci rovnice ma tvar
w,m, + wym, = w.(m, + my).

4. Mame dany tri elektrické obvody. Obvodem A s rezistorem, ktery ma odpor R
pii napéti o 20 V niZ$im neZ je napéti u obvodu C, prochazi proud o 0,5 A vétsi,
neZ prochazi obvodem B. Rezistor v obvodu B ma odpor o 10 Q niZsi, neZ je
odpor rezistoru v obvodu A pfi napéti o 7,5 V vys$Sim, neZ je napéti u obvodu C.
Obvodem B prochazi proud I. Rezistor v obvodu C ma odpor o 5 Q vyssi, nezZ je
odpor rezistoru v obvodu A pfi napéti V. Obvodem C prochazi proud o 1 A vySsi
neZ vobvodu B. Urlete odpor rezistoru vobvodu A, proud prochazejici
obvodem B a napéti na rezistoru v obvodu C.

Vztah mezi odporem, napétim a proudem je

I =—.
R

Vysledky
1. Ucitel bude kupovat 4 sady A, 8 sad B, 5 sad C a 3 sady D.
2. Rovnice se stechiometrickymi koeficienty vypada takto:
2C3Hg + 70, —> 6C0 + 8H,0.
3. Bude potreba 6 g 20% roztoku hydroxidu sodného a 9 g 45% roztoku.

4. Odpor rezistoru v obvodu A je 15 Q, proud prochézejici obvodem B je 1,5 A
a napéti na rezistoru v obvodu C je 50 V.
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6.4 Soucin matic
Slovni uloha 1 - inspirovana u¢ebnim textem Evy Valentové [20]

Mezi mésty A, B, C, D a E je zavedena autobusova doprava. Doprava mezi témito
mésty je znazornéna nasledujicim schématem.

A—B-—C—D—E

Obrazek 1: Schéma autobusové dopravy

Zjistéte, jaké moznosti dopravy maji obyvatelé mést a jaké jsou jejich omezeni,
pokud chtéji:

a) prejetze svého mésta do mésta ciziho bez prestupu,

b) absolvovat cestu s jednim prestupem,

c) navstivit dvé mésta cestou do cilového mésta,

d) jetna dovolenou do ciziho mésta a cestou navstivit maximalné dvé mésta.

Re$eni

Vytvoiime si vektory m; = (m;4, m;g, mic, mip, M;z) primych cest zmésta i, kde
i =A,B, .., E. Pokud existuje pfima cesta z mésta i do mésta j, kde j = 4,B, ..., E,
pak m;; = 1 a pokud tato cesta neexistuje, pak m;; = 0. V pfipadé ptimé cesty
zméstai doméstai (j = i) budeme klast m; = 0.

Napfiklad vektor m, ma pak tvar
my = (Myq, Mup, Mac, Map, Myug) = (0,0,1,0, 1).

Nasledné vytvorime matici M, ve které budou vektory m; zapsané pod sebou jako
radkové vektory. Matice M ma tvar

Mpg Myp - Myg 0 0 101
Mmpy Mpp -+ Mpg 100 10
M = . . . . =0 1 0 1 O
1 0 0 0 1
m m cee m
EA EB EE 01 1 0 0



Prvni fadek matice M tedy reprezentuje cesty zmésta A do mést A, B, C, D a E.
Podobneé to je i s ostatnimi fadky matice. Prvni sloupec matice M pak reprezentuje
cesty zmést A, B, C,D a E do mésta A. Podobné je to i s ostatnimi sloupci matice.

Pokud chceme zjistit moZnosti dopravy s jednim prestupem, pak musime provést
druhé umocnéni nasi matice M:

M? =

_ o N =R O
== 0O OoON
ONO R =
N O = O
ORrRr Pk NO

Prvky matice M? si oznatime tieba m?; , kde i =A,B,..,E a j=A,B,..,E.
Pak napriklad:

m?pp = MpaMyp + MpgMpg + MpcMep + MppMpp + MppMpp,
m?pp=1+0+0+0+1=2.

Tedy p¥i umocnéni na druhou se ndm u prvku m?pp zvazuji vSechny moZznosti
prejezdu z mésta D do mésta B s jednou zastavkou. Z vypoctu vidime, Ze je moZné
prejet zmésta D do mésta B pres mésta A a E, ale mésto C prejezd neumoziiuje.
Celkem mame tedy dvé moZnosti prejezdu z mésta D do mésta B. Z matice M? jdou
tedy vycist moZnosti dopravy s jednim prestupem.

Podobné zjistime i moZnosti dopravy prii volbé obyvatell navstivit dvé mésta
cestou do cilového mésta (tedy cesta se dvéma prestupy) tretim umocnénim
matice M, ptipadné souc¢inem M - M?:

M3=M-M? =

W= = O Ww
O Wk WeE
_= =W w o
_ W o, Ww
WO WEk =

Napriklad vidime, Ze m3,, = 3, tedy existuji tfi moZnosti jak se dopravit z mésta A
zpét do mésta A a pritom navstivit 2 cizi mésta. Prvek m3g; = 1 ndm zase ¥ik3, Ze
existuje jen jedna cesta se dvéma prestupy z mésta B do mésta E.

Pokud chtéji jet obyvatelé mést na dovolenou a navstivit pri cesté do cilového
mésta maximalné dveé jina mésta, pak to znamena, Ze mohou jet piimo do cilového
mésta (matice M), mohou se zastavit v jednom mésté (matice M2) nebo mohou
udélat zastdvku ve dvou méstech (matice M3). MoZnosti obyvatel tedy
charakterizuje matice M + M2 + M3, ktera vypada takto:
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M+ M?*+ M? =

BN W N W

NS DN WW
N W WS DN
w W NN D
W NS WN

Z matice M + M? + M3 muZeme napiiklad vy&ist, Ze obyvatelé mésta A maji jen
dvé moznosti, jak se dostat do mésta C s maximalné dvéma zastavkami, a obyvatelé

mésta B maji moZnosti aZ Ctyfi.

Slovni uloha 2

Cukrar vytvoril znejoblibenéjSich cukrovinek pro zdkazniky ri@izné balicky.
Do balickli umistil vrizném mnoZstvi cukrovinky K, L, M a N. Pocet kusl
jednotlivych cukrovinek v danych bali¢cich je dan tabulkou:

K L M N
Balicek 1 1 kus 1 kus 1 kus 1 kus
Balicek 2 3 kusy 3 kusy 1 kus 1 kus
Balicek 3 2 kusy 1 kus 2 kusy 4 kusy
Balicek 4 1 kus 2 kusy 4 kusy 1 kus

Tab. 5: Pocet jednotlivych cukrovinek v riiznych baliccich

Jaké jsou ceny jednotlivych cukrovinek, kdyz vite, Ze cena balitku 1 je 60 K¢, cena
balicku 2 je 110 K¢, cena bali¢ku 3 je 120 K¢ a cena balicku 4 je 160 K¢.

Re$eni

Cenu cukrovinky K si ozna¢ime jako x;, cenu cukrovinky L jako x,, cenu
cukrovinky M jako x3 a cenu cukrovinky N jako x,.

Pak jsou celkové ceny bali¢kli dany rovnicemi

X, + x5 +x3 + x4 = 60,
3x; + 3x, + x3 + x4 =110,
2xq + x5 + 2x3 + 4x, = 120,
X, + 2x5 + 4x3 + x4 = 160.

Tuto soustavu lze zapsat také jako maticovou rovnici

A-X=C,
1111 X1 60
wens(3 23 Hhee(z)ac= (1)
1 2 4 1 X4 160
Zaroven plati:
X=471-cC.
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Potfebujeme nyni tedy najit inverzni matici k matici A. K tomu miZeme vyuZit
Gauss-Jordanovu metodu:

11 1 1|1 0 0 O 1 1 1 1 1 0 0 O
3 31110 1 0 0)_(0O 0 -2 -2|{-3 1 0 0}_
2 1 2 410 0 1 0O 0O -1 0 2|-2 0 1 0
1 2 4 110 0 0 1 0 1 3 ol—-1 0 0 1
1 11 1 1 0 0 O 1 1 1 0|-65 1,5 1 1
(0 1 3 0 -1 0 0 1} (0 1 3 0 -1 0 0 1)_
0 0 3 2] -3 0 1 1 0O 0 3 0| —18 3 3 3
0O 0 0 —2|-15 3 2 2 0 0 0 —-2| —-15 3 2 2
1 0 0 0|—-175 3,5 3 2
(0 1.0 O 17 -3 -3 -2
0 0 1 0 —6 1 1 1/
0O 0 0 1 75 —-1,5 -1 -1
Matice inverzni A~! k matici A ma tedy tvar
—-17,5 3,5 3 2
17 -3 -3 -2
-1
A7 = —6 1 1 17/
75 —-1,5 -1 -1
Pak plati, Ze:
—-17,5 3,5 3 2 60 —1050 + 385 + 360 + 320
¥ = 17 -3 =3 =21 (110 _ 1020 — 330 — 360 — 320 _
—6 1 1 1 120 —360+ 110 + 120 + 160
75 -1,5 -1 -1 160 450 — 165 — 120 — 160
15
_ 10
30 |
5

Cukrovinka K stoji tedy 15K¢, cukrovinka L pak 10 K¢, cukrovinka M stoji 30 K¢
a cukrovinka N stoji 5 K¢.
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Ulohy k procviéeni

1. Nova prepravni spole¢nost nabizi mezinarodni dopravu mezi staty A, B, C, D a E.
Cesty prepravy jsou znazornény v nasledujicim schématu:

A—B—C—D-E

Obrazek 2: Schéma mezindrodni dopravy

V jeden den jsou kuryri schopni prepravit balik zjednoho statu do statu
druhého. Prepravni spoletnost je zatim mala a jeSté nema zrizené sklady pro
uloZeni balikii, proto jsou baliky kaZdy den v pohybu. Jaké moZnosti maji
zakaznici a kolika zplisoby mohou kuryfi prepravit baliky, jestlize si dle
dostupnosti miiZe zakaznik zvolit dorucent:

a) béhem jednoho dne,
b) béhem dvou dnf,

c) béhem tf{ dnil.

d) béhem Ctyr dnii

e) maximalné tii dnd.

Uloha je inspirovana u¢ebnim textem Evy Valentové [20].

2. Vrestauraci obdrZeli Ctyfi objednavky jidel, skladajici se zjidel A, B, C a D
z aktualni nabidky. Pocet porci jidel A, B, C a D v kazdé objednavce je dan
nasledujici tabulkou:

A B C D
Objednavka 1 1 porce 1 porce 3 porce 1 porce
Objednavka 2 2 porce 2 porce 1 porce 2 porce
Objednavka 3 1 porce 3 porce 2 porce 1 porce
Objednavka 4 2 porce 1 porce 1 porce 3 porce

Tab. 6: Pocet porci jednotlivych jidel v riiznych objedndvkdch

Celkova cena objednavky 1 byla 730 K¢ cena objednavky 2 byla 910 K¢,
objednavka 3 stala 880 K¢ a objednavka 4 byla za 870 K.

Jaké jsou ceny jidel A, B, Ca D?
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Reste pomoci inverzni matice.
Vysledky

1. MoZnosti jsou dany nasledujicimi maticemi

01110 1 3 3 4 1
0010 1 023 1 3
a) o o o1 0f 1012 0}
01000 03120
10110 2 1 4 4 2
01111 1 3 4 4 2
10120 1 3 3 4 1
b)[o 1 0 0 of e lo 111 1
0010 1 112 2 1
02120 1 4 4 4 2
112 2 1
03120
o o 10 1}
10120
022 1 2

2. Jidlo A stoji 180 K¢, jidlo B stoji 130 K¢, jidlo C stoji 110 K¢ a jidlo D je za 90 K¢.
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6.5 Markovoviv Fetézec
Slovni uloha 1

Lidé nejcastéji travi dovolenou na horach nebo u more. V pripadé, Ze letos travili
dovolenou u more, budou pristi dovolenou travit ze 70 % opét u mofre, ale z 30 %
pojedou radéji na hory. JestliZe byli letos na horach, pak ze 40 % pojedou pristi rok
k moriaz 60 % budou travit prazdniny u more.

a) Jaka je pravdépodobnost, Ze za 2 roky ¢lovék pojede k mofi, v pripadé, Ze byl
letos u more?

b) Jaka je pravdépodobnosti, Ze za 10 let pojede ¢lovék na hory, pokud byl letos
u mofe? Jak by se pravdépodobnost liSila, kdyby byl letos na horach?

Reseni
Matice pravdépodobnosti prechodu vypada takto:

P=(04 o)

Pravdépodobnosti vybéru mofe nebo hor za 2 roky je dan matici

p2 :(0,7 0,3.)2 _(0,61 0,39)_

04 06/ ~\052 048

Z matice P? lze vytist, Ze pokud byl ¢lovék letos u mote, pak za 2 roky pojede
k mofina 61 %.

Pravdépodobnosti vybéru more nebo hor za 10 let je dan matici

10
=01 08) (057 oa)

Pravdépodobnost, Ze za 10 let pojede na hory, je zhruba 43 %, pokud byl letos
u mofe. Pokud byl letos na horach, pak pravdépodobnost, Ze za 10 let pojede znovu
na hory, je téZ zhruba 43 %. Tedy po dostatecné dlouhé dobé nezaleZi na tom, kde
byl letos na dovolené, protoZe jsou pravdépodobnosti takika stejné.

Slovni uloha 2

Na stredni Skole maji tfi povinné volitelné predméty, jsou jimi vareni, dilny
a sportovni hry. Kazdy Zak si musi jeden z téchto predmétl kazdy rok vybrat,
pricemzZ napli predmétu se kazdy rok obménuje. Z letoSniho prvniho roc¢niku si
20 % Zakh vybralo vareni, 30 % Zzakl si vybralo dilny a 50 % Zak si vybralo
sportovni hry.
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Pri volbé vareni je 40% pravdépodobnost, Ze si dal$i rok Zaci vyberou znovu
vareni, 30% pravdépodobnost, Ze si zaci vyberou dilny a 30% pravdépodobnost, Ze
si vyberou sportovni hry.

Pri volbé dilen je pak 40% pravdépodobnost, Ze si dalsi rok Zaci vyberou znovu
dilny, 50% pravdépodobnost, Ze si zvoli sportovni hry a pouze 10%
pravdépodobnost, Ze si vyberou vareni.

Pri volbé sportovnich her je 70% pravdépodobnost, Ze si Zaci dalsi rok opét zvoli
sportovni hry, 20% pravdépodobnost, Ze si vyberou dilny a 10% pravdépodobnost,
Ze sivyberou vareni.

Urcete dle statistik, kolik procent Zakli bude mit ve ¢tvrtém roc¢niku vareni, kolik
procent Zakli bude mit dilny a kolik procent Zakti bude mit sportovni hry.

Reseni
Soutasny zajem Zak prvniho ro¢niku o predméty je dan pocate¢nim vektorem
p(0) = (0,2;0,3;0,5).

Pravdépodobnost vybéru jednotlivych predmétl na dalsi rok zZaky vareni je dana
vektorem

d = (0,4;0,3;0,3).

Pravdépodobnost vybéru jednotlivych predmétl na dalsi rok Zaky dilen je déna
vektorem

b = (0,1;0,4; 0,5).

Pravdépodobnost vybéru jednotlivych predmétii na dalsi rok Zaky sportovnich her
je dana vektorem

¢ =(0,1;0,2;0,7).
7 vektorti d, b, & vytvofime matici pfechodu
04 03 03
P = (0,1 0,4 0,5).
01 02 0,7

Abychom zjistili pravdépodobné procentudlni zastoupeni Zakd na jednotlivych
predmétech ve Ctvrtém rocniku (tedy po 3 letech), pak musime vypocitat soucin
pocate¢niho vektoru p(0) a matice P3:

04 0,3 03\°
p(3)=p(0)-P3=(0,2;0,3;0,5)-(0,1 0,4 0,5) = (0,14; 0,27; 0,59).
01 02 0,7
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Ve ¢tvrtém rocniku si tedy nejspiSe 14 % zaki zvoli vareni, 27 % zak si zvoli dilny
a 59 % zaki skon¢i u sportovnich her.

Ulohy k procviéeni

1. Ve mésteé jsou tri obchody s potravinami. Do mésta se pristéhovala nova rodina.
Pokud si rodina vybere pro sviij prvni ndkup obchod A, pak na 70 % ptjde
priSté nakupovat znovu do obchodu A, na 20 % piijde do obchodu B a obchod C
navstivi s pravdépodobnosti 10 %. Pokud ptijde nejprve do obchodu B, pak se
tam pristé vrati z60 %, spravdépodobnosti 20 % ptlijde do obchodu A
a na 20 % navstivi obchod C. Pokud v3ak ptijde nejprve do obchodu C, pak
pravdépodobnost, Ze se tam pristé vrati, je 65 %, do obchodu A ptijde na 20 %
a z 15 % navstivi obchod B. Jaka je pravdépodobnost, Ze pfi vybéru obchodu A
pro svilij prvni nakup navstivi pfi desatém nakupu opét obchod A? Jaka je
pravdépodobnost, Ze pfi vybéru obchodu C nakoupi pri desaté navsStévé
v obchodé B?

2. V malém mésté ma 60 % lidi normalni hmotnost, 30 % lidi trpi nadvahoua 10 %
lidi ma obezitu. Pravdépodobnost, Ze se z jedince s normalni hmotnostni za rok
stane obézni je 5 %, na 25 % zacne trpét nadvahou a na 70 % bude mit stéle
normalni hmotnost. Pravdépodobnost, Ze jedinec s nadvahou pribere a stane se
obéznim, je 30 %, z 30 % se z néj stane ¢lovék s normalni hmotnosti a na 40 %
bude mit stale nadvahu. Pravdépodobnost, Ze se z obézniho jedince stane ¢lovék
s normalni hmotnosti, je 20 %, Ze trochu zhubne a bude mit nadvahu je 30 %
a na 50 % zlstane obéznim. Jaké rozloZeni bude ve mésté pristi rok, za 3 roky
a za 10 let? (Berte normalni hmotnost jako stav 1, nadvahu jako stav 2 a obezitu
jako stav 3.)

Vysledky

1. Priblizné pravdépodobnosti pfi desatém nakupu jsou dany matici

04 031 0,29
Ploi(0,4 0,31 0,29),

04 031 0,29

07 02 01

kde P = (0,2 0,6 0,2).
02 0,15 0,65

2. Pocatecni stav je dan vektorem
p(0) = (0,6;0,3;0,1).
Matice prechodu ma tvar

0,7 0,25 0,05
P = (0,3 04 03 )

02 03 05
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Vektor absolutnich pravdépodobnosti stavii po jednom roce bude vypadat
takto:

p(1) = (0,53;0,3; 0,17).
Po trech letech bude rozloZeni zhruba takovéto:
p(3) = (0,478;0,306;0,216).
Po deseti letech pak priblizné:

p(10) = (0,461;0,308;0,231).
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6.6 Determinanty
Slovni iloha 1

Mésicni plat LukaSe je 42000 K¢, pricemZz mu vyplata chodi zacatkem mésice.
Z ného se jesté odvadi dan 15 % statu. Tento mésic dostal navic k zakladnimu platu
penéZni prémii (také zdanénou 15 %). Na zacatku kaZdého mésice po vyplaté si
navic sam plati zdravotni pripojiSténi ve vysi 3670 K¢. Z penéz, které mu zbudou
z platu po zdanéni, po pric¢teni zdanéné prémie a odecteni pripojisténi, si dal
stranou 11000 K¢ v hotovosti na rtizné budouci vydeje a zbytek uloZil na novy
bankovni ucet s mésitnim tirokem 5 % (vZdy na zac¢atku mésice). Na konci mésice
mu zbyla hotovost ve vySi jeho prémie (pred zdanénim), ale bohuZzel ji mohl vlozit
na ucet az po pripsani uroku. Po pripsani uroku a zbylé hotovosti mél Lukas
na uctu celkem 26245 K¢. Kolik penéz vlozil Luka$ na ucet? Kolik mu zbylo
na konci mésice penéz v hotovosti?

ResSeni
Z textu mlZeme vyvodit nasledujici soustavu dvou rovnic o dvou neznamych

42000 - 0,85 + 0,85x, — 3670 — 11000 = x,,
1,05x, + x; = 26245.

Po tpravé vypada soustava takto:

0,85x, — x, = —21030,
x; + 1,05x, = 26245,

Matice této soustavy ma tvar

4= ("] 1os)

Soustavu rovnic budeme feSit pomoci determinantli. Spocitdime si tedy nejprve
determinant matice A:

085 -1

detd = det( 1 105

) = 1,8925.

Abychom zjistili x;, budeme potrebovat zjistit hodnotu determinantu matice

A = (—21030 -1
17\ 26245 1,05

sloupcem pravych stran dané soustavy. Tento determinant ma hodnotu

), kterou jsme ziskali nahrazenim prvniho sloupce matice A

detA; = —22081,5 + 26245 = 4163,5.
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Potom plati rovnost

_detA; 41635
"~ detA  1,8925

X = 2200.

Stejné tak budeme ke zjiSténi x, potfebovat hodnotu determinantu matice
A, = (0,85 —21030

1 26245
sloupcem pravych stran dané soustavy. Tento determinant ma hodnotu

), kterou jsme ziskali nahrazenim druhého sloupce matice A

detA4, = 22308,25 + 21030 = 43338,25

Potom plati rovnost

_detd, 4333825
X2 = qetd 18925

= 22900

Lukas vlozZil na ucet celkem 22900 K¢. Z hotovosti, kterou mél stranou, mu na konci
meésice zbylo 2200 K¢.

Slovni uloha 2

Firma nakupuje kaZdy mésic pro zaméstnance rizné sluzebni telefony, notebooky
a stolni pocitace. V lednu koupila firma za 35000 K¢ 1 telefon, 1 notebook a 1 stoln{
pocitac. V tinoru poridila firma za 55000 K¢ 3 rizné telefony, 1 notebook a 1 stolni
pocita¢. Primérna cena za telefon byla vSak v unoru o tretinu niZsi, neZ cena
telefonu koupeného vlednu. Primérna cena za notebook byla zase 2x vyssi
neZ za notebook v lednu a pocita¢ byl za stejnou cenu jako pocita¢ v lednu.
V breznu koupila firma za 38000 K¢ 1 telefon a 1 stolni pocitac. Cena za telefon
byla stejna jako cena telefonu koupeného v lednu a stolni pocitac stal dvojnasobek
ceny stolniho pocitace koupeného v lednu.

Jakou cenu mél telefon zakoupeny v lednu?
Reseni
Ze zadani miiZeme sestavit soustavu rovnic
X1 + x5 + x3 = 35000,

2
3 3% + 2x, + x3 = 55000,
x1 + 2x3 = 38000,

kde x; je cena lednového telefonu, x, je cena lednového notebooku a x5 je cena
lednového stolniho pocitace.

K tomu, abychom vypocitali pouze x;, vyuZijeme determinantd.
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Nejprve vypocitame determinant matice A (matice soustavy):

1 1 1
detA=12 2 1|l=4+1+0)—-(2+4+0)=-1.
1 0 2

Abychom mohli vypocitat x,, potfebujeme vypocitat determinant matice A;, ktera
vznikne nahrazenim prvniho sloupce matice A sloupcem pravych stran nasi
soustavy. Matice A; ma tedy tvar

35000 1 1
A; =[55000 2 1)
38000 0 2

Nyni vypoclitame determinant matice A;:

35000 1 1 35000 1 1
det4, = [55000 2 1|=[-15000 0 -1 =(—1)3'|_51>2888 _; =
38000 0 2 38000 O 2

= —(—30000 + 38000) = —8000.

Pro x; plati vztah

Cena telefonu zakoupeného v lednu byla tedy 8000 K¢.
Slovni uloha 3

Méjme danu kartézskou soustavu soufadnic vroviné. Vtéto roviné je dan
rovnobéznik ABCD tak, Ze vektor i = AB = (5, 1) a vektor # = AD = (5, 4). Jaky je
obsah tohoto rovnobéZzniku?

Re$eni

Takto vypada dany rovnobéznik v kartézské soustavé souradnic:

v=(54)

Obrdzek 3: Rovnobéznik dany vektory U a v
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Obsah rovnobéZzniku je dan vztahem

S = |det M|,
kde M = (g), |det M| je absolutni hodnota det M.
Plati rovnost
_ 3 2|_q3.4_c.9—
detM—|5 4|_3 4-5-2=2

Pak

S=12| =2
Obsah rovnobé&Zzniku ABCD je tedy roven 2 j2.
Slovni uloha 4

Méjme danu kartézskou soustavu soufadnic v prostoru. V tomto prostoru je dan
rovnobéZnostén ABCDEFGH tak, Ze vektor U= AB = (2,-5,0), vektor
D =AD = (2,3,0) a vektor W= AE = (=1,0,3). Jaky je objem tohoto
rovnobéznosténu?

Reseni
Takto vypada dany rovnobéznik v kartézské soustavé souradnic:

[}

5

Obrdzek 4: RovhobéZnostén dany vektory U, ¥ a w

Pro obsah rovnobéznosténu plati vztah
S = |det M|,
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U
kde M = (ﬁ), |det M| je absolutni hodnota det M.

w

Pro determinant M plati:

detM =] 2 3 0:(—1)3+3-3-| |:3-(6+10)=48.
2 3
-1 0 3
Pak tedy

S = |48| = 48.

Objem rovnobéZnosténu je 48 j3.

Ulohy k procviéeni

1.

Pan Novotny mél na svém spoficim uctu vlednu 50000 K¢ Na konci mésice
dodate¢né zaplatil ze sporiciho uctu najemné za rijen, listopad a prosinec.
Na zacatku tnora byly penize na uctu zuroceny 4 %. V plilce unora vloZzil na ucet
20000 Ke. Zaroven si pan Novotny vede ucet béZzny, na kterém mél vlednu
19000 K¢. Na konci ledna zaplatil lednovy najem zpenéz na béZném uctu.
Na zacatku unora byly penize na Uctu zuroceny 5 %. V pilce tnora si pan
Novotny na béZzny ucet vlozil jeSté 8400 K¢, které ziskal prodejem starého
nabytku. Kolik mél pan Novotny penéz na konci unora na bézném uctu, kdyz
na spoficim uctu mél dvojnasobek této ¢astky? Kolik plati mési¢né za najem?

Pocitejte pomoci determinanti.

2. Méjme danu kartézskou soustavu soufadnic vroviné. V této roviné je dan
rovnobéznik KLMN tak, Ze vektor % = MN = (—4,3) a vektor % = ML = (1,5).
Jaky je obsah tohoto rovnobézniku?

3. Méjme danu kartézskou soustavu souradnic v prostoru. V tomto prostoru je dan
rovnob&Znostén KLMNOPQR tak, Ze vektor u= KL = (1,4,0), vektor
7 =KN = (—2,5,0) a vektor w= KO = (3,1,2). Jaky je objem tohoto
rovnobéZnosténu?

Vysledky

1. Mésictni ndjem ¢ini 15000 K¢. Na konci tinora mél pan Novotny na béZném uctu

12600 K¢.

2. Obsah rovnobézniku KLMN je 23 j2.

3. Objem rovnobé&znosténu KLMNOPQR je 26 j3.
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Zaver

Cilem této prace bylo seznamit Ctenare nejprve s teorii linearni algebry, abychom
mohli nasledné reSit pomoci ziskanych poznatkl nejriizné;jsi slovni ulohy, které se
mohou vyskytovat v béZném Zzivoté. Cil byl z mého pohledu splnén.

Pti vytvareni slovnich uloh jsem se snazil najit moZnosti vyuZiti této teorie nejen
pii kaZzdodennim Zivoté lidi, ale také v rliznych prirodovédnych oborech (nechybi
zde slovni ulohy z oboru chemie nebo fyziky), geometrii, ekonomii ¢i statistice.
Chtél jsem tak ¢tenari ukazat, Ze se daji ziskané poznatky aplikovat v nejrtiznéjsich
oblastech praxe.

Prace by se dale mohla rozsirit o dalSi reSené slovni ulohy a ulohy k procviceni. Pri
dostatetném mnozstvi uloh by tak mohla vzniknout sbirka uloh s kratkym
teoretickym tvodem.
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