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Uvod

Cilem této prace je seznamit se s metodami pro feSeni dopravni tlohy a distribu¢ni
tlohy (nazyvané také vazeny distribu¢ni problém [6] nebo obecny distribuéni problém
[5]). Tyto problémy patii do linearniho programovani, které je specidlnim piipadem
konvexniho programovani. To se vyuziva v riznych oborech pfi optimalizaci, naptiklad
v ekonomii, zemédélstvi, prumyslu a dopravé. Teoretické zadklady linedrnimu progra-
movani dal na prelomu 19. a 20. stoleti matematik Farkas s teorii soustav linearnich
nerovnosti. Ulohy linearniho programovani se nejastéji fesi simplexovou metodou. Tato
metoda byla v roce 1947 uvedena G. D. Dantzigem pro feSeni tloh linearniho progra-
movani pro americké letectvo (viz [2] nebo [6]). Vedle simplexové metody se objevily
dalsi metody, napiiklad v roce 1979 elipsoidova metoda a v roce 1984 metoda vnitinich
bodi, kterd jedina dokaze simplexové metodé konkurovat v redlnych ptipadech. Me-
tody pro feseni specialnich tloh vychazi ze simplexové metody, ale vyuzivaji specidlniho
struktury tloh k urychleni a zjednoduSeni vypoctu.

Nejdiive si v prvni kapitole uvedeme nékolik zakladnich poznatki z linearniho pro-
gramovani, zadkladni definice a poznatky z duality, které pouzijeme pii odvozovani me-
tod.

V druhé kapitole se budeme zabyvat dopravni tlohou, kterd je nékdy nazyvana
Hitchcockova podle autora F.L.Hitchcocka, ktery v roce 1941 vytvoftil obecnou metodu
pro jeji feSeni. Je to uloha o prepravé zbozi od dodavatelu k odbérateliim primou cestou.
Ukazeme si metody pro nalezeni feSeni, které si ihned nazorné ukazeme na konkrétnim
prikladé.

Ve tieti kapitole si uvedeme distribuc¢ni ulohu, ktera je zobecnénim dopravni talohy.
Uloha slouzi piedevsim pro optimalizaci vyroby. Uvedeme si metody pro nalezeni fegent,
nasledné si je vyzkou$ime pro nazornost na konkrétnim prikladé. Pro kazdou metodu
jsem naprogramovala funkce v matematickém softwaru Matlab. Vypisy koda funkei
uvedeme v prilohdch. Uvedeme si také vysledky pii pouziti téchto funkci na konkrétnich
prikladech.

V posledni kapitole si uvedeme nékolik dalsich specidlnich tloh linedrniho progra-

movani.



1 Uvod do linearniho programovani

Ulohy, kterymi se zde budeme zabyvat jsou specialnimi p¥ipady linearntho programo-
vani, a proto si nejprve uvedeme nékteré znamé pojmy a vysledky z této oblasti. Kazda
tiloha linearniho programovéni spoc¢iva v nalezeni extrému (minima nebo maxima) li-
nearni funkce, jejiz proménné jsou vazany linedrnimi podminkami. Uvedme si nejprve

zakladni poznatky z linearniho programovéani.

1.1 Obecna uloha linearniho programovani

Kazda tdloha linearniho programovani lze obecné matematicky zapsat nasledovné

minimalizovat ZCNCZ‘
i=1
za podminek dexi <a, i=12...k k<n (1.1)
i=1
Zdi’jl’i:a]‘ j:k+1,k+2,,n
i=1
ZT; ZO ieIl; Il C {1,2,...,771}

Ulohu muzeme zapsat i ve vektorovém tvaru

minimalizovat ¢Tx

za podminek dx <aj 1=12,...,k k<n
djx:aj j=k+1,k+2 ...n
x; >0 i€Iy; Iy Cc{l,2,..,m}

Kde c a x jsou sloupcové vektory m x 1, a; jsou slozky vektoru pravych stran a, ktery
je typu n x 1 a d jsou jednotlivé fadky matice D, jejiz prvky jsou koeficienty d; ; a je
typu n X m.

Pokud jsou vSechny podminky ve tvaru rovnosti, fekneme, zZe tiloha je v rovnicovém

tvaru.

minimalizovat Z C;T;
i=1

za podminek Z d; ;i = a; j=1,2,..n; (1.2)
i=1
x; >0 ie{l,2,..,m}



Lze ji také zapsat v maticovém tvaru:

minimalizovat ¢Tx
za podminek Dx = a (1.3)
x>0

Pozndmka 1.1. Ulohu ve tvaru (1.1) Ize pievést na tlohu ve tvaru (1.2) jelikoi:

1. Kazdou podminku ve tvaru nerovnosti lze pfevést na podminku ve tvaru rovnosti

zavedenim tzv. doplikovych proménnych. Podminku ve tvaru

Zd@jl’igaj ]:17277k7 k<n

i=1

prevedeme na podminku

Zdi,jxi + Tpy1 =5 Tpyr 205 j={1,2,...,k}; k<n
i=1

2. Kazdou proménnou x; ¢ Z; lze zapsat ve tvaru z; = z — z;, kde 2] =
max {z;,0} >0 a z; = max{—z;,0} >0.

Pozndmka 1.2. Jelikoz plati min f (x) = —max (—f (x)) miizeme se zabyvat pouze

minimaliza¢ni dlohou [2].

1.2 Zakladni pojmy

Nyni si nadefinujeme zakladni pojmy a véty, se kterymi se dale budeme setkavat. Viz
3] a [2].

Definice 1.3. Pfipustnym FeSenim tlohy linedrniho programovani nazyvame ta-
kovy vektor x = (x1,22,...,xm)", ktery vyhovuje podminkim tlohy (1.2). MnoZinu

piipustnych FeSeni ozna¢me M = {x € R" | Dx = a,x > 0}.

Definice 1.4. Piipustné feSeni X = (1, Ty, ..., Zn) tdlohy (1.3) nazveme p¥ipustné
bazové reSeni, jestlize sloupce matice D odpovidajici kladnym slozkdm vektoru x jsou
linedrné nezavislé. Tyto kladné slozky vektoru x nazveme baze. Matici téchto vektori

odpovidajicich kladnym slozkadm nazveme bazova matice.



Definice 1.5. Optimalni FeSeni je takové piipustné feseni x*, které minimalizuje

danou tlohu, tedy plati ¢Tx* < ¢Tx, pro vSechna x z mnoziny piipustnych fegeni.

Véta 1.6. (O ezistenci optimdlniho fesent)

Necht mnozina pripustniych FeSent ilohy (1.3) je neprdzdnd tj. M = {x € R" | Dx = a,
x >0} # 0. Jestlize existuje redlné ¢islo v takové, Ze pro libovolné x € M plati
cl'x > v, pak ezistuje optimdlni vesent vlohy linedrniho programovdni minimalizovat

cT'x na mnozine M.

Dikaz. Viz |2] O
Déle si uvedeme zéakladni vétu linearntho programovani prevzatou z [2].

Véta 1.7. (Zdkladni véta linedrniho programovdni)

T

Pro dlohu linedrniho programovdni (1.3), neboli minimalizovat c'x na mnoziné

M = {x € R" | Dx = a,x > 0}, plati jedna ze tii moznosti:
1. M=1
f T — o — Ty _ i TN
Q.M#(ﬁax%l]&cx_ oo (tj. M*={xe M |c'x ireul‘r}cz} 0)
3. M*#0

Navic:
(a) Je-li M # 0, existuje bdazové pripustné Fesent.

(b) Je-li M* # 0, existuje bdzové optimdlni Fefent.

Lagrangeova funkce a Karush-Kuhn-Tackerovy podminky

Zavedeme si Lagrangeovu funkci. Tato funkce je dilezitd k vytvoreni duélni tlohy, a
tedy k nalezeni optimélniho feSeni tlohy konvexniho programovani. NapiSme ji pro

danou tlohu (1.1) ve tvaru

L(SL’, u, S) = Zm: CiT; + Xn: Uj(CLj — Xm: d@jﬂj'i) — Z Si%; (14)
i=1 j=1 i=1 icly

kde u; jsou Lagrangeovy multiplikdtory pro obecné podminky a s; jsou Lagrangeovy

multiplikatory pro jednoduché podminky (tj. podminka x; > 0). Viz [4]



Véta 1.8. Necht bod x*je bod lokdlniho Tesent ulohy. Pak existuje vektor Lagrangeovijch

multiplikatord u, pro ktery plati ndsledugici podminky:

VxL(x*,u,8) =0

dix* <a; j=1,2,...k
dIx* =a; j=k+1k+2 ..,n
u; <0 j=1,2,...k
5; >0 i€l
uj - (a; —d'x*) =0 j=1,2,...n
z;s; =0 1€

Tyto podminky se nazyvaji Karush-Kuhn-Tackerovy podminky (zkrdcené jim budeme
Fikat KKT podminky). Posledni podminky w; - (aj — djx*) =0 a x;8; = 0 se nazyvaji
podminky komplementarity. Viz [1], [4].

Dualni aloha

Ulohu (1.1) uvedenou na strané 5 budeme nyni nazyvat tloha primarni. Kazdé aloze
nejen linedrniho, ale obecné konvexniho programovani lze priradit dualni tlohu.

Pro tvorbu dudlni tlohy linedrniho programovani muzeme vyuzit toho, Ze je speci-
alni tlohou konvexniho programovani. Pomoci Lagrangeovi funkce si nejprve zformu-
lujeme Wolfeho duélni ulohu k tloze (1.1):

maximalizovat L(x,u,s)
za podminek V,L(x,u,s) =0 (1.5)
s>0
u; <0 j=1,2,..k

Nyni jsou u; dudlni proménné a s; doplitkové dualni proménné. Po piepsani a upraveni



se tloha zjednodusi na

n

maximalizovat E a;u;

j=1
za podminek deuj +s;,=¢ icl
j=1
Zdi,juj =G ie{l,2,..,m}\ I
j=1
s; 20 1€ 1
u; <0 j=1,2,...k

Jelikoz dudlni proménné s; maji charakter doplhkovych proménnych, muzeme jejich

vynechanim dostat tlohu ve tvaru, ktery je typicky pro linedrni programovani.

n
maximalizovat g ;U
j=1

za podminek Z diju; < ¢ 1€ b (1.6)
=1

Zdi’juj =C; 1€ {172, ,m} \ ]1
j=1
u; <0 i=1,2,....k

Vztahy mezi duilni a primarni dlohou

Pro primarni a dudlni alohu linedrniho programovani plati urcité vztahy. Lehce se da
ovérit, ze dudlni tloha k dudlni dloze je primarni tloha. Jedna se tedy o dvojici vza-
jemné duélnich loh (viz [2]). Zalezi, ze které tlohy vyjdeme, tedy kterou si oznacime

jako priméarni.

Véta 1.9. Mda-li primdrni nebo dudlni iloha optimdini resent, pak md optimdlni resent

1 druhd a pritom plati
m n
min E C;T; = max E a;u;
i=1 j=1

Jestlize icelovd funkce jedné z dloh (primdrni nebo dudlni) neni ohranicend (mize rist

nebo klesat neomezené), pak druhd iloha nemd pripustné FeSend.

Diikaz. viz |3] L



Véta 1.10. Nemd-li primdrni ¢i dudlni iloha pFipustné reseni, nemd ani jedna z nich
optimdlni Tesentd.

Diikaz. viz |2

]
1.3 Obecna distribuéni tloha a jeji dualni dloha
Obecnou distribuc¢ni tlohu zapiSeme takto:
m n
minimalizovat Z Z CijTij
i=1 j=1
n
za podminek Z €ijTij < a i=1,2,...m (1.7)
j=1
m
Zdi’jxi’j :b] j = 1,2,...,n
i=1
x;5 >0 1=1,2,....m;7=1,2,....m

Jelikoz jsou zde podminky ve specidlnim tvaru, budeme zde rozliSovat dualni proménné

u; pro podminky ve tvaru nerovnosti a dualni proménné v; pro podminky ve tvaru
rovnosti. Duélni tiloha méa nasledujici tvar

m n
maximalizovat E aiui+g bjv;

i=1 j=1
za podminek e; ju; +d; jv; < ¢ i=1,2,...m;j7=12,...n (1.8)
u; <0 1=1,2,....m

10



2 Dopravni tloha

Dopravni ulohou rozumime problém, kde mame m dodavateli (napt. skladi), ktefi
maji k dispozici zbozi v mnozstvi aq,as, ..., a,,. Zbozi se ma piimou cestou rozvést
mezi n odbératelu (napf. obchodi), kde kazdy odbératel pozaduje zboZzi v mnozstvi
b1, b, ..., b,. Pozadujeme miniméalni celkové nadklady na dopravu, pficemz c;; je cena
dopravy za jednotku zbozi mezi i-tym dodavatelem a j-tym odbératelem. Problém

muzeme zapsat matematicky takto:

m n
minimalizovat E E CijTi

i=1 j=1
za podminek me:ai 1=1,2,....m (2.1)
j=1
in,j:bj j:1,2,...,n
i=1
;>0 1=1,2,..m;5=1,2,...n

kde ¢;; >0,a; >0ab; >0proi=1,2,....,maj=12 .. n Proménné x;; oznacuji
mnozstvi pfepravovaného zbozi mezi i-tym dodavatelem a j-tym odbératelem.

Ulohu si mtuzeme zapsat i maticové

min ¢Tx

za podminek Ax=b
x>0

kde

N T
C = (01,1, C1,2, s C1ny C215 -y Cm,n)

. T
X = (Il,la L1253 T1n, L2150y mm,n)

b = (a17a27 oy Ay b17b27 "'7bn)T

Jelikoz dopravni tloha je pouze specidlni piipad linedrniho programovani ma matice

11



A specialni tvar.

Matice A mé (m + n) fadki ale pouze (m +n — 1) je jich linearnd nezévislych 12].
P1i ruénim feSeni nepracujeme s maticovou formulaci, ale zapisujeme problém do

néasledujici tabulky.

T1q M1 T 12 Tip || @
C: C: C:
To1 | @Tgo 7 Ton 0 || a2
C C C
Lm,1 1 Lm,2 ™2 Tm,n e Am
bl bQ bn

2.1 Resitelnost dopravni tlohy

Mizeme rozlisit dva typy dopravni dlohy, vyrovnany a nevyrovnany. Urceni typu tlohy

mé vliv na FeSitelnost.

Vyrovnany dopravni problém je takovy problém, pro ktery plati dodavetelsko-
m n

odbératelska rovnovaha, tj. plati > a; = > b;. Tento problém nemusime nijak upra-
i=1 j=1
vovat a pocitame podle postupu, ktery si popisSeme pozdéji.

Nevyrovnany dopravni problém je takovy problém, kde > a; # > b;.
j=1

i=1

Véta 2.1. Pro dopravni dlohu (2.1) jsou ndsledujici podminky ekvivalentni:
a)md pripustné feSent
b)md optimdlni FeSeni

m n
¢)plati dodavatelsko-odbératelskd rovnovdha, tj. plati > a; = ) b;
i=1 j=1

Diikaz. viz |2] O

12



Pozndmka. Aplikujeme-li zakladni vétu linearniho programovani (1.7) na dopravni
ulohu, zjistime, ze oproti obecné iloze linedrniho programovani u dopravni tlohy ne-
mize nastat 2.moznost véty (1.7) jelikoz ¢; ; i ; ; jsou zdola omezené nulou. Vzdy muze
nastat 3.moznost. Coz znamend, ze plati-li dodavateslko-odbératelski rovnovaha, exis-
tuje vzdy optiméalni feSeni, coZ je ve zkratce tvrzeni véty (2.1).

Diky predchozi vété nam stac¢i ovérit zda je problém vyrovnany. Je-li vyrovnany, ma
pripustné i optimalni feSeni. Mame-li problém nevyrovnany, tak podle pfedchozi véty
tento problém nema pfipustné ani optimélni feSeni. OvSem i tento nevyrovnany pro-
blém muzeme teSit, ale zohlednime to v prezentaci vysledku. RozliSujeme dva ptipady

nevyrovnaného problému:

m n

1. Plati-li )~ a; < > b; , pivodni tloha nema feSeni. Lze ovSem hledat feeni tlohy
i=1 j=1
m n
minimalizovat E E Ci jTij
i=1 j=1
n
za podminek E Ti;—a; 1=1,2,....m
Jj=1
m
E CL’Z'J'Sbj j:1,2,...,n
i=1
2, >0 i=1,2,..,mj=1,2 ..n

Abychom tlohu prevedli na rovnicovy tvar, musime doplnit fiktivniho dodavatele
n m
s mnozstvim a,,+1 = Y, b;j — > a; a s nulovymi pfepravnimi cenami ¢,,11,; = 0

7=1 =1
proj=1,2,..n.

m n
2. Plati-li Y a; > > b;, puvodni uloha nema feSeni ale lze Fesit tloha:
i=1 j=1

m n
mininalizovat E g Ci jTij

i=1 j=1

n
za podminek E zi; < 1=1,2,...,m
=1

in,j:bj j:1,2,...,n
=1

Tij 20 i:1,2,...,m;j:1,2,...,n

Podobné jako u piipadu 1. doplnime fiktivniho odbératele s pozadavkem

bot1 =Y, a; — »_ b; as nulovymi cenami ¢;,11 =0 i=1,2,...,m.
i=1 j=1

13



Ptidanim doplitkovych proménnych (fiktivniho dodavatele nebo odbératele) prevedeme
problém na vyrovnany a mizeme jej fesit stejnym zptusobem jakoby byl problém vyrov-
nany od pocatku. Pti prezentaci vysledku feSeni musime brat v ivahu, Ze jsme ptuvodné

feSili nevyrovnany problém.

Priklad 2.2. Méme tlohu zadanou tabulkou, kde mame 3 vyrobce nabytku a 3 ob-
chody. Prvni vyrobce ma k dispozici 60 kust zidli, druhy vyrobce 40 kust a tfeti
vyrobce 55 kusii. Prvni obchod ma objednavku na 65 kust, druhy obchod na 55 kust

a t¥eti na 35 kusi. Prepravni ceny ¢; ; za jednotku zboZi mame zapsany v tabulce.

i | obchod 1 | obchod 2 | obchod 3 || mnozstvi
vyrobce 1 3 2 2 60
vyrobce 2 ! 4 3 40
vyrobce 3 5 2 4 55
mnozstvi 65 55 35

Nejprve je tfeba ovéfit, zda je problém vyrovnany. Celkové mnozstvi zbozi u vyrobcu
je 60 + 40 + 55 = 155 a celkové mnozstvi pozadované obchody je 65 + 55 + 35 = 155.
Problém je vyrovnany a tedy podle véty 2.1 ma tloha pfipustné i optiméalni feSeni a

muzeme ji bez obav fesit. Priklad si muzeme zapsat i matematicky

minimalizovat 3x1 1 + 2212 + 2213 + 1wg1 + 4w + 3223 + 5231 + 2239 + 4733
za podminek w1, + 212+ 213 = 60

To1 + Too +x23 = 40

31+ x32 + x33 = HO

T11 + x21 + 2371 = 65

T2+ Xao + X392 = 5D

13+ Ta3+ w33 =35

;520 prot=1,23a7=1,2,3

Algoritmy pro hledani feSeni dopravni tlohy si pro nazornost budeme predvadét na

tomto prikladu.

2.2 Nalezeni poc¢ate¢niho bazového reSeni

Pti hledani optimalniho feseni dopravniho problému nejprve nalezneme pocatecni bé-
zové TeSeni a poté jej dale upravujeme a7z dostaneme optiméalni feseni. Tyto zakladni

metody muZeme nalézt v [7], [2] nebo [5].

14



Nejdfive si uvedeme obecny algoritmus pro nalezeni pocate¢niho feSeni, ktery neur-

¢uje postup reSeni jednoznac¢né.
Algoritmus 2.3. Méjme indexové mnoziny ZT={1,2,...m} a J ={1,2,...,n}.

1. Zwolime libovolné indexy i € T a j € J. Hodnotu prvku s témito indexy poloZime
z;; = min{a;, b;} a hodnoty a; a b; prepocitame uZitim vzorci a; = a; — ;; a

bj = bj — xi,j-

2. Zindexii 1 nebo j vynechdme z prislusné mnoZiny jeden index a to ten, pro ktery se
vynulugi poZadavky (tj. a; = 0 nebo b; = 0). V tabulce to znamend, Ze vyskrtneme
prislusny rddek ¢i sloupec. VZdy vynechdme pouze jeden z indexi. V pripade, Ze
se vynuluji hodnoty pro oba indexy, vynechdme index prednostné z mnoziny, kterd
obsahuje alespon dva indexy, pokud takovd mnoZina existuje. Tim dostavame nové

nderové mnoziny.
3. Cely postup opakujeme dokud nevycerpame vsechny indexy i a j.

Pozndmka. Nebazové prvky (nebézové nuly) do tabulky nezapisujeme.
Nynfi si uvedeme specialni algoritmy zpiesiiujici postup obecného algoritmu 2.3. V
obecném algoritmu jsme volili indexy ¢ a j libovolné, néasledujici metody nam jasné

urcuji, jak mame indexy ¢ a j volit.

2.2.1 Metoda severozapadniho rohu

Tato metoda je specidlni piipad obecného algoritmu, kde indexy ¢ a j volime vzdy
nejmensi mozné (tj. za¢iname od levého horniho rohu a sméfujeme do pravého dolniho
rohu tabulky).

Piiklad. UkaZzeme si postup na piikladé 2.2. V prvnim kroku mame indexni mnoziny
Z ={1,2,3} a J = {1,2,3}, zvolime ¢ = 1 a j = 1, 1; = min{60;65} = 60.

Prepocitame a; = 0 a b; = 5.

x;; 7 | obchod 1 | obchod 2 | obchod 3

vyrobce 1 | 60 3 2 2 0

vyrobce 2 ! 4 311 40

vyrobce 3 5 2 4155
5) 55 35

Protoze pro ¢ = 1 se hodnota a; nuluje, tento index vynechame. Mame tedy indexni
mnoziny Z = {2,3} a J = {1, 2,3}, pokracujeme s i =2 a j = 1, kde volime 297 =5

a prepocitame ay = 35 a by = 0.
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x;; 9 | obchod 1 | obchod 2 | obchod 3

vyrobce 1 | 60 3 2 2 0

vyrobce 2 | 5 1 4 351135

vyrobce 3 5 2 4155
0 55 35

Protoze hodnota b; se nuluje, vynechavame index j = 1. Mame tedy Z = {2,3} a

J ={2,3} a pokracujeme indexy i = 2 a j = 2, kde x5 = 35. Pfepolitame ay a bs.

x;; “’ | obchod 1 | obchod 2 | obchod 3

vyrobce 1| 60 3 2 2

vyrobce 2 | 5 1 35 4 3

vyrobce 3 5 2 4155
0 20 35

Timto postupem pokracujeme dale, az nalezneme pocatecni feSeni, které si zapiSeme

do ptvodni tabulky.

x;; 9 | obchod 1 | obchod 2 | obchod 3

vyrobce 1 | 60 3 2 2 1 60

vyrobce 2 | 5 ! 35 4 31 40

vyrobce 3 5 20 2 35 4 |55
65 55 35

Celkové cena 7, | S0 @i ¢, =3-60+1-5+4-35+2-20+4-35 =505

2.2.2 Metoda minimalni ceny

TV

v tabulce nalezneme nejmensi hodnotu ¢; ; a toto pole obsadime z; ; = min {a;, b;}.

Existuje-li vice poli se stejnou minimalni cenou, volime libovolné z nich.

Pf#iklad. Pro nas konkrétni piiklad 2.2 méame opét indexni mnoziny Z = {1,2,3} a
J = {1,2,3}. Nejniz8i cena je v poli s indexy i = 2 a j = 1. Obsadime jej hodnotou
Ty1 = min {40; 65} = 40. Pfepocitame a; = 0 a by = 25.

x;; 9 | obchod 1 | obchod 2 | obchod 3

vyrobce 1 3 2 2 160

vyrobce 2 | 40 ! 4 3 0

vyrobce 3 5 2 4155
25 55 35
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Dostaneme nové indexni mnoziny Z = {1,3} a J = {1, 2,3}. Dale mame hned tfi pole
se stejnou nejnizsi cenou 9, T1,3 a T3z vybereme tedy libovolné z nich, napt. prvni z
nich x5 a polozime rovnu z; 5 = min {60; 55} = 55. Nyni pfepocteme hodnoty a; = 5
a bg =0.

x;; 7 | obchod 1 | obchod 2 | obchod 3

vyrobce 1 3 55 2 2

vyrobce 2 | 40 ! 4 3 0

vyrobce 3 5 2 4155
25 0 35

Jelikoz se nam nuluje sloupec s indexem j = 2 dostavame tedy mnoziny Z = {1, 3} a

Tvv

Prepocitame hodnoty a; = 0 a by = 30.

x;; 7 | obchod 1 | obchod 2 | obchod 3

vyrobce 1 3 55 2 5 2

vyrobce 2 | 40 ! 4 3

vyrobce 3 5 2 4155
25 0 30

Takto postupujeme dale az dostaneme teSeni, které vypada nasledovné

x;; 9 | obchod 1 | obchod 2 | obchod 3

vyrobce 1 3 55 2 5 2 60

vyrobce 2 | 40 ! 4 31 40

vyrobce 3 | 25 ° 2 30 4 |55
65 55 35

kde celkova cena je 2-55+2-5+1-40+5-25+4-30 = 330. MuZeme vidét, ze dostavame
pocatecni feSeni s mensimi prepravnimi naklady nez pii uziti metody severozapadniho

rohu.

2.2.3 Vogelova aproximaé¢ni metoda (VAM)

v

naklady nez pitedchozi metody. Pro kazdy rddek a kazdy sloupec vypocitame rozdil
(diferenci) mezi dvéma nejmensimi cenami. Vybereme fadek nebo sloupec s nejvétsim
rozdilem a v ném policko s nejmensi cenou. Bude-li nejvétsi diference stejna u vice
radki ¢i sloupct, budeme obsazovat pole v téchto fadcich nebo sloupcich s nejmensi
cenou. Doplnime z; ; = min {a;, b; }. Opét prepocitame a; a b; a vynechame fadek nebo

sloupec, kde se hodnota nuluje. A cely postup opakujeme.
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Piiklad. Pro nas piiklad 2.2 vypocitame diference a zapiSeme si je do tabulky.

Ty O obchod 1 | obchod 2 | obchod 3
A A=2 A=0 A=1
vyrobce 1 | A=0 3 2 2 160
vyrobce 2 | A=2 ! 4 31 40
vyrobce 3 | A=2 5 2 4 || 55
65 HY) 35

Jak vidime hodnota diference pro prvni sloupec a pro druhy a tieti radek je stejna a

Tvv

To plati pro pole z5; a to obsadime hodnotou x9; = min {as, b1} = min {40, 65} = 40.

Prepocteme as; = 0 a by = 25, vynechame tedy druhy fadek a piepocitame diference.

x5 obchod 1 | obchod 2 | obchod 3
A A=2 A=0 A=2
vyrobce 1 | A=0 3 2 2 11 60
vyrobce 2 | - 40 ! 4 3 0
vyrobce 3 | A=2 5 2 4 55
25 %) 35

Opét nam vychézeji stejné hodnoty nejvyssich rozdili. Pole s nejmensi cenou v téchto
sloupcich a radku je 213 a to obsadime hodnotou z;3 = 35. Pfepo¢teme a; = 25 a

bz = 0, vynechame tedy tieti sloupec. Znovu piepocitame diference.

x5 O obchod 1 | obchod 2 | obchod 3
A A=2 A=0 i}
vyrobce 1 | A=1 3 2 35 %2 |25
vyrobce 2 | - 40 ! 4 3 0
vyrobce 3 | A=3 5 2 4 |l 55
25 5%5) 0

Nejveétsi diference je pro treti fadek, nejmensi cena v tomto radku je pro pole x39,
obsadime ho x35 = 55. Pfepoc¢itdme ag = 0 a by = 0, vySkrtneme pouze jeden z indexti

a to naptiklad sloupcovy.
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xi; W obchod 1 | obchod 2 | obchod 3
A A=2 - ,
vyrobce 1 | - 3 2 35 2 |25
vyrobce 2 | - 40 1 4 3
vyrobce 3 | - 5 55 2 4
25 0 0

Osadime tedy posledni pole z;; hodnotou z;; = 25, tim ziskdme pocatecni feSeni ve

tvaru:
x;; 7 | obchod 1 | obchod 2 | obchod 3
vyrobce 1 | 25 3 2 35 2 || 60
vyrobce 2 | 40 ! 4 31 40
vyrobce 3 5 55 2 4155
65 55 35

Celkova cena prepravy je C' =3-25+2-3541-40+ 255 = 295. Muzeme tedy vidét,

ze naklady na dopravu jsou jeSté o néco mensi nez pfi uziti piredchozich metod.

2.3 Nalezeni optimalniho reSeni

Pro ovéieni optimality vychazejme z duality. Nejprve si napiSeme dualni ulohu pro
dopravni tlohu. Na strané 10 jsme si jiz pfipravili dualni tlohu pro tlohu distribu¢niho
typu. Sta¢i v rovnici (1.8) polozit d;; = 1 a e;; = 1. JelikoZz mame v na$i primarni
uloze podminky pouze ve tvaru rovnosti, odpada podminka u; < 0. Poté dudlni tiloha

k primarni tloze (2.1) dopravniho problému je ve tvaru

m n
maximalizovat E u;a; + E v;b;

i=1 j=1
za podminek ¢;; —u; —v; >0 proi=1,..m;5=1..n
n

kde u; jsou dudlni proménné pro prvni omezeni ) z; j=a; a v; jsou dudlni proménné
j=1
m
pro druh& omezeni ) x;,;=b;. Tyto dudlni proménné maji vyznam Lagrangeovych
i=1
multiplikatori. V tabulce je pfi vypoc¢tu nazyvame fadkova a sloupcova ¢isla. Postup

vypoctu je nasledujici:
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Algoritmus 2.4. Mame pocdatecni resent.

1. Vypocteme rdadkovd c¢isla u; a sloupcovd cisla vj z rovnosti

u; = ¢ —v; (2.2)
v = cfj — U (2.3)

kde cfj jsou ceny bdzovijch proménngch (tj. ceny vyplnéngch policek tabulky).
Protoze mdame nejvyse m+n —1 linedrné nezdvislych rovnic a m~+n nezndmyjch,
muzZeme zvolit jednu promennou jako parametr. Napviklad zvolme uy = 1 a dals?

¢isla u; a v; postupne dopocitdvdme uZitim rovnosti 2.2 a 2.3.
2. Pro nebdzové promeénné dopocitame hodnoty

N

Sij = Cij — Ui —Uj

kde cf\; jsou ceny nebdzovijch promeéenngjch. Z téchto hodnot nalezneme nejmensi

Spg = min {s;;}.

(a) Je-li s,, > 0 (tj. jsou splnény viechny podminky c;; —u; —v; > 0), mdme

optimdlni TeSent a vipocet ukoncime.

(b) Je-li s, < 0, proménnd x,, vstoupi do bdze. Hodnotu x,, zatim ozna-
¢ime jako parametr & a vepiSeme ji do tabulky. Ddle v tabulce najdeme uza-
vreny okruh, coZ je n-uhelnik, jehoZ vrcholy jsou pouze nékterd bdzovd pole
(ne nutné viechna) a vychdzi se z pole x,,. Hledany n-ihelnik se sklddd

pouze z horizontdlnich a vertikdlnich car. Ve wvrcholech okruhu odecitdme
n

nebo pricitdme hodnotu § tak, aby stdle byly zachovdny rovnosti Y x; ; = a;
j=1
a Y xij =bj. Hodnotu parametru 6 uréime z § = min {x;j}, kde x;; jsou
i=1
hodnoty, kde se § odecitd. A tabulku upravime dosazenim vypoctené hodnoty

J.

3. Vrdtime se ke kroku 1. a cely postup opakujeme.

Priklad. Pro ptiklad 2.2 jsme metodou severo-zdpadniho rohu nasli poc¢atecni feSeni.

x;; 9 | obchod 1 | obchod 2 | obchod 3

vyrobce 1 | 60 3 2 2 160

vyrobce 2 | 5 ! 35 4 511 40

vyrobce 3 > 20 2 35 4 || 55
65 55 35
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Nyni otestujeme optimalitu. Vypocitadme radkova a sloupcové ¢isla u; a v;. Zvolime si

u; = 1 a poté dale postupné vypocitavame dalsi.

Ulzl — U1:C171—U1:2 — UQICQJ_Ul:_l —
U220272—UQ:5 — U3203’2—U2:—3 — U3203’3—U3:7
xi; obchod 1 | obchod 2 | obchod 3
ui\vj v = 2 Vo = 5 V3 = 7

vyrobce 1 | u; =1 60 3 2 211 60

vyrobce 2 | uy = —1 5 ¢ 35 31 40

vyrobce 3 | uz = —3 5 20 2 35 4 95

65 55 35
Z hodnot u; a v; dopoc¢itdme hodnoty s; ; pro prazdnéa pole tabulky
S12 = C12 — U1 — V2 = —4, s1,3 = —6, S23 = —3, s31 = 6,

nejmensi hodnota je s; 3 = —6, protoze je tato hodnota zaporn, feSeni neni optimalni

a do baze nam vstoupi x; 3 s hodnotou rovnou parametru §. Pak hleddme uzavieny

okruh vychazejici z x; 3 a prochazejici bazovymi prvky (obsazenymi policky).

xi; G obchod 1 | obchod 2 | obchod 3
W 2 5 7
vyrobee 1 1 60 — 4§ 3 219 2 1 60
vyrobce 2 | —1 5+6 1 | 35-451 311 40
vyrobce 3 | —3 5 1 204+62 | 3564 |55
65 59 35

7 hodnot, kde se 0 odecita, je nejmensi hodnota 35 a tak 6 = 35. Nyni se nam nuluji

dva prvky, ale z baze muze vypadnout pouze jeden prvek. Ponechame si tedy pole

x33 = 0 v bazi. Protoze je prvek x33 = 0 bazovy zapisujeme ho do tabulky. Takovy

prvek nazyvejme bazova nula.

x;; 9 | obchod 1 | obchod 2 | obchod 3

vyrobce 1 | 25 3 2 35 2 |60

vyrobce 2 | 40 ! 4 3| 40

vyrobce 3 > 55 2 o 4 55
65 55 35

Znovu otestujeme optimalitu, nejprve vypocitdme u; a v;.
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xij b obchod 1 | obchod 2 | obchod 3
NG 2 -1 1
vyrobce 1 1 25 3 2 35 2 || 60
vyrobce 2 | —1 40 ! 4 311 40
vyrobce 3 3 o 55 2 0o ¢ 55
65 55 35

Poté vypocitame s; ; pro nebazové hodnoty:
s12 =0, S99 = 4, Sp3 = 3, 531 =0

Minimalni hodnota je s;2 = 0 a s3; = 0, které jsou nezdporné. Nalezli jsme tedy

optimalni feSeni.

x;; 9 | obchod 1 | obchod 2 | obchod 3

vyrobce 1 | 25 3 2 35 2 || 60

vyrobce 2 | 40 ! 4 311 40

vyrobce 3 5 55 2 0o ¢ 55
65 55 35

Toto Feseni nam ik, Ze od 1. vyrobce se prepravi 25 zidli do obchodu 1 a 35 zidli do
obchodu 3, 40 Zidli od 2. vyrobce do 1. obchodu a 55 Zidli od 3. vyrobce do obchodu
2. Celkové piepravni naklady jsou c=3-25+2-35+1-40+ 255 = 295.

Poznamka. Kdyz se vratime zpét, vSimneme si, Zze jsme optimalni feSeni dostali jiz
Vogelovou aproximac¢ni metodou. Tento vysledek neplati vzdy, ¢asto nastava u malych

tiiloh, ale ani tam to neni zaruceno.
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3 Distribuc¢ni aloha

Distribuc¢ni tloha je zobecnénim dopravni tlohy. Popisuje problém, kde se jednotky
dodavateli a odbératelt lisi. Jedné se prevazné o tilohy optimalizace vyrobniho procesu.

V dalsim textu se budeme zabyvat distribu¢ni tilohou ve tvaru:

m n
minimum g E Ci jTij

i=1 j=1
za podminek Za:” <a; 1=1,2,...m (3.1)
j=1
Zdi’jxi’j = bj ] = 1,2, ., n
i=1
x5 >0 1=1,2,..m;5=1,2....n

Koeficienty a; > 0 jsou kapacity, koeficienty b; > 0 jsou pozadovand mnozstvi, ¢; ; > 0
jsou cenové koeficienty a d; ; jsou koeficienty vykonnosti. Tyto koeficienty ndm udéavaji
vztah mezi jednotkami koeficienti a; a b;. Obecné mohou byt libovolné, my budeme
brat pouze d; ; > 0. Pfi zdpornosti koeficienti d; ; by tloha mohla byt neomezena a
navic nemaji prakticky vyznam. Pozdéji si ukdzeme, Ze tuloha (3.1) je ekvivalentni s

obecnéjsi ulohou (1.7) uvedenou na strané 10.

Distribué¢ni tlohu 1ze obecné zapsat do tabulky nasledovné

d c d c d c
1,1 T11 1,1 1,2 T19 1,2 1,n T1p 1,n aq
da,1 To1 c2,1 da,2 Too c2,2 da,n Ton c2.n ay
dm,l T Cm,1 dm,Q Ton2 Cm,2 d'm,n Tonn Cm,n A,
bl bQ bn

V této tabulce také provadime vypocet feSeni.

Pievod na rovnicovy tvar

V tloze mame obecné dané podminky u radkovych souctli ve tvaru nerovnosti. Pri
vypoctu optimalniho feSeni budeme predpokladat, Ze mame podminky ve tvaru rov-
nosti. Proto musime piidat dalsi proménné x;,;, v tabulce to odpovida dalSimu pii-
danému (n + 1). sloupci. Koeficienty vykonnosti d; ; u téchto proménnych budou rovny

dint1 =1 aceny ¢ py1 =0 proi=1,2,...,m. Tyto proménné nazveme doplitkové. 7
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tlohy (3.1) dostaneme tlohu v rovnicovém tvaru

m n
minimalizovat E E Ci jTij

i=1 j=1
n+1

za podminek Z:{:” = a; i=1,2,...m (3.2)
j=1
Zdi,j$i,j = bj j = ].,2, N
i=1
xmz() 2:1,2,,m,j:1,2,n+1

Pozndmka. V 1loze v rovnicovém tvaru (3.2) si pov§imnéme, ze pro dopliikové pro-
ménné neni omezeni Y . d; p41%in1 = Dpi1.

Pokud nalezneme optimalni feSeni, kde je hodnota dopliikové proménné ;41 > 0
pro néjaké ¢ = 1,2, ..., m, tak toto TeSeni je optimalni feSeni i puvodni tlohy ve tvaru
(3.1). Kladna hodnota x;,41 zna¢i nevyuzitou kapacitu i-tého stroje.

Ulohu v této podobé si mizeme zapsat i v maticovém tvaru

minimalizovat ¢Tx

za podminky Ax =Db

x>0
kde
vektor ¢ = (0171, C1,2, -+, Cln+1,C21,5 -1y Cmm_,_l)T
vektor X = (211, %12, ooy L1 41, 2,15 -+ xmmH)T
vektor b = (ay, ag, ..., am, by, b, ..., bn)T
matice A méa nésledujici tvar
1 1 - 1 1| | |
11 1 1] |
| | |
| | | 1 1 11
A=| - - - — — - — — - _ __ _ - - - - - _
dy | day | | dm1
dio | dao | \ 2
| ' | |
dl,n 0 | dQ,n 0 | ‘ dmn 0



Véta 3.1. Hodnost matice A je rovna m + n.

Diikaz. Vezmeme-li postupné posledni sloupce z kazdého bloku a nésledné postupné
prvnich n sloupci z libovolného bloku. Timto dostaneme horni trojihelnikovou matici
s m + n nezavislymi sloupci. Jelikoz pocet nezavislych sloupci je stejny jako pocet

nezavislych tadki, je hodnost matice pravé m + n. O

3.1 Priklady aplikaci

Nésledujici priklady nam pomohou lépe pochopit vyznam vSech proménnych a koefici-
entii. Nejprve si ukdzeme obecné piiklady aplikaci.
Nejcastéjsi aplikace distribuéni tilohy je pravé tloha optimalizace vyrobniho pro-

cesu.

Uloha. Podnik m4 nastavit vyrobu produktii na vyrobnich strojich tak, aby zaroven
minimalizoval vyrobni naklady. Maximalni pocet hodin, které muze -ty stroj pracovat
za dané obdobi ozna¢me a;. Mnozstvi j-tého produktu, které je tieba vyrobit oznac¢me
b;. Koeficienty d; ; urcuji, kolik j-tého produktu vyrobi i-ty stroj za hodinu. Ceny vy-
roby j-tého produktu i-tym strojem oznacme c; ;. Hleddme optimalni rozvrzeni vyroby,

tedy pocet hodin, ve kterych bude i-ty stroj vyrabét j-ty produkt ( ozn. z; ;).

Uloha. Eskadra slozena z riznych typiu letadel se méa nasadit na letecké traté tak, aby
uspokojila poptavku cestujicich a zarovenn minimalizovat pfepravni ndklady. Pocet leta-
del ¢-tého typu ozna¢me a;, pocet cestujicich pozadujici pfepravu na trati j oznacme b,
koeficienty d; ; ndm urcuji pocet cestujicich, které je mozno prepravit jednim letadlem
i-tého typu, pokud je nasazené na j-tou leteckou trat béhem daného obdobi. Pfepravni
néklady na jedno letadlo i-tého typu na j-té letecké trati. Hledame tedy rozvrzeni leti,

to je pocet letadel i-tého typu na j-té letecké trati oznac¢me z; ;. Viz [6, str.477|

Uloha. Podnik vyrabi energii. Ma k dispozici a; mnozstvi i-té suroviny pro vyrobu
energie. Potfebné mnoZstvi vyrobené energie v j-tém zafizeni ozna¢me b;. Koeficienty
d;; oznatuji spotiebu i-té suroviny v j-tém zaiizeni (zahrnuji napiiklad pot¥ebnost
konverze suroviny apod.). Ozna¢me p;; naklady na vyrobu jednotkového mnozstvi
energie z i-té suroviny v j-tém zarizeni. Hledame spotiebu i-té suroviny v j-tém zafizeni
(ozn. ; ;) tak, abychom minimalizovali naklady ¢; ; = d; jp; j na vyrobu energie v j-tém

zatizeni z jednotkového mnozstvi i-té suroviny. Viz [9].

Dalsi piiklady distribuéni tlohy muzeme najit v [10, str. 70-72] nebo v [5, kap. 15|,
kde jsou priklady i feSeny. Nyni si uvedeme jednoduché ptiklady jiz s konkrétnimi ¢isly,

na kterych budeme demonstrovat metody pro vypocet feseni.
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Priklad 3.2. Firma vyrabi plastové hracky - 4 druhy zvirdtek. Pro tento ucel ma k
dispozici tii linky - vsttikovaci lisy. Pozadavky odbératelii (ozn. b;) jsou 220 ks psi,
150 ks kocek, 180 ks slont a 100 ks ziraf. Mési¢ni kapacita linek (a;) je 160 hod., 320
hod. a 200 hod. pro jednotlivé linky. Nasledujici tabulka zobrazuje, kolik jednotlivych
zvitatek (v ks) vyrobi dana linka za hodinu (d; ;) a cenu hodiny provozu (c¢;;) (v tis.

K¢) dané linky p#i vyrobé daného druhu zviratka.

i i pes kocka slon zirafa

Linka A | %° 7108 6 | 05 5107 1 160

Linka B | 97 6 | 04 8 | 0,6 5] 05 3 ][ 390

Linka C | 04 4 {06 5106 6 | 08 5[ 9200
220 150 180 100

Tato tdloha je prevzata z [8]. Jak si pozdéji ukdzeme, nema optimalni feSeni, coz lze

ovérit uzitim jednoduché nutné podminky

Priklad 3.3. Upravenim piedchoziho pitkladu zvySenim koeficienti vykonnosti d; ;

dostaneme piiklad ve tvaru zapsaném v nasledujici tabulce.

di.j €i pes kocka slon Zirafa

Linka A | 06 71 6 | 06 508 1 160

Linka B | 98 6 | 05 8 | 0,7 5106 3 ([ 390

Linka C | 9 4107 5|07 6 | 1 5 1 900
220 150 180 100

Jak si pozdéji ukazeme i tento piiklad nemé optimalni feSeni, pfestoze splituje jedno-

duchou nutnou podminku existence optimalniho feSeni. Pozdéji to ovéiime vypoctem.

Abychom dostali ptiklad, ktery ma optimalni feSeni a mohli na ném ukézat postupy
pro nalezeni TeSeni, musime opét upravit koeficienty vykonnosti d;; a také kapacity

linek a;. Po upraveni dostaneme nasledujici piiklad, se kterym budeme dale pracovat.

Piiklad 3.4. Firma vyrabi plastové hracky — 4 druhy zvifatek. Pro tento tcel ma
k dispozici tii linky — vstfikovaci lisy. Pozadavky odbérateli jsou 220 ks psi, 150 ks
kocek, 180 ks slonti a 100 ks ziraf. Meési¢ni kapacita linek je 240 hod., 320 hod. a 220
hod. pro jednotlivé linky. Nasledujici tabulka zobrazuje, kolik jednotlivych zvitatek (v
ks) vyrobi dana linka za hodinu a cenu hodiny provozu (v tis. K¢) dané linky p#i vyrobé
daného druhu zvitatka. Hleddme optimalni rozvrzeni vyroby nebo-li poc¢et hodin prace

(x;;) dané linky na daném vyrobku tak, aby naklady na vyrobu byly minimalni.
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dij Cij pes kocka slon zirafa
Linka A 0,8 7112 6 | 0,8 5 1 4 240
Linka B 1 6 |05 8|09 5|08 3 1| 390

Linka C 0,6 4108 5 10,9 6 | 1,2 5 220

220 150 180 100

S timto prikladem budeme déle pracovat a ukdZeme si na ném postupy pro nalezeni
reSeni.

Mizeme jej zapsat i v maticovém tvaru

minimalizovat ¢Tx
za podminky Ax=Db
x>0

kde .
c=(7, 6, 5 4 0, 6, 8 5 3,0, 4 5 6 5, 0)

T
X = (351,1, Z1,2, 1,3, L14, T15, 21, L22, 23, 24, 25, 31, L3,2, 3,3, L34, 5U3,5)

b:(24o, 320, 220, 220, 150, 180, 100)
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3.2 Ekvivalentni tvary distribuc¢ni Glohy

Distribu¢ni uloha je zobecnénim dopravni tlohy. Dalsim zobecnénim vznikne obecné

distribu¢ni iloha

m n
minimalizovat E E CijTij

i=1 j=1
za podminek Zei,jxi,j < a; i=1,2,...m (3.3)

j=1

Zdi,jxi,j = bj j = 1,2, N

i=1

T j >0 i:1,2,...,m;j:1,2,...,m

Ukazeme si, ze tato tloha je ekvivalentni s distribu¢ni ulohou (3.1) a muzeme se tedy
zabyvat pouze ulohou (3.1). Pfevod tlohy (3.3) na tlohu (3.1), je naznaceny v [6].
Abychom tlohu mohli prevést, musi koeficienty spliiovat podminky e; ; > 0, d; ; > 0 a
c¢ij > 0. Poté miZeme zavést substituci ve tvaru 7, ; = e; jx; ;, abychom z koeficientt

u radkovych souctu dostali jednicky. Dosadime ji do tilohy a dostavame

m n
minimalizovat E g Cij

i=1 j=1

1,
Cij

:L". . .
za podminek g e —L < ay 1=1,2,....m
e.

Odtud jiz po upraveni dostavidme konec¢nou podobu

m n
minimalizovat E E C; jT;

i=1 j=1
n
za podminek qu < a; 1=1,2,....m
j=1
m
Zdi’jji’j = bj j = 1,2, N
i=1
;>0 1=1,2,...m;5=1,2,....m

kde Ei,j = Z—’j, d@j = —=
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Obdobné miizeme pievést tlohu

m n
minimalizovat E E CijTij

i=1 j=1
za podminek Z € jTij = G 1=1,2,...m (3.4)
j=1
Zdi’jxi’j S bj j = 1,2, N
i=1
Lij >0 i:1,2,...,m;j:1,2,...,m

ve které opét plati €5 > 0, di,j >0 a Cij > 0. Zvolime substituci f@j = di,jmi,j a

kone¢nou podobu tlohy dostaneme ve tvaru

m n
minimalizovat g g Ci jTij

i=1 j=1
n
za podminek E € ;Ti; = 1=1,2,....m
Jj=1
m
E f@jgbj j:1,2,...,n
i=1
Ti; >0 1=1,2,..m;5=1,2,...m
G Shi 5o Ciyj
kde ¢; ; = s Gij = a5

Neni tedy nutno se zvlasté zabyvat distribu¢ni ulohou ve tvaru (3.3) nebo (3.4),

nebot obé tlohy lze pfevést na tlohu (3.1).

, -

3.3 Vztah mezi dopravni a distribu¢ni tlohou

Jiz diive jsme se zminili, Ze dopravni tloha je specidlnim piipadem distribuc¢ni tlohy.
Za ur¢itych podminek lze distribu¢ni ulohu pievést na dopravni ulohu (viz [2]), jejiz
feSeni je snadnéjsi. Pokud existuji kladna ¢isla a; a 3 takovd, Ze vSechny koeficienty

vykonnosti d; j lze zapsat jako d; ; = a;3;, pak se d& distribuc¢ni iloha pfevést na tlohu
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dopravni. Mame tedy distribu¢ni tlohu ve tvaru

minimalizovat

za podminek

m n
E E Ci,jTij

i=1 j=1

n
g Ti; < a;

j=1

m
> B = b
i=1

Tij Z 0

Pouzitim substituce 7; ; = o;x; ;, pak dostavame

minimalizovat

za podminek

m n —
xl?j
Cij
- - ;
i=1 j=1
"z
0 < a;
aA
j=1 "

m
> o
i=1

f. .
17.7 2 O
Q;

,J
Q;

Ulohu upravime na vysledny tvar

m n
minimalizovat E E Ci ;i Tij

i=1 j=1

n
za podminek E T <G

i=1

m
> Ty =b;
=1

Tij >0

1=1,2,
J=12,
1=1,2,

1=1,2,
J=12,
1=1,2,
1=1,2,
J=12,

oy

1=1,2,...m;5=1,2....n

— Cij — b; . . PR v y
kde ¢ ; = 32, @55 = agj, bj = B Problém je v nalezeni ¢isel o; a §;, tato ¢isla ¢asto

ani neexistuji. Proto nelze libovolnou distribuc¢ni ilohu pievést na dopravni tlohu a je

nutné ji fesit specialnimi metodami.

3.4 Resitelnost tiloh

Pro distribuc¢ni ilohu neexistuje zadné jednoduché pravidlo, které by nam zarucovalo,

ze mé tuloha optiméalni nebo alespon piipustné feseni, jako jsme méli u dopravni tlohy.
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Pro dopravni tlohu ndm plati véta 2.1 na strané 12, kde nam staci ovéfit zda plati
dodavatelsko-odbératelska rovnovaha. Zadn4 takova podminka u distribu¢ni ilohy ne-

plati. Pro distribuc¢ni tlohu lze vyslovit pouze nasledujici vétu.

Véta 3.5. Pro distribucni dloha (3.1) jsou ndsledujici tvrzeni ekvivalentni:
a)md pripustné feSent

b)md optimdlni FeSeni

Diikaz. a) = b): Véta 1.6 o existenci optimélniho feSeni nam k4, ze pokud mame pii-
pustné feSeni a ucelova funkce je omezena zdola, pak existuje optimélni feSeni. Jelikoz
méame omezeni ¢; ; > 0 a x; ; > 0, pak i ucelové funkce je omezend zdola a tvrzeni plati.

b) = a): Tvrzeni plyne rovnou z definice optimalniho feseni. O

Poznamka. Pokud aplikujeme zakladni vétu linedrntho programovani 1.7, tak oproti
obecné tloze linedrntho programovani pro distribu¢ni Glohu nemitze nastat 2. moznost
této véty, jelikoz ucelova funkce je omezend zdola. Z tohoto vyplyvéa, ze bud neexistuje

pripustné feSeni nebo existuje optimalni feSeni distribuc¢ni tlohy.

Pro distribu¢ni dlohu si mazeme zformulovat alesponn nutnou podminku existence

optimalniho feSeni ve tvaru
m n
max {d; ;} Z a; > Z bj (3.5)
i=1 j=1

Vyjdeme z podminek

n
invj SCLZ' i:1,2,...,m
j=1

m

Zd@jxi’j = bj j = 1,2, .., n

=1

Pokud d; ; nahradime maximem z téchto hodnot, které si ozna¢me d,,q, = max{d, ;},

dostavame
n
me < a; 1=1,2,....m
j=1
m
deaazaji,j ij j = 1727"'7n
i=1
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Jestlize vSechny tyto rovnice seCteme, dostavame

m

n m
22 T <D

=1 j:l =1
m n 1 n
2D Tz )b
i=1 j=1 mat ;1

Z tohoto jiz dostavame nutnou podminku (3.5). Pokud tato podminka bude porusena,
nelze splnit podminky tulohy (3.1) a tloha nebude mit ani p¥ipustné feSeni. OvSem

pokud podminka splnéna bude, nezarucuje nam, zZe tiloha mé piipustné feseni.

Piiklad. Jak jsme si jiz uvedli, piiklad 3.2 neméa optimalni feSeni. Ovéime si toto tvr-
zeni podminkou (3.5). Nejprve najdeme maximalni hodnotu z koeficienti vykonnosti
max {d;;} = 0,8 a spocitejme Y " a; = 680 a > " b; = 650. Po doplnéni do ne-
rovnosti dostavame 544 % 650. Je tedy porusena nutna podminka, a proto tato uloha

nema reseni.

Priklad. Nyni si ukdzeme na piikladu 3.3 tvrzeni, Ze podminka je splnéna, ale nemusi
existovat optimdalni ani piipustné feSeni. Maximum z Kkoeficienti vykonnosti
je max{d;;} = 1, souty omezeni jsou stejné jako v pfedchozim piikladé, tedy
D = 680 a > 7 b; = 650. Po dosazeni do (3.5) dostdvame 680 > 650, tedy
podminka je splnéna, dokonce plati ostra nerovnost, ale presto tato tloha nema op-
timalni feSeni, coz si miuzeme ovérit napiiklad programem pro vypocet optimélniho

feSeni, ktery je uvedeny dale v textu.

Piiklad. A posledni si uvedeme piiklad 3.4, ktery ma optiméalni feSeni. Maximum
z koeficienti vykonnosti je max{d;;} = 1,2 a sou¢ty omezeni Y ", a; = 780 a
>_j—1 bj = 650. Po dosazeni do (3.5) dostavame 936 > 650, a tedy je nutnd podminka

splnéna.

3.5 Nalezeni pocate¢niho bazového feSeni

K nalezeni vychoziho feseni distribu¢ni alohy pouzijeme stejné ¢i podobné metody jako
pro nalezeni vychoziho feseni dopravni tlohy. Bohuzel neni zadny spolehlivy postup,

ktery by nam daval pfipustné pocatecni feSeni ptuvodni tlohy (3.1).

Doplnéni pomocnych proménnych

I po vypoctu pocatecniho feseni tilohy v rovnicovém tvaru dle nize uvedenych postupii,
tedy po vyplnéni tabulky, se nAm muze stat, ze stale nebudou splnény podminky sloup-

covych souéti tedy > 7", dijri; < b; j €K, kde K C {1,2,...,n} oznadme mnozinu
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indext, pro které neplati rovnosti. Musime tedy pfidat dal$i proménné w,,;,; pro
j € K. Nazveme je pomocné proménné. Tyto proménné ndm ovSem zméni tlohu.
Vykonnostni koeficienty polozime opét rovny d,,+1,; = 1, ale ceny u téchto promén-
nych polozime rovny dostate¢né velké kladné hodnoté c,,+1,; = M. Pokud dostaneme

pocatecni feSeni s témito proménnymi, musime nejprve resit tlohu

m n+1
minimalizovat Z Z Ci %+ M Z T,
i=1 j=1 jek
n+1
za podminek wa = a; i=1,2,...m (3.6)
j=1
Zdi’jxi’j :bj ] € {1,2,,71}\’C
=1
m+1
Z d@jﬂ?@j = bj ] S K
=1
2 >0 i=1,2,..m;j=12.n+1

Budeme tedy hledat optimalni feSeni této ulohy (viz kapitola 3.6) . Pokud béhem
postupu dostaneme pripustné feseni, kde x,,.1; = 0 pro vSechny j € K, zbylé prvky
nam tvori pripustné feseni puvodni dlohy a plynule tak prejdeme k feSeni ptivodni
tlohy. Proménné x,,,;; jiZ nebereme v tvahu. Nalezneme-li optimdlni feSeni, kde se
vyskytuje kladna hodnota x,,11 j, neni to optimalni ani piipustné feSeni ptivodni tlohy
a puvodni tloha feseni nema.

V programu Matlab jsem pro pridani doplitkovych (viz podkapitola prevod na rov-
nicovy tvar) a pomocnych proménnych napsala funkci s ndzvem rovnice, kterd ma

hlavicku

function [x,c¢,d,iBx|=rovnice(x,c¢,d,na,nb, ha, hb)

Tuto funkci pouzijeme az po funkci, kterd nam vypocita poc¢ateéni feSeni nékterou nize
uvedenou metodou. Tuto funkci zavolame piikazem

[x,c,d,iBx|=rovnice (x,c,d,na,nb ha hb)

Vsechny vstupni proménné dostaneme z nékteré funkce pro vypocet poc¢atec¢niho reSeni,
které si uvedeme nize. Vystupujici proménné jsou matice po pridani doplitkovych pfi-
padné pomocnych proménnych. A matice iBx je matice indikdtorim bazovych prvku
v matici x. Pokud je prvek v x bazovy, tak v matici iBx bude na tomto misté 1. Tuto
matici zavadime pro piipad, kdyby se v feSeni objevily tzv. bazové nuly. Tato funkce

nejprve prida doplitkové proménné (pfevedeni na rovnicovy tvar) a poté je-li tfeba
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doplni pomocné proménné. Funkce také upravi matici cen ¢ a matici koeficienti vy-
konnosti d. Pokud bude pocatecni feSeni degenerované, to znamena, ze pocet kladnych
prvki bude mensi nez m + n tedy ha+hb, pak se pfidd do matice indikatori bazovych

prvki dalsi prvek.

Pozndmka. V programu piidame vSechny pomocné proménné (nejen pro j € K), ale

zajistime, 7e z baze mohou pouze vystupovat, nikoli do ni vstupovat.

3.5.1 Obecny algoritmus

DAl si ukdzeme nékolik moznych postupi pro nalezeni poc¢atecniho reSeni. Nejprve si
podobné jako u dopravni tlohy zformulujeme obecny algoritmus, ktery ndm nedava

jednoznac¢ny postup pii vypoctu. Vypocet provadime v tabulce.
Algoritmus 3.6. Mdme indezové mnoziny T={1,2,....m} a J ={1,2,....,n}.

1. Zvolme libovolne indexy 1 € T a j € J. Pole s témito indexy obsadime hodnotou
Tij = min {ai,%} a poté hodnoty a; a b; prepocitame, tj. a; = a; — x;; a

bj = bj — diji;.

2. 7 indexovych mnozin vyskrineme index i nebo j a to ten, pro ktery se vynuluji
poZadavky (tj. a; = 0 nebo b; = 0). V tabulce to znamend, Ze vyskrtneme prislusniy
radek ¢i sloupec. Vidy vynechdme pouze jeden z indexi. V pripade, Ze se vynu-
lugi hodnoty pro oba indexy, vynechdme takovy inder z indexové mnozZiny, kterd
mda alesponi dvé hodnoty, pokud je to mozné. Tim dostdavame upravené indexové

mnozZiny a upravenou tabulku.

3. Vrdatime se ke kroku 1. a cely postup opakujeme, dokud nevycerpame vsechny

indexy t a j.
Jako posledni je-li treba obsadime dopliikové a pomocné promeénné.

Dale si uvedeme specialni varianty obecného algoritmu, které presnéji predepisuji

zpusob vybéru indexi ¢ a j.

3.5.2 Metoda severozapadniho rohu

Prvky x;; budeme obsazovat od levého horniho rohu. Proto prvni obsazeny prvek
bude vidy z1; podle vzorce z;; = min{a;, db—fj} Déle upravime hodnoty a; a b;, tj.
a; = a; — ;; a b; = b; — d; ;x; ;. Kdyz hodnota a; bude nulovad pokrac¢ujeme prvkem,
ktery lezi o fadek nize, tj. x;1; ;. KdyZ se vynuluje hodnota b; pokracujeme obsazenim

prvku z; ;41 stejnym zptsobem.
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Priklad. Tento postup je nam znam z dopravni tlohy, a proto zde ukidzeme jen vy-

sledné pocatec¢ni feseni prikladu 3.4 ve tvaru:

dij g G pes kocka slon zirafa
Linka A 089407 | 1.2 6 ] 08 5 | 1 1
Linka B 1 98 6 [ 059998 | 09 5108 3
Linka C 0,6 4 1 08 5 5 10,9 200 6 | 1,2 15 5
0 0 0 82

Jak muzeme vidét v poslednim sloupci neni splnéna podminka, by — Z?Zl dia%is =
82 # 0. Musime tedy pfidat pomocnou proménnou z,4 s koeficientem dsy = 1 a

cenou ¢4 4 = M. Hodnota pole bude rovna zbyvajicimu mnozstvi tak, aby byla splnéna

podminka.
L pes kocka, slon zirafa
Linka A 089407 | 12 6 | 08 501 1 {[ 940
Linka B 1 98 6 | 059998 | 09 5| 08 3 || 390
Linka C 06 4108 55 1099006 ] 12 15 % || 220
Pomocné proménné — — _ 1 gy M
220 150 180 100

Toto pocatecni feSeni neni pocatecni feSeni nasi ilohy ale tlohy upravené. Musime tedy
hledat feSeni, kde bude hodnota x4 4 = 0, postupem, ktery si ukdZzeme pozdéji. Celkové
naklady jsou zde S0 | 371 ¢ w;—5459 + 82M.

Pro vypocet pocateéniho feseni metodou severozapadniho rohu jsem v Matlabu

napsala funkci szr, kterd méa hlavicku
function [x,na,nb ,ha hb|=szr(a,b,c,d)

Na vstupu méame vektor fadkovych omezeni a, vektor sloupcovych omezeni b, ma-
tici cenovych koeficientii ¢ a matici koeficientii vykonnosti d. VSechny tyto proménné
ziskame ze zadani ulohy. Na vystupu mame matici feSeni x, upraveny vektor radko-
vych omezeni na, upraveny vektor sloupcovych omezeni nb, dimenze vektori a a b
oznacené jako ha a hb. Abychom dostali piripustné feSeni, musime pfidat doplitkové a
pomocné proménné. Musime tedy jesté zavolat funkci rovnice, kterou mame uvedenou

na strané 33. Funkce zavolame piikazy

[x,na,nb,ha hb]=szr(a,b,c,d)

|x,c,d,iBx|=rovnice (x,c,d,na,nb ha, hb)
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Ptiklad. Pro nas piiklad 3.4 si zadefinujeme piiklad

a=[240;320;220];

b—[220;150;180;100];
c=|7,6,5,4;6,8,5,3;4,5,6,5];
d=[0.8,1.2,0.8,1;1,0.5,0.9,0.8;0.6,0.8,0.9,1.2];
Zavolanim

|x,na,nb,ha hb|=szr(a,b,c,d);

[x,c,d,iBx|=rovnice (x,c,d,na,nb, ha hb)

dostavame TFeSeni

X =
240 0 0 0 0

28 292 0 0 0

0 3 200 15 0

0 0 0 82 0

Snadno ovéfime, ze toto FeSeni je stejné jako pocatecni feSeni pii ru¢nim vypoctu v

tabulce.

3.5.3 Obdoba metody minimalni ceny

Indexy prvki, které budeme obsazovat, mtizeme vybirat stejné jako u dopravni tlohy

porovnanim cen. Nejdiive vybereme prvky s nejmensi cenou a obsadime jej hodnotou

z;; = min{a;, db—’} a prepocitame a; a b;, vynechame sloupec nebo fadek podle toho
V)

kterd hodnota se nam vynuluje a postup opakujeme. Mizeme ovSem hledat i minimum

z podila f;,‘j_. Tento podil ma predevsim ekonomicky smysl, dostavame tak napftiklad
0,5
prvky s nejmensi cenou na vyrobu jednoho produktu, viz [5]. Dalsi postup je stejny,

ale vysledky jsou rtzné.

Piiklad. Metodu si opét ukidzeme na piikladé 3.4. Nejprve pouzijeme metodu, kde
hleddme minimélni ceny c¢; ;. Minimalni cenu méa pole x4 a tak jej obsadime hodnotou

Toa = min {CLQ, (12—44} = 125. Pfepoéitéme Qg = A3 — To4 = 195 a b4 = b4 — 2727461274 =0

dig g, Cid pes kocka slon zirafa
Linka, A 0,8 1,2 6 0,8 1 4 240
Linka B 1 0.5 8109 081253 || 195
Linka C 0,6 0,8 5] 0,9 12 5 [ 920
220 150 180 0
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Vynuluje se ndm c¢tvrty sloupec a tak jej jiz nebereme v tivahu a dale prohledavame
tabulku. Pole s nejmensi cenou je 3 ; a obsadime jej hodnotou z3; = 220. Piepocitame
as = 0a bl = 88.

i gy G pes kocka slon virafa
Linka A 0,8 71,2 6 | 0,8 5] 1 1 || 940
Linka B 1 6 |05 8109 51081953 | 195
Linka C 0,6 9904 | 08 5109 6 | 1,2 5 0

88 150 180 0

Dale pokracujeme podobnym zptsobem az dostaneme tabulku

s Tij pes kocka slon zirafa
Linka A 0.8 7112 15 6]089955 | 1 4
Linka B 188 6 | 051078 | 09 5108 1953
Linka C 0,6 990 4 | 038 5 | 09 6 | 1,2 5

0 78,5 0 0

Sice jsme vycerpali vSechny moznosti, ale stidle neméme splnénou podminku pro druhy
sloupec. Musime tedy pfidat pomocnou proménnou x4 5 s koeficienty dy » = 1 a s cenami
Cq0 = M

dig gy G pes kocka slon Zirafa
Linka A 08 T L2 15 61089955 | 1 411 240
Linka B 188 6] 0510978 |09 510819253 1| 320
Linka C 06 9904 | 08 5 | 09 6 | 1,2 5 ([ 920
Pomocné proménné — 178,5M _ _
220 150 180 100

Celkové naklady ¢ini 3854 + 78,5M.

Piiklad. A nyni vypoc¢teme piiklad 3.4 i metodou, kdy hledame minimum z podilu

2—; . Tyto hodnoty si muze dopsat do tabulky do levé ¢asti kazdého pole, aby se nam

lépe pocitalo. Z této tabulky se jiz snadno vyhled4 nejmensi hodnota podilu 2—3 , COZ
1,5

je zde hodnota pro pole x5 4. Toto pole obsadime hodnotou z94 = min {as;bs/ds s} =

min {320; 100/0, 8} = 125. Pfepocitame ay = 195 a by = 0.
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fcﬁ i 560 pes kocka slon zirafa
Linka A 875 | 8 T |12 6| a5 | 08 5|, 1 1 [ 940
Linka B 6 1 6 16 0.5 8 5,56 0,9 5 3,75 0.8 125 3 195
Linka C 6.67 0,6 4 6.25 0,8 5 6.67 0,9 6 417 1,2 5 220
220 150 180 0

Pokrac¢ujeme stejnym postupem dale, dokud nedostaneme pocatec¢ni feSeni v nasledu-

jicim tvaru.

di.j Xy pes kocka slon zirafa
: 08 875 7 | 1,2 608 45 5| 1 4
Linka B 1 6 105 81 091955 | 081253 || 320
Linka C 0,6 990 4 | 08 5] 09 6 | 1,2 5 11 290
Pomocné proménné | ' 0,5 M — — _
220 150 180 100

Celkové naklady jsou @%—O, S5M = 3773,75+0,5M. Jak si mizeme vSimnout vysledné

feSeni je odliSné od feSeni, kdy jsme hledali minima pouze z cen ¢ ;.

Pro vypocet pocatecniho feSeni metou minimélni ceny, kde hleddme minimum z

« . Mo Cis . . .y
cen ¢; ; nebo minimum z podili 72, jsem napsala funkci mc s hlavickou
1,5

function [x,na,nb,ha,hb|=mc(a,b,c,d,varianta)

Na vstupu mame opét vektory a matice ze zadéni a navic proménnou varianta, kterou
si zvolime variantu metody. Na vystupu méame matici feSeni x a opravené vektory
omezeni na a nb a dimenze vektori a a b oznacené ha a hb. V programu stejné jako
v ruc¢nim postupu mame indexové mnoziny Z a J. Nejprve si zavedeme novou matici
nc podle varianty metody, kterou jsme si zvolili. Prvky z matice, které jiz nebereme v
uvahu, predefinuji jako nekonec¢no a tedy tyto prvky nemohou byt vybrany. Po vypoctu
musime opét zavolat funkci pro doplnéni pomocnych a dopliikovych proménnych. Pro

vypocet metodou, kde hleddme minimum z cen ¢; ; volame
[x,na,nb,ha hb]=mc(a,b,c,d,1);
[x,c,d,iBx|]=rovnice (x,c,d,na,nb ha hb)

Pro vypocet pocatecniho feseni obdobou metody minimalni ceny, kde hledame mini-

mum z podili ;—] volame funkei mc, kde jako paty argument zadame 0.
¥

[x,na,nb,ha hb]=mc(a,b,c,d,0);

|x,c,d,iBx|=rovnice (x,c,d,na,nb ha, hb)
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Priklad. Vektory a matice pro zadani prikladu 3.4 zadame stejné jako jsme to udélali

v piikladé pro metodu severozapadniho rohu. Po zavolani funkei

[x,na,nb,ha hb]=mc(a,b,c,d,1);

[x,c,d,iBx|]=rovnice(x,c,d,na,nb ha hb)

dostavame FeSeni ve tvaru

X =
0 15.0000 225.0000 0 0
88.0000 107.0000 0 125.0000 0
220.0000 0 0 0 0
0 78.5000 0 0 0
Pokud budeme chtit hledat minima z podilu 2+, zavolame funkce
[x,na,nb,ha hb]=mc(a,b,c,d,0);
[x,c,d,iBx|=rovnice (x,c,d,na,nb ha hb)
a dostavame feseni ve tvaru
X =
109.3750 125.0000 5.6250 0 0
0 0 195.0000 125.0000 0
220.0000 0 0 0 0
0.5000 0 0 0 0

3.5.4 Obdoba Vogelovy aproximac¢ni metody

Ci’j
diﬂj )
vybereme sloupec s nejvétsim rozdilem a v tom pak obsadime ten prvek, kde hodnota

Pro kazdy sloupec vypocitame rozdil dvou nejmensich podila ozna¢me jej A. Poté
2—; bude nejmensi, a to jiz znAmym vzorcem z; ; = min{ai,%} a pirepocitame hodnoty
a; a b;. Vynechdme pfisluSny fadek ¢i sloupec a postup opakujeme.

Pozndmka. U Vogelovy metody u dopravni tlohy jsme pocitali diference jak pro sloupce
tak pro radky, zde po¢itame pouze pro sloupce [5], je ovSem mozné pocitat diference i

pro tadky.

Piiklad. Opét si tento postup ukdzeme na piikladé 3.4. Hodnoty podili ;—j mame
vypocteny jiz z predchozi metody, sta¢i nam dopocitat pouze rozdily dvou nejmen-
Sich hodnot téchto podili pro kazdy sloupec. Nejvétsi hodnota je pro druhy sloupec.
V tomto sloupci je nejmensi hodnota podilu pro pole x5 a toto pole obsadime
1 = min {al,d%} — min {2407%’} — 125. Piepoditame a; — 240 — 125 = 115

aby,=150—-125-1,2=0.
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(cﬁ i s ;s pes kocka slon Zirafa
A 0,67 1,25 0,69 0,25
Linka A s75 | O Tlos [ 1?1250 605 | O® ! 115
Linka B 6 ! 61 46 | 2° ® | 556 | gz | 08 320
Linka C 6,67 0.6 1 6,25 0.8 > 6,67 0.9 6 4,17 1,2 220
220 0 180 100

Vynechame druhy sloupec. Jelikoz jsme vynechévali sloupec neni potieba prepocitavat

rozdily. Vybereme tedy dalsi sloupec s nejvétsim rozdilem, tedy tieti sloupec a v ném

pole s nejmensi hodnotou podilu je x4 3, obsadime ho x5 3 = min {320;180/0,9} = 200.

Prepocitame ay = 120 a b3 = 0.

% disig; ;i pes kocka slon zirafa
A 0,67 — 0,69 0,25
Linka A g5 | 08 Tlos [ 1?1250 | 605 | O® ° | ' 115
Linka B 6 ! 61 16 |9 ® 1 ss6 | “?200° | 575 | O® 120
Linka C 667 | 0 Y62 | O® ° | eer | 7 O lagr | 12 220
220 0 0 100

Opét se nam nuluje podminka pro sloupec, a tak pouze vybereme dalsi nejvétsi hodnotu

ze zbylych rozdili. To je pro prvni sloupec a v ném pole x5 ;, obsadime ho hodnotou
Ty1 = min {120;220/1} = 120. Pfepoditame ay = 0 a by = 100.

Zﬁ Gid 560 pes kocka, slon zirafa
A 0,67 — — 0,25
Linka A g7s |00 T s | PP1250 g |00 P 4 | ] 115
Linka B 6 | 11206 | 1 |05 8|6 (992007 | 4 | 08 0
Linka C e S L D e 290
100 0 0 100

Tentokrat se ndm nuluje fadkova podminka, a tedy musime prepocitat rozdily. A nej-

vétsi rozdil je opét pro prvni sloupec a nejmensi hodnota podilu je pro pole x3; obsa-

160

dime ho x5, = min {220;100/0,6} = 2%, Pfepocitame a3 = 1% a by = 0.
t disj p; ;G pes kocka slon Zirafa
A 2,08 — - 0,25
Linka A s75 | 08 Tl s | B21256 | 505 | 08 >y ! 115
Linka B 6 11206 | 5 | 95 8 1556 | 992007 | 375 | OB 0
Linka C 6,67 0.6 5;2—0 4 6,25 0.8 > 6,67 0.9 6 417 1,2 1%0
0 0 0 100
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Nyni se nam nuluje sloupcova podminka, zbyva nam tedy uz jen posledni sloupec.
Vybereme zde pole s nejmensim moznym podilem, proto obsadime pole z; 4 hodnotou
r14 = min {115;100/1} = 100. Pfepoé¢itame a; = 115—100 = 15 a by = 100—1-100 = 0.

Ccl% di’jxidq’j pes kocka slon zirafa
A - - — 0,25
Linka A 8,75 0.8 7 5 1,2 125 6 6,25 0.8 5 4 1 100 4 15
Linka B 6 1 120 6 16 0,5 8 5.56 0,9 200 5 375 0,8 3 0
Linka C oor | 00204 [ o8 s e e, 12 sl
0 0 0 0

Vynechame tedy posledni sloupec. Tim méame splnény sloupcové podminky, ale fadkové
podminky pro prvni a tieti fadek nejsou splnény, pfidame proto sloupec s doplikovymi

proménnymi a tim dostavame pocatecni feseni.

i g, ;i pes kocka slon zirafa | doplikovy
Linka A | 8 T 12125 6|08 511100 4 1150 240
Linka B | ! 120 ¢ | 05 8 1099200° | 08 3 ! 0 320
: ,6 500 , , , 160
Linka C | 06 500 4] 038 5 |09 6 | 1,2 5 1 160 0 290
220 150 180 100

V tomto pocateénim feSeni se nam jiz neobjevuji pomocné proménné, mame tedy

pocatedni feSeni nasi puvodni dlohy. Celkové néklady ¢ini % = 3536, 66.

Pro Vogelovu aproxima¢ni metodu v programu Matlab jsem napsala funkci VAM,

ktera ma hlavicku
function [x,na,nb,ha, hb|=VAM(a,b,c,d,varianta ,postup)

V této funkci si muzeme zvolit variantu této metody. Vétsina vstupnich a vystupnich
proménnych je stejna jako v predchozich metodach. Vysvétlime si tedy pouze proménné
varianta a postup. Proménnou varianta si uré¢ime, zda budeme pocitat diference z
cen ¢ po zadani 1 nebo z podili ¢/d po zadani 0. Proménna postup urcuje, zda chceme
v metodé pocitat diference pouze u sloupci po zadani 1 nebo u sloupcu i fadku po
zadani 0. Timto si muzeme zvolit, jakym zpiisobem se bude pocate¢ni FeSeni pocitat.
Program funguje na stejném principu jako metoda minimélni ceny, takze prvky, které
nebereme v tvahu, se polozi rovny nekonec¢nu. Poté opét musime pouzit funkci pro

pridani pomocnych a dopliikovych proménnych. Funkce zavolame

[x,na,nb,ha hb]=VAM(a,b,c,d, varianta , postup );

[x,c,d,iBx|]=rovnice(x,c,d,na,nb ha hb)
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Priklad. Matice a vektory zadani piikladu 3.4 zadame stejné jako u metod vyse. V

ruénim vypoctu jsem pocitali diference z podila ;—J a to pouze pro sloupce. Abychom
2,7

dostali stejné feseni jako pfi ru¢nim vypoctu a mohli je tak srovnat, zadame

[x,na,nb,ha hb]=VAM(a,b,c,d,0,1);

[x,c,d,iBx|=rovnice (x,c,d,na,nb ha hb)

a dostdvame feSeni

X =
0 125.0000 0 100.0000 15.0000
120.0000 0 200.0000 0 0
166.6667 0 0 0 93.3333

které je stejné jako pii ru¢nim vypoctu.
Pokud budeme pocitat piiklad, kde budeme hledat diference z podilu 2—] pro sloupce
5]
i fadky, zavolame funkci VAM, kde Sesty parametr polozime rovno 0.
[x,na,nb,ha hb]=VAM(a,b,c,d,0,0);

[x,c,d,iBx|]=rovnice (x,c,d,na,nb ha, hb)

Poté dostavame reSeni

X =
0 125.0000 115.0000 0 0
220.0000 0 97.7778 0 2.2222
0 0 0 83.3333 136.6667

Povsimneme si, 7e feSeni je odlisné od feSeni, které je nalezené metodou, kde jsme
hledali pouze diference pro sloupce.
Pro vypocet piikladu metodou, kde pocitame rozdily z cen ¢;; a to pouze pro

sloupce zadame

|x,na,nb,ha, hb|=VAM(a,b,c,d,1,1);

[x,c,d,iBx|=rovnice (x,c,d,na,nb ha hb)

a dostdvame feSeni

X =
0 125.0000 115.0000 0 0
88.0000 0 97.7778 125.0000 9.2222
220.0000 0 0 0 0

Toto feseni je opét odlisné od predchozich.
Jako posledni si ukdZeme feSeni, kde pocitdme rozdily z cen ¢; ;, a to jak pro sloupce

tak i pro radky. Zadame tedy
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[x,na,nb,ha hb]=VAM(a,b,c,d,1,0);

[x,c,d,iBx|]=rovnice(x,c,d,na,nb ha hb)

a dostévame FeSenf

X =
0 125.0000 115.0000 0 0
88.0000 0 97.7778 125.0000 9.2222
220.0000 0 0 0 0

Toto TeSeni je stejné jako pii vypoctu rozdili z cen ¢; ; jen pro sloupce.

3.6 Nalezeni optimalniho reSeni

Optiméalni feSeni miuzeme hledat simplexovou metodou odvozenou z KKT podminek
nebo metodou, kterd je odvozena z teorie duality a vyuziva specidlni struktury tlohy,
a ktera je vyhodnéjsi predevsim pro rucni vypocet.

3.6.1 Odvozeni postupu pro vypodcet optimalniho feSeni z KKT podminek

Nejprve si zavedeme nasledujici oznaceni

B - bazova matice. Obsahuje pouze vybrané sloupce matice A odpovidajici

bazovym prvkim.
N - nebazova matice. Je to doplnék bazové matice B.

- horni index oznacujici bazové prvky. Napi. vektor xZ je vektor bazovych

prvki, vektor cB je vektor cen piislusny bazovym prvkiim atd.

N - horni index oznacujici nebazové prvky.
e N T
v - vektor dualnich proménnych, v = (uy, ug, ..., U, V1, Vo, ..., Uy) .
a, - vektor odpovidajici sloupci matice A pfislusny prvku z,,. V naSem pii-

padé se bude jednat o vektor proménné vstupujici do baze.
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Pii odvozovani postupu jsem vychazela z [1]. Vyjdeme z KKT podminek pro distribu¢ni

tilohu (3.2) v rovnicovém tvaru.

Cij — Ui — dijvj — 515 =0

n+1
E Tij =G
j=1
m
> dijri; =
=1

T 5 Z 0
Si.j Z 0

TijSij =0

kde Z ={1,2,....m}a J ={1,2,...,n,n+ 1}.

1€L5eJ

1€ 1;

jeJ\{n+1}
1€L;7€eJ
1€L;7€eJ
1€L,7€J

Tyto podminky miizeme zapsat v maticovém tvaru

cP—vIA—-s=0
Ax=Db

x>0

s>0

T ;Si; =0

1e€l;5edJ

(3.9)

(3.10)
(3.11)
(3.12)

Predpokladejme, 7e x je bazové feseni ulohy (3.2). Ovéime, zda spliuje KKT pod-

minky. Jelikoz je x bazové feSeni, podminky (3.8) a (3.9) tedy i podminky (3.14) a

(3.15) jsou splnény. Podminku (3.14) 1ze také pi

epsat jako

Ax =Bx? + NxV =b

7 definice bazového bodu plyne, 7e xV = 0, plati tedy Bx? = b.

Dale hledejme vektor s, ktery bude spliiovat podminku komplementarity (3.17).

Pro nebéazové prvky xV = 0 je tato podminka splnéna. Pro bazové prvky x® > 0 musi

tedy platit, 7e s® = 0.

Podminku (3.13) lze rozepsat do dvou rovnic

(cB)T —vIB —

sf=0

(CN)T—VTN—SN:O
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7 predchoziho vime, 7e s® = 0 a tedy pro bazové prvky plati c® = vIB. Pro nebazové
prvky pak vypocitame
sﬁ\g = cJZ\g —u; — d; jU;

Stale nam chybi splnit podminku (3.16). Vime, Ze pro bazové prvky je podminka
(3.16) splnéna jelikoz sfj = 0. TakZe nam zbyva splnit s{\g > 0. Pokud toto plati, x je
optiméalni feSeni. Pokud by néktery nebazovy prvek podminku porusoval, feSeni neni
optiméalni a musime hledat jiné bazové Teseni.

Odvodili jsme postup pro ovéreni optimality splnénim KKT podminek, nyni se
podivime na piechod k nové bazi.

Budeme tedy hledat novy bazovy bod. Vybereme tedy index kde sﬁfq < 0, ktery
nam vstoupi do baze. Vezmeme bod, kde je podminka (3.11) nejvice poruSena, bereme
tedy minimum ze vSech 5% < 0. Pfechodem k nové bazi se ndm zméni matice B a N a
vektory x a s. Oznac¢me si X novou iteraci vyhovujici nasledujicim podminkam. Zménu

provedeme tak, aby platilo, zZe:

1. hodnota #,, byla kladna a to takova, aby se jedna slozka x® vynulovala, ale

ostatni slozky zistaly kladné (nezaporné u degenerované tlohy)
2. vsechny nebéazové prvky zV ziistanou nulové az na ,,,
3. xP se zméni na %P tak, aby stale platilo A =b

Ze treti podminky nam plyne
A% =B%" +a,,i,, =b = Ax = Bx”

Odtud tedy dostavame

~B __ _B -1 .
X" =x" —B ay i,

Pro zjednodugeni zavedeme oznaceni €,, pro B 'a,,.
Pozadujeme, aby platilo X” > 0 a aby existovaly indexy r, s tak, aby platilo 27, = 0

a i:fj >0 proi #raj#s. Musitedy platit soucasné

~B _ B =k 2 _
e Lps — ep,quyq =0
B _ B _ —k = : .
Lij = Lij — Cpqglpg >0 t 7é r,J 7é S

kde index k je pofadi piislusného prvku 27, nebo Z%; v bazi. Z tohoto plyne, Ze hodnota

B
~ o . ,]
Tpg = *gnno_e_k

X
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3.6.2 Maticovy vypocet optimalniho FeSeni

Uvedeme si algoritmus pro vypocet optimalniho feSeni, ktery jsme odvodili z KKT

podminek. Tento algoritmus muzeme nalézt v [5].

Algoritmus 3.7.

1. Otestujeme optimalitu TeSend.
(a) Vypocteme dudlni proménné u; a v; ze soustavy rovnic
vIB =cP
(b) Ddle vypocteme koeficienty s; ; pro nebdzové proky uZitim vzorci

Ci7j—ui—di7j1}j proi:1,2,...,m; j:1,2,...,n

Cij — Ui proj=n-+1

Mezi témito hodnotami hleddme minimum, které oznacime s,, = min{s; ;}.
(¢c) Je-li s,, > 0, nase fesent je optimdlni a vipocet konci

(d) Je-li s,4 <0, FeSeni nent optimdlni a proménnd x,, je proménou vstupujici
do baze (tj. vgbér vstupugjici proménné realizujeme Dantzigovgm pravidlem

minimdlniho relativniho ocenéni).
2. Urcime vektor promeénné vystupujici z bdze
(a) Vypocteme vektor €,, z rovnice

a,, = Be,,

(b) Vypocteme 6, , pro kladné slozky vektoru e, , podle vzorce:

k

il

k Z?
o =2 (3.18)

ok
g
kde horni index k znaci k-tij prvek vektoru. Z téchto hodnot vyhleddme

Ops = mindfj
’ 7

a T, je vystupujici promennd.
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3. Prepocitame reseni uZitim vzorci

—k_ k _k; ; -

T, =x; — 06y, proi#r, j#s
jr,s =0

Tpg = Ors

4. Vrdtime se ke kroku 1. a postup opakujeme

Pro vypocet optimalniho feseni v programu Matlab jsem napsala funkci optimalni

s hlavickou
function [x|]=optimalni(iBx,x,c,d,ha hb)

Ve funkci se volaji dalsi t¥i funkce, které si popiSeme postupné nize. Pfedpokladame zde,
7e méame jiz vypoc¢tené pocatec¢ni reSeni, jednou z funkci szr, mc nebo VAM pro vypocet
pocatecniho Teseni. Program bude pracovat, dokud nenalezne optimélni feSeni nasi
ulohy, kdy na vystup vypise celkové ndklady a optimélni feSeni x, nebo dokud nenalezne
feSeni, které sice bude optimalni, ale které bude obsahovat pomocné proménné. Takové

feSeni neni optimalni feSeni nasi tlohy a ta jej ani nema. Funkci volame piikazem
[x]=optimalni(iBx,x,c,d,ha, hb)

Funkce obsazena ve funkci optimdlni je funkce bazova, kterd mé hlavicku
function [c,d,B,bc]=bazova(c,d,iBx, ha hb)

Tato funkce vytvoii bazovou matici B a vektor cen bazovych prvki be.

Déle je pouzita funkce test_optima, ktera ma hlavicku
function [inB,pl,ql,ms,ni|]=test optima (B,bc,iBx,c,d,ha, hb)

Funkce otestuje, zda je feseni optiméalni. Nejprve vypocita vektor dudlnich proménnych
uv a nasledné vypocita koeficienty s(i, j) pro nebdzové prvky, pomoci kterych zjisti,
zda je TeSeni optimalni. Dale ndm vypocita indexy pl a ql proménné vstupujici do
béze a jeji piislusny bazovy vektor inB (v maticovém algoritmu oznacen jako a, ).
Posledni pottebna funkce, kterd se objevi ve funkci optimalni, je funkce prepocet

s hlavickou
function [x,cena,iBx|=prepocet(B,inB,x,c,pl,ql,iBx ha, hb)

Tato funkce prepocita staré feseni. Nejprve vyhled& vektor vystupujici proménné out
(v maticovém vypoctu oznaceno jako €,,), poté se vypocitaji hodnoty del (v mati-
covém vypoctu oznaCen jako §;;) pro kladné prvky vektoru out. Nakonec se FeSeni
prepocita. Dostaviame tedy nové feSeni x, celkovou cenu nakladi cena a upravenou

matici indikidtoru bazovych prvka iBx.
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Priklad. Ukazeme si vypocet prikladu 3.4. Nejprve vytvorime vektory a matice pro
zadani prikladu. Pocéatecéni feSeni vypocteme metodou severozapadniho rohu a poté

vypocitame optimalni feSeni. Zadame

a=[240;320;220];

b=[220;150;180;100];
¢c—[7.,6,5,4:6,8.,5,3:4.,5,6,5];
d=[0.8,1.2,0.8,1;1,0.5,0.9,0.8:0.6,0.8,0.9,1.2];
[x,na,nb,ha hb]=szr(a,b,c,d);
[x,c,d,iBx|]=rovnice (x,c,d,na,nb ha hb));
[x]=optimalni(iBx,x,c,d,ha, hb)

a dostavame na vystupu

Celkova cena =
3.5361e+003
X je optimalni FeSeni

X
0.0000 125.0000 15.0000 100.0000 0
133.3333 0 186.6667 0 0
144.4444 0 0 0 75.5556

Piiklad. Déle si timto programem vypocitame piiklad 3.3, abychom si ovérili, ze pii-

klad nem& optimalni feseni, jak jsem uvadéli na zacatku. Zadejme jej nasledovné

a=[160;320;200];

b=[220;150;180;100];
c—[7,6,5,4:6,8,5,3:4,5,6,5|;
d=[0.6,1,0.6,0.8;0.8,0.5,0.7,0.6;0.5,0.7,0.7,1];
[x,na,nb,ha hb]=szr(a,b,c,d);
[x,c,d,iBx|]=rovnice (x,c,d,na,nb ha hb));
[x]=optimalni(iBx,x,c,d,ha, hb)

A na vystupu dostavame

feSeni neexistuje a x neni optimalni teSeni tdlohy

X
0 150.0000 10.0000 0 0
275.0000 0 45.0000 0 0
0 0 100.0000 100.0000 0
0 0 72.5000 0 0
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3.6.3 Vypocet optimalniho feSeni uzitim algoritmu vyuzivajiciho struk-

turu dlohy

Uvedeme si algoritmus pro vypocet optimalniho feSeni, ktery vychézi z teorie duality
a specialni struktury alohy. Napisme si tedy dudalni tlohu k primérni @loze (3.6) distri-
bucni tloh, kde se vyskytuji doplikové i pomocné proménné. Vychazejme opét z dudlni

tlohy (1.8) uvedené na strané 10, kterd mé po tpravé tvar

maximalizovat zm: u;a; + z”: v;b;
i=1 j=1
za podminek ¢;; —u; —d; ju; >0 i=1,2,...m;j=1,2,...n (3.19)
0—wu >0 j=n+1 i=1,2..m
M—uv;>0 i=m+1 ek

V tomto postupu se vyhneme feSeni lineadrnich rovnic, které je pfi ruénim vypoctu
pro vétsi soustavy naroc¢né, a proto je tento algoritmus vhodnéjsi pro ru¢ni pocitani.

B 3 nahra-

V algoritmu se vyhneme vypo¢tu dualnich proménnych pomoci vIB = ¢
dime jej vypoctem pomoci jednotlivych vzorcl. Vypocet koeficientl s; ; pro nebazové
prvky se provadi stejné, jako v pfedchozim postupu. Také vypocet vektoru proménné
vystupujici z béze se nahradi postupem vyuzivajicim specidlniho tvaru tlohy. A dalsi
postup je stejny jako v predchozim postupu.

V naésledujicim postupu se pfedpokladé ,uspotadani” feseni pred kazdou iteraci,
viz |5]. Timto uspofadanim vyuzijeme strukturu dlohy a muzeme pouzit nasledujici

postupy. Regeni uspofadame algoritmem
Algoritmus 3.8.

1. Postupné prohleddvdme tddky a hledime vddek, kde je pouze jeden kladny prvek.
Tento prvek zapiSeme a oznacime jej x;; cely tento rddek vyskrineme a jiZ jej

nebereme v dvahu. Po prohleddni vsech Tddki pokracujeme dalsim krokem.

2. Hledame sloupce s jedingm kladnym prvkem a tento prvek vypiseme s oznacenim

/ e
z,; ; a vySkrineme tento sloupec.

3. Postup opakujeme, dokud takto nevyskrineme vsechny prvky nebo nenarazime na
cyklus. Cyklus je uzavirenyj okruh prvki Feseni. To znamend, Ze jiZ nelze vyskrtnout
Zdadny prvek. V tomto pripadé vyskrineme (napft. sloupcové) libovolny prvek z cyklu

a prejdeme znovu ke kroku 1. a postup opakujeme.

AZ mdme vypsané vsechny kladné prvky x;; pro i = 1,2,...,m a j = 1,2,...,n,
vypiseme doplitkové proky v (m + 1). sloupci, které lze vyskrtnout pouze Tddkové a

pomocné proky v (n + 1). fddku, které lze vyskrtnout pouze sloupcové.
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Timto dostaneme usporadany retézec prvki, ktery nazveme uspotfadané feseni. Di-
vody, pro¢ hledame pravé vyse popsané usporadéani feSeni, budou jasné z postupu vy-

poc¢tu dudlnich proménnych.

Odvozeni vypoctu dudlnich proménnych u; a v;

Uspotradani bazovych prvki je v opa¢ném poradi, nez jak budeme vypocitavat dualni
proménné u; a v;. JelikoZ pro bazové proménné, které jsou doplitkové nebo pomocné,
1ze dudlni proménné u; a v; vypocitat pfimo z 0 — u; = 0 pro dopliikové proménné a
M — v; = 0 pro pomocné proménné, vypiSeme tyto prvky jako posledni. S hodnotou
M budeme pracovat jako s parametrem, jelikoz tato hodnota je prohibitivni. Nejdiive
zaCneme osamocenymi bazovymi proménnymi v néjakém radku, kde plati ¢; ; — u; —
d; jv; = 0. JelikoZz v i-tém Fadku neni jiny bazovy prvek, tak je jasné, Ze u; vypocitame
z této rovnice, coZz miZeme ovsem az tehdy, kdyz zname i v;, tedy na konci vypoctu.
Proto takova x;; zafadime do fetézce usporadani a fddek vyskrtneme. Poté hledame
osamocené prvky ve sloupcich, ze kterych se vypocitd piislusné v; stejnym vzorcem
¢ij — uw — d;jv; = 0, a tedy musi byt pocitany az po piislusnych u;. A tento postup
opakujeme dokud nemame vSechny béazové prvky usporadany. Z tohoto plynou pro

vypocet u; a v; nasledujici vzorce.

0 PTO T 11
U; =
Cij — d; jv; proz;;, kdej #n+1
M ’
Pro Z,, 1
Uj:
1

7 (cij — i) pro x;’j, kdei #m+1

»J

Pro prvky z cyklu tento postup nelze pouzit, jelikoz prvky nejsou osamoceny a proto
ve vzorcich pro vypocet u; budou chybét hodnoty v; a obracené. Predpokladejme,
7ze mame v feSeni uzavieny okruh s prvky @, ., T, jos Tis,jos Tigjsr - - - » Tipjy - Lde neni
osamoceny prvek a vynechame libovolny z nich, napiiklad sloupcové z;, ;, a tim opét
muzeme postupovat ve vynechavani jako v feSeni bez uzavieného okruhu. Dostaneme
fetézec usporadaného feseni pro tento uzavieny okruh. VypiSeme si rovnice pro vypocet

u; a v;j. Pro prvky vySkrtnuté rddkové vztah pro w; a pro prvky vyskrtnuté sloupcové
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vztah pro v;

1

Ui = d_ . (Ci17j1 - uyy)
11,J1

Uiy = Ciy g — di17j2vj2
1

Uja = 7 (C’i&]é — Uiy)
i3,J2

Uiy = Cigjy — igj3Vjs

Wi, = Cijy — dinjy Vg

(3.20)

Jelikoz jsou prvky z uzavieného okruhu lze tuto soustavu lehce vyftesit, jelikoz kazdé dvé

po sobé nésledujici rovnice maji jeden stejny prvek. Postupujeme od posledni rovnice,

kde si vyjadiime u;. pomoci v;, a dosadime do rovnice nad ni. Stejné tak u dalsi rovnice

aZ dostaneme konecné vyjadieni proménné v, .

Odvozeni vypoctu vektoru e,

Pro odvozeni vypoctu e,, vychdzejme z toho, Ze nelze porusit fddkova a sloupcova

omezeni. Oznacime ¢ prvek vstupujici do baze na misté (p, q), a r; ; ozna¢me piiristek

k badzovému prvku z; ;.

Pro kazdy tadek musi platit, Ze zména sou¢tu v omezeni odpovidajicimu tomuto

tfadku musi byt nulova, protoze nelze porusit omezeni. Mame tak

ZTW‘:O pro ¢ # p

jen

(5—1—27‘1-’]»:0 proi =p

jeB

Pro sloupce musi byt celkovy prirtistek také nulovy. Plati tedy

Zdi,ﬂ“i,j =0 proj#gq

i€eB

dpgd + Y dijri; =0 proj=gq

i€B

Vydélime-li rovnice ¢ a zavedeme substituci E’; 4

Ze proménnd x,, vstupuje do baze a horni index & znadi

= —r;;/6, kde dolni index u € znadi,

o Je piislusna slozka k

prvku z; ;, ktery je k-ty v fetézci. Indexy ¢, j a & maji jednoznacény vztah. Dostdvame
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rovnice pro fadky

» ek, =0 pro i # p (3.21)
JjEB

Zé’;,qzl prot=p

jeB

a rovnice pro sloupce

Zd” Cpy = pro j #q (3.22)

€B

de pq_ pro j =¢q
ieB

Tyto rovnice uspoiraddme vzestupné podle k. Na pocatku fetézce mame prvek, ktery je
na fadku nebo v sloupci osamocen. Je-li tedy prvek samotny v fadku pouzijeme (3.21),
pokud je prvek osamocen ve sloupci pouzijeme (3.22). Jestlize vypoc¢tenou hodnotu
dosadime do dalSich rovnic, kde se vyskytuje a pfevedeme ji na pravou stranu, odpovida
to piepoctu a,, na strané 54. Predpokladejme piiklad, Ze prvnich nékolik rovnice pro
vypocet vektoru € ma nasledujici tvar.

~1

_ i1
6Jaq o ap,q

Jjit+m
dl2]1 D,q + dll]l D,q =a

—2 -3 _ s
€pq + €pg = Upyg

Zde je prvek z; ; osamocen na fadku a tomu odpovida prvni rovnice, ze které dosta-

vame hodnotu pro €, . dosazeni hodnoty €, , odpovida piepoctu slozek apq Z prvni

rovnice plyne al, = ai! —, . a dosazenim do druhe rovnice dostavame d; =all "

Z2]1 p q ’

kde ovSem je jiz nova hodnota a31+m = a31+m —d; A takto postupujeme déle, az

“]1 pq
vypocteme vSechny hodnoty.

Pokud feSeni obsahuje uzavieny okruh, tak tento postup nelze pouzit a musime
postupovat podobnym postupem jako u vypoctu duélnich proménnych u; a v; pro

prvky z uzavieného okruhu. VypiSeme si rovnice pro vypocet slozek vektoru e pro

02



prvky z uzavieného okruhu.

d Ekl + dizjlékZ = CLjH_m

1151 %p,q D,q P,q
—k1 ks _ i1
ey T e" =ay, (3.23)
. k3 . oka L jatm
dlljze + dlf&]2€ - ap,q

Ska | Sks i3
e +e = a,,

—kr —ka __ 2

e’ +e” =a,,
Zde si opét povSimneme, Ze kazdé dvé po sobé nasledujici rovnice maji vzdy jeden
spole¢ny prvek. Postupujeme od posledni rovnice vySe, az dostavame vyjadieni pro
[
Algoritmus 3.9.  Mame pocdtecni Fesent urcéené libovolngm zpiisobem popsanym vijse
v sekci 3.5

1. Uspordddme teseni dle algoritmu 3.8

2. Otestujeme optimalitu FeSent.

(a) Vypocteme dudini proménné u; a v,
Proky vyskrtnuté radkove ndm urcugi u; a proky sloupcové ndam urcugi vj. Po-
stupujeme od posledniho prvku usporddaného retézce k pronimu a postupné

timto zpiisobem vypocteme vsechny u; a v; podle vzorci

0 oI,
iy — d; v, prox; ., kdej #n+1

17]’

M ro . ,
v = PTO Fm1,; (3.25)

L (i —wy) prox, , kdei #m+ 1

dij irj7
kde M je dostatecné velkd hodnota. S M budeme pracovat jako s paramet-
TEM.

Obsahuge-li TeSeni uzavieny okruh, vypiseme si pro prvky z tohoto okruhu
rovnice pro vypocet u; a v; podle (3.20). Postupujeme postupngm dosazovd-
nim od posledni rovnice k pruni. Po vypoctu promeénngch u; a v; pro proky
z uzavieného okruhu pokracujeme ddle vipoctem ostatnich proménnijch dle

predchoziho postupu.
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(b) Vypocteme koeficienty s;; pro nebdzové prvky uzitim vzorci

Cij — Uy — d; jv; proi=1,2,..m j=1,2,..n
Cij — Ui proj=n-+1

nalezneme minimum oznacené s,, = min{s; ;}.

-

i. Je-li s, 4, > 0 nase fesent je optimdlni a vypocet konc

w. Je-li s, 4 <0 reSend nend oplimdlni a promennd x,, vstoup? do bdze
3. Prechod k nové bdzi

(a) Vypocet vektoru promeénné vystupujici z bdze e,

i. Vypocteme k-ty prvek vektor e, , podle nasledujiciho vzorce

a’ pro x; ;
ko _ ) %pa i\ _
Cpg = | aitm . pros=1,...n+m (3.26)
e pro .5
it. Prepocitdme proky vektoru a,, a to
7 _ 1 =S -
Ap,g =Apq ~ Cpq ¢ 7£ m+1 (3-27)
Jtm _ j+tm _ g 58 ;
Upg g d%Jep,q J 7& n+1

1. Vratime se ke kroku 1. a postup opakujeme, dokud nemdme vypocteny

vsechny sloZky vektoru e, ,.

Omezeni i # m+1 a j # n+ 1 nam tikaji, Ze pro doplikové a pomocné
promenné se proky vektoru a, , neprepocitdvayi.

Pokud reseni obsahuje cyklus, tak jakmile narazime na pruoni prvek z cyklu,
musime vypocitat sloZku vektoru e, , odpovidajici této proménné. Nejprve si
vypiseme rovnice pro nalezend proki vektoru €y, 4, a to jen pro pruky z uza-
vireného okruhu podobné jako v (3.23). Od posledni rovnice postupngm do-
sazovdnim postupujeme vyse, azZ dostaneme slozku vektoru e, , odpovidagjici
pronimu proku z uzavieného Tetézce. Poté také prepocitame slozky vektoru

a, , jok je popsdno vyse a postup opakujeme podle predchoziho postupu.

(b) Pro kladné slozky vektoru €, , vypocteme 9§, , podle vzorce:

k

ko Yig

8 = = (3.28)
p,q
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7 techto hodnot vyhledame

ok
0rs = min 5@]‘

vk
a T, je vystupujict promennd.

(¢c) Ptepocet Fesent uzitim vzorci

=k _ _k —k . .
Lig = Tij — 57"756p,q pbro1 7é o J 7é S
Trs = 0

Tpq = 5%8

4. Vrdtime se ke kroku 1. a postup opakujeme

Poznamka. Vypocet kroku 3. tohoto algoritmu 3.9 1ze pro prehlednost zapisovat do

nésledujici tabulky, ktera bude mit m + n radka.

Poradi-k | Baze | z;; | apq | €54 | 0i

Poradi nam urcuje porfadovy index uspotfadaného teSeni, tedy do tohoto sloupce za-
piSeme postupné poradova cisla 1 az m + n. Do sloupecku baze zapiSeme postupné
prvky fetézce usporfddaného feseni a do sloupecku x;; jejich pfislusné hodnoty. Do
sloupce a,, , zapiSeme postupné prvky vektoru vstupujici proménné a, ,, coz odpovida
prislusnému sloupci matice A daného prvku tj. na p-tém misté bude jednicka a na
(g + m)-tém misté bude hodnota d,,. Tento vektor se bude postupné piepocitavat.

Ostatni hodnoty se vepisuji po jejich vypoctu.

Pozndmka. Bazové vektory pro doplikové proménné z;,.; maji pouze jeden prvek
nenulovy a to 1 na i-tém misté. Bazové vektory pro pomocné proménné z,,,;; maji

pouze hodnotu d; ; na (m + j)-tém misté.

Piiklad. Cely postup si ukdzeme na pifkladé 3.4. Vezmeme si pocatec¢ni feseni ziskané
Vogelovou aproximac¢ni metodou. Toto feSeni je pocatecni feSeni nasi tlohy, jelikoz se

zde nevyskytuji pomocné promeénné.

dig g, G pes kocka slon zirafa | dopliikovy
Linka A 0.8 7|12 125 6|08 511100 4 115 0 240

Linka B | 11206 | 05 8 [099005 |08 3] 1 0 |39

Linka C 0,6 % 4] 08 5 |09 6 | 1.2 5 1 % 0 290
220 150 180 100
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Zacneme uspoiradanim feSeni podle dfive popsaného postupu. Prohledavame nejdiive
radky s jednim kladnym prvkem. Jelikoz takovy radek zde neni, pokracujeme prohleda-
vanim sloupci. Jako prvni vySkrtneme druhy sloupec a zapiSeme prvek x’m a poté tieti
a ¢tvrty sloupec a zapiseme prvky :B’QS a x’m. Dale prohledavame tadky. Jelikoz diive
vypsané prvky jsme vyskrtli a doplitkové proménné se vypisuji jako posledni, nésleduje
druhy fadek a prvek x; ;. Poté vySkrtneme prvni sloupec s prvkem x;’l a nakonec prvni

a tfeti fadek s dopliitkovymi prvky z; 5 a x5 . Vysledny fetézec usporfddaného feSeni je

’ ’ ’ _ / _ _
Ty9, Loz, L145 o1y 315 T15 T35

Podle algoritmu 3.9 za¢neme vypocitavat fadkova u; a sloupcové v; ¢isla podle (3.24)
a (3.25) od posledniho prvku v fetézci. Jelikoz x35 je doplitkova proménnd, polozime

uz = 0. Stejné tak pro x5 ziskivaime u; = 0. Z prvku x;),l dostavame hodnotu v; =

%.0 (4—-0) = %, z dalstho prvku z,, dostavame hodnotu uy = 6 — 27 = —%,
s 2 ’ s . ’
dostavame vy = 1(4 —0) = 4, z 2,5 dostavame vz = L (5+ %) = 12 a z prvku 27,

’

dostéavame vy = 12 (6 — 0) = 5.

Poté vypocitame s; ; = ¢; j—u;—d; jv; pro nebazoveé prvky. VSechny hodnoty vidime

v tabulce
i g, ; Cid pes kocka slon zirafa | doplikovy
v; 20 170
w\ |5 5 Pl 4
: 08 5 7 | 1,2 608 _1 5] 1 4 1 0
Linka A 0 3 5
: _2 1 6 | 05 37 8| 09 5 |08 7 3 1 20
Linka B 5 5 15 5
: 0,6 4] 08 1 5 09 1 6 12 15 1 0
Linka C 0 1 3 1
Vidime, Ze minimalni hodnota s;; je pro pole x;3 a to s;3 = —2%. Jelikoz je tato

hodnota zaporné, tak toto feSeni neni optimdlni a z; 3 vstoupi do baze. Prepocitame

feSeni, sestrojime tedy tabulky pro vypocet vystupujici proménné.
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V algoritmu 3.7 se proménné u; a v; pocitaji z viB = cZ, kde

T
v = <u17u27u37vlav27v37v4>

1 1 1 0 0 0
0O 0 0 1 1 0
0 0 0 0 0 1
B = o 0 0 1 0 06 0
,20 0 0 0 0 O
0O 0 0 0 0,9 0 0
o 1.0 0 0 0 O
c?=1(6,4,0,6,5,4,0)
Piepsanim dostavame rovnice
up + 1,209 =6
u +vy =4
up =0
us +v1 =06
us + 0,903 =5
us +0,6v; =4
uz =0

7 téchto rovnic, kde mame piimo vyjadfené u; a us, postupnym dosazovanim vypoc-
teme ostatni proménné, coz je v podstaté to samé jako pii vypoctu algoritmem 3.9.

Vypocteme vektor €, 3 dle (3.26). Nejdiive vypocteme jeho prvni slozku. Jelikoz

al s 0 . vz -

I, = 110 = 0 a pfepocitame slozky
; 1 _ 1 1 5 _ 5 sl N

vektoru a; 3. Nova hodnota a; 3 = a;3 — €13 =1a aj3 = aj 3 — d1 267 3 = 0. Pokracu-

jeme déle s vypoctem éig a naslednym piepoctem slozek vektoru a; 3. Pro dopliikové

. 4 - « etz -1
je x1 5 vyskrtnuta sloupcové, pocitame ;5 =

proménné vypocteme pouze slozky vektoru €; 3 a slozky vektoru a; 3 zlistavaji stejné.
A7 mame v8echny slozky vektoru e; 3 vypoctené, dopocteme 9, ; podle (3.18) pro

kladné slozky, 0y 3 = 25 = 225, J31 = % =112,5a 8,5 = 2 =15.
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s | Baze | @;; | a13 zaména slozek a3 €13 0;j
1| 2, 125 1 || 1 1 0 —

2| yy | 200 0 -8 0 8| 225
3| @y | 100 ] 0 —210 0 -

41 a3, [120] 0 Lo || -8 | -

5| @y, |22 0 [0 29 11 112,5
6| 215 | 15 | 0,8 0 1 15

— 160 40

V algoritmu 3.7 se vektor e, 3 pocital z a,, = Be,,, tj. a;3 = Be; 3. Pokud slozky
vektoru oc¢islujeme hornim indexem tak, aby ndm souhlasily s prvky, jak jej mame v

tabulce, dostavame rovnice

_ 3, =6 _

€13 T €l 3+€3= 1
4 e
€3 te ;=0
_5 . =0
€i3tT€3=

€l3+0,6e75=0

1, 25173 = O
0,9¢i5=0,8
6173 - 0

Z téchto rovnic, kde mame jiz pfimo vyjadieno €], € 5 a €} 5, posupnym dosazovanim
lze vypocitat ostatni hodnoty.
Nejmensi hodnota ¢;; je 015 = 15 a tedy pole x5 vystoupi z baze. Piepocitame

hodnoty z; ;. Tam, kde je prvek vektoru €; 3 = 0, nemusime hodnotu x; ; pfepocitavat.

Ostatni prvky prepocitame, zy3 = 200 — S - 16 = 52_0’ To1 = 120 + % - 156 = %,
T3] = % — % <156 = %, T35 = % + % <15 = 6—30. Prvek z; 5 = 0 jelikoz vystupuje z

baze a prvek vstupujici do baze je x; 3 = 15.

Nové feseni zapiSeme do tabulky.

diq g, Cid pes kocka slon zirafa | doplitkovy
Linka A 0.8 T L2125 6108 155 )1 100 4| ! 0 240
: 1 400 6 0,5 8 | 095605 | 0,8 3 1 0
Llnka B 3 3 320
: 0,6 1300 4 | 0,8 5 | 0,9 6 | 1,2 5 1 680 0
Llnka C T T 220
220 150 180 100

Cely postup opakujeme. Nejprve usporadame nové reseni:

’ ’ _ / _ / _
Li9y T14) 13, T3y To1, T3, T35
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Opét vypocitame okrajova ¢isla u; a v; od posledniho prvku a nésledné dopocitame

¢isla s; j = ¢; j — w; — d; jv; pro nebazové prvky. VSechny hodnoty zapiSeme do tabulky.

di g ;5 €0 pes kocka, slon zirafa | doplikovy
NC 20 815 170 109
u; 3 162 27 27
: — 1 o8 46 7 | 12 6 | 08 5] 1 4 1 1 0
Linka A 27 27 27
. 2 1 6 | 05 1993 8 | 0,9 5|08 59 3 1 2 0
Linka B 3 324 135 3
Linka C 0 0,6 4] 08 g 5 | 09 % 6 | 1,2 % 5 1 0

Jak vidime vSechny hodnoty s;; jsou kladné, to znamend, Ze jsme nalezli optiméalni

feSeni nasi tlohy ve tvaru

di g Ty pes kocka slon zirafa | dopliikovy
Linka A 0.8 TopL2125 6108 15511100 4 ! 0 240
. 1 400 6 0,5 8 | 095605 |08 3 1 0
Linka B 5 = 320
: 0,6 1300 4 | 08 5 109 6 | 1,2 5 1 680 0
Linka C =5 %5 220
220 150 180 100
Celkové néklady ¢ini 31;%25 = 3536, 11. Toto feSeni znamend, zZe pes se bude vyrabét %

hodin na lince B a zaroven % hodin na lince C, koc¢ka se bude vyrabét 125 hodin na
lince A | slon se bude vyrabét 15 hodin na lince A a 5% hodin na lince B a zirafa se
bude vyrabét 100 hodin na lince A. Hodnota doplitkové proménné nam znaci % hodin

nevyuzité kapacity linky C.

Piiklad. Ukazeme si, ze piiklad 3.3 nema feSeni. Vypocitdme pocatecni feSeni napii-
klad Vogelovou aproximac¢ni metodou a postupujeme ve vypoc¢tu optimalniho feSeni
stejnym zpusobem jako v ptedchozim piikladé, az dostaneme feSeni v nasledujicim

tvaru.

g G pes kocka slon zirafa | doplitkovy
Linka A | 6 T 11506 ]| 06 195 |08 4 1 0 160
Linka B | 0% 1200 6 [05 8 [o7 100 5 [os 5[ 1 0 |39
Linka C | %5 4 |07 5079006 1100 °| L O |/200
pomocné | 1 @ M _ _ _

220 150 180 100

Nejdiive usporadame fesSeni

/ / _ _ ! _ /
Ly9, T34y T13, L33, To3y Lo, Ly

A vypocitame radkova u,; a sloupcova v; ¢isla a poté pro nebazové prvky vypocitame

Sz)-]

= Civj

d; jv;. Hodnoty zaznamename do nésledujici tabulky.
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Sij pes kocka slon zirafa doplitkovy
u; \ M 1+2%Mm -0 48Mm | —2+0,8M
] 41 24 a4 8 3 9 8 41 24
Linka A || & 2y || 84 23Mm ~2 4 EM | A4
Linka B || 6-o0,8m 2T 4 16y ~1,8+0,32M | —6+0,8M
Linka C || 7—0,8M || —=34+0,3M | —2,1+0,32M —740,8M
Zde si vSimneme, ze min{s;;} = s14 = —3% + %M, kde mame kladny nasobek
dostatecné velkého ¢isla M. Mame tedy minimum z s; ;, které je kladné a reSeni je tedy
optimalni. Toto optimalni feSeni obsahuje pomocnou proménnou 4, = @, a proto to

neni optiméalni feseni piivodni tlohy 3.3 a tato tiloha feSeni nema.

Pro vypocet optimalniho feseni timto algoritmem jsem v programu Matlab napsala
funkci rucnioptimalni s hlavickou
function [x|]=rucnioptimalni(iBx,x,c,d,ha, hb)

Na vstupu mame proménné, které dostaneme po vypoctu pocatecniho feseni nékterou

z diive uvedenych metod. Na vystupu dostavame matici optimalniho feseni.

Poznamka. Jelikoz se tento postup pouziva prevazné pro rucni vypocet pojmenovala

jsem ji rucnioptimalni, abych ji odligila od funkce, kterd pracuje podle algoritmu 3.7
V této funkei se postupné volaji dalsi funkce. Funkce usporadani s hlavickou
function [rx,index ,znak,inxokr|=usporadani(x,iBx, ha, hb)

kterd nam vytvori fetézec usporddaného tfeSeni. Vektor rx obsahuje hodnoty uspoié-
daného FeSeni. Matice index typu (ha + hb) x 2 obsahuje indexy uspofadaného feseni
a vektor znak ma prvky 1 pro prvky, které jsou vyskrtnuty fddkové a —1 pro prvky,
které jsou vyskrtnuty sloupcové. Inxokr je matice indext prvki z uzavieného okruhu.

Funkce rucnioptimalni obsahuje také funkeci testoptimality s hlavickou

function [inB,pl,ql,ms,ni|—=...

testoptimality (x,index ,znak ,inxokr ,c,d,ha,hb)

kterd nam otestuje, zda je feseni optimalni a vypocita nam indexy proménné vstupujici

do baze p1 a q1. Dale se vola funkce prechod s hlavickou

function [x,cena,iBx|=...

prechod (x,c,d,inB,index ,rx ,znak ,ha ,hb,pl,ql,iBx,inxokr)

kterd vypocita vektor vystupujici proménné a poté piepociti feseni.
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4 Dalsi specialni tlohy

Vzhledem k rozsahlosti dosavadniho textu si stru¢né uvedeme pouze dalsi dvé nej-
¢astéjsi specidlni tlohy linedrniho programovani a to prifazovaci problém a tlohu o
maximalnim toku. Uvedeme si pouze podobu téchto tiloh a nebudeme se jimi zabyvat
dikladné. V linedrnim programovani nalezneme spoustu specialnich tloh a uloh pfi-
buznych s dopravni tlohou. Jmenujme napiiklad dopravni problém oklikou [6], tloha
o nejlevngjsim maximalnim toku [2], dopravni aloha s omezenymi pfepravnimi moz-
nostmi [3], kontejnerovy dopravni problém, smésovaci problém, tiloha o déleni materialu

a dalsi.

4.1 Prirazovaci problém

Pritazovaci problém nejcastéji slouzi k pridéleni pracovniki na pracovni mista, proto je
nékdy uvadéna jako tuloha o rozmisténi personalu (viz [3]|). Mame k dispozici n pracov-
niki a n pracovnich mist se stejnou mzdou. Kazdy pracovnik muze obsadit kteroukoli
pozici, ale zkuSenosti a schopnosti pracovniki se lisi. Piinos i-tého pracovnika na j-té
pozici oznac¢ime c; ;. Chceme, aby celkovy piinos pracovniki byl co nejvétsi. Ulohu

zapiSeme ve tvaru

m n
max1mahzovat§ E CiiTi

i=1 j=1
za podminekam =1 1=1,2,...n
j=1
» wy=1 ji=1,2....n
i=1
T 5 >0 Z,j S {1,2, ,TL}

Hodnoty z; ; mohou nabyvat pouze dvou hodnot 0 a 1. V pripadé kdyZ je j-ta pozice
obsazena i-tym pracovnikem z;; = 1, v pifipadé neobsazeni pozice z;; = 0. Tato
tloha miZe byt i ve tvaru, kde hleddme minimum z tcelové funkce a to kdyZ ¢; ; nam
budou oznacovat napiiklad plat nebo naklady. Ulohy jsou ekvivalentni s dopravnim
problémem (viz [6]). Jelikoz u piifazovaciho problému dochézi ke znaéné degeneraci,
tak neni vhodné ulohu fesit stejné jako dopravni tlohu, ale slouzi k tomu Mad arska
metoda. Ta byla v roce 1955 uvedena Haroldem Kuhnem. Metodu pojmenoval na
pocest madarskym matematiki Dénese Kéniga and JenSho Egervéaryho, jejichz prace
dala teoreticky zaklad této metody. V roce 1957 metodu prezkoumal James Munkres
a od té doby je tento algoritmus znamy také jako Kuhn-Munkresova metoda (viz [11])

Pokud mame nékolik stejnych nebo podobnych pozic lze tyto pozice sloucit do jedné
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skupiny. Takto mizeme sloucit i pracovniky, ktefi maji stejné nebo podobné schopnosti.

Poté tuto tlohu zapiSeme ve tvaru

m n
maximalizovatg E Ci jTij

i=1 j=1

n
za podminek E Tij = a; 1=1,2,....m
Jj=1

in,j:bj j:1,2,...,n
=1
X j Z 0

kde a; je pocet uchazeci v i-té skupiné se stejnymi schopnostmi, b; je pocet stejnych
volnych pozic v j-té skupiné (viz [6]). Tato formulace piesné odpovida formulaci do-

pravni tlohy.

4.2 TUloha o maximalnim toku

Tuto tlohu poprvé zformuloval T. E. Harris v roce 1954 jako zjednoduSeny tok sovét-
skych Zeleznic. Pro tuto tlohu se kromé linedrniho programovani vyuziva také teorie
grafii. Uloha o maximalnim toku se zabyva piedeviim toky v sitich jako jsou vodovodni,
zelezni¢ni, komunika¢ni a jiné. Mé&jme sit, definovanou n uzly (vrcholy) V a m hranami
(oblouky) E. Mame dva specialni uzly, kde 1. uzel je zdroj (oznacovan také pismenem
s z anglického slova source) a n-ty uzel je spotiebi¢ (oznacovan také pismenem t z
anglického target). Kazda hrana ma pfifazenou kapacitu b; ;. Ozna¢me z; ; tok z i do

4. Ulohu miuzeme zapsat

maximalizovat Z Tin — Z T, (4.1)
{ J

za podminekaiﬁk — ZI’“J =0 k=23,...n—1 (4.2)
( J

Tij < by V(i,j) € E (4.3)

2 >0 V(i,j) € E (4.4)

kde (4.1) fika, ze chceme maximalizovat tok, ktery do n-tého uzle (spotfebice) vtéka
minus tok, ktery z n-tého zdroje vytéka. Podminka (4.2) fik4, Ze mnozstvi, které do
kazdého uzlu (kromé zdroje a spotiebife) vtéka, musi z uzlu také vytékat. Podminka
(4.3) znamen4, ze tok mezi dvéma uzly nesmi pfeséhnout kapacitu b; ;.

V roce 1955 vytvorili Lester R. Ford, Jr. a Delbert R. Fulkerson prvni algoritmus

pro FeSeni tlohy nazvany Ford-Fulkersonuv algoritmus. Algoritmus je slozitosti O (mf),
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kde f je maximélni tok v grafu. V publikacich je tento algoritmus uvadén nejcastéji.
V roce 1972 uvedli Jack Edmonds a Richard Karp algoritmus, ktery je specidlnim
piipadem Ford-Fulkersonova algoritmu, nazvany Edmons-Karpiv algoritmus. Tento
algoritmus je sloZitosti O (nm?). Nezavisle byl v roce 1970 uveden Diniciiv algoritmus

formulovany Yefimem Dinitzem, ktery ma slozitost O (n?m). Viz [12]

Priklad 4.1. Vezmeme si piiklad vodovodni sité naznaceny v nasledujicim schématu.
Vrchol oznaceny pismenem s je vodni zdroj a vrchol oznaceny t je konec¢ny vodovodni
kohoutek. Ostatni ocislované vrcholy znac¢i spojnice potrubi. U hran, v nasem piipadé
je to vodovodni potrubi, jsou zapsany kapacity 0; ;. Tyto kapacity muzeme chapat jako

maximalni tok v daném potrubi urceny napiiklad primérem potrubi.

ZapiSme si tilohu matematicky

maximalizovatz,; + x5,
za podminek (z1 + 21 + 241) — (T1,5 + T12 + 214) =0
(Ts2 +T12 + T52) — (V26 + To1 + T25) =0
(Ts3+253) — (235 +235) =0
(14 +T54 + 204) — (a1 + Tas+244) =0
(

Tos+ Tas+ Tas + Ts) — (Tso + Ts3+ Tsa+25¢) =0

g1 <10 x5 < 10 Tso2 <5 Tos <5
Ts3 <7 T35 <7 Ti2 <2 Toq <2
14 <9 T41 <9 Toz <3 T32 <3
35 < 4 53 < 4 Ta5 <1 r54 <1
T4y < 4 T4 < 4 x50 <D Ty5 <5
zi; >0 V(i,j) € E
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Z.aveér

Tato prace je zaméiena na feSeni dopravni a piredevsim distribucni tilohy. Uvedla jsem
postupy pro feSeni dopravni tlohy a kazdy postup jsem nazorné ukazala na konkrétnich
piikladech. U distribuc¢ni dlohy jiz nebyl v literaturdch uveden jednotny postup, jako
tomu bylo u dopravni dlohy. Snazila jsem se tedy uvést postup, ktery je kompletni a
lehce pochopitelny. Za kazdou uvedenou metodou jsem ji nadzorné predvedla na feSeni
konkrétniho prikladu. Jak metody pro nalezeni pocatecniho feSeni tak metodu pro
nalezeni optimalnfho feSeni jsem naprogramovala v matematickém softwaru Matlab.
Néasledné jsem témito programy vypocitala konkrétni priklad, abych ukazala jak priklad
zadat a jaky program dava vystup. VSechny metody i programy jsem ukézala na jednom
konkrétnim piikladé, abychom vysledky mohli srovnat. Diky piikladu nalezeném v [8]
jsem zformulovala nutnou podminku pro existenci feSeni. Pfed samotnym feSenim jsem
se také zabyvala TeSitelnosti tlohy. Ukazala jsem pfevody mezi distribu¢ni tlohou,
obecnou distribu¢ni tdlohou a dopravni tdlohou. M1ij cil nastudovat a naprogramovat
postupy pro nalezeni distribu¢ni tlohy jsem splnila a navic jsem se pfiucila novym

vécem i v jinych oblastech, predevsim v programu Matlab.
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Prilohy

Prilohy se skladaji ze dvou c¢asti. Jednou prilohou je CD se vSemi programy a druhou
vypisy zdrojovych kodu funkei patficich k jednotlivym metodam. Na CD i ve vypisech

jsou funkce uvedené na nésledujicim seznamu.

szr - metoda severozapadniho rohu

mc - metoda minimélni ceny

VAM - Vogelova aproxima¢ni metoda

rovnice - piidani doplitkovych a pomocnych proménnych

optimalni - vypocet optimalniho feSeni

bazova - vytvofeni bazové matice ve funkci optimalni

test optima - testovani optimality feSeni ve funkci optimalni

prepocet - prepocet FeSeni (prechod k nové béazi) ve funkei optimalni
rucnioptimalni - vypocet optimalniho feSeni s vyuzitim struktury tlohy
usporadani - uspoiradani feseni do uspofadaného fetézce ve funkci rucnioptimalni
testoptimality - testovani optimality feSeni ve funkci rucnioptimalni
prechod - ptepocet feSeni (pfechod k nové bazi) ve funkei rucnioptimalni
Na CD jsou navic skripty, ve kterych je zadani feSenych tloh.

priklad31 - zadéani prikladu 3.2

priklad32 - zadani piikladu 3.3

priklad33 - zadani ptikladu 3.4
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Metoda severozapadniho rohu

function [x,na,nb,ha hb|=szr(a,b,c,d)
%funkce vypoc¢itd pocatecéni feSeni metodou severozadpadniho rohu

%vstup :a—vektor Fadkovych omezeni

% b—vektor sloupcovych omezeni
% c—matice cenovych koeficientt
% d—matice koeficienti vykonnosti

%vystup:x—matice FeSeni

% na—upraveny vektor Fadkovych omezeni a
% nb—upreveny vektor sloupcovych omezeni b
% ha—velikost vektoru a

% hb—velikost vektoru b

na—a;

nb=b;

ha=length (a);
hb=length (b);
x=zeros (ha,hb);
for i=1:1:ha

for j—=1:1:hb
x(i,j)=min(na(i),nb(j)/d(i,j)); %vypocet x(i,])
na(i)=na(i)—x(i,j); Y%piepocet a
wb(j)-ub(§)~(d(i.j)wx(i.j)):  %prepotet b
end
if na(i) =0
1=1+1;
else
J=1+1
end

end
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Metoda minimalni ceny

function [x,na,nb,ha,hbl]=mc(a,b,c,d,varianta)
%funkce vypocitd pocateéni feSeni metodou miniméalni ceny

%vstup :a—vektor Fadkovych omezeni

% b—vektor sloupcovych omezeni

% c—matice cenovych koeficientt

% d—matice koeficienti vykonnosti

% varianta —1:hledani minima cen c

% 0:hleddni minima z podilt ¢(i,j)/d(i,j)
%vystup:x—matice Feseni

% na—upraveny vektor rfadkovych omezeni a

% nb—upreveny vektor sloupcovych omezeni b

% ha—velikost vektoru a

% hb—velikost vektoru b

if (nargin <5)
varianta—=0;

end

na-—a;

nb=b;

ha=length (a);

hb=length (b);

x=zeros (ha hb);

[=(1:ha);
J=(1:hb);
if varianta=—=1
ne=c;
else
nce=c./d;
end
while ((Tisempty (1))&&(Tisempty (J)))
for i=1:ha
if i7=I
nc(i,:)=inf;
end
end
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end

for j=1:hb
if j7=J
nc(:,j)=inf;
end
end
hJ=length (J);
hi=length (I);
[h, rd]=min ((n
[h, sl]=min(m
i=rd (sl);
j=sl;
x(1,j)=min(na(i
na(i)=na(i)—x(i,
n‘0( )=nb(j)—(d(i

rrpfind(I:rd(sl ));
I(m)=I];

else

n=find (J=s1);
J(n)=[l;

end
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Vogelova aproximac¢ni metoda

function [x,na,nb,ha,hb|=VAM(a,b,c,d,varianta ,postup)
%funkce vypocitd pocateéni feSeni jednou z variant
%Vogelovi aproximacéni metody

%vstup :a—vektor fadkovych omezeni

% b—vektor sloupcovych omezeni

% c—matice cen

% d—matice koeficienti vykonnosti

% varianta —1:hledani minima cen c

% 0:hledani minima z podili ¢/d
% postup —l:vypocet diferenci pro sloupce
% 0:vypocet diferenci pro sloupce i fadky
% vystup:x—matice FeSeni

% na—upraveny vektor faddkovych omezeni
% nb—upraveny vektor sloupcovych feSeni
% ha, hb—velikost vektoru a,b

if (nargin <5)
varianta=0;
end
if (nargin <6)
postup =0;
end
na—a;
nb=b;
ha=length (a);
hb=length (b);
x=zeros (ha,hb);
[=(1:ha);
J=(1:hb);
if varianta—— % zvoleni nc dle varianty
ne—c;
else
ne=c./d;
end

ncl=nc;
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while ((Tisempty (1))&&(Tisempty (J)))
for i=1:ha
if i™=I
nc(i,:)=inf;
end
end
for j=1:hb
if j7=J
nc(:,j)=inf;
end

end

[h1,rd1]=min((nc)); %vypocet diferenci pro sloupce

for j=1:hb
nc(rdl(j),j)=inf;
end
h2=min ((nc))
for j=1:hb
i I ()
ne (rd1(j),§)-nel (rd1(j),j);
end
end
dsl=h2—h1;
if postup—0 %oprohledavani radki

[hrl,sll]=min(nc,[],2); %vypocet diference pro Ffadky

for i=1:ha
nc(i,sll(i))=inf;
end
hr2=min(nc,|[] ,2);
for i=1:ha
ne(i,sll(i))=ncl(i,sll(i));
end
drd=hr2—hr1;
dif=[drd’,dsl];
maxdrs=max ( dif );
indexd=find ( dif==maxdrs);
indexdrd=indexd (indexd<=ha);
indexdsl=indexd (indexd >ha)—ha;
[minncrd , ird |=min (hrl (indexdrd));
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end

[minncsl , isl|=min(hl(indexdsl));
mnc=min ([ minncrd , minnesl|);
if mnc—minncrd %indexy 1 a j v VAM i s fadky
i=indexdrd (ird );
j=s11(i);
elseif mnc—minncsl
j=indexdsl(isl);
i=rd1(j);
end
else
mxdl=max (dsl); %indexy i a j v VAM se sloupci
sl=find (dsl=mxdl);
[med, isl]=min(hl(sl));
j=sl(isl);
i=rd1(j);
end
i),nb(j)/d(i,j)); Yovypotet x(i,])
i,7);
(1,3)xx(i,j));

x(i,j)=min(na(
na(i)=na(i)—x(i,
nb(j)=nb(j)—(d

if na(i)==0 %vynechani indexu
m=find (I=i );
[ (m) ={[;
else
n=find (J=—j );
J(n) =1
end
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Piidani doplitkovych a pomocnych proménnych

function [x,c¢,d,iBx|=rovnice(x,c,d,na,nb, ha, hb)
%funkce prid4a doplikové a pomocné proménné

%vstup :x—matice feSeni

% c—matice cen

% d—matice koeficienti vykonnosti

% na—upraveny vektor radkovych omezeni a
% nb—upraveny vektor sloupcovych omezeni b
% ha—velikost vektoru a

% hb—velikost vektoru b

%vystup :x—novd matice FeSeni

% c—matice cen

% d—matice koeficientii vykonnosti

% iBx—matice indikatord béazovych prvki x

0;
0;
1

"
© o~~~

—

:ha,hb+1)
:ha,hb+1)
:ha ,hb+1)
i=1:ha %piidani doplikovych proménnych
if na(i)>0

x(1,hb+1)=na(i);

end

o o
o
I

J

end
for j=1:hb %pridani pomocnych proménnych
if nb(j)=0
<(hat1,])=nb(j);
c(ha+1,j)=11i;
d(hat1,j)=1;
end
end
[hxa ,hxb|=size (x);
iBx=zeros (hxa,hxb);

iBx (x>0)=1;
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klx=x(x>0);
Y%pokud pocatecni fes.
if length (klx)<ha+hb
dx=0;
i=1;
while (dx==0)&&(i<=ha)
sl=find (x(i,:) >0);
if length(sl)==1
rd=find (x(1:end, sl) >0);
if length (rd)==
for e=1:ha
sl2=find (x(e,:) >0);
if (length(sl2)==1)&&(s127=s1)

je degenerované piida se 1 bazovy prvek

iBx (e, sl)=1;
dx=1;
end
end
if dx7=1
for e=1:hxb
rd2=find (x(1l:end,e) >0);
if (length (rd2)==1)&&(rd27=rd)
iBx(rd,e)=1;
end
end
end
end
end
i=1+1;
end
end
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Nalezeni optimalniho feSeni

function [x|]=optimalni(iBx,x,c,d,ha, hb)
%funkce vypoclitd z pocCatecéniho feSeni optimalni Feeni,
%pokud existuje

%vstup :iBx—matice indikatoria baovych prvka x

% x—matice pocatec¢niho fefenf

% c—matice cen

% d—matice koeficientd vykonnosti
% ha—velikost vektoru a

% hb—velikost vektoru b

%vystup :x—matice optimalniho fegeni

ms=—1;

ni=1;

[hxa ,hxb|=size (x);

while ((real(ms)<0)&&(ni==1))||(imag(ms)<0)
|c,d,B,bc]=bazova(c,d,iBx,ha,hb);
[inB,pl,ql,ms,ni|=test optima(B,bc,iBx,c,d,ha,hb);
[x,cena,iBx|=prepocet (B,inB,x,c,pl,ql,iBx,ha,hb);

end
if hxa>ha

if x(ha+1,;)==zeros(1,hxb)

x(ha+1,:)=[];

end
end
if ni=—=1

Celkova cena=cena

fprintf (’x je optiméalni FeSeni’)
else

fprintf(’feSeni neexistuje a x neni optiméalni FeSeni ulohy’)
end
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Vytvoreni bazové matice

function [c,d,B,bc]=bazova(c,d,iBx, ha hb)
%funkce vytvoii bazovou matici B a vektor cen bézovych prvka

% vstup:c—matice cen

% d—matice koeficientt

% iBx—matice indikatord bazovych prvkid x
% ha,hb—velikosti vektoru a,b

% vystup:c—matice cen

% d—matice koeficientt

% B-bézova matice

% bc—vektor cen bazovych prvki

[hxa,hxb|=size (iBx);
1=1;
B=zeros (hathb,1 —1);
for i=1:1:hxa
for j=1:1:hxb
if iBx(i,j)=>0
if j—hbil
B(i,1)=1;
be(1)=c(i,]));
else
B(i,1)=1;
B(hatj, 1)=d(i,j);
be(1)=c(i,]);
end
if i=—ha+l1
B(1:ha+thb,1)=0;
B(hatj,1)=d(i,j);
end
l1=1+1;
end
end

end
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Test optima

function [inB,pl,ql,ms,ni|=test optima (B,bc,iBx,c,d,ha, hb)
%funkce otestuje, zda mame feSeni optimalni

% vstup: B-bazova matice

% bc—vektor bazovych cen

% iBx—matice indikatord bazovych prvkd x
% c—matice cen

% d-matice koeficientd vykonnosti

% ha—velikost vektoru a

% hb—velikost vektoru b

%vystup :inB—bazovy vektor vstupujici proménné
% pl—tadkovy index vstupujici proménné

% ql—sloupcovy index vstupujici proménné
% ms—minimalni hodnota z s(i,j)

% ni—indikator pomocnych proménnych
hB=rank (B);

uv=bc¢ /B; %vypocet vektoru dudlnich promeénnych
u=uv (1l:ha);

v=uv (ha+1:ha+hb);
[hxa ,hxb|=size (iBx);
for i=1:ha %vypocet koeficientu s(i,j)
for j=1:hb+1
if iBx(i,j)==0

if j<hxb
s(i,j)=c(i,j)—u(i)=d(i,j)*v(i);

else
S(17J):C(i 7j)—11(1),

end

end
end
end
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mi=min (min (imag(s))); %nalezeni minima z s(i,j)
ni=all (all (imag(s)==0));

MSI=find (imag(s)==mi);

mr=min (real (s (MS1)));

ms=complex (mr, mi);

[p,q|=find (s=ms); %urceni indexd vstupujici proménné
pl=p(1);
ql=q(1);
inB=zeros (hathb,1);
if ql<=hb %bazovy vektor vstupujici proménné
inB(pl)=1;
inB (ha+ql)=d(pl,ql);
else
inB(pl)=1;
end
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Prepocet reSeni

function [x,cena,iBx|=prepocet(B,inB,x,c,pl,ql,iBx  ha hb)
Y%funkce piepocitd feSeni x

% vstup:B-bazova matice

% inB—bazovy vektor vstupujici proménné
% x—matice feSeni
% c—matice cen
% pl—tadkovy index vstupujici proménné
% ql—sloupcovy index vstupujici proménné
% iBx—matice indikatord bazovych prvkda v matici x
% ha—velikost vektoru a
% hb—velikost vektoru b
% vystup:x—matice nového reSeni
% cena—celkova cena nakladu
% iBx—matice indikatord béazovych prvki v matici x
out=B\inB; %ovypocet vystupujici proménné
[hxa ,hxb|=size (iBx);
1=1;
for i=1:hxa
for j=1:hxb
if iBx(i,j)==

Bx(1)=x(i,j); %vektor bazovych prvki x

indexBx (1,1:2)=[1;j];

1=1+1;

end
end

end

hout=length (out );
for 1=1:hout
if out(1)>0
del(1)=Bx(1)/out(1); Y%vypolet hodnot delta
else
del (1)=NaN;
end

end
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t=min (del);
ir=find (del=t,1, last ");
vystupi=indexBx (ir ,1);
vystupj=indexBx (ir ,2);
for k=1:ha+hb
i=indexBx (k,1);
j=indexBx (k,2);
x(i,j)=x(i,j)—txout(k); %piepocet

=K
Ux
@
=
—

e
end
x(pl,ql)=t;
iBx (pl,ql)=1;
iBx (vystupi, vystupj)=0;
for i=1:hxa %vypocet celkové ceny
for j=1:hxb
CENA(i ,j)=x(i,])xc(i,j);
end

end
cena=sum (sum(CENA)) ;
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Vypocet optimalniho feSeni vyuzitim struktury tlohy

function [x|=rucnioptimalni(iBx,x,c,d,ha, hb)
%funkce vypoc¢itd optimalni feSeni, pokud existuje

%vstup :iBx—matice indikatora bazovych prvka x

% x—matice fefenfi

% c—matice cen

% d—matice koeficienti vykonnosti
% ha—velikost vektoru a

% hb—velikost vektoru b

Y%vystup:x—matice optimalniho fegeni

ms=—1;
ni=1;
while ((real(ms)<0)&&(ni==1))||(imag(ms)<0)
[rx,index ,znak ,inxokr|=usporadani(x,iBx,ha,hb)
[inB,pl,ql,ms,ni|=...
testoptimality (x,index ,znak ,inxokr ,c,d,ha,hb)
|x,cena ,iBx|=...

prechod (x,c,d,inB,index ,rx,znak  ha,hb,pl,ql,iBx,inxokr)

end
| hxa , hxb|=size (x);
if hxa>ha
if x(ha+1,;)==zeros(1,hxb)
x(ha+1,:)=[];
end
end
if ni=—=1
Celkova cena=cena
fprintf (’x je optimalni FeSeni’)
else
fprintf(’feSeni neexistuje a x neni optimélni FeSeni ulohy’)
end
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Usporadani reSeni

function |[rx,index ,znak,inxokr|=usporadani(x,iBx, ha, hb)
%funkce usporada feSeni

%vstup :x—matice feSeni x

% iBx—matice indikatort bazovych prvka

% ha—velikost vektoru a

% hb—velikost vektoru b

Y%ovystup:rx—vektor hodnot uspoifddaného FeSeni

% index—matice indexd uspoiddaného FeSenf

% znak—vektor zpusobu vynechani prvka feSeni

% 1—sloupcové

% —1-tfadkove

% inxokr—matice indexd prvki z uzavieného okruhu

[hxa ,hxb|=size (x);
NX=X;
niBx=iBx ;
rx =|];
inxokr =[];
k=1;
1=1;
il=1;
w=1;
indikokr=0;
while (w=>0)
hrx=length (rx);
for i=1:ha Y%vynechani fadkové
sl=find (niBx (i,:) >0);
if length(sl)==1
if sl =hb+1
index (1,1:2)=[i,sl];
rx (1)=nx(i,sl);
znak (1)=—1;
1=1+1;
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if indikokr==1
inxokr (il ,1:2)=[1,sl];

i1=i1 +1;
end
nx(i,sl)=0;
niBx (i, sl)=0;
end
end
k=1;
kl=[];
end
for j=1:hb %vynechani sloupcové

rd=find (niBx (1:end,j) >0);
if length (rd)==1
rd=find (niBx (1:end,j)==1);
if rd"=ha+1
index (1,1:2)=[rd,j];
rx (1)=nx(rd,j);
znak (1)=1;
I=1+1;
if indikokr——1
inxokr (il ,1:2)=[rd,j];

il=il +1;
end
nx(rd,j)=0;
niBx (rd, j)=0;
end

end

k=1;

kI =[];

end

nnx=niBx (1:ha,1:hb);
khrx=length (rx);
cn=nnx (nnx >0);

w=length (cn);
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if w>0 %vynechani prvku z okruhu
if hrx=khrx
indikokr=1;
[rdo, slo]|=find (nnx>0,1," first ’);
rx (1)=nx(rdo,slo);
index (1,1:2)=|rdo,slo|;
znak (1)=1;
inxokr (il ,1:2)=[rdo, slo |;
nx (rdo , slo)=0;
niBx (rdo, slo)=0;

il=il +1;
1=1+1;
end
end
end
if hxb>hb %vynechani doplikovych proménnych
for i=1:ha
if niBx(i,hxb)>0
rx (1)=nx(i,hxb);
index (1,1:2)=[1i,hxb];
znak (1)=—1;
1=1+1;
end
end
end
if hxa>ha Y%vynechani pomocnych proménnych
for j=1:hb
if niBx(hxa,j)>0
rx (1)=nx(hxa,j);
index (1,1:2)=[hxa,j];
znak (1)=1;
1=1+1;
end
end
end

if indikokr==
inxokr=1;

end
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Test optimality

function [inB,pl,ql,ms,ni|=...
testoptimality (x,index ,znak ,inxokr ,c,d,ha,hb)
%funkce otestuje, zda je FeSeni optimé&lni

%vstup :x—matice feSeni

% index—matice indexid uspoiddaného FeSenf

% znak—vektor zpusobu vynechani prvka feSeni
% l—sloupcovéha , hb—hodnost vektoru a, b
% —1-tfadkove

% inxokr—matice indexi prvkia z uzavieného okruhu
% c—matice cen

% d—matice koeficientt vykonnosti

% ha—velikost vektoru a

% hb—velikost vektoru b

%Vystup—iBx—matice indik4dtortd béazovych prvki

% pl—tadkovy index vstupujici proménné

% ql—sloupcovy index vstupujici proménné

% ms—minimum z S

% ni—indikator pomocnych proménnych

| hxa , hxb|=size (x);

ix=index

[hokr ,h2]=size (inxokr );

if hokr>3 %vypocfet u a v pro okruh
for k=1:hokr

i=inxokr (k,1);

j=inxokr(k,2);

beokr (k)=c(i,j);

Bokr (i,k)=1;

Bokr (j+ha,k)=d(i,j);
end
Bokr=Bokr (any (Bokr,2) ,:)
kpul=fix (hokr/2);
uvokr=bcokr/Bokr;
ini=inxokr (l:end,1);
inj=inxokr (l:end,2);

ui=unique (ini);
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uj=unique (inj);
io=|ui,uj|;
for k=1:hokr
if k<=kpul
u(io(k))=uvokr(k);
else
v(io(k))=uvokr(k);
end
end
end
for k=ha+hb:—1:1 %vypocet u a v
i=ix (k,1);
j=ix (k,2);
if (znak(k)<0)||(j=hb+1)
if j—hbil
u(i)=0;
else
u(i)=c(i,j)=d(i,j)*v(i);
end
elseif (znak(k)>0)||(i=ha+1)
if i=ha+l1
v(j)=complex (0,1);
else
v(j)=(1/d(i,j))*(c(i,j)—u(i));
end
end
end
s=zeros (ha,hxb); Y%ovypocet s
p=0;
for i=1:ha
for j=1:hxb
for k=1:ha+hb
if (index(k,1)==1)&&(index (k,2)==j)
p—1;
k=ha+hxb;
end

end
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if p7=1
if j7=hb-+1
s(i,j)=c(i,j)—u(i)=d(i,j)*v(j);
else

end
end
%mnalezeni min z s a indexu vstupujici promenne
mi=min (min (imag(s)));
ni=all (all (imag(s)==0));
MSI=find (imag(s)==mi );
mr=min (real (s (MS1)));
ms=complex (mr,mi); Y%minimalni hodnota z s(i,j)

[p,al=find (s=ms);

pl=p(1) %indexy vstupujici proménné
ql=q (1)
inB=zeros (ha+hb,1);
if ql<=hb
inB(pl)=1;
inB (ha+ql)=d(pl,ql);
else
inB(pl)=1;
end
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Prechod k nové bazi

function [x,cena,iBx|=...
prechod (x,c,d,inB,index ,rx ,znak  ha,hb,pl,ql,iBx,inxokr)
Y%funkce piepoc¢itd TFeSeni x

%vstup :x—matice feSeni

% c—matice cen

% d—matice koeficienti vykonnosti

% inB—vektor vstupujici proménné

% index—matice indext bazovych prvki

% rx—vektor hodnot uspoiddaného teSeni

% znak—vektor udavajici zplisob vynechani prvka
% ha—velikost vektoru a

% hb—velikost vektoru b

% pl—ifadkovy index vstupujici proménné

% ql—sloupcovy index vstupujici proménné

% iBx—matice indik&dtord béazovych prvki

% inxokr—matice indexi prvkia z uzavieného okruhu

%vystup:x—matice nového FeSeni
% cena—celkova cena nakladu

% iBx—nova matice indikatoria bazovych prvki

[hxa ,hxb|=size (x);
in=index;

e=zeros (hathb,1);
hinx=length (inxokr);

for k=1:ha+hb %vypocet vektoru vystupujici proménné e
i=in(k,1);
j=in(k,2);
if (hinx>1)&&(i==inxokr(1,1))&&(j=—inxokr(1,2))
ninB=inB ; %vypocet pro okruh

pok=length (inxokr);
eB=zeros (hathb, pok);

88



for kl=1:pok
il=inxokr (kl,1);
jl=inxokr (kl,2);
eB (il k1)=1;
eB(jl+ha,kl)=d(il ,j1);
end
ee=eB\ninB;
e(k)=ee(1);
elseif znak(k)<0
e(k)=inB (i);
elseif znak(k)>0
e (K)=inB (j+ha) /d(i,]):
end
if (i"=ha+1)&&(j =hb+1) %prepocet inB
inB(i)=inB(i)—e(k)
end
if (i"=ha+1)&&(j =hb+1)
inB (j+ha)=inB (j+ha)—d(i,j)*e(k)

end
end
del=zeros (hathb,1);
for k=1:hathb %vypocet delta
if e(k)>0
del(k)=rx(k)/e(k);
else
del (k)=NaN;
end
end

hd=min(del );
ir—find (del—hd, 1, last ’);
vystupi=in (ir ,1) %vystupujici proménna
vystupj=in (ir ,2)
for k=1:hathb %opifepocet FeSeni
i=in(k,1);
j=in(k,2);
x(i,j)=x(i,j)—hdxe(k);

end
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x(pl,ql)=hd;
iBx(pl,ql)=1;
iBx (vystupi, vystupj)=0;
for i=1:hxa %celkové naklady
for j=1:hxb
CENA(E, ) =x (i )% (i)
end
end
cena=sum (sum(CENA) ) ;
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