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Úvod

Cílem této práce je seznámit se s metodami pro °e²ení dopravní úlohy a distribu£ní

úlohy (nazývané také váºený distribu£ní problém [6] nebo obecný distribu£ní problém

[5]). Tyto problémy pat°í do lineárního programování, které je speciálním p°ípadem

konvexního programování. To se vyuºívá v r·zných oborech p°i optimalizaci, nap°íklad

v ekonomii, zem¥d¥lství, pr·myslu a doprav¥. Teoretické základy lineárnímu progra-

mování dal na p°elomu 19. a 20. století matematik Farkas s teorií soustav lineárních

nerovností. Úlohy lineárního programování se nej£ast¥ji °e²í simplexovou metodou. Tato

metoda byla v roce 1947 uvedena G. D. Dantzigem pro °e²ení úloh lineárního progra-

mování pro americké letectvo (viz [2] nebo [6]). Vedle simplexové metody se objevily

dal²í metody, nap°íklad v roce 1979 elipsoidová metoda a v roce 1984 metoda vnit°ních

bod·, která jediná dokáºe simplexové metod¥ konkurovat v reálných p°ípadech. Me-

tody pro °e²ení speciálních úloh vychází ze simplexové metody, ale vyuºívají speciálního

struktury úloh k urychlení a zjednodu²ení výpo£tu.

Nejd°íve si v první kapitole uvedeme n¥kolik základních poznatk· z lineárního pro-

gramování, základní de�nice a poznatky z duality, které pouºijeme p°i odvozování me-

tod.

V druhé kapitole se budeme zabývat dopravní úlohou, která je n¥kdy nazývaná

Hitchcockova podle autora F.L.Hitchcocka, který v roce 1941 vytvo°il obecnou metodu

pro její °e²ení. Je to úloha o p°eprav¥ zboºí od dodavatel· k odb¥ratel·m p°ímou cestou.

Ukáºeme si metody pro nalezení °e²ení, které si ihned názorn¥ ukáºeme na konkrétním

p°íklad¥.

Ve t°etí kapitole si uvedeme distribu£ní úlohu, která je zobecn¥ním dopravní úlohy.

Úloha slouºí p°edev²ím pro optimalizaci výroby. Uvedeme si metody pro nalezení °e²ení,

následn¥ si je vyzkou²íme pro názornost na konkrétním p°íklad¥. Pro kaºdou metodu

jsem naprogramovala funkce v matematickém softwaru Matlab. Výpisy kód· funkcí

uvedeme v p°ílohách. Uvedeme si také výsledky p°i pouºití t¥chto funkcí na konkrétních

p°íkladech.

V poslední kapitole si uvedeme n¥kolik dal²ích speciálních úloh lineárního progra-

mování.
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1 Úvod do lineárního programování

Úlohy, kterými se zde budeme zabývat jsou speciálními p°ípady lineárního programo-

vání, a proto si nejprve uvedeme n¥které známé pojmy a výsledky z této oblasti. Kaºdá

úloha lineárního programování spo£ívá v nalezení extrému (minima nebo maxima) li-

neární funkce, jejíº prom¥nné jsou vázány lineárními podmínkami. Uve¤me si nejprve

základní poznatky z lineárního programování.

1.1 Obecná úloha lineárního programování

Kaºdá úloha lineárního programování lze obecn¥ matematicky zapsat následovn¥

minimalizovat
𝑚∑︁
𝑖=1

𝑐𝑖𝑥𝑖

za podmínek
𝑚∑︁
𝑖=1

𝑑𝑖,𝑗𝑥𝑖 ≤ 𝑎𝑗 𝑗 = 1, 2, ..., 𝑘; 𝑘 ≤ 𝑛 (1.1)

𝑚∑︁
𝑖=1

𝑑𝑖,𝑗𝑥𝑖 = 𝑎𝑗 𝑗 = 𝑘 + 1, 𝑘 + 2, ..., 𝑛

𝑥𝑖 ≥ 0 𝑖 ∈ ℐ1; ℐ1 ⊂ {1, 2, ...,𝑚}

Úlohu m·ºeme zapsat i ve vektorovém tvaru

minimalizovat cTx

za podmínek djx ≤𝑎𝑗 𝑗 = 1, 2, ..., 𝑘; 𝑘 ≤ 𝑛

djx =𝑎𝑗 𝑗 = 𝑘 + 1, 𝑘 + 2, ..., 𝑛

𝑥𝑖 ≥ 0 𝑖 ∈ ℐ1; ℐ1 ⊂ {1, 2, ...,𝑚}

Kde c a x jsou sloupcové vektory 𝑚× 1, 𝑎𝑗 jsou sloºky vektoru pravých stran a, který

je typu 𝑛× 1 a dj jsou jednotlivé °ádky matice D, jejíº prvky jsou koe�cienty 𝑑𝑖,𝑗 a je

typu 𝑛×𝑚.

Pokud jsou v²echny podmínky ve tvaru rovnosti, °ekneme, ºe úloha je v rovnicovém

tvaru.

minimalizovat
𝑚∑︁
𝑖=1

𝑐𝑖𝑥𝑖

za podmínek
𝑚∑︁
𝑖=1

𝑑𝑖,𝑗𝑥𝑖 = 𝑎𝑗 𝑗 = 1, 2, ..., 𝑛; (1.2)

𝑥𝑖 ≥ 0 𝑖 ∈ {1, 2, ...,𝑚}

5



Lze ji také zapsat v maticovém tvaru:

minimalizovat cTx

za podmínek Dx = a (1.3)

x ≥ 0

Poznámka 1.1. Úlohu ve tvaru (1.1) lze p°evést na úlohu ve tvaru (1.2) jelikoº:

1. Kaºdou podmínku ve tvaru nerovnosti lze p°evést na podmínku ve tvaru rovnosti

zavedením tzv. dopl¬kových prom¥nných. Podmínku ve tvaru

𝑚∑︁
𝑖=1

𝑑𝑖,𝑗𝑥𝑖 ≤ 𝑎𝑗 𝑗 = 1, 2, ..., 𝑘; 𝑘 ≤ 𝑛

p°evedeme na podmínku

𝑚∑︁
𝑖=1

𝑑𝑖,𝑗𝑥𝑖 + 𝑥𝑚+1 = 𝑎𝑗 𝑥𝑚+1 ≥ 0; 𝑗 = {1, 2, ..., 𝑘} ; 𝑘 ≤ 𝑛

2. Kaºdou prom¥nnou 𝑥𝑖 /∈ ℐ1 lze zapsat ve tvaru 𝑥𝑖 = 𝑥+
𝑖 − 𝑥−

𝑖 , kde 𝑥+
𝑖 =

max {𝑥𝑖, 0} ≥ 0 a 𝑥−
𝑖 = max {−𝑥𝑖, 0} ≥ 0.

Poznámka 1.2. Jelikoº platí min 𝑓 (x) = −max (−𝑓 (x)) m·ºeme se zabývat pouze

minimaliza£ní úlohou [2].

1.2 Základní pojmy

Nyní si nade�nujeme základní pojmy a v¥ty, se kterými se dále budeme setkávat. Viz

[3] a [2].

Definice 1.3. Přípustným řešením úlohy lineárního programování nazýváme ta-

kový vektor x = (𝑥1, 𝑥2, ..., 𝑥𝑚)𝑇 , který vyhovuje podmínkám úlohy (1.2). Mnoºinu

p°ípustných °e²ení ozna£me 𝑀 = {x ∈ R𝑛 | Dx = a,x ≥ 0}.

Definice 1.4. P°ípustné °e²ení x = (𝑥1, 𝑥2, ..., 𝑥𝑚)𝑇 úlohy (1.3) nazveme přípustné
bázové řešení, jestliºe sloupce maticeD odpovídající kladným sloºkám vektoru x jsou

lineárn¥ nezávislé. Tyto kladné sloºky vektoru x nazveme báze. Matici t¥chto vektor·

odpovídajících kladným sloºkám nazveme bázová matice.
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Definice 1.5. Optimální řešení je takové p°ípustné °e²ení x*, které minimalizuje

danou úlohu, tedy platí cTx* ≤ cTx, pro v²echna x z mnoºiny p°ípustných °e²ení.

Věta 1.6. (O existenci optimálního řešení)

Nechť množina přípustných řešení úlohy (1.3) je neprázdná tj. 𝑀 = {x ∈ R𝑛 | Dx = a,

x ≥ 0} ̸= ∅. Jestliže existuje reálné číslo 𝛾 takové, že pro libovolné x ∈ 𝑀 platí

c𝑇x ≥ 𝛾, pak existuje optimální řešení úlohy lineárního programování minimalizovat

c𝑇x na množině 𝑀 .

Důkaz. Viz [2]

Dále si uvedeme základní v¥tu lineárního programování p°evzatou z [2].

Věta 1.7. (Základní věta lineárního programování)

Pro úlohu lineárního programování (1.3), neboli minimalizovat c𝑇x na množině

𝑀 = {x ∈ R𝑛 | Dx = a,x ≥ 0}, platí jedna ze tří možností:

1. 𝑀 = ∅

2. 𝑀 ̸= ∅ a inf
x∈𝑀

c𝑇x = −∞ (tj. 𝑀* = {x ∈ 𝑀 | c𝑇x = min
z∈𝑀

c𝑇z} = ∅)

3. 𝑀* ̸= ∅

Navíc:

(a) Je-li 𝑀 ̸= ∅, existuje bázové přípustné řešení.

(b) Je-li 𝑀* ̸= ∅, existuje bázové optimální řešení.

Lagrangeova funkce a Karush-Kuhn-Tackerovy podmínky

Zavedeme si Lagrangeovu funkci. Tato funkce je d·leºitá k vytvo°ení duální úlohy, a

tedy k nalezení optimálního °e²ení úlohy konvexního programování. Napi²me ji pro

danou úlohu (1.1) ve tvaru

𝐿(𝑥, 𝑢, 𝑠) =
𝑚∑︁
𝑖=1

𝑐𝑖𝑥𝑖 +
𝑛∑︁

𝑗=1

𝑢𝑗(𝑎𝑗 −
𝑚∑︁
𝑖=1

𝑑𝑖,𝑗𝑥𝑖) −
∑︁
𝑖∈𝐼1

𝑠𝑖𝑥𝑖 (1.4)

kde 𝑢𝑗 jsou Lagrangeovy multiplikátory pro obecné podmínky a 𝑠𝑖 jsou Lagrangeovy

multiplikátory pro jednoduché podmínky (tj. podmínka 𝑥𝑖 ≥ 0). Viz [4]
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Věta 1.8. Nechť bod 𝑥*je bod lokálního řešení úlohy. Pak existuje vektor Lagrangeových

multiplikátorů u, pro který platí následující podmínky:

∇x𝐿(x*,u, s) = 0

djx* ≤𝑎𝑗 𝑗 = 1, 2, ..., 𝑘

djx* =𝑎𝑗 𝑗 = 𝑘 + 1, 𝑘 + 2, ..., 𝑛

𝑢𝑗 ≤ 0 𝑗 = 1, 2, ..., 𝑘

𝑠𝑖 ≥ 0 𝑖 ∈ 𝐼1

𝑢𝑗 ·
(︀
𝑎𝑗 − djx*)︀ = 0 𝑗 = 1, 2, ..., 𝑛

𝑥𝑖𝑠𝑖 = 0 𝑖 ∈ 𝐼1

Tyto podmínky se nazývají Karush-Kuhn-Tackerovy podmínky (zkráceně jim budeme

říkat KKT podmínky). Poslední podmínky 𝑢𝑗 ·
(︀
𝑎𝑗 − djx*)︀ = 0 a 𝑥𝑖𝑠𝑖 = 0 se nazývají

podmínky komplementarity. Viz [1], [4].

Duální úloha

Úlohu (1.1) uvedenou na stran¥ 5 budeme nyní nazývat úloha primární. Kaºdé úloze

nejen lineárního, ale obecn¥ konvexního programování lze p°i°adit duální úlohu.

Pro tvorbu duální úlohy lineárního programování m·ºeme vyuºít toho, ºe je speci-

ální úlohou konvexního programování. Pomocí Lagrangeovi funkce si nejprve zformu-

lujeme Wolfeho duální úlohu k úloze (1.1):

maximalizovat 𝐿(x,u, s)

za podmínek ∇𝑥𝐿(x,u, s) = 0 (1.5)

s ≥ 0

𝑢𝑗 ≤ 0 𝑗 = 1, 2, ..., 𝑘

Nyní jsou 𝑢𝑗 duální prom¥nné a 𝑠𝑖 dopl¬kové duální prom¥nné. Po p°epsání a upravení
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se úloha zjednodu²í na

maximalizovat
𝑛∑︁

𝑗=1

𝑎𝑗𝑢𝑗

za podmínek
𝑛∑︁

𝑗=1

𝑑𝑖,𝑗𝑢𝑗 + 𝑠𝑖 = 𝑐𝑖 𝑖 ∈ 𝐼1

𝑛∑︁
𝑗=1

𝑑𝑖,𝑗𝑢𝑗 = 𝑐𝑖 𝑖 ∈ {1, 2, ...,𝑚} ∖ 𝐼1

𝑠𝑖 ≥ 0 𝑖 ∈ 𝐼1

𝑢𝑗 ≤ 0 𝑗 = 1, 2, ..., 𝑘

Jelikoº duální prom¥nné 𝑠𝑖 mají charakter dopl¬kových prom¥nných, m·ºeme jejich

vynecháním dostat úlohu ve tvaru, který je typický pro lineární programování.

maximalizovat
𝑛∑︁

𝑗=1

𝑎𝑗𝑢𝑗

za podmínek
𝑛∑︁

𝑗=1

𝑑𝑖,𝑗𝑢𝑗 ≤ 𝑐𝑖 𝑖 ∈ 𝐼1 (1.6)

𝑛∑︁
𝑗=1

𝑑𝑖,𝑗𝑢𝑗 = 𝑐𝑖 𝑖 ∈ {1, 2, ...,𝑚} ∖ 𝐼1

𝑢𝑗 ≤ 0 𝑗 = 1, 2, ..., 𝑘

Vztahy mezi duální a primární úlohou

Pro primární a duální úlohu lineárního programování platí ur£ité vztahy. Lehce se dá

ov¥°it, ºe duální úloha k duální úloze je primární úloha. Jedná se tedy o dvojici vzá-

jemn¥ duálních úloh (viz [2]). Záleºí, ze které úlohy vyjdeme, tedy kterou si ozna£íme

jako primární.

Věta 1.9. Má-li primární nebo duální úloha optimální řešení, pak má optimální řešení

i druhá a přitom platí

min
𝑚∑︁
𝑖=1

𝑐𝑖𝑥𝑖 = max
𝑛∑︁

𝑗=1

𝑎𝑗𝑢𝑗

Jestliže účelová funkce jedné z úloh (primární nebo duální) není ohraničená (může růst

nebo klesat neomezeně), pak druhá úloha nemá přípustné řešení.

Důkaz. viz [3]
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Věta 1.10. Nemá-li primární či duální úloha přípustné řešení, nemá ani jedna z nich

optimální řešení.

Důkaz. viz [2]

1.3 Obecná distribuční úloha a její duální úloha

Obecnou distribu£ní úlohu zapí²eme takto:

minimalizovat
𝑚∑︁
𝑖=1

𝑛∑︁
𝑗=1

𝑐𝑖,𝑗𝑥𝑖,𝑗

za podmínek
𝑛∑︁

𝑗=1

𝑒𝑖,𝑗𝑥𝑖,𝑗 ≤ 𝑎𝑖 𝑖 = 1, 2, ...,𝑚 (1.7)

𝑚∑︁
𝑖=1

𝑑𝑖,𝑗𝑥𝑖,𝑗 = 𝑏𝑗 𝑗 = 1, 2, ..., 𝑛

𝑥𝑖,𝑗 ≥ 0 𝑖 = 1, 2, ...,𝑚; 𝑗 = 1, 2, ...,𝑚

Jelikoº jsou zde podmínky ve speciálním tvaru, budeme zde rozli²ovat duální prom¥nné

𝑢𝑖 pro podmínky ve tvaru nerovnosti a duální prom¥nné 𝑣𝑗 pro podmínky ve tvaru

rovnosti. Duální úloha má následující tvar

maximalizovat
𝑚∑︁
𝑖=1

𝑎𝑖𝑢𝑖 +
𝑛∑︁

𝑗=1

𝑏𝑗𝑣𝑗

za podmínek 𝑒𝑖,𝑗𝑢𝑖 + 𝑑𝑖,𝑗𝑣𝑗 ≤ 𝑐𝑖,𝑗 𝑖 = 1, 2, ...,𝑚; 𝑗 = 1, 2, ..., 𝑛 (1.8)

𝑢𝑖 ≤ 0 𝑖 = 1, 2, ...,𝑚
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2 Dopravní úloha

Dopravní úlohou rozumíme problém, kde máme 𝑚 dodavatel· (nap°. sklad·), kte°í

mají k dispozici zboºí v mnoºství 𝑎1, 𝑎2, ..., 𝑎𝑚. Zboºí se má p°ímou cestou rozvést

mezi 𝑛 odb¥ratel· (nap°. obchod·), kde kaºdý odb¥ratel poºaduje zboºí v mnoºství

𝑏1, 𝑏2, ..., 𝑏𝑛. Poºadujeme minimální celkové náklady na dopravu, p°i£emº 𝑐𝑖,𝑗 je cena

dopravy za jednotku zboºí mezi 𝑖-tým dodavatelem a 𝑗-tým odb¥ratelem. Problém

m·ºeme zapsat matematicky takto:

minimalizovat
𝑚∑︁
𝑖=1

𝑛∑︁
𝑗=1

𝑐𝑖,𝑗𝑥𝑖,𝑗

za podmínek
𝑛∑︁

𝑗=1

𝑥𝑖,𝑗=𝑎𝑖 𝑖 = 1, 2, ...,𝑚 (2.1)

𝑚∑︁
𝑖=1

𝑥𝑖,𝑗 = 𝑏𝑗 𝑗 = 1, 2, ..., 𝑛

𝑥𝑖,𝑗 ≥ 0 𝑖 = 1, 2, ...,𝑚; 𝑗 = 1, 2, ..., 𝑛

kde 𝑐𝑖,𝑗 ≥ 0, 𝑎𝑖 ≥ 0 a 𝑏𝑗 ≥ 0 pro 𝑖 = 1, 2, ...,𝑚 a 𝑗 = 1, 2, ..., 𝑛. Prom¥nné 𝑥𝑖,𝑗 ozna£ují

mnoºství p°epravovaného zboºí mezi 𝑖-tým dodavatelem a 𝑗-tým odb¥ratelem.

Úlohu si m·ºeme zapsat i maticov¥

min cTx

za podmínek ̃︀Ax = ̃︀b
x ≥ 0

kde

c = (𝑐1,1, 𝑐1,2, ..., 𝑐1,𝑛, 𝑐2,1, ..., 𝑐𝑚,𝑛)𝑇

x = (𝑥1,1, 𝑥1,2, ..., 𝑥1,𝑛, 𝑥2,1, ..., 𝑥𝑚,𝑛)𝑇̃︀b = (𝑎1, 𝑎2, ..., 𝑎𝑚, 𝑏1, 𝑏2, ..., 𝑏𝑛)𝑇

Jelikoº dopravní úloha je pouze speciální p°ípad lineárního programování má matice
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̃︀A speciální tvar.

̃︀A =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

1 1 · · · 1 |
| 1 1 · · ·
|
|

− − − − − − − −
1 | 1

1 | 1
. . . | . . .

1 |

| |
1 | |

| . . . |
| | 1 1 · · · 1

− − − − − − − −
| | 1

| · · · | 1

| | . . .

1 | | 1

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
Matice ̃︀A má (𝑚 + 𝑛) °ádk· ale pouze (𝑚 + 𝑛− 1) je jich lineárn¥ nezávislých [2].

P°i ru£ním °e²ení nepracujeme s maticovou formulací, ale zapisujeme problém do

následující tabulky.

𝑥1,1
𝑐1,1 𝑥1,2

𝑐1,2
... 𝑥1,𝑛

𝑐1,𝑛 𝑎1

𝑥2,1
𝑐2,1 𝑥2,2

𝑐2,2 ... 𝑥2,𝑛
𝑐2,𝑛 𝑎2

...
... . . . ...

...

𝑥𝑚,1
𝑐𝑚,1 𝑥𝑚,2

𝑐𝑚,2 ... 𝑥𝑚,𝑛
𝑐𝑚,𝑛 𝑎𝑚

𝑏1 𝑏2 · · · 𝑏𝑛

2.1 Řešitelnost dopravní úlohy

M·ºeme rozli²it dva typy dopravní úlohy, vyrovnaný a nevyrovnaný. Ur£ení typu úlohy

má vliv na °e²itelnost.

Vyrovnaný dopravní problém je takový problém, pro který platí dodavetelsko-

odb¥ratelská rovnováha, tj. platí
𝑚∑︀
𝑖=1

𝑎𝑖 =
𝑛∑︀

𝑗=1

𝑏𝑗. Tento problém nemusíme nijak upra-

vovat a po£ítáme podle postupu, který si popí²eme pozd¥ji.

Nevyrovnaný dopravní problém je takový problém, kde
𝑚∑︀
𝑖=1

𝑎𝑖 ̸=
𝑛∑︀

𝑗=1

𝑏𝑗.

Věta 2.1. Pro dopravní úlohu (2.1) jsou následující podmínky ekvivalentní:

a)má přípustné řešení

b)má optimální řešení

c)platí dodavatelsko-odběratelská rovnováha, tj. platí
𝑚∑︀
𝑖=1

𝑎𝑖 =
𝑛∑︀

𝑗=1

𝑏𝑗

Důkaz. viz [2]
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Poznámka. Aplikujeme-li základní v¥tu lineárního programování (1.7) na dopravní

úlohu, zjistíme, ºe oproti obecné úloze lineárního programování u dopravní úlohy ne-

m·ºe nastat 2.moºnost v¥ty (1.7) jelikoº 𝑐𝑖,𝑗 i 𝑥𝑖,𝑗 jsou zdola omezené nulou. Vºdy m·ºe

nastat 3.moºnost. Coº znamená, ºe platí-li dodavateslko-odb¥ratelská rovnováha, exis-

tuje vºdy optimální °e²ení, coº je ve zkratce tvrzení v¥ty (2.1).

Díky p°edchozí v¥t¥ nám sta£í ov¥°it zda je problém vyrovnaný. Je-li vyrovnaný, má

p°ípustné i optimální °e²ení. Máme-li problém nevyrovnaný, tak podle p°edchozí v¥ty

tento problém nemá p°ípustné ani optimální °e²ení. Ov²em i tento nevyrovnaný pro-

blém m·ºeme °e²it, ale zohledníme to v prezentaci výsledku. Rozli²ujeme dva p°ípady

nevyrovnaného problému:

1. Platí-li
𝑚∑︀
𝑖=1

𝑎𝑖 <
𝑛∑︀

𝑗=1

𝑏𝑗 , p·vodní úloha nemá °e²ení. Lze ov²em hledat °e²ení úlohy

minimalizovat
𝑚∑︁
𝑖=1

𝑛∑︁
𝑗=1

𝑐𝑖,𝑗𝑥𝑖,𝑗

za podmínek
𝑛∑︁

𝑗=1

𝑥𝑖,𝑗=𝑎𝑖 𝑖 = 1, 2, ...,𝑚

𝑚∑︁
𝑖=1

𝑥𝑖,𝑗 ≤ 𝑏𝑗 𝑗 = 1, 2, ..., 𝑛

𝑥𝑖,𝑗 ≥ 0 𝑖 = 1, 2, ...,𝑚; 𝑗 = 1, 2, ..., 𝑛

Abychom úlohu p°evedli na rovnicový tvar, musíme doplnit �ktivního dodavatele

s mnoºstvím 𝑎𝑚+1 =
𝑛∑︀

𝑗=1

𝑏𝑗 −
𝑚∑︀
𝑖=1

𝑎𝑖 a s nulovými p°epravními cenami 𝑐𝑚+1,𝑗 = 0

pro 𝑗 = 1, 2, ...𝑛.

2. Platí-li
𝑚∑︀
𝑖=1

𝑎𝑖 >
𝑛∑︀

𝑗=1

𝑏𝑗, p·vodní úloha nemá °e²ení ale lze °e²it úloha:

mininalizovat
𝑚∑︁
𝑖=1

𝑛∑︁
𝑗=1

𝑐𝑖,𝑗𝑥𝑖,𝑗

za podmínek
𝑛∑︁

𝑗=1

𝑥𝑖,𝑗 ≤ 𝑎𝑖 𝑖 = 1, 2, ...,𝑚

𝑚∑︁
𝑖=1

𝑥𝑖,𝑗 = 𝑏𝑗 𝑗 = 1, 2, ..., 𝑛

𝑥𝑖,𝑗 ≥ 0 𝑖 = 1, 2, ...,𝑚; 𝑗 = 1, 2, ..., 𝑛

Podobn¥ jako u p°ípadu 1. doplníme �ktivního odb¥ratele s poºadavkem

𝑏𝑛+1 =
𝑚∑︀
𝑖=1

𝑎𝑖 −
𝑛∑︀

𝑗=1

𝑏𝑗 a s nulovými cenami 𝑐𝑖,𝑛+1 = 0 𝑖 = 1, 2, ...,𝑚.
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P°idáním dopl¬kových prom¥nných (�ktivního dodavatele nebo odb¥ratele) p°evedeme

problém na vyrovnaný a m·ºeme jej °e²it stejným zp·sobem jakoby byl problém vyrov-

naný od po£átku. P°i prezentaci výsledku °e²ení musíme brát v úvahu, ºe jsme p·vodn¥

°e²ili nevyrovnaný problém.

Příklad 2.2. Máme úlohu zadanou tabulkou, kde máme 3 výrobce nábytku a 3 ob-

chody. První výrobce má k dispozici 60 kus· ºidlí, druhý výrobce 40 kus· a t°etí

výrobce 55 kus·. První obchod má objednávku na 65 kus·, druhý obchod na 55 kus·

a t°etí na 35 kus·. P°epravní ceny 𝑐𝑖,𝑗 za jednotku zboºí máme zapsány v tabulce.

𝑐𝑖,𝑗 obchod 1 obchod 2 obchod 3 mnoºství

výrobce 1 3 2 2 60

výrobce 2 1 4 3 40

výrobce 3 5 2 4 55

mnoºství 65 55 35

Nejprve je t°eba ov¥°it, zda je problém vyrovnaný. Celkové mnoºství zboºí u výrobc·

je 60 + 40 + 55 = 155 a celkové mnoºství poºadované obchody je 65 + 55 + 35 = 155.

Problém je vyrovnaný a tedy podle v¥ty 2.1 má úloha p°ípustné i optimální °e²ení a

m·ºeme ji bez obav °e²it. P°íklad si m·ºeme zapsat i matematicky

minimalizovat 3𝑥1,1 + 2𝑥1,2 + 2𝑥1,3 + 1𝑥2,1 + 4𝑥2,2 + 3𝑥2,3 + 5𝑥3,1 + 2𝑥3,2 + 4𝑥3,3

za podmínek 𝑥1,1 + 𝑥1,2 + 𝑥1,3 = 60

𝑥2,1 + 𝑥2,2 + 𝑥2,3 = 40

𝑥3,1 + 𝑥3,2 + 𝑥3,3 = 55

𝑥1,1 + 𝑥2,1 + 𝑥3,1 = 65

𝑥1,2 + 𝑥2,2 + 𝑥3,2 = 55

𝑥1,3 + 𝑥2,3 + 𝑥3,3 = 35

𝑥𝑖,𝑗 ≥ 0 pro 𝑖 = 1, 2, 3 a 𝑗 = 1, 2, 3

Algoritmy pro hledání °e²ení dopravní úlohy si pro názornost budeme p°edvád¥t na

tomto p°íkladu.

2.2 Nalezení počátečního bázového řešení

P°i hledání optimálního °e²ení dopravního problému nejprve nalezneme po£áte£ní bá-

zové °e²ení a poté jej dále upravujeme aº dostaneme optimální °e²ení. Tyto základní

metody m·ºeme nalézt v [7], [2] nebo [5].
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Nejd°íve si uvedeme obecný algoritmus pro nalezení po£áte£ního °e²ení, který neur-

£uje postup °e²ení jednozna£n¥.

Algoritmus 2.3. Mějme indexové množiny ℐ= {1, 2, ...,𝑚} a 𝒥 = {1, 2, ..., 𝑛} .

1. Zvolíme libovolné indexy 𝑖 ∈ ℐ a 𝑗 ∈ 𝒥 . Hodnotu prvku s těmito indexy položíme

𝑥𝑖,𝑗 = min {𝑎𝑖, 𝑏𝑗} a hodnoty 𝑎𝑖 a 𝑏𝑗 přepočítáme užitím vzorců 𝑎𝑖 = 𝑎𝑖 − 𝑥𝑖,𝑗 a

𝑏𝑗 = 𝑏𝑗 − 𝑥𝑖,𝑗.

2. Z indexů 𝑖 nebo 𝑗 vynecháme z příslušné množiny jeden index a to ten, pro který se

vynulují požadavky (tj. 𝑎𝑖 = 0 nebo 𝑏𝑗 = 0). V tabulce to znamená, že vyškrtneme

příslušný řádek či sloupec. Vždy vynecháme pouze jeden z indexů. V případě, že

se vynulují hodnoty pro oba indexy, vynecháme index přednostně z množiny, která

obsahuje alespoň dva indexy, pokud taková množina existuje. Tím dostáváme nové

indexové množiny.

3. Celý postup opakujeme dokud nevyčerpáme všechny indexy 𝑖 a 𝑗.

Poznámka. Nebázové prvky (nebázové nuly) do tabulky nezapisujeme.

Nyní si uvedeme speciální algoritmy zp°es¬ující postup obecného algoritmu 2.3. V

obecném algoritmu jsme volili indexy 𝑖 a 𝑗 libovoln¥, následující metody nám jasn¥

ur£ují, jak máme indexy 𝑖 a 𝑗 volit.

2.2.1 Metoda severozápadního rohu

Tato metoda je speciální p°ípad obecného algoritmu, kde indexy 𝑖 a 𝑗 volíme vºdy

nejmen²í moºné (tj. za£ínáme od levého horního rohu a sm¥°ujeme do pravého dolního

rohu tabulky).

Příklad. Ukáºeme si postup na p°íklad¥ 2.2. V prvním kroku máme indexní mnoºiny

ℐ = {1, 2, 3} a 𝒥 = {1, 2, 3}, zvolíme 𝑖 = 1 a 𝑗 = 1, 𝑥11 = min {60; 65} = 60.

P°epo£ítáme 𝑎1 = 0 a 𝑏1 = 5.

𝑥𝑖,𝑗
𝑐𝑖,𝑗 obchod 1 obchod 2 obchod 3

výrobce 1 60 3 2 2 0

výrobce 2 1 4 3 40

výrobce 3 5 2 4 55

5 55 35

Protoºe pro 𝑖 = 1 se hodnota 𝑎1 nuluje, tento index vynecháme. Máme tedy indexní

mnoºiny ℐ = {2, 3} a 𝒥 = {1, 2, 3}, pokra£ujeme s 𝑖 = 2 a 𝑗 = 1, kde volíme 𝑥2,1 = 5

a p°epo£ítáme 𝑎2 = 35 a 𝑏1 = 0.
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𝑥𝑖,𝑗
𝑐𝑖,𝑗 obchod 1 obchod 2 obchod 3

výrobce 1 60 3 2 2 0

výrobce 2 5 1 4 3 35

výrobce 3 5 2 4 55

0 55 35

Protoºe hodnota 𝑏1 se nuluje, vynecháváme index 𝑗 = 1. Máme tedy ℐ = {2, 3} a

𝒥 = {2, 3} a pokra£ujeme indexy 𝑖 = 2 a 𝑗 = 2, kde 𝑥2,2 = 35. P°epo£ítáme 𝑎2 a 𝑏2.

𝑥𝑖,𝑗
𝑐𝑖,𝑗 obchod 1 obchod 2 obchod 3

výrobce 1 60 3 2 2 0

výrobce 2 5 1 35 4 3 0

výrobce 3 5 2 4 55

0 20 35

Tímto postupem pokra£ujeme dále, aº nalezneme po£áte£ní °e²ení, které si zapí²eme

do p·vodní tabulky.

𝑥𝑖,𝑗
𝑐𝑖,𝑗 obchod 1 obchod 2 obchod 3

výrobce 1 60 3 2 2 60

výrobce 2 5 1 35 4 3 40

výrobce 3 5 20 2 35 4 55

65 55 35

Celková cena
∑︀3

𝑖=1

∑︀3
𝑗=1 𝑥𝑖,𝑗𝑐𝑖,𝑗 = 3 · 60 + 1 · 5 + 4 · 35 + 2 · 20 + 4 · 35 = 505

2.2.2 Metoda minimální ceny

V této metod¥ jsou p°ednostn¥ obsazovány polí£ka s nejniº²í cenou. To znamená, ºe

v tabulce nalezneme nejmen²í hodnotu 𝑐𝑖,𝑗 a toto pole obsadíme 𝑥𝑖,𝑗 = min {𝑎𝑖, 𝑏𝑗}.
Existuje-li více polí se stejnou minimální cenou, volíme libovolné z nich.

Příklad. Pro ná² konkrétní p°íklad 2.2 máme op¥t indexní mnoºiny ℐ = {1, 2, 3} a

𝒥 = {1, 2, 3}. Nejniº²í cena je v poli s indexy 𝑖 = 2 a 𝑗 = 1. Obsadíme jej hodnotou

𝑥2,1 = min {40; 65} = 40. P°epo£ítáme 𝑎2 = 0 a 𝑏1 = 25.

𝑥𝑖,𝑗
𝑐𝑖,𝑗 obchod 1 obchod 2 obchod 3

výrobce 1 3 2 2 60

výrobce 2 40 1 4 3 0

výrobce 3 5 2 4 55

25 55 35

16



Dostaneme nové indexní mnoºiny ℐ = {1, 3} a 𝒥 = {1, 2, 3}. Dále máme hned t°i pole

se stejnou nejniº²í cenou 𝑥1,2, 𝑥1,3 a 𝑥3,2 vybereme tedy libovolné z nich, nap°. první z

nich 𝑥1,2 a poloºíme rovnu 𝑥1,2 = min {60; 55} = 55. Nyní p°epo£teme hodnoty 𝑎1 = 5

a 𝑏2 = 0.

𝑥𝑖,𝑗
𝑐𝑖,𝑗 obchod 1 obchod 2 obchod 3

výrobce 1 3 55 2 2 5

výrobce 2 40 1 4 3 0

výrobce 3 5 2 4 55

25 0 35

Jelikoº se nám nuluje sloupec s indexem 𝑗 = 2 dostáváme tedy mnoºiny ℐ = {1, 3} a

𝒥 = {1, 3}. Dal²í moºné pole s nejniº²í cenou je 𝑥1,3, které obsadíme hodnotou 𝑥1,3 = 5.

P°epo£ítáme hodnoty 𝑎1 = 0 a 𝑏3 = 30.

𝑥𝑖,𝑗
𝑐𝑖,𝑗 obchod 1 obchod 2 obchod 3

výrobce 1 3 55 2 5 2 0

výrobce 2 40 1 4 3 0

výrobce 3 5 2 4 55

25 0 30

Takto postupujeme dále aº dostaneme °e²ení, které vypadá následovn¥

𝑥𝑖,𝑗
𝑐𝑖,𝑗 obchod 1 obchod 2 obchod 3

výrobce 1 3 55 2 5 2 60

výrobce 2 40 1 4 3 40

výrobce 3 25 5 2 30 4 55

65 55 35

kde celková cena je 2 ·55+2 ·5+1 ·40+5 ·25+4 ·30 = 330. M·ºeme vid¥t, ºe dostáváme

po£áte£ní °e²ení s men²ími p°epravními náklady neº p°i uºití metody severozápadního

rohu.

2.2.3 Vogelova aproximační metoda (VAM)

Tato metoda je náro£n¥j²í na výpo£et ale obvykle dává °e²ení s men²ími p°epravními

náklady neº p°edchozí metody. Pro kaºdý °ádek a kaºdý sloupec vypo£ítáme rozdíl

(diferenci) mezi dv¥ma nejmen²ími cenami. Vybereme °ádek nebo sloupec s nejv¥t²ím

rozdílem a v n¥m polí£ko s nejmen²í cenou. Bude-li nejv¥t²í diference stejná u více

°ádk· £i sloupc·, budeme obsazovat pole v t¥chto °ádcích nebo sloupcích s nejmen²í

cenou. Doplníme 𝑥𝑖,𝑗 = min {𝑎𝑖, 𝑏𝑗}. Op¥t p°epo£ítáme 𝑎𝑖 a 𝑏𝑗 a vynecháme °ádek nebo

sloupec, kde se hodnota nuluje. A celý postup opakujeme.
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Příklad. Pro ná² p°íklad 2.2 vypo£ítáme diference a zapí²eme si je do tabulky.

𝑥𝑖,𝑗
𝑐𝑖,𝑗 obchod 1 obchod 2 obchod 3

∆ D=2 D=0 D=1

výrobce 1 D=0 3 2 2 60

výrobce 2 D=2 1 4 3 40

výrobce 3 D=2 5 2 4 55

65 55 35

Jak vidíme hodnota diference pro první sloupec a pro druhý a t°etí °ádek je stejná a

nejv¥t²í. Proto hledáme v t¥chto dvou °ádcích a ve sloupci pole, kde je cena nejniº²í.

To platí pro pole 𝑥2,1 a to obsadíme hodnotou 𝑥2,1 = min {𝑎2, 𝑏1} = min {40, 65} = 40.

P°epo£teme 𝑎2 = 0 a 𝑏1 = 25, vynecháme tedy druhý °ádek a p°epo£ítáme diference.

𝑥𝑖,𝑗
𝑐𝑖,𝑗 obchod 1 obchod 2 obchod 3

∆ D=2 D=0 D=2

výrobce 1 D=0 3 2 2 60

výrobce 2 - 40 1 4 3 0

výrobce 3 D=2 5 2 4 55

25 55 35

Op¥t nám vycházejí stejné hodnoty nejvy²²ích rozdíl·. Pole s nejmen²í cenou v t¥chto

sloupcích a °ádku je 𝑥1,3 a to obsadíme hodnotou 𝑥1,3 = 35. P°epo£teme 𝑎1 = 25 a

𝑏3 = 0, vynecháme tedy t°etí sloupec. Znovu p°epo£ítáme diference.

𝑥𝑖,𝑗
𝑐𝑖,𝑗 obchod 1 obchod 2 obchod 3

∆ D=2 D=0 -

výrobce 1 D=1 3 2 35 2 25

výrobce 2 - 40 1 4 3 0

výrobce 3 D=3 5 2 4 55

25 55 0

Nejv¥t²í diference je pro t°etí °ádek, nejmen²í cena v tomto °ádku je pro pole 𝑥3,2,

obsadíme ho 𝑥3,2 = 55. P°epo£ítáme 𝑎3 = 0 a 𝑏2 = 0, vy²krtneme pouze jeden z index·

a to nap°íklad sloupcový.
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𝑥𝑖,𝑗
𝑐𝑖,𝑗 obchod 1 obchod 2 obchod 3

∆ D=2 - -

výrobce 1 - 3 2 35 2 25

výrobce 2 - 40 1 4 3 0

výrobce 3 - 5 55 2 4 0

25 0 0

Osadíme tedy poslední pole 𝑥1,1 hodnotou 𝑥1,1 = 25, tím získáme po£áte£ní °e²ení ve

tvaru:

𝑥𝑖,𝑗
𝑐𝑖,𝑗 obchod 1 obchod 2 obchod 3

výrobce 1 25 3 2 35 2 60

výrobce 2 40 1 4 3 40

výrobce 3 5 55 2 4 55

65 55 35

Celková cena p°epravy je 𝐶 = 3 · 25 + 2 · 35 + 1 · 40 + 2 · 55 = 295. M·ºeme tedy vid¥t,

ºe náklady na dopravu jsou je²t¥ o n¥co men²í neº p°i uºití p°edchozích metod.

2.3 Nalezení optimálního řešení

Pro ov¥°ení optimality vycházejme z duality. Nejprve si napí²eme duální úlohu pro

dopravní úlohu. Na stran¥ 10 jsme si jiº p°ipravili duální úlohu pro úlohu distribu£ního

typu. Sta£í v rovnici (1.8) poloºit 𝑑𝑖,𝑗 = 1 a 𝑒𝑖,𝑗 = 1. Jelikoº máme v na²í primární

úloze podmínky pouze ve tvaru rovnosti, odpadá podmínka 𝑢𝑖 ≤ 0. Poté duální úloha

k primární úloze (2.1) dopravního problému je ve tvaru

maximalizovat
𝑚∑︁
𝑖=1

𝑢𝑖𝑎𝑖 +
𝑛∑︁

𝑗=1

𝑣𝑗𝑏𝑗

za podmínek 𝑐𝑖,𝑗 − 𝑢𝑖 − 𝑣𝑗 ≥ 0 pro 𝑖 = 1, ...,𝑚; 𝑗 = 1, ..., 𝑛

kde 𝑢𝑖 jsou duální prom¥nné pro první omezení
𝑛∑︀

𝑗=1

𝑥𝑖,𝑗=𝑎𝑖 a 𝑣𝑗 jsou duální prom¥nné

pro druhá omezení
𝑚∑︀
𝑖=1

𝑥𝑖,𝑗=𝑏𝑗. Tyto duální prom¥nné mají význam Lagrangeových

multiplikátor·. V tabulce je p°i výpo£tu nazýváme °ádková a sloupcová £ísla. Postup

výpo£tu je následující:

19



Algoritmus 2.4. Máme počáteční řešení.

1. Vypočteme řádková čísla 𝑢𝑖 a sloupcová čísla 𝑣𝑗 z rovností

𝑢𝑖 = 𝑐𝐵𝑖,𝑗 − 𝑣𝑗 (2.2)

𝑣𝑗 = 𝑐𝐵𝑖,𝑗 − 𝑢𝑖 (2.3)

kde 𝑐𝐵𝑖,𝑗 jsou ceny bázových proměnných (tj. ceny vyplněných políček tabulky).

Protože máme nejvýše 𝑚+𝑛−1 lineárně nezávislých rovnic a 𝑚+𝑛 neznámých,

můžeme zvolit jednu proměnnou jako parametr. Například zvolme 𝑢1 = 1 a další

čísla 𝑢𝑖 a 𝑣𝑗 postupně dopočítáváme užitím rovností 2.2 a 2.3.

2. Pro nebázové proměnné dopočítáme hodnoty

𝑠𝑖,𝑗 = 𝑐𝑁𝑖,𝑗 − 𝑢𝑖 − 𝑣𝑗

kde 𝑐𝑁𝑖,𝑗 jsou ceny nebázových proměnných. Z těchto hodnot nalezneme nejmenší

𝑠𝑝,𝑞 = 𝑚𝑖𝑛 {𝑠𝑖,𝑗}.

(a) Je-li 𝑠𝑝,𝑞 ≥ 0 (tj. jsou splněny všechny podmínky 𝑐𝑖,𝑗 − 𝑢𝑖 − 𝑣𝑗 ≥ 0), máme

optimální řešení a výpočet ukončíme.

(b) Je-li 𝑠𝑝,𝑞 < 0, proměnná 𝑥𝑝,𝑞 vstoupí do báze. Hodnotu 𝑥𝑝,𝑞 zatím ozna-

číme jako parametr 𝛿 a vepíšeme ji do tabulky. Dále v tabulce najdeme uza-

vřený okruh, což je n-úhelník, jehož vrcholy jsou pouze některá bázová pole

(ne nutně všechna) a vychází se z pole 𝑥𝑝,𝑞. Hledaný n-úhelník se skládá

pouze z horizontálních a vertikálních čar. Ve vrcholech okruhu odečítáme

nebo přičítáme hodnotu 𝛿 tak, aby stále byly zachovány rovnosti
𝑛∑︀

𝑗=1

𝑥𝑖,𝑗 = 𝑎𝑖

a
𝑚∑︀
𝑖=1

𝑥𝑖,𝑗 = 𝑏𝑗. Hodnotu parametru 𝛿 určíme z 𝛿 = 𝑚𝑖𝑛
{︀
𝑥−
𝑖,𝑗

}︀
, kde 𝑥−

𝑖,𝑗 jsou

hodnoty, kde se 𝛿 odečítá. A tabulku upravíme dosazením vypočtené hodnoty

𝛿.

3. Vrátíme se ke kroku 1. a celý postup opakujeme.

Příklad. Pro p°íklad 2.2 jsme metodou severo-západního rohu na²li po£áte£ní °e²ení.

𝑥𝑖,𝑗
𝑐𝑖,𝑗 obchod 1 obchod 2 obchod 3

výrobce 1 60 3 2 2 60

výrobce 2 5 1 35 4 3 40

výrobce 3 5 20 2 35 4 55

65 55 35
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Nyní otestujeme optimalitu. Vypo£ítáme °ádková a sloupcová £ísla 𝑢𝑖 a 𝑣𝑗. Zvolíme si

𝑢1 = 1 a poté dále postupn¥ vypo£ítáváme dal²í.

𝑢1 = 1 → 𝑣1 = 𝑐1,1 − 𝑢1 = 2 → 𝑢2 = 𝑐2,1 − 𝑣1 = −1 →

𝑣2 = 𝑐2,2 − 𝑢2 = 5 → 𝑢3 = 𝑐3,2 − 𝑣2 = −3 → 𝑣3 = 𝑐3,3 − 𝑢3 = 7

𝑥𝑖,𝑗
𝑐𝑖,𝑗 obchod 1 obchod 2 obchod 3

𝑢𝑖
�𝑣𝑗 𝑣1 = 2 𝑣2 = 5 𝑣3 = 7

výrobce 1 𝑢1 = 1 60 3 2 2 60

výrobce 2 𝑢2 = −1 5 1 35 4 3 40

výrobce 3 𝑢3 = −3 5 20 2 35 4 55

65 55 35

Z hodnot 𝑢𝑖 a 𝑣𝑗 dopo£ítáme hodnoty 𝑠𝑖,𝑗 pro prázdná pole tabulky

𝑠1,2 = 𝑐1,2 − 𝑢1 − 𝑣2 = −4, 𝑠1,3 = −6, 𝑠2,3 = −3, 𝑠3,1 = 6,

nejmen²í hodnota je 𝑠1,3 = −6, protoºe je tato hodnota záporná, °e²ení není optimální

a do báze nám vstoupí 𝑥1,3 s hodnotou rovnou parametru 𝛿. Pak hledáme uzav°ený

okruh vycházející z 𝑥1,3 a procházející bázovými prvky (obsazenými polí£ky).

𝑥𝑖,𝑗
𝑐𝑖,𝑗 obchod 1 obchod 2 obchod 3

𝑢𝑖
�𝑣𝑗 2 5 7

výrobce 1 1 60 − 𝛿 3 2 𝛿 2 60

výrobce 2 −1 5 + 𝛿 1 35 − 𝛿 4 3 40

výrobce 3 −3 5 20 + 𝛿 2 35 − 𝛿 4 55

65 55 35

Z hodnot, kde se 𝛿 ode£ítá, je nejmen²í hodnota 35 a tak 𝛿 = 35. Nyní se nám nulují

dva prvky, ale z báze m·ºe vypadnout pouze jeden prvek. Ponecháme si tedy pole

𝑥3,3 = 0 v bázi. Protoºe je prvek 𝑥3,3 = 0 bázový zapisujeme ho do tabulky. Takový

prvek nazývejme bázová nula.

𝑥𝑖,𝑗
𝑐𝑖,𝑗 obchod 1 obchod 2 obchod 3

výrobce 1 25 3 2 35 2 60

výrobce 2 40 1 4 3 40

výrobce 3 5 55 2 0 4 55

65 55 35

Znovu otestujeme optimalitu, nejprve vypo£ítáme 𝑢𝑖 a 𝑣𝑗.
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𝑥𝑖,𝑗
𝑐𝑖,𝑗 obchod 1 obchod 2 obchod 3

𝑢𝑖
�𝑣𝑗 2 −1 1

výrobce 1 1 25 3 2 35 2 60

výrobce 2 −1 40 1 4 3 40

výrobce 3 3 5 55 2 0 4 55

65 55 35

Poté vypo£ítáme 𝑠𝑖,𝑗 pro nebázové hodnoty:

𝑠1,2 = 0, 𝑠2,2 = 4, 𝑠2,3 = 3, 𝑠3,1 = 0

Minimální hodnota je 𝑠1,2 = 0 a 𝑠3,1 = 0, které jsou nezáporné. Nalezli jsme tedy

optimální °e²ení.

𝑥𝑖,𝑗
𝑐𝑖,𝑗 obchod 1 obchod 2 obchod 3

výrobce 1 25 3 2 35 2 60

výrobce 2 40 1 4 3 40

výrobce 3 5 55 2 0 4 55

65 55 35

Toto °e²ení nám °íká, ºe od 1. výrobce se p°epraví 25 ºidlí do obchodu 1 a 35 ºidlí do

obchodu 3, 40 ºidlí od 2. výrobce do 1. obchodu a 55 ºidlí od 3. výrobce do obchodu

2. Celkové p°epravní náklady jsou 𝑐 = 3 · 25 + 2 · 35 + 1 · 40 + 2 · 55 = 295.

Poznámka. Kdyº se vrátíme zp¥t, v²imneme si, ºe jsme optimální °e²ení dostali jiº

Vogelovou aproxima£ní metodou. Tento výsledek neplatí vºdy, £asto nastává u malých

úloh, ale ani tam to není zaru£eno.
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3 Distribuční úloha

Distribu£ní úloha je zobecn¥ním dopravní úlohy. Popisuje problém, kde se jednotky

dodavatel· a odb¥ratel· li²í. Jedná se p°eváºn¥ o úlohy optimalizace výrobního procesu.

V dal²ím textu se budeme zabývat distribu£ní úlohou ve tvaru:

minimum
𝑚∑︁
𝑖=1

𝑛∑︁
𝑗=1

𝑐𝑖,𝑗𝑥𝑖,𝑗

za podmínek
𝑛∑︁

𝑗=1

𝑥𝑖,𝑗 ≤ 𝑎𝑖 𝑖 = 1, 2, ...,𝑚 (3.1)

𝑚∑︁
𝑖=1

𝑑𝑖,𝑗𝑥𝑖,𝑗 = 𝑏𝑗 𝑗 = 1, 2, ..., 𝑛

𝑥𝑖,𝑗 ≥ 0 𝑖 = 1, 2, ...,𝑚; 𝑗 = 1, 2..., 𝑛

Koe�cienty 𝑎𝑖 ≥ 0 jsou kapacity, koe�cienty 𝑏𝑗 ≥ 0 jsou poºadovaná mnoºství, 𝑐𝑖,𝑗 ≥ 0

jsou cenové koe�cienty a 𝑑𝑖,𝑗 jsou koe�cienty výkonnosti. Tyto koe�cienty nám udávají

vztah mezi jednotkami koe�cient· 𝑎𝑖 a 𝑏𝑗. Obecn¥ mohou být libovolné, my budeme

brát pouze 𝑑𝑖,𝑗 ≥ 0. P°i zápornosti koe�cient· 𝑑𝑖,𝑗 by úloha mohla být neomezená a

navíc nemají praktický význam. Pozd¥ji si ukáºeme, ºe úloha (3.1) je ekvivalentní s

obecn¥j²í úlohou (1.7) uvedenou na stran¥ 10.

Distribu£ní úlohu lze obecn¥ zapsat do tabulky následovn¥

𝑑1,1 𝑥1,1
𝑐1,1 𝑑1,2 𝑥1,2

𝑐1,2 ... 𝑑1,𝑛 𝑥1,𝑛
𝑐1,𝑛 𝑎1

𝑑2,1 𝑥2,1
𝑐2,1 𝑑2,2 𝑥2,2

𝑐2,2 ... 𝑑2,𝑛 𝑥2,𝑛
𝑐2,𝑛 𝑎2

...
... . . . ...

𝑑𝑚,1 𝑥𝑚,1
𝑐𝑚,1 𝑑𝑚,2 𝑥𝑚,2

𝑐𝑚,2 ... 𝑑𝑚,𝑛 𝑥𝑚,𝑛
𝑐𝑚,𝑛 𝑎𝑚

𝑏1 𝑏2 𝑏𝑛

V této tabulce také provádíme výpo£et °e²ení.

Převod na rovnicový tvar

V úloze máme obecn¥ dané podmínky u °ádkových sou£t· ve tvaru nerovnosti. P°i

výpo£tu optimálního °e²ení budeme p°edpokládat, ºe máme podmínky ve tvaru rov-

nosti. Proto musíme p°idat dal²í prom¥nné 𝑥𝑖,𝑛+1, v tabulce to odpovídá dal²ímu p°i-

danému (𝑛 + 1). sloupci. Koe�cienty výkonnosti 𝑑𝑖,𝑗 u t¥chto prom¥nných budou rovny

𝑑𝑖,𝑛+1 = 1 a ceny 𝑐𝑖,𝑛+1 = 0 pro 𝑖 = 1, 2, ...,𝑚. Tyto prom¥nné nazveme doplňkové. Z
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úlohy (3.1) dostaneme úlohu v rovnicovém tvaru

minimalizovat
𝑚∑︁
𝑖=1

𝑛∑︁
𝑗=1

𝑐𝑖,𝑗𝑥𝑖,𝑗

za podmínek
𝑛+1∑︁
𝑗=1

𝑥𝑖,𝑗 = 𝑎𝑖 𝑖 = 1, 2, ...,𝑚 (3.2)

𝑚∑︁
𝑖=1

𝑑𝑖,𝑗𝑥𝑖,𝑗 = 𝑏𝑗 𝑗 = 1, 2, ..., 𝑛

𝑥𝑖,𝑗 ≥ 0 𝑖 = 1, 2, ...,𝑚; 𝑗 = 1, 2..., 𝑛 + 1

Poznámka. V úloze v rovnicovém tvaru (3.2) si pov²imn¥me, ºe pro dopl¬kové pro-

m¥nné není omezení
∑︀𝑚

𝑖=1 𝑑𝑖,𝑛+1𝑥𝑖,𝑛+1 = 𝑏𝑛+1.

Pokud nalezneme optimální °e²ení, kde je hodnota dopl¬kové prom¥nné 𝑥𝑖,𝑛+1 ≥ 0

pro n¥jaké 𝑖 = 1, 2, ...,𝑚, tak toto °e²ení je optimální °e²ení i p·vodní úlohy ve tvaru

(3.1). Kladná hodnota 𝑥𝑖,𝑛+1 zna£í nevyuºitou kapacitu 𝑖-tého stroje.

Úlohu v této podob¥ si m·ºeme zapsat i v maticovém tvaru

minimalizovat cTx

za podmínky Ax = b

x ≥ 0

kde

vektor c = (𝑐1,1, 𝑐1,2, ..., 𝑐1,𝑛+1, 𝑐2,1, ..., 𝑐𝑚,𝑛+1)
𝑇

vektor x = (𝑥1,1, 𝑥1,2, ..., 𝑥1,𝑛+1, 𝑥2,1, ..., 𝑥𝑚,𝑛+1)
𝑇

vektor b = (𝑎1, 𝑎2, ..., 𝑎𝑚, 𝑏1, 𝑏2, ..., 𝑏𝑛)𝑇

matice A má následující tvar

A =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

1 1 · · · 1 1 |
| 1 1 · · ·
|
|

− − − − − − − − −
𝑑1,1 | 𝑑2,1

𝑑1,2 | 𝑑2,2
. . . | . . .

𝑑1,𝑛 0 |

| |
1 1 | |

| . . . |
| | 1 1 · · · 1 1

− − − − − − − − − −
| | 𝑑𝑚,1

| · · · | 𝑑𝑚,2

| | . . .

𝑑2,𝑛 0 | | 𝑑𝑚,𝑛 0

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
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Věta 3.1. Hodnost matice A je rovna 𝑚 + 𝑛.

Důkaz. Vezmeme-li postupn¥ poslední sloupce z kaºdého bloku a následn¥ postupn¥

prvních 𝑛 sloupc· z libovolného bloku. Tímto dostaneme horní trojúhelníkovou matici

s 𝑚 + 𝑛 nezávislými sloupci. Jelikoº po£et nezávislých sloupc· je stejný jako po£et

nezávislých °ádk·, je hodnost matice práv¥ 𝑚 + 𝑛.

3.1 Příklady aplikací

Následující p°íklady nám pomohou lépe pochopit význam v²ech prom¥nných a koe�ci-

ent·. Nejprve si ukáºeme obecné p°íklady aplikací.

Nej£ast¥j²í aplikace distribu£ní úlohy je práv¥ úloha optimalizace výrobního pro-

cesu.

Úloha. Podnik má nastavit výrobu produkt· na výrobních strojích tak, aby zárove¬

minimalizoval výrobní náklady. Maximální po£et hodin, které m·ºe 𝑖-tý stroj pracovat

za dané období ozna£me 𝑎𝑖. Mnoºství 𝑗-tého produktu, které je t°eba vyrobit ozna£me

𝑏𝑗. Koe�cienty 𝑑𝑖,𝑗 ur£ují, kolik 𝑗-tého produktu vyrobí 𝑖-tý stroj za hodinu. Ceny vý-

roby 𝑗-tého produktu 𝑖-tým strojem ozna£me 𝑐𝑖,𝑗. Hledáme optimální rozvrºení výroby,

tedy po£et hodin, ve kterých bude 𝑖-tý stroj vyráb¥t 𝑗-tý produkt ( ozn. 𝑥𝑖,𝑗).

Úloha. Eskadra sloºená z r·zných typ· letadel se má nasadit na letecké trat¥ tak, aby

uspokojila poptávku cestujících a zárove¬ minimalizovat p°epravní náklady. Po£et leta-

del 𝑖-tého typu ozna£me 𝑎𝑖, po£et cestujících poºadující p°epravu na trati 𝑗 ozna£me 𝑏𝑗,

koe�cienty 𝑑𝑖,𝑗 nám ur£ují po£et cestujících, které je moºno p°epravit jedním letadlem

𝑖-tého typu, pokud je nasazené na 𝑗-tou leteckou tra´ b¥hem daného období. P°epravní

náklady na jedno letadlo 𝑖-tého typu na 𝑗-té letecké trati. Hledáme tedy rozvrºení let·,

to je po£et letadel 𝑖-tého typu na 𝑗-té letecké trati ozna£me 𝑥𝑖,𝑗. Viz [6, str.477]

Úloha. Podnik vyrábí energii. Má k dispozici 𝑎𝑖 mnoºství 𝑖-té suroviny pro výrobu

energie. Pot°ebné mnoºství vyrobené energie v 𝑗-tém za°ízení ozna£me 𝑏𝑗. Koe�cienty

𝑑𝑖,𝑗 ozna£ují spot°ebu 𝑖-té suroviny v 𝑗-tém za°ízení (zahrnují nap°íklad pot°ebnost

konverze suroviny apod.). Ozna£me 𝑝𝑖,𝑗 náklady na výrobu jednotkového mnoºství

energie z 𝑖-té suroviny v 𝑗-tém za°ízení. Hledáme spot°ebu 𝑖-té suroviny v 𝑗-tém za°ízení

(ozn. 𝑥𝑖,𝑗) tak, abychom minimalizovali náklady 𝑐𝑖,𝑗 = 𝑑𝑖,𝑗𝑝𝑖,𝑗 na výrobu energie v 𝑗-tém

za°ízení z jednotkového mnoºství 𝑖-té suroviny. Viz [9].

Dal²í p°íklady distribu£ní úlohy m·ºeme najít v [10, str. 70-72] nebo v [5, kap. 15],

kde jsou p°íklady i °e²eny. Nyní si uvedeme jednoduché p°íklady jiº s konkrétními £ísly,

na kterých budeme demonstrovat metody pro výpo£et °e²ení.
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Příklad 3.2. Firma vyrábí plastové hra£ky - 4 druhy zví°átek. Pro tento ú£el má k

dispozici t°i linky - vst°ikovací lisy. Poºadavky odb¥ratel· (ozn. 𝑏𝑗) jsou 220 ks ps·,

150 ks ko£ek, 180 ks slon· a 100 ks ºiraf. M¥sí£ní kapacita linek (𝑎𝑖) je 160 hod., 320

hod. a 200 hod. pro jednotlivé linky. Následující tabulka zobrazuje, kolik jednotlivých

zví°átek (v ks) vyrobí daná linka za hodinu (𝑑𝑖,𝑗) a cenu hodiny provozu (𝑐𝑖,𝑗) (v tis.

K£) dané linky p°i výrob¥ daného druhu zví°átka.

𝑑𝑖,𝑗 𝑐𝑖,𝑗 pes ko£ka slon ºirafa

Linka A 0,5 7 0,8 6 0,5 5 0,7 4 160

Linka B 0,7 6 0,4 8 0,6 5 0,5 3 320

Linka C 0,4 4 0,6 5 0,6 6 0,8 5 200

220 150 180 100

Tato úloha je p°evzata z [8]. Jak si pozd¥ji ukáºeme, nemá optimální °e²ení, coº lze

ov¥°it uºitím jednoduché nutné podmínky

Příklad 3.3. Upravením p°edchozího p°íkladu zvý²ením koe�cient· výkonnosti 𝑑𝑖,𝑗
dostaneme p°íklad ve tvaru zapsaném v následující tabulce.

𝑑𝑖,𝑗 𝑐𝑖,𝑗 pes ko£ka slon ºirafa

Linka A 0,6 7 1 6 0,6 5 0,8 4 160

Linka B 0,8 6 0,5 8 0,7 5 0,6 3 320

Linka C 0,5 4 0,7 5 0,7 6 1 5 200

220 150 180 100

Jak si pozd¥ji ukáºeme i tento p°íklad nemá optimální °e²ení, p°estoºe spl¬uje jedno-

duchou nutnou podmínku existence optimálního °e²ení. Pozd¥ji to ov¥°íme výpo£tem.

Abychom dostali p°íklad, který má optimální °e²ení a mohli na n¥m ukázat postupy

pro nalezení °e²ení, musíme op¥t upravit koe�cienty výkonnosti 𝑑𝑖,𝑗 a také kapacity

linek 𝑎𝑖. Po upravení dostaneme následující p°íklad, se kterým budeme dále pracovat.

Příklad 3.4. Firma vyrábí plastové hra£ky � 4 druhy zví°átek. Pro tento ú£el má

k dispozici t°i linky � vst°ikovací lisy. Poºadavky odb¥ratel· jsou 220 ks ps·, 150 ks

ko£ek, 180 ks slon· a 100 ks ºiraf. M¥sí£ní kapacita linek je 240 hod., 320 hod. a 220

hod. pro jednotlivé linky. Následující tabulka zobrazuje, kolik jednotlivých zví°átek (v

ks) vyrobí daná linka za hodinu a cenu hodiny provozu (v tis. K£) dané linky p°i výrob¥

daného druhu zví°átka. Hledáme optimální rozvrºení výroby nebo-li po£et hodin práce

(𝑥𝑖,𝑗) dané linky na daném výrobku tak, aby náklady na výrobu byly minimální.
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𝑑𝑖,𝑗 𝑐𝑖,𝑗 pes ko£ka slon ºirafa

Linka A 0,8 7 1,2 6 0,8 5 1 4 240

Linka B 1 6 0,5 8 0,9 5 0,8 3 320

Linka C 0,6 4 0,8 5 0,9 6 1,2 5 220

220 150 180 100

S tímto p°íkladem budeme dále pracovat a ukáºeme si na n¥m postupy pro nalezení

°e²ení.

M·ºeme jej zapsat i v maticovém tvaru

minimalizovat cTx

za podmínky Ax = b

x ≥ 0

kde

c =
(︁

7, 6, 5, 4, 0, 6, 8, 5, 3, 0, 4, 5, 6, 5, 0
)︁𝑇

x = (𝑥1,1, 𝑥1,2, 𝑥1,3, 𝑥1,4, 𝑥1,5, 𝑥2,1, 𝑥2,2, 𝑥2,3, 𝑥2,4, 𝑥2,5, 𝑥3,1, 𝑥3,2, 𝑥3,3, 𝑥3,4, 𝑥3,5)
𝑇

A =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

1 1 1 1 1 | |
| 1 1 1 1 1 |
| | 1 1 1 1 1

− − − − − | − − − − − | − − − − −
0, 8 | 1 | 0, 6

1, 2 | 0, 5 | 0, 8

0, 8 | 0, 9 | 0, 9

1 0 | 0, 8 0 | 1, 2 0

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

b =
(︁

240, 320, 220, 220, 150, 180, 100
)︁
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3.2 Ekvivalentní tvary distribuční úlohy

Distribu£ní úloha je zobecn¥ním dopravní úlohy. Dal²ím zobecn¥ním vznikne obecná

distribu£ní úloha

minimalizovat
𝑚∑︁
𝑖=1

𝑛∑︁
𝑗=1

𝑐𝑖,𝑗𝑥𝑖,𝑗

za podmínek
𝑛∑︁

𝑗=1

𝑒𝑖,𝑗𝑥𝑖,𝑗 ≤ 𝑎𝑖 𝑖 = 1, 2, ...,𝑚 (3.3)

𝑚∑︁
𝑖=1

𝑑𝑖,𝑗𝑥𝑖,𝑗 = 𝑏𝑗 𝑗 = 1, 2, ..., 𝑛

𝑥𝑖,𝑗 ≥ 0 𝑖 = 1, 2, ...,𝑚; 𝑗 = 1, 2, ...,𝑚

Ukáºeme si, ºe tato úloha je ekvivalentní s distribu£ní úlohou (3.1) a m·ºeme se tedy

zabývat pouze úlohou (3.1). P°evod úlohy (3.3) na úlohu (3.1), je nazna£ený v [6].

Abychom úlohu mohli p°evést, musí koe�cienty spl¬ovat podmínky 𝑒𝑖,𝑗 > 0, 𝑑𝑖,𝑗 ≥ 0 a

𝑐𝑖,𝑗 ≥ 0. Poté m·ºeme zavést substituci ve tvaru 𝑥𝑖,𝑗 = 𝑒𝑖,𝑗𝑥𝑖,𝑗, abychom z koe�cient·

u °ádkových sou£t· dostali jedni£ky. Dosadíme ji do úlohy a dostáváme

minimalizovat
𝑚∑︁
𝑖=1

𝑛∑︁
𝑗=1

𝑐𝑖,𝑗
𝑥𝑖,𝑗

𝑒𝑖,𝑗

za podmínek
𝑛∑︁

𝑗=1

𝑒𝑖,𝑗
𝑥𝑖,𝑗

𝑒𝑖,𝑗
≤ 𝑎𝑖 𝑖 = 1, 2, ...,𝑚

𝑚∑︁
𝑖=1

𝑑𝑖,𝑗
𝑥𝑖,𝑗

𝑒𝑖,𝑗
= 𝑏𝑗 𝑗 = 1, 2, ..., 𝑛

𝑥𝑖,𝑗

𝑒𝑖,𝑗
≥ 0 𝑖 = 1, 2, ...,𝑚; 𝑗 = 1, 2, ...,𝑚

Odtud jiº po upravení dostáváme kone£nou podobu

minimalizovat
𝑚∑︁
𝑖=1

𝑛∑︁
𝑗=1

𝑐𝑖,𝑗𝑥𝑖,𝑗

za podmínek
𝑛∑︁

𝑗=1

𝑥𝑖,𝑗 ≤ 𝑎𝑖 𝑖 = 1, 2, ...,𝑚

𝑚∑︁
𝑖=1

𝑑𝑖,𝑗𝑥𝑖,𝑗 = 𝑏𝑗 𝑗 = 1, 2, ..., 𝑛

𝑥𝑖,𝑗 ≥ 0 𝑖 = 1, 2, ...,𝑚; 𝑗 = 1, 2, ...,𝑚

kde 𝑐𝑖,𝑗 =
𝑐𝑖,𝑗
𝑒𝑖,𝑗

, 𝑑𝑖,𝑗 =
𝑑𝑖,𝑗
𝑒𝑖,𝑗

.
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Obdobn¥ m·ºeme p°evést úlohu

minimalizovat
𝑚∑︁
𝑖=1

𝑛∑︁
𝑗=1

𝑐𝑖,𝑗𝑥𝑖,𝑗

za podmínek
𝑛∑︁

𝑗=1

𝑒𝑖,𝑗𝑥𝑖,𝑗 = 𝑎𝑖 𝑖 = 1, 2, ...,𝑚 (3.4)

𝑚∑︁
𝑖=1

𝑑𝑖,𝑗𝑥𝑖,𝑗 ≤ 𝑏𝑗 𝑗 = 1, 2, ..., 𝑛

𝑥𝑖,𝑗 ≥ 0 𝑖 = 1, 2, ...,𝑚; 𝑗 = 1, 2, ...,𝑚

ve které op¥t platí 𝑒𝑖,𝑗 ≥ 0, 𝑑𝑖,𝑗 > 0 a 𝑐𝑖,𝑗 ≥ 0. Zvolíme substituci 𝑥𝑖,𝑗 = 𝑑𝑖,𝑗𝑥𝑖,𝑗 a

kone£nou podobu úlohy dostaneme ve tvaru

minimalizovat
𝑚∑︁
𝑖=1

𝑛∑︁
𝑗=1

𝑐𝑖,𝑗𝑥𝑖,𝑗

za podmínek
𝑛∑︁

𝑗=1

𝑒𝑖,𝑗𝑥𝑖,𝑗 = 𝑎𝑖 𝑖 = 1, 2, ...,𝑚

𝑚∑︁
𝑖=1

𝑥𝑖,𝑗 ≤ 𝑏𝑗 𝑗 = 1, 2, ..., 𝑛

𝑥𝑖,𝑗 ≥ 0 𝑖 = 1, 2, ...,𝑚; 𝑗 = 1, 2, ...,𝑚

kde 𝑐𝑖,𝑗 =
𝑐𝑖,𝑗
𝑑𝑖,𝑗

, 𝑒𝑖,𝑗 =
𝑒𝑖,𝑗
𝑑𝑖,𝑗

.

Není tedy nutno se zvlá²t¥ zabývat distribu£ní úlohou ve tvaru (3.3) nebo (3.4),

nebo´ ob¥ úlohy lze p°evést na úlohu (3.1).

3.3 Vztah mezi dopravní a distribuční úlohou

Jiº d°íve jsme se zmínili, ºe dopravní úloha je speciálním p°ípadem distribu£ní úlohy.

Za ur£itých podmínek lze distribu£ní úlohu p°evést na dopravní úlohu (viz [2]), jejíº

°e²ení je snadn¥j²í. Pokud existují kladná £ísla 𝛼𝑖 a 𝛽𝑗 taková, ºe v²echny koe�cienty

výkonnosti 𝑑𝑖,𝑗 lze zapsat jako 𝑑𝑖,𝑗 = 𝛼𝑖𝛽𝑗, pak se dá distribu£ní úloha p°evést na úlohu
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dopravní. Máme tedy distribu£ní úlohu ve tvaru

minimalizovat
𝑚∑︁
𝑖=1

𝑛∑︁
𝑗=1

𝑐𝑖,𝑗𝑥𝑖,𝑗

za podmínek
𝑛∑︁

𝑗=1

𝑥𝑖,𝑗 ≤ 𝑎𝑖 𝑖 = 1, 2, ...,𝑚

𝑚∑︁
𝑖=1

𝛼𝑖𝛽𝑗𝑥𝑖,𝑗 = 𝑏𝑗 𝑗 = 1, 2, ..., 𝑛

𝑥𝑖,𝑗 ≥ 0 𝑖 = 1, 2, ...,𝑚;𝑗 = 1, 2..., 𝑛

Pouºitím substituce 𝑥𝑖,𝑗 = 𝛼𝑖𝑥𝑖,𝑗, pak dostáváme

minimalizovat
𝑚∑︁
𝑖=1

𝑛∑︁
𝑗=1

𝑐𝑖,𝑗
𝑥𝑖,𝑗

𝛼𝑖

za podmínek
𝑛∑︁

𝑗=1

𝑥𝑖,𝑗

𝛼𝑖

≤ 𝑎𝑖 𝑖 = 1, 2, ...,𝑚

𝑚∑︁
𝑖=1

𝛼𝑖𝛽𝑗
𝑥𝑖,𝑗

𝛼𝑖

= 𝑏𝑗 𝑗 = 1, 2, ..., 𝑛

𝑥𝑖,𝑗

𝛼𝑖

≥ 0 𝑖 = 1, 2, ...,𝑚;𝑗 = 1, 2..., 𝑛

Úlohu upravíme na výsledný tvar

minimalizovat
𝑚∑︁
𝑖=1

𝑛∑︁
𝑗=1

𝑐𝑖,𝑗𝑥𝑖,𝑗

za podmínek
𝑛∑︁

𝑗=1

𝑥𝑖,𝑗 ≤ 𝑎𝑖 𝑖 = 1, 2, ...,𝑚

𝑚∑︁
𝑖=1

𝑥𝑖,𝑗 = 𝑏𝑗 𝑗 = 1, 2, ..., 𝑛

𝑥𝑖,𝑗 ≥ 0 𝑖 = 1, 2, ...,𝑚;𝑗 = 1, 2..., 𝑛

kde 𝑐𝑖,𝑗 =
𝑐𝑖,𝑗
𝛼𝑖
, 𝑎𝑖,𝑗 = 𝛼𝑖𝑎𝑖,𝑗, 𝑏𝑗 =

𝑏𝑗
𝛽𝑗
. Problém je v nalezení £ísel 𝛼𝑖 a 𝛽𝑗, tato £ísla £asto

ani neexistují. Proto nelze libovolnou distribu£ní úlohu p°evést na dopravní úlohu a je

nutné ji °e²it speciálními metodami.

3.4 Řešitelnost úloh

Pro distribu£ní úlohu neexistuje ºádné jednoduché pravidlo, které by nám zaru£ovalo,

ºe má úloha optimální nebo alespo¬ p°ípustné °e²ení, jako jsme m¥li u dopravní úlohy.
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Pro dopravní úlohu nám platí v¥ta 2.1 na stran¥ 12, kde nám sta£í ov¥°it zda platí

dodavatelsko-odb¥ratelská rovnováha. �ádná taková podmínka u distribu£ní úlohy ne-

platí. Pro distribu£ní úlohu lze vyslovit pouze následující v¥tu.

Věta 3.5. Pro distribuční úloha (3.1) jsou následující tvrzení ekvivalentní:

a)má přípustné řešení

b)má optimální řešení

Důkaz. 𝑎) ⇒ 𝑏): V¥ta 1.6 o existenci optimálního °e²ení nám °íká, ºe pokud máme p°í-

pustné °e²ení a ú£elová funkce je omezená zdola, pak existuje optimální °e²ení. Jelikoº

máme omezení 𝑐𝑖,𝑗 ≥ 0 a 𝑥𝑖,𝑗 ≥ 0, pak i ú£elová funkce je omezená zdola a tvrzení platí.

𝑏) ⇒ 𝑎): Tvrzení plyne rovnou z de�nice optimálního °e²ení.

Poznámka. Pokud aplikujeme základní v¥tu lineárního programování 1.7, tak oproti

obecné úloze lineárního programování pro distribu£ní úlohu nem·ºe nastat 2. moºnost

této v¥ty, jelikoº ú£elová funkce je omezená zdola. Z tohoto vyplývá, ºe bu¤ neexistuje

p°ípustné °e²ení nebo existuje optimální °e²ení distribu£ní úlohy.

Pro distribu£ní úlohu si m·ºeme zformulovat alespo¬ nutnou podmínku existence

optimálního °e²ení ve tvaru

max {𝑑𝑖,𝑗}
𝑚∑︁
𝑖=1

𝑎𝑖 ≥
𝑛∑︁

𝑗=1

𝑏𝑗 (3.5)

Vyjdeme z podmínek

𝑛∑︁
𝑗=1

𝑥𝑖,𝑗 ≤ 𝑎𝑖 𝑖 = 1, 2, ...,𝑚

𝑚∑︁
𝑖=1

𝑑𝑖,𝑗𝑥𝑖,𝑗 = 𝑏𝑗 𝑗 = 1, 2, ..., 𝑛

Pokud 𝑑𝑖,𝑗 nahradíme maximem z t¥chto hodnot, které si ozna£me 𝑑𝑚𝑎𝑥 = max {𝑑𝑖,𝑗},
dostáváme

𝑛∑︁
𝑗=1

𝑥𝑖,𝑗 ≤ 𝑎𝑖 𝑖 = 1, 2, ...,𝑚

𝑚∑︁
𝑖=1

𝑑𝑚𝑎𝑥𝑥𝑖,𝑗 ≥ 𝑏𝑗 𝑗 = 1, 2, ..., 𝑛
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Jestliºe v²echny tyto rovnice se£teme, dostáváme

𝑚∑︁
𝑖=1

𝑛∑︁
𝑗=1

𝑥𝑖,𝑗 ≤
𝑚∑︁
𝑖=1

𝑎𝑖

𝑚∑︁
𝑖=1

𝑛∑︁
𝑗=1

𝑥𝑖,𝑗 ≥
1

𝑑𝑚𝑎𝑥

𝑛∑︁
𝑗=1

𝑏𝑗

Z tohoto jiº dostáváme nutnou podmínku (3.5). Pokud tato podmínka bude poru²ena,

nelze splnit podmínky úlohy (3.1) a úloha nebude mít ani p°ípustné °e²ení. Ov²em

pokud podmínka spln¥na bude, nezaru£uje nám, ºe úloha má p°ípustné °e²ení.

Příklad. Jak jsme si jiº uvedli, p°íklad 3.2 nemá optimální °e²ení. Ov¥°me si toto tvr-

zení podmínkou (3.5). Nejprve najdeme maximální hodnotu z koe�cient· výkonnosti

max {𝑑𝑖,𝑗} = 0, 8 a spo£ítejme
∑︀𝑚

𝑖=1 𝑎𝑖 = 680 a
∑︀𝑛

𝑗=1 𝑏𝑗 = 650. Po dopln¥ní do ne-

rovnosti dostáváme 544 � 650. Je tedy poru²ena nutná podmínka, a proto tato úloha

nemá °e²ení.

Příklad. Nyní si ukáºeme na p°íkladu 3.3 tvrzení, ºe podmínka je spln¥na, ale nemusí

existovat optimální ani p°ípustné °e²ení. Maximum z koe�cient· výkonnosti

je max {𝑑𝑖,𝑗} = 1, sou£ty omezení jsou stejné jako v p°edchozím p°íklad¥, tedy∑︀𝑚
𝑖=1 𝑎𝑖 = 680 a

∑︀𝑛
𝑗=1 𝑏𝑗 = 650. Po dosazení do (3.5) dostáváme 680 ≥ 650, tedy

podmínka je spln¥na, dokonce platí ostrá nerovnost, ale p°esto tato úloha nemá op-

timální °e²ení, coº si m·ºeme ov¥°it nap°íklad programem pro výpo£et optimálního

°e²ení, který je uvedený dále v textu.

Příklad. A poslední si uvedeme p°íklad 3.4, který má optimální °e²ení. Maximum

z koe�cient· výkonnosti je max {𝑑𝑖,𝑗} = 1, 2 a sou£ty omezení
∑︀𝑚

𝑖=1 𝑎𝑖 = 780 a∑︀𝑛
𝑗=1 𝑏𝑗 = 650. Po dosazení do (3.5) dostáváme 936 ≥ 650, a tedy je nutná podmínka

spln¥na.

3.5 Nalezení počátečního bázového řešení

K nalezení výchozího °e²ení distribu£ní úlohy pouºijeme stejné £i podobné metody jako

pro nalezení výchozího °e²ení dopravní úlohy. Bohuºel není ºádný spolehlivý postup,

který by nám dával p°ípustné po£áte£ní °e²ení p·vodní úlohy (3.1).

Doplnění pomocných proměnných

I po výpo£tu po£áte£ního °e²ení úlohy v rovnicovém tvaru dle níºe uvedených postup·,

tedy po vypln¥ní tabulky, se nám m·ºe stát, ºe stále nebudou spln¥ny podmínky sloup-

cových sou£t· tedy
∑︀𝑚

𝑖=1 𝑑𝑖,𝑗𝑥𝑖,𝑗 < 𝑏𝑗 𝑗 ∈ 𝒦, kde 𝒦 ⊆ {1, 2, ..., 𝑛} ozna£me mnoºinu

32



index·, pro které neplatí rovnosti. Musíme tedy p°idat dal²í prom¥nné 𝑥𝑚+1,𝑗 pro

𝑗 ∈ 𝒦. Nazveme je pomocné proměnné. Tyto prom¥nné nám ov²em zm¥ní úlohu.

Výkonnostní koe�cienty poloºíme op¥t rovny 𝑑𝑚+1,𝑗 = 1, ale ceny u t¥chto prom¥n-

ných poloºíme rovny dostate£n¥ velké kladné hodnot¥ 𝑐𝑚+1,𝑗 = 𝑀 . Pokud dostaneme

po£áte£ní °e²ení s t¥mito prom¥nnými, musíme nejprve °e²it úlohu

minimalizovat
𝑚∑︁
𝑖=1

𝑛+1∑︁
𝑗=1

𝑐𝑖,𝑗𝑥𝑖,𝑗 + 𝑀
∑︁
𝑗∈𝒦

𝑥𝑚+1,𝑗

za podmínek
𝑛+1∑︁
𝑗=1

𝑥𝑖,𝑗 = 𝑎𝑖 𝑖 = 1, 2, ...,𝑚 (3.6)

𝑚∑︁
𝑖=1

𝑑𝑖,𝑗𝑥𝑖,𝑗 = 𝑏𝑗 𝑗 ∈ {1, 2, ..., 𝑛} ∖ 𝒦

𝑚+1∑︁
𝑖=1

𝑑𝑖,𝑗𝑥𝑖,𝑗 = 𝑏𝑗 𝑗 ∈ 𝒦

𝑥𝑖,𝑗 ≥ 0 𝑖 = 1, 2, ...,𝑚; 𝑗 = 1, 2..., 𝑛 + 1

𝑥𝑖,𝑗 ≥ 0 𝑖 = 𝑚 + 1; 𝑗 ∈ 𝒦

Budeme tedy hledat optimální °e²ení této úlohy (viz kapitola 3.6) . Pokud b¥hem

postupu dostaneme p°ípustné °e²ení, kde 𝑥𝑚+1,𝑗 = 0 pro v²echny 𝑗 ∈ 𝒦, zbylé prvky
nám tvo°í p°ípustné °e²ení p·vodní úlohy a plynule tak p°ejdeme k °e²ení p·vodní

úlohy. Prom¥nné 𝑥𝑚+1,𝑗 jiº nebereme v úvahu. Nalezneme-li optimální °e²ení, kde se

vyskytuje kladná hodnota 𝑥𝑚+1,𝑗, není to optimální ani p°ípustné °e²ení p·vodní úlohy

a p·vodní úloha °e²ení nemá.

V programu Matlab jsem pro p°idání dopl¬kových (viz podkapitola p°evod na rov-

nicový tvar) a pomocných prom¥nných napsala funkci s názvem rovnice, která má

hlavi£ku

func t i on [ x , c , d , iBx]= rovn i c e (x , c , d , na , nb , ha , hb)

Tuto funkci pouºijeme aº po funkci, která nám vypo£ítá po£áte£ní °e²ení n¥kterou níºe

uvedenou metodou. Tuto funkci zavoláme p°íkazem

[ x , c , d , iBx]= rovn i c e (x , c , d , na , nb , ha , hb)

V²echny vstupní prom¥nné dostaneme z n¥které funkce pro výpo£et po£áte£ního °e²ení,

které si uvedeme níºe. Vystupující prom¥nné jsou matice po p°idání dopl¬kových p°í-

padn¥ pomocných prom¥nných. A matice iBx je matice indikátor·m bázových prvk·

v matici x. Pokud je prvek v x bázový, tak v matici iBx bude na tomto míst¥ 1. Tuto

matici zavádíme pro p°ípad, kdyby se v °e²ení objevily tzv. bázové nuly. Tato funkce

nejprve p°idá dopl¬kové prom¥nné (p°evedení na rovnicový tvar) a poté je-li t°eba
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doplní pomocné prom¥nné. Funkce také upraví matici cen c a matici koe�cient· vý-

konnosti d. Pokud bude po£áte£ní °e²ení degenerované, to znamená, ºe po£et kladných

prvk· bude men²í neº 𝑚 + 𝑛 tedy ha+hb, pak se p°idá do matice indikátor· bázových

prvk· dal²í prvek.

Poznámka. V programu p°idáme v²echny pomocné prom¥nné (nejen pro 𝑗 ∈ 𝒦), ale
zajistíme, ºe z báze mohou pouze vystupovat, nikoli do ní vstupovat.

3.5.1 Obecný algoritmus

Dál si ukáºeme n¥kolik moºných postup· pro nalezení po£áte£ního °e²ení. Nejprve si

podobn¥ jako u dopravní úlohy zformulujeme obecný algoritmus, který nám nedává

jednozna£ný postup p°i výpo£tu. Výpo£et provádíme v tabulce.

Algoritmus 3.6. Máme indexové množiny ℐ= {1, 2, ...,𝑚} a 𝒥 = {1, 2, ..., 𝑛} .

1. Zvolme libovolně indexy 𝑖 ∈ ℐ a 𝑗 ∈ 𝒥 . Pole s těmito indexy obsadíme hodnotou

𝑥𝑖,𝑗 = 𝑚𝑖𝑛
{︁
𝑎𝑖,

𝑏𝑗
𝑑𝑖,𝑗

}︁
a poté hodnoty 𝑎𝑖 a 𝑏𝑗 přepočítáme, tj. 𝑎𝑖 = 𝑎𝑖 − 𝑥𝑖,𝑗 a

𝑏𝑗 = 𝑏𝑗 − 𝑑𝑖,𝑗𝑥𝑖,𝑗.

2. Z indexových množin vyškrtneme index 𝑖 nebo 𝑗 a to ten, pro který se vynulují

požadavky (tj. 𝑎𝑖 = 0 nebo 𝑏𝑗 = 0). V tabulce to znamená, že vyškrtneme příslušný

řádek či sloupec. Vždy vynecháme pouze jeden z indexů. V případě, že se vynu-

lují hodnoty pro oba indexy, vynecháme takový index z indexové množiny, která

má alespoň dvě hodnoty, pokud je to možné. Tím dostáváme upravené indexové

množiny a upravenou tabulku.

3. Vrátíme se ke kroku 1. a celý postup opakujeme, dokud nevyčerpáme všechny

indexy 𝑖 a 𝑗.

Jako poslední je-li třeba obsadíme doplňkové a pomocné proměnné.

Dále si uvedeme speciální varianty obecného algoritmu, které p°esn¥ji p°edepisují

zp·sob výb¥ru index· 𝑖 a 𝑗.

3.5.2 Metoda severozápadního rohu

Prvky 𝑥𝑖,𝑗 budeme obsazovat od levého horního rohu. Proto první obsazený prvek

bude vºdy 𝑥1,1 podle vzorce 𝑥𝑖,𝑗 = 𝑚𝑖𝑛{𝑎𝑖, 𝑏𝑗
𝑑𝑖,𝑗

}. Dále upravíme hodnoty 𝑎𝑖 a 𝑏𝑗, tj.

𝑎𝑖 = 𝑎𝑖 − 𝑥𝑖,𝑗 a 𝑏𝑗 = 𝑏𝑗 − 𝑑𝑖,𝑗𝑥𝑖,𝑗. Kdyº hodnota 𝑎𝑖 bude nulová pokra£ujeme prvkem,

který leºí o °ádek níºe, tj. 𝑥𝑖+1,𝑗. Kdyº se vynuluje hodnota 𝑏𝑗 pokra£ujeme obsazením

prvku 𝑥𝑖,𝑗+1 stejným zp·sobem.
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Příklad. Tento postup je nám znám z dopravní úlohy, a proto zde ukáºeme jen vý-

sledné po£áte£ní °e²ení p°íkladu 3.4 ve tvaru:

𝑑𝑖,𝑗 𝑥𝑖,𝑗
𝑐𝑖,𝑗 pes ko£ka slon ºirafa

Linka A 0,8 240 7 1,2 6 0,8 5 1 4 0

Linka B 1 28 6 0,5 292 8 0,9 5 0,8 3 0

Linka C 0,6 4 0,8 5 5 0,9 200 6 1,2 15 5 0

0 0 0 82

Jak m·ºeme vid¥t v posledním sloupci není spln¥na podmínka, 𝑏4 −
∑︀3

𝑖=1 𝑑𝑖,4𝑥𝑖,4 =

82 ̸= 0. Musíme tedy p°idat pomocnou prom¥nnou 𝑥4,4 s koe�cientem 𝑑4,4 = 1 a

cenou 𝑐4,4 = 𝑀 . Hodnota pole bude rovna zbývajícímu mnoºství tak, aby byla spln¥na

podmínka.

𝑑𝑖,𝑗 𝑥𝑖,𝑗
𝑐𝑖,𝑗 pes ko£ka slon ºirafa

Linka A 0,8 240 7 1,2 6 0,8 5 1 4 240

Linka B 1 28 6 0,5 292 8 0,9 5 0,8 3 320

Linka C 0,6 4 0,8 5 5 0,9 200 6 1,2 15 5 220

Pomocné prom¥nné − − − 1 82 𝑀

220 150 180 100

Toto po£áte£ní °e²ení není po£áte£ní °e²ení na²í úlohy ale úlohy upravené. Musíme tedy

hledat °e²ení, kde bude hodnota 𝑥4,4 = 0, postupem, který si ukáºeme pozd¥ji. Celkové

náklady jsou zde
∑︀4

𝑖=1

∑︀4
𝑗=1 𝑐𝑖,𝑗𝑥𝑖,𝑗=5459 + 82𝑀 .

Pro výpo£et po£áte£ního °e²ení metodou severozápadního rohu jsem v Matlabu

napsala funkci szr, která má hlavi£ku

func t i on [ x , na , nb , ha , hb]= s z r ( a , b , c , d )

Na vstupu máme vektor °ádkových omezení a, vektor sloupcových omezení b, ma-

tici cenových koe�cient· c a matici koe�cient· výkonnosti d. V²echny tyto prom¥nné

získáme ze zadání úlohy. Na výstupu máme matici °e²ení x, upravený vektor °ádko-

vých omezení na, upravený vektor sloupcových omezení nb, dimenze vektor· a a b

ozna£ené jako ha a hb. Abychom dostali p°ípustné °e²ení, musíme p°idat dopl¬kové a

pomocné prom¥nné. Musíme tedy je²t¥ zavolat funkci rovnice, kterou máme uvedenou

na stran¥ 33. Funkce zavoláme p°íkazy

[ x , na , nb , ha , hb]= s z r ( a , b , c , d )

[ x , c , d , iBx]= rovn i c e (x , c , d , na , nb , ha , hb)
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Příklad. Pro ná² p°íklad 3.4 si zade�nujeme p°íklad

a = [ 240 ; 3 2 0 ; 2 2 0 ] ;

b= [ 2 2 0 ; 1 5 0 ; 1 8 0 ; 1 0 0 ] ;

c = [ 7 , 6 , 5 , 4 ; 6 , 8 , 5 , 3 ; 4 , 5 , 6 , 5 ] ;

d = [ 0 . 8 , 1 . 2 , 0 . 8 , 1 ; 1 , 0 . 5 , 0 . 9 , 0 . 8 ; 0 . 6 , 0 . 8 , 0 . 9 , 1 . 2 ] ;

Zavoláním

[ x , na , nb , ha , hb]= s z r ( a , b , c , d ) ;

[ x , c , d , iBx]= rovn i c e (x , c , d , na , nb , ha , hb)

dostáváme °e²ení

x =

240 0 0 0 0

28 292 0 0 0

0 5 200 15 0

0 0 0 82 0

Snadno ov¥°íme, ºe toto °e²ení je stejné jako po£áte£ní °e²ení p°i ru£ním výpo£tu v

tabulce.

3.5.3 Obdoba metody minimální ceny

Indexy prvk·, které budeme obsazovat, m·ºeme vybírat stejn¥ jako u dopravní úlohy

porovnáním cen. Nejd°íve vybereme prvky s nejmen²í cenou a obsadíme jej hodnotou

𝑥𝑖,𝑗 = 𝑚𝑖𝑛{𝑎𝑖, 𝑏𝑗
𝑑𝑖,𝑗

} a p°epo£ítáme 𝑎𝑖 a 𝑏𝑗, vynecháme sloupec nebo °ádek podle toho

která hodnota se nám vynuluje a postup opakujeme. M·ºeme ov²em hledat i minimum

z podíl· 𝑐𝑖,𝑗
𝑑𝑖,𝑗

. Tento podíl má p°edev²ím ekonomický smysl, dostáváme tak nap°íklad

prvky s nejmen²í cenou na výrobu jednoho produktu, viz [5]. Dal²í postup je stejný,

ale výsledky jsou r·zné.

Příklad. Metodu si op¥t ukáºeme na p°íklad¥ 3.4. Nejprve pouºijeme metodu, kde

hledáme minimální ceny 𝑐𝑖,𝑗. Minimální cenu má pole 𝑥2,4 a tak jej obsadíme hodnotou

𝑥2,4 = min
{︁
𝑎2,

𝑏4
𝑑2,4

}︁
= 125. P°epo£ítáme 𝑎2 = 𝑎2 − 𝑥2,4 = 195 a 𝑏4 = 𝑏4 − 𝑥2,4𝑑2,4 = 0

𝑑𝑖,𝑗 𝑥𝑖,𝑗
𝑐𝑖,𝑗 pes ko£ka slon ºirafa

Linka A 0,8 7 1,2 6 0,8 5 1 4 240

Linka B 1 6 0,5 8 0,9 5 0,8 125 3 195

Linka C 0,6 4 0,8 5 0,9 6 1,2 5 220

220 150 180 0
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Vynuluje se nám £tvrtý sloupec a tak jej jiº nebereme v úvahu a dále prohledáváme

tabulku. Pole s nejmen²í cenou je 𝑥3,1 a obsadíme jej hodnotou 𝑥3,1 = 220. P°epo£ítáme

𝑎3 = 0 a 𝑏1 = 88.

𝑑𝑖,𝑗 𝑥𝑖,𝑗
𝑐𝑖,𝑗 pes ko£ka slon ºirafa

Linka A 0,8 7 1,2 6 0,8 5 1 4 240

Linka B 1 6 0,5 8 0,9 5 0,8 125 3 195

Linka C 0,6 220 4 0,8 5 0,9 6 1,2 5 0

88 150 180 0

Dále pokra£ujeme podobným zp·sobem aº dostaneme tabulku

𝑑𝑖,𝑗 𝑥𝑖,𝑗
𝑐𝑖,𝑗 pes ko£ka slon ºirafa

Linka A 0,8 7 1,2 15 6 0,8 225 5 1 4 0

Linka B 1 88 6 0,5 107 8 0,9 5 0,8 125 3 0

Linka C 0,6 220 4 0,8 5 0,9 6 1,2 5 0

0 78, 5 0 0

Sice jsme vy£erpali v²echny moºnosti, ale stále nemáme spln¥nou podmínku pro druhý

sloupec. Musíme tedy p°idat pomocnou prom¥nnou 𝑥4,2 s koe�cienty 𝑑4,2 = 1 a s cenami

𝑐4,2 = 𝑀

𝑑𝑖,𝑗 𝑥𝑖,𝑗
𝑐𝑖,𝑗 pes ko£ka slon ºirafa

Linka A 0,8 7 1,2 15 6 0,8 225 5 1 4 240

Linka B 1 88 6 0,5 107 8 0,9 5 0,8 125 3 320

Linka C 0,6 220 4 0,8 5 0,9 6 1,2 5 220

Pomocné prom¥nné − 1 78, 5 𝑀 − −

220 150 180 100

Celkové náklady £iní 3854 + 78, 5𝑀 .

Příklad. A nyní vypo£teme p°íklad 3.4 i metodou, kdy hledáme minimum z podíl·
𝑐𝑖,𝑗
𝑑𝑖,𝑗

. Tyto hodnoty si m·ºe dopsat do tabulky do levé £ásti kaºdého pole, aby se nám

lépe po£ítalo. Z této tabulky se jiº snadno vyhledá nejmen²í hodnota podílu 𝑐𝑖,𝑗
𝑑𝑖,𝑗

, coº

je zde hodnota pro pole 𝑥2,4. Toto pole obsadíme hodnotou 𝑥2,4 = min {𝑎2; 𝑏4/𝑑2,4} =

min {320; 100/0, 8} = 125. P°epo£ítáme 𝑎2 = 195 a 𝑏4 = 0.
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𝑐𝑖,𝑗
𝑑𝑖,𝑗

𝑑𝑖,𝑗𝑥𝑖,𝑗
𝑐𝑖,𝑗 pes ko£ka slon ºirafa

Linka A 8,75
0,8 7

5
1,2 6

6,25
0,8 5

4
1 4 240

Linka B 6
1 6

16
0,5 8

5,56
0,9 5

3,75
0,8 125 3 195

Linka C 6,67
0,6 4

6,25
0,8 5

6,67
0,9 6

4,17
1,2 5 220

220 150 180 0

Pokra£ujeme stejným postupem dále, dokud nedostaneme po£áte£ní °e²ení v následu-

jícím tvaru.

𝑑𝑖,𝑗 𝑥𝑖,𝑗
𝑐𝑖,𝑗 pes ko£ka slon ºirafa

Linka A 0,8 875
8

7 1,2 125 6 0,8 45
8

5 1 4 240

Linka B 1 6 0,5 8 0,9 195 5 0,8 125 3 320

Linka C 0,6 220 4 0,8 5 0,9 6 1,2 5 220

Pomocné prom¥nné 1 0, 5 𝑀 − − −

220 150 180 100

Celkové náklady jsou 30190
8

+0, 5𝑀 = 3773, 75+0, 5𝑀 . Jak si m·ºeme v²imnout výsledné

°e²ení je odli²né od °e²ení, kdy jsme hledali minima pouze z cen 𝑐𝑖,𝑗.

Pro výpo£et po£áte£ního °e²ení metou minimální ceny, kde hledáme minimum z

cen 𝑐𝑖,𝑗 nebo minimum z podíl· 𝑐𝑖,𝑗
𝑑𝑖,𝑗

, jsem napsala funkci mc s hlavi£kou

func t i on [ x , na , nb , ha , hb]=mc(a , b , c , d , var i anta )

Na vstupu máme op¥t vektory a matice ze zadání a navíc prom¥nnou varianta, kterou

si zvolíme variantu metody. Na výstupu máme matici °e²ení x a opravené vektory

omezení na a nb a dimenze vektor· a a b ozna£ené ha a hb. V programu stejn¥ jako

v ru£ním postupu máme indexové mnoºiny ℐ a 𝒥 . Nejprve si zavedeme novou matici

nc podle varianty metody, kterou jsme si zvolili. Prvky z matice, které jiº nebereme v

úvahu, p°ede�nují jako nekone£no a tedy tyto prvky nemohou být vybrány. Po výpo£tu

musíme op¥t zavolat funkci pro dopln¥ní pomocných a dopl¬kových prom¥nných. Pro

výpo£et metodou, kde hledáme minimum z cen 𝑐𝑖,𝑗 voláme

[ x , na , nb , ha , hb]=mc(a , b , c , d , 1 ) ;

[ x , c , d , iBx]= rovn i c e (x , c , d , na , nb , ha , hb)

Pro výpo£et po£áte£ního °e²ení obdobou metody minimální ceny, kde hledáme mini-

mum z podíl· 𝑐𝑖,𝑗
𝑑𝑖,𝑗

voláme funkci mc, kde jako pátý argument zadáme 0.

[ x , na , nb , ha , hb]=mc(a , b , c , d , 0 ) ;

[ x , c , d , iBx]= rovn i c e (x , c , d , na , nb , ha , hb)
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Příklad. Vektory a matice pro zadání p°íkladu 3.4 zadáme stejn¥ jako jsme to ud¥lali

v p°íklad¥ pro metodu severozápadního rohu. Po zavolání funkcí

[ x , na , nb , ha , hb]=mc(a , b , c , d , 1 ) ;

[ x , c , d , iBx]= rovn i c e (x , c , d , na , nb , ha , hb)

dostáváme °e²ení ve tvaru

x =

0 15.0000 225.0000 0 0

88.0000 107.0000 0 125.0000 0

220.0000 0 0 0 0

0 78.5000 0 0 0

Pokud budeme chtít hledat minima z podílu 𝑐𝑖,𝑗
𝑑𝑖,𝑗

, zavoláme funkce

[ x , na , nb , ha , hb]=mc(a , b , c , d , 0 ) ;

[ x , c , d , iBx]= rovn i c e (x , c , d , na , nb , ha , hb)

a dostáváme °e²ení ve tvaru

x =

109.3750 125.0000 5 .6250 0 0

0 0 195.0000 125.0000 0

220.0000 0 0 0 0

0 .5000 0 0 0 0

3.5.4 Obdoba Vogelovy aproximační metody

Pro kaºdý sloupec vypo£ítáme rozdíl dvou nejmen²ích podíl· 𝑐𝑖,𝑗
𝑑𝑖,𝑗

, ozna£me jej ∆. Poté

vybereme sloupec s nejv¥t²ím rozdílem a v tom pak obsadíme ten prvek, kde hodnota
𝑐𝑖,𝑗
𝑑𝑖,𝑗

bude nejmen²í, a to jiº známým vzorcem 𝑥𝑖,𝑗 = 𝑚𝑖𝑛{𝑎𝑖, 𝑏𝑗
𝑑𝑖,𝑗

} a p°epo£ítáme hodnoty

𝑎𝑖 a 𝑏𝑗. Vynecháme p°íslu²ný °ádek £i sloupec a postup opakujeme.

Poznámka. U Vogelovy metody u dopravní úlohy jsme po£ítali diference jak pro sloupce

tak pro °ádky, zde po£ítáme pouze pro sloupce [5], je ov²em moºné po£ítat diference i

pro °ádky.

Příklad. Op¥t si tento postup ukáºeme na p°íklad¥ 3.4. Hodnoty podíl· 𝑐𝑖,𝑗
𝑑𝑖,𝑗

máme

vypo£teny jiº z p°edchozí metody, sta£í nám dopo£ítat pouze rozdíly dvou nejmen-

²ích hodnot t¥chto podíl· pro kaºdý sloupec. Nejv¥t²í hodnota je pro druhý sloupec.

V tomto sloupci je nejmen²í hodnota podílu pro pole 𝑥1,2 a toto pole obsadíme

𝑥1,2 = min
{︁
𝑎1,

𝑏2
𝑑1,2

}︁
= min

{︁
240, 150

1,2

}︁
= 125. P°epo£ítáme 𝑎1 = 240 − 125 = 115

a 𝑏2 = 150 − 125 · 1, 2 = 0.

39



𝑐𝑖,𝑗
𝑑𝑖,𝑗

𝑑𝑖,𝑗𝑥𝑖,𝑗
𝑐𝑖,𝑗 pes ko£ka slon ºirafa

∆ 0, 67 1, 25 0, 69 0, 25

Linka A 8,75
0,8 7

5
1,2 125 6

6,25
0,8 5

4
1 4 115

Linka B 6
1 6

16
0,5 8

5,56
0,9 5

3,75
0,8 3 320

Linka C 6,67
0,6 4

6,25
0,8 5

6,67
0,9 6

4,17
1,2 5 220

220 0 180 100

Vynecháme druhý sloupec. Jelikoº jsme vynechávali sloupec není pot°eba p°epo£ítávat

rozdíly. Vybereme tedy dal²í sloupec s nejv¥t²ím rozdílem, tedy t°etí sloupec a v n¥m

pole s nejmen²í hodnotou podílu je 𝑥2,3, obsadíme ho 𝑥2,3 = min {320; 180/0, 9} = 200.

P°epo£ítáme 𝑎2 = 120 a 𝑏3 = 0.

𝑐𝑖,𝑗
𝑑𝑖,𝑗

𝑑𝑖,𝑗𝑥𝑖,𝑗
𝑐𝑖,𝑗 pes ko£ka slon ºirafa

∆ 0, 67 − 0, 69 0, 25

Linka A 8,75
0,8 7

5
1,2 125 6

6,25
0,8 5

4
1 4 115

Linka B 6
1 6

16
0,5 8

5,56
0,9 200 5

3,75
0,8 3 120

Linka C 6,67
0,6 4

6,25
0,8 5

6,67
0,9 6

4,17
1,2 5 220

220 0 0 100

Op¥t se nám nuluje podmínka pro sloupec, a tak pouze vybereme dal²í nejv¥t²í hodnotu

ze zbylých rozdíl·. To je pro první sloupec a v n¥m pole 𝑥2,1, obsadíme ho hodnotou

𝑥2,1 = min {120; 220/1} = 120. P°epo£ítáme 𝑎2 = 0 a 𝑏1 = 100.

𝑐𝑖,𝑗
𝑑𝑖,𝑗

𝑑𝑖,𝑗𝑥𝑖,𝑗
𝑐𝑖,𝑗 pes ko£ka slon ºirafa

∆ 0, 67 − − 0, 25

Linka A 8,75
0,8 7

5
1,2 125 6

6,25
0,8 5

4
1 4 115

Linka B 6
1 120 6

16
0,5 8

5,56
0,9 200 5

3,75
0,8 3 0

Linka C 6,67
0,6 4

6,25
0,8 5

6,67
0,9 6

4,17
1,2 5 220

100 0 0 100

Tentokrát se nám nuluje °ádková podmínka, a tedy musíme p°epo£ítat rozdíly. A nej-

v¥t²í rozdíl je op¥t pro první sloupec a nejmen²í hodnota podílu je pro pole 𝑥3,1 obsa-

díme ho 𝑥3,1 = min {220; 100/0, 6} = 500
3
. P°epo£ítáme 𝑎3 = 160

3
a 𝑏1 = 0.

𝑐𝑖,𝑗
𝑑𝑖,𝑗

𝑑𝑖,𝑗𝑥𝑖,𝑗
𝑐𝑖,𝑗 pes ko£ka slon ºirafa

∆ 2, 08 − − 0, 25

Linka A 8,75
0,8 7

5
1,2 125 6

6,25
0,8 5

4
1 4 115

Linka B 6
1 120 6

16
0,5 8

5,56
0,9 200 5

3,75
0,8 3 0

Linka C 6,67
0,6 500

3
4

6,25
0,8 5

6,67
0,9 6

4,17
1,2 5 160

3

0 0 0 100
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Nyní se nám nuluje sloupcová podmínka, zbývá nám tedy uº jen poslední sloupec.

Vybereme zde pole s nejmen²ím moºným podílem, proto obsadíme pole 𝑥1,4 hodnotou

𝑥1,4 = min {115; 100/1} = 100. P°epo£ítáme 𝑎1 = 115−100 = 15 a 𝑏4 = 100−1·100 = 0.

𝑐𝑖,𝑗
𝑑𝑖,𝑗

𝑑𝑖,𝑗𝑥𝑖,𝑗
𝑐𝑖,𝑗 pes ko£ka slon ºirafa

∆ − − − 0, 25

Linka A 8,75
0,8 7

5
1,2 125 6

6,25
0,8 5

4
1 100 4 15

Linka B 6
1 120 6

16
0,5 8

5,56
0,9 200 5

3,75
0,8 3 0

Linka C 6,67
0,6 500

3
4

6,25
0,8 5

6,67
0,9 6

4,17
1,2 5 160

3

0 0 0 0

Vynecháme tedy poslední sloupec. Tím máme spln¥ny sloupcové podmínky, ale °ádkové

podmínky pro první a t°etí °ádek nejsou spln¥ny, p°idáme proto sloupec s dopl¬kovými

prom¥nnými a tím dostáváme po£áte£ní °e²ení.

𝑑𝑖,𝑗𝑥𝑖,𝑗
𝑐𝑖,𝑗 pes ko£ka slon ºirafa dopl¬kový

Linka A 0,8 7 1,2 125 6 0,8 5 1 100 4 1 15 0 240

Linka B 1 120 6 0,5 8 0,9 200 5 0,8 3 1 0 320

Linka C 0,6 500
3

4 0,8 5 0,9 6 1,2 5 1 160
3

0 220

220 150 180 100

V tomto po£áte£ním °e²ení se nám jiº neobjevují pomocné prom¥nné, máme tedy

po£áte£ní °e²ení na²í p·vodní úlohy. Celkové náklady £iní 10610
3

= 3536, 66.

Pro Vogelovu aproxima£ní metodu v programu Matlab jsem napsala funkci VAM,

která má hlavi£ku

func t i on [ x , na , nb , ha , hb]=VAM(a , b , c , d , var ianta , postup )

V této funkci si m·ºeme zvolit variantu této metody. V¥t²ina vstupních a výstupních

prom¥nných je stejná jako v p°edchozích metodách. Vysv¥tlíme si tedy pouze prom¥nné

varianta a postup. Prom¥nnou varianta si ur£íme, zda budeme po£ítat diference z

cen c po zadání 1 nebo z podíl· c/d po zadání 0. Prom¥nná postup ur£uje, zda chceme

v metod¥ po£ítat diference pouze u sloupc· po zadání 1 nebo u sloupc· i °ádk· po

zadání 0. Tímto si m·ºeme zvolit, jakým zp·sobem se bude po£áte£ní °e²ení po£ítat.

Program funguje na stejném principu jako metoda minimální ceny, takºe prvky, které

nebereme v úvahu, se poloºí rovny nekone£nu. Poté op¥t musíme pouºít funkci pro

p°idání pomocných a dopl¬kových prom¥nných. Funkce zavoláme

[ x , na , nb , ha , hb]=VAM(a , b , c , d , var ianta , postup ) ;

[ x , c , d , iBx]= rovn i c e (x , c , d , na , nb , ha , hb)
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Příklad. Matice a vektory zadání p°íkladu 3.4 zadáme stejn¥ jako u metod vý²e. V

ru£ním výpo£tu jsem po£ítali diference z podíl· 𝑐𝑖,𝑗
𝑑𝑖,𝑗

a to pouze pro sloupce. Abychom

dostali stejné °e²ení jako p°i ru£ním výpo£tu a mohli je tak srovnat, zadáme

[ x , na , nb , ha , hb]=VAM(a , b , c , d , 0 , 1 ) ;

[ x , c , d , iBx]= rovn i c e (x , c , d , na , nb , ha , hb)

a dostáváme °e²ení

x =

0 125.0000 0 100.0000 15.0000

120.0000 0 200.0000 0 0

166.6667 0 0 0 53.3333

které je stejné jako p°i ru£ním výpo£tu.

Pokud budeme po£ítat p°íklad, kde budeme hledat diference z podíl· 𝑐𝑖,𝑗
𝑑𝑖,𝑗

pro sloupce

i °ádky, zavoláme funkci VAM, kde ²estý parametr poloºíme rovno 0.

[ x , na , nb , ha , hb]=VAM(a , b , c , d , 0 , 0 ) ;

[ x , c , d , iBx]= rovn i c e (x , c , d , na , nb , ha , hb)

Poté dostáváme °e²ení

x =

0 125.0000 115.0000 0 0

220.0000 0 97.7778 0 2 .2222

0 0 0 83.3333 136.6667

Pov²imneme si, ºe °e²ení je odli²né od °e²ení, které je nalezené metodou, kde jsme

hledali pouze diference pro sloupce.

Pro výpo£et p°íkladu metodou, kde po£ítáme rozdíly z cen 𝑐𝑖,𝑗 a to pouze pro

sloupce zadáme

[ x , na , nb , ha , hb]=VAM(a , b , c , d , 1 , 1 ) ;

[ x , c , d , iBx]= rovn i c e (x , c , d , na , nb , ha , hb)

a dostáváme °e²ení

x =

0 125.0000 115.0000 0 0

88.0000 0 97.7778 125.0000 9 .2222

220.0000 0 0 0 0

Toto °e²ení je op¥t odli²né od p°edchozích.

Jako poslední si ukáºeme °e²ení, kde po£ítáme rozdíly z cen 𝑐𝑖,𝑗, a to jak pro sloupce

tak i pro °ádky. Zadáme tedy
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[ x , na , nb , ha , hb]=VAM(a , b , c , d , 1 , 0 ) ;

[ x , c , d , iBx]= rovn i c e (x , c , d , na , nb , ha , hb)

a dostáváme °e²ení

x =

0 125.0000 115.0000 0 0

88.0000 0 97.7778 125.0000 9 .2222

220.0000 0 0 0 0

Toto °e²ení je stejné jako p°i výpo£tu rozdíl· z cen 𝑐𝑖,𝑗 jen pro sloupce.

3.6 Nalezení optimálního řešení

Optimální °e²ení m·ºeme hledat simplexovou metodou odvozenou z KKT podmínek

nebo metodou, která je odvozena z teorie duality a vyuºívá speciální struktury úlohy,

a která je výhodn¥j²í p°edev²ím pro ru£ní výpo£et.

3.6.1 Odvození postupu pro výpočet optimálního řešení z KKT podmínek

Nejprve si zavedeme následující ozna£ení

B - bázová matice. Obsahuje pouze vybrané sloupce matice A odpovídající

bázovým prvk·m.

N - nebázová matice. Je to dopln¥k bázové matice B.

ℬ - horní index ozna£ující bázové prvky. Nap°. vektor xℬ je vektor bázových

prvk·, vektor cℬ je vektor cen p°íslu²ný bázovým prvk·m atd.

𝒩 - horní index ozna£ující nebázové prvky.

v - vektor duálních prom¥nných, v = (𝑢1, 𝑢2, ..., 𝑢𝑚, 𝑣1, 𝑣2, ..., 𝑣𝑛)𝑇 .

a𝑝,𝑞 - vektor odpovídající sloupci matice A p°íslu²ný prvku 𝑥𝑝,𝑞. V na²em p°í-

pad¥ se bude jednat o vektor prom¥nné vstupující do báze.
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P°i odvozování postupu jsem vycházela z [1]. Vyjdeme z KKT podmínek pro distribu£ní

úlohu (3.2) v rovnicovém tvaru.

𝑐𝑖,𝑗 − 𝑢𝑖 − 𝑑𝑖,𝑗𝑣𝑗 − 𝑠𝑖,𝑗 = 0 𝑖 ∈ ℐ;𝑗 ∈ 𝒥 (3.7)
𝑛+1∑︁
𝑗=1

𝑥𝑖,𝑗 = 𝑎𝑖 𝑖 ∈ ℐ; (3.8)

𝑚∑︁
𝑖=1

𝑑𝑖,𝑗𝑥𝑖,𝑗 = 𝑏𝑗 𝑗 ∈ 𝒥 ∖ {𝑛 + 1} (3.9)

𝑥𝑖,𝑗 ≥ 0 𝑖 ∈ ℐ; 𝑗 ∈ 𝒥 (3.10)

𝑠𝑖,𝑗 ≥ 0 𝑖 ∈ ℐ; 𝑗 ∈ 𝒥 (3.11)

𝑥𝑖,𝑗𝑠𝑖,𝑗 = 0 𝑖 ∈ ℐ; 𝑗 ∈ 𝒥 (3.12)

kde ℐ = {1, 2, ...,𝑚} a 𝒥 = {1, 2, ..., 𝑛, 𝑛 + 1}.
Tyto podmínky m·ºeme zapsat v maticovém tvaru

cT − vTA− s = 0 (3.13)

Ax = b (3.14)

x ≥ 0 (3.15)

s ≥ 0 (3.16)

𝑥𝑖,𝑗𝑠𝑖,𝑗 = 0 𝑖 ∈ ℐ; 𝑗 ∈ 𝒥 (3.17)

P°edpokládejme, ºe x je bázové °e²ení úlohy (3.2). Ov¥°me, zda spl¬uje KKT pod-

mínky. Jelikoº je x bázové °e²ení, podmínky (3.8) a (3.9) tedy i podmínky (3.14) a

(3.15) jsou spln¥ny. Podmínku (3.14) lze také p°epsat jako

Ax = Bxℬ + Nx𝒩 = b

Z de�nice bázového bodu plyne, ºe x𝒩 = 0, platí tedy Bxℬ = b.

Dále hledejme vektor s, který bude spl¬ovat podmínku komplementarity (3.17).

Pro nebázové prvky x𝑁 = 0 je tato podmínka spln¥na. Pro bázové prvky xℬ > 0 musí

tedy platit, ºe sℬ = 0.

Podmínku (3.13) lze rozepsat do dvou rovnic

(︀
cℬ

)︀𝑇 − vTB− sℬ = 0(︀
c𝒩

)︀𝑇 − vTN− s𝒩 = 0
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Z p°edchozího víme, ºe s𝐵 = 0 a tedy pro bázové prvky platí cℬ = vTB. Pro nebázové

prvky pak vypo£ítáme

𝑠𝒩𝑖,𝑗 = 𝑐𝒩𝑖,𝑗 − 𝑢𝑖 − 𝑑𝑖,𝑗𝑣𝑗

Stále nám chybí splnit podmínku (3.16). Víme, ºe pro bázové prvky je podmínka

(3.16) spln¥na jelikoº 𝑠ℬ𝑖,𝑗 = 0. Takºe nám zbývá splnit 𝑠𝒩𝑖,𝑗 ≥ 0. Pokud toto platí, x je

optimální °e²ení. Pokud by n¥který nebázový prvek podmínku poru²oval, °e²ení není

optimální a musíme hledat jiné bázové °e²ení.

Odvodili jsme postup pro ov¥°ení optimality spln¥ním KKT podmínek, nyní se

podíváme na p°echod k nové bázi.

Budeme tedy hledat nový bázový bod. Vybereme tedy index kde 𝑠𝒩𝑝,𝑞 < 0, který

nám vstoupí do báze. Vezmeme bod, kde je podmínka (3.11) nejvíce poru²ena, bereme

tedy minimum ze v²ech 𝑠𝒩𝑖,𝑗 < 0. P°echodem k nové bázi se nám zm¥ní matice B a N a

vektory x a s. Ozna£me si x̂ novou iteraci vyhovující následujícím podmínkám. Zm¥nu

provedeme tak, aby platilo, ºe:

1. hodnota �̂�𝑝,𝑞 byla kladná a to taková, aby se jedna sloºka xℬ vynulovala, ale

ostatní sloºky z·staly kladné (nezáporné u degenerované úlohy)

2. v²echny nebázové prvky 𝑥𝑁 z·stanou nulové aº na �̂�𝑝,𝑞

3. x𝐵 se zm¥ní na x̂𝐵 tak, aby stále platilo Ax̂ = b

Ze t°etí podmínky nám plyne

Ax̂ = Bx̂𝐵 + a𝑝,𝑞�̂�𝑝,𝑞 = b = Ax = Bx𝐵

Odtud tedy dostáváme

x̂𝐵 = x𝐵 −B−1a𝑝,𝑞�̂�𝑝,𝑞

Pro zjednodu²ení zavedeme ozna£ení ē𝑝,𝑞 pro B−1a𝑝,𝑞.

Poºadujeme, aby platilo x̂𝐵 ≥ 0 a aby existovaly indexy 𝑟, 𝑠 tak, aby platilo �̂�𝐵
𝑟,𝑠 = 0

a �̂�𝐵
𝑖,𝑗 ≥ 0 pro 𝑖 ̸= 𝑟 a 𝑗 ̸= 𝑠. Musí tedy platit sou£asn¥

�̂�𝐵
𝑟,𝑠 = 𝑥𝐵

𝑟,𝑠 − 𝑒𝑘𝑝,𝑞�̂�𝑝,𝑞 = 0

�̂�𝐵
𝑖,𝑗 = 𝑥𝐵

𝑖,𝑗 − 𝑒𝑘𝑝,𝑞�̂�𝑝,𝑞 ≥ 0 𝑖 ̸= 𝑟, 𝑗 ̸= 𝑠

kde index 𝑘 je po°adí p°íslu²ného prvku �̂�𝐵
𝑟,𝑠 nebo �̂�

𝐵
𝑖,𝑗 v bázi. Z tohoto plyne, ºe hodnota

�̂�𝑝,𝑞 = min
𝑒𝑘𝑝,𝑞>0

𝑥𝐵
𝑖,𝑗

𝑒𝑘𝑝,𝑞
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3.6.2 Maticový výpočet optimálního řešení

Uvedeme si algoritmus pro výpo£et optimálního °e²ení, který jsme odvodili z KKT

podmínek. Tento algoritmus m·ºeme nalézt v [5].

Algoritmus 3.7.

1. Otestujeme optimalitu řešení.

(a) Vypočteme duální proměnné 𝑢𝑖 a 𝑣𝑗 ze soustavy rovnic

vTB = c𝐵

(b) Dále vypočteme koeficienty 𝑠𝑖,𝑗 pro nebázové prvky užitím vzorců

𝑠𝑖,𝑗 =

⎧⎨⎩𝑐𝑖,𝑗 − 𝑢𝑖 − 𝑑𝑖,𝑗𝑣𝑗 𝑝𝑟𝑜 𝑖 = 1, 2, ...,𝑚; 𝑗 = 1, 2, ..., 𝑛

𝑐𝑖,𝑗 − 𝑢𝑖 𝑝𝑟𝑜 𝑗 = 𝑛 + 1

Mezi těmito hodnotami hledáme minimum, které označíme 𝑠𝑝,𝑞 = min {𝑠𝑖,𝑗}.

(c) Je-li 𝑠𝑝,𝑞 ≥ 0, naše řešení je optimální a výpočet končí

(d) Je-li 𝑠𝑝,𝑞 < 0, řešení není optimální a proměnná 𝑥𝑝,𝑞 je proměnou vstupující

do báze (tj. výběr vstupující proměnné realizujeme Dantzigovým pravidlem

minimálního relativního ocenění).

2. Určíme vektor proměnné vystupující z báze

(a) Vypočteme vektor ē𝑝,𝑞 z rovnice

a𝑝,𝑞 = Bē𝑝,𝑞

(b) Vypočteme 𝛿𝑝,𝑞 pro kladné složky vektoru 𝑒𝑝,𝑞 podle vzorce:

𝛿𝑘𝑖,𝑗 =
𝑥𝑘
𝑖,𝑗

𝑒𝑘𝑝,𝑞
(3.18)

kde horní index 𝑘 značí 𝑘-tý prvek vektoru. Z těchto hodnot vyhledáme

𝛿𝑟,𝑠 = min
∀𝑘

𝛿𝑘𝑖,𝑗

a 𝑥𝑟,𝑠 je vystupující proměnná.

46



3. Přepočítáme řešení užitím vzorců

�̄�𝑘
𝑖,𝑗 = 𝑥𝑘

𝑖,𝑗 − 𝛿𝑟,𝑠𝑒
𝑘
𝑝,𝑞 pro 𝑖 ̸= 𝑟, 𝑗 ̸= 𝑠

�̄�𝑟,𝑠 = 0

�̄�𝑝,𝑞 = 𝛿𝑟,𝑠

4. Vrátíme se ke kroku 1. a postup opakujeme

Pro výpo£et optimálního °e²ení v programu Matlab jsem napsala funkci optimální

s hlavi£kou

func t i on [ x]= opt imaln i ( iBx , x , c , d , ha , hb )

Ve funkci se volají dal²í t°i funkce, které si popí²eme postupn¥ níºe. P°edpokládáme zde,

ºe máme jiº vypo£tené po£áte£ní °e²ení, jednou z funkcí szr, mc nebo VAM pro výpo£et

po£áte£ního °e²ení. Program bude pracovat, dokud nenalezne optimální °e²ení na²í

úlohy, kdy na výstup vypí²e celkové náklady a optimální °e²ení x, nebo dokud nenalezne

°e²ení, které sice bude optimální, ale které bude obsahovat pomocné prom¥nné. Takové

°e²ení není optimální °e²ení na²í úlohy a ta jej ani nemá. Funkci voláme p°íkazem

[ x]= opt imaln i ( iBx , x , c , d , ha , hb)

Funkce obsaºena ve funkci optimální je funkce bazova, která má hlavi£ku

func t i on [ c , d ,B, bc ]=bazova ( c , d , iBx , ha , hb )

Tato funkce vytvo°í bázovou matici B a vektor cen bázových prvk· bc.

Dále je pouºita funkce test_optima, která má hlavi£ku

func t i on [ inB , p1 , q1 ,ms , n i ]= test_optima (B, bc , iBx , c , d , ha , hb)

Funkce otestuje, zda je °e²ení optimální. Nejprve vypo£ítá vektor duálních prom¥nných

uv a následn¥ vypo£ítá koe�cienty s(i,j) pro nebázové prvky, pomocí kterých zjistí,

zda je °e²ení optimální. Dále nám vypo£ítá indexy p1 a q1 prom¥nné vstupující do

báze a její p°íslu²ný bázový vektor inB (v maticovém algoritmu ozna£en jako a𝑝,𝑞).

Poslední pot°ebná funkce, která se objeví ve funkci optimalni, je funkce prepocet

s hlavi£kou

func t i on [ x , cena , iBx]=prepocet (B, inB , x , c , p1 , q1 , iBx , ha , hb)

Tato funkce p°epo£ítá staré °e²ení. Nejprve vyhledá vektor vystupující prom¥nné out

(v maticovém výpo£tu ozna£eno jako ē𝑝,𝑞), poté se vypo£ítají hodnoty del (v mati-

covém výpo£tu ozna£en jako 𝛿𝑖,𝑗) pro kladné prvky vektoru out. Nakonec se °e²ení

p°epo£ítá. Dostáváme tedy nové °e²ení x, celkovou cenu náklad· cena a upravenou

matici indikátor· bázových prvk· iBx.

47



Příklad. Ukáºeme si výpo£et p°íkladu 3.4. Nejprve vytvo°íme vektory a matice pro

zadání p°íkladu. Po£áte£ní °e²ení vypo£teme metodou severozápadního rohu a poté

vypo£ítáme optimální °e²ení. Zadáme

a = [ 240 ; 3 2 0 ; 2 2 0 ] ;

b= [ 2 2 0 ; 1 5 0 ; 1 8 0 ; 1 0 0 ] ;

c = [ 7 , 6 , 5 , 4 ; 6 , 8 , 5 , 3 ; 4 , 5 , 6 , 5 ] ;

d = [ 0 . 8 , 1 . 2 , 0 . 8 , 1 ; 1 , 0 . 5 , 0 . 9 , 0 . 8 ; 0 . 6 , 0 . 8 , 0 . 9 , 1 . 2 ] ;

[ x , na , nb , ha , hb]= s z r ( a , b , c , d ) ;

[ x , c , d , iBx]= rovn i c e (x , c , d , na , nb , ha , hb ) ) ;

[ x]= opt imaln i ( iBx , x , c , d , ha , hb)

a dostáváme na výstupu

Celkova_cena =

3.5361 e+003

x j e opt imáln í ° e ² e n í

x =

0.0000 125.0000 15.0000 100.0000 0

133.3333 0 186.6667 0 0

144.4444 0 0 0 75.5556

Příklad. Dále si tímto programem vypo£ítáme p°íklad 3.3, abychom si ov¥°ili, ºe p°í-

klad nemá optimální °e²ení, jak jsem uvád¥li na za£átku. Zadejme jej následovn¥

a = [ 160 ; 3 2 0 ; 2 0 0 ] ;

b= [ 2 2 0 ; 1 5 0 ; 1 8 0 ; 1 0 0 ] ;

c = [ 7 , 6 , 5 , 4 ; 6 , 8 , 5 , 3 ; 4 , 5 , 6 , 5 ] ;

d = [ 0 . 6 , 1 , 0 . 6 , 0 . 8 ; 0 . 8 , 0 . 5 , 0 . 7 , 0 . 6 ; 0 . 5 , 0 . 7 , 0 . 7 , 1 ] ;

[ x , na , nb , ha , hb]= s z r ( a , b , c , d ) ;

[ x , c , d , iBx]= rovn i c e (x , c , d , na , nb , ha , hb ) ) ;

[ x]= opt imaln i ( iBx , x , c , d , ha , hb)

A na výstupu dostáváme

° e ² e n í n e e x i s t u j e a x není opt imáln í ° e ² e n í úlohy

x =

0 150.0000 10.0000 0 0

275.0000 0 45.0000 0 0

0 0 100.0000 100.0000 0

0 0 72.5000 0 0
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3.6.3 Výpočet optimálního řešení užitím algoritmu využívajícího struk-
turu úlohy

Uvedeme si algoritmus pro výpo£et optimálního °e²ení, který vychází z teorie duality

a speciální struktury úlohy. Napi²me si tedy duální úlohu k primární úloze (3.6) distri-

bu£ní úloh, kde se vyskytují dopl¬kové i pomocné prom¥nné. Vycházejme op¥t z duální

úlohy (1.8) uvedené na stran¥ 10, která má po úprav¥ tvar

maximalizovat
𝑚∑︁
𝑖=1

𝑢𝑖𝑎𝑖 +
𝑛∑︁

𝑗=1

𝑣𝑗𝑏𝑗

za podmínek 𝑐𝑖,𝑗 − 𝑢𝑖 − 𝑑𝑖,𝑗𝑣𝑗 ≥ 0 𝑖 = 1, 2, ...,𝑚; 𝑗 = 1, 2, ..., 𝑛 (3.19)

0 − 𝑢𝑖 ≥ 0 𝑗 = 𝑛 + 1 𝑖 = 1, 2, ...,𝑚

𝑀 − 𝑣𝑗 ≥ 0 𝑖 = 𝑚 + 1 𝑗 ∈ 𝒦

V tomto postupu se vyhneme °e²ení lineárních rovnic, které je p°i ru£ním výpo£tu

pro v¥t²í soustavy náro£né, a proto je tento algoritmus vhodn¥j²í pro ru£ní po£ítání.

V algoritmu se vyhneme výpo£tu duálních prom¥nných pomocí vTB = c𝐵 a nahra-

díme jej výpo£tem pomocí jednotlivých vzorc·. Výpo£et koe�cient· 𝑠𝑖,𝑗 pro nebázové

prvky se provádí stejn¥, jako v p°edchozím postupu. Také výpo£et vektoru prom¥nné

vystupující z báze se nahradí postupem vyuºívajícím speciálního tvaru úlohy. A dal²í

postup je stejný jako v p°edchozím postupu.

V následujícím postupu se p°edpokládá �uspo°ádání� °e²ení p°ed kaºdou iterací,

viz [5]. Tímto uspo°ádáním vyuºijeme strukturu úlohy a m·ºeme pouºít následující

postupy. �e²ení uspo°ádáme algoritmem

Algoritmus 3.8.

1. Postupně prohledáváme řádky a hledáme řádek, kde je pouze jeden kladný prvek.

Tento prvek zapíšeme a označíme jej 𝑥−
𝑖,𝑗 celý tento řádek vyškrtneme a již jej

nebereme v úvahu. Po prohledání všech řádků pokračujeme dalším krokem.

2. Hledáme sloupce s jediným kladným prvkem a tento prvek vypíšeme s označením

𝑥
′
𝑖,𝑗 a vyškrtneme tento sloupec.

3. Postup opakujeme, dokud takto nevyškrtneme všechny prvky nebo nenarazíme na

cyklus. Cyklus je uzavřený okruh prvků řešení. To znamená, že již nelze vyškrtnout

žádný prvek. V tomto případě vyškrtneme (např. sloupcově) libovolný prvek z cyklu

a přejdeme znovu ke kroku 1. a postup opakujeme.

Až máme vypsané všechny kladné prvky 𝑥𝑖,𝑗 pro 𝑖 = 1, 2, . . . ,𝑚 a 𝑗 = 1, 2, . . . , 𝑛,

vypíšeme doplňkové prvky v (𝑚 + 1). sloupci, které lze vyškrtnout pouze řádkově a

pomocné prvky v (𝑛 + 1). řádku, které lze vyškrtnout pouze sloupcově.
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Tímto dostaneme uspo°ádaný °et¥zec prvk·, který nazveme uspo°ádané °e²ení. D·-

vody, pro£ hledáme práv¥ vý²e popsané uspo°ádání °e²ení, budou jasné z postupu vý-

po£tu duálních prom¥nných.

Odvození výpočtu duálních proměnných 𝑢𝑖 a 𝑣𝑗

Uspo°ádání bázových prvk· je v opa£ném po°adí, neº jak budeme vypo£ítávat duální

prom¥nné 𝑢𝑖 a 𝑣𝑗. Jelikoº pro bázové prom¥nné, které jsou dopl¬kové nebo pomocné,

lze duální prom¥nné 𝑢𝑖 a 𝑣𝑗 vypo£ítat p°ímo z 0 − 𝑢𝑖 = 0 pro dopl¬kové prom¥nné a

𝑀 − 𝑣𝑗 = 0 pro pomocné prom¥nné, vypí²eme tyto prvky jako poslední. S hodnotou

𝑀 budeme pracovat jako s parametrem, jelikoº tato hodnota je prohibitivní. Nejd°íve

za£neme osamocenými bázovými prom¥nnými v n¥jakém °ádku, kde platí 𝑐𝑖,𝑗 − 𝑢𝑖 −
𝑑𝑖,𝑗𝑣𝑗 = 0. Jelikoº v 𝑖-tém °ádku není jiný bázový prvek, tak je jasné, ºe 𝑢𝑖 vypo£ítáme

z této rovnice, coº m·ºeme ov²em aº tehdy, kdyº známe i 𝑣𝑗, tedy na konci výpo£tu.

Proto taková 𝑥𝑖,𝑗 za°adíme do °et¥zce uspo°ádání a °ádek vy²krtneme. Poté hledáme

osamocené prvky ve sloupcích, ze kterých se vypo£ítá p°íslu²né 𝑣𝑗 stejným vzorcem

𝑐𝑖,𝑗 − 𝑢𝑖 − 𝑑𝑖,𝑗𝑣𝑗 = 0, a tedy musí být po£ítány aº po p°íslu²ných 𝑢𝑖. A tento postup

opakujeme dokud nemáme v²echny bázové prvky uspo°ádány. Z tohoto plynou pro

výpo£et 𝑢𝑖 a 𝑣𝑗 následující vzorce.

𝑢𝑖 =

⎧⎨⎩0 pro 𝑥−
𝑖,𝑛+1

𝑐𝑖,𝑗 − 𝑑𝑖,𝑗𝑣𝑗 pro 𝑥−
𝑖,𝑗, kde 𝑗 ̸= 𝑛 + 1

𝑣𝑗=

⎧⎨⎩𝑀 pro 𝑥
′
𝑚+1,𝑗

1
𝑑𝑖,𝑗

(𝑐𝑖,𝑗 − 𝑢𝑖) 𝑝𝑟𝑜 𝑥
′
𝑖,𝑗, kde 𝑖 ̸= 𝑚 + 1

Pro prvky z cyklu tento postup nelze pouºít, jelikoº prvky nejsou osamoceny a proto

ve vzorcích pro výpo£et 𝑢𝑖 budou chyb¥t hodnoty 𝑣𝑗 a obrácen¥. P°edpokládejme,

ºe máme v °e²ení uzav°ený okruh s prvky 𝑥𝑖1,𝑗1 , 𝑥𝑖1,𝑗2 , 𝑥𝑖3,𝑗2 , 𝑥𝑖3𝑗3 , . . . , 𝑥𝑖𝑟𝑗1 . Zde není

osamocený prvek a vynecháme libovolný z nich, nap°íklad sloupcov¥ 𝑥𝑖1,𝑗1 a tím op¥t

m·ºeme postupovat ve vynechávání jako v °e²ení bez uzav°eného okruhu. Dostaneme

°et¥zec uspo°ádaného °e²ení pro tento uzav°ený okruh. Vypí²eme si rovnice pro výpo£et

𝑢𝑖 a 𝑣𝑗. Pro prvky vy²krtnuté °ádkov¥ vztah pro 𝑢𝑖 a pro prvky vy²krtnuté sloupcov¥

50



vztah pro 𝑣𝑗

𝑣𝑗1 =
1

𝑑𝑖1,𝑗1
(𝑐𝑖1,𝑗1 − 𝑢𝑖1)

𝑢𝑖1 = 𝑐𝑖1,𝑗2 − 𝑑𝑖1,𝑗2𝑣𝑗2 (3.20)

𝑣𝑗2 =
1

𝑑𝑖3,𝑗2
(𝑐𝑖3,𝑗2 − 𝑢𝑖3)

𝑢𝑖3 = 𝑐𝑖3𝑗3 − 𝑑𝑖3𝑗3𝑣𝑗3
...

𝑢𝑖𝑟 = 𝑐𝑖𝑟𝑗1 − 𝑑𝑖𝑟𝑗1𝑣𝑗1

Jelikoº jsou prvky z uzav°eného okruhu lze tuto soustavu lehce vy°e²it, jelikoº kaºdé dv¥

po sob¥ následující rovnice mají jeden stejný prvek. Postupujeme od poslední rovnice,

kde si vyjád°íme 𝑢𝑖𝑟 pomoci 𝑣𝑗1 a dosadíme do rovnice nad ní. Stejn¥ tak u dal²í rovnice

aº dostaneme kone£né vyjád°ení prom¥nné 𝑣𝑗1 .

Odvození výpočtu vektoru ē𝑝,𝑞

Pro odvození výpo£tu ē𝑝,𝑞 vycházejme z toho, ºe nelze poru²it °ádková a sloupcová

omezení. Ozna£íme 𝛿 prvek vstupující do báze na míst¥ (𝑝, 𝑞), a 𝑟𝑖,𝑗 ozna£me p°ír·stek

k bázovému prvku 𝑥𝑖,𝑗.

Pro kaºdý °ádek musí platit, ºe zm¥na sou£tu v omezení odpovídajícímu tomuto

°ádku musí být nulová, protoºe nelze poru²it omezení. Máme tak∑︁
𝑗∈ℬ

𝑟𝑖,𝑗 = 0 pro 𝑖 ̸= 𝑝

𝛿 +
∑︁
𝑗∈ℬ

𝑟𝑖,𝑗 = 0 pro 𝑖 = 𝑝

Pro sloupce musí být celkový p°ír·stek také nulový. Platí tedy∑︁
𝑖∈ℬ

𝑑𝑖,𝑗𝑟𝑖,𝑗 = 0 pro 𝑗 ̸= 𝑞

𝑑𝑝,𝑞𝛿 +
∑︁
𝑖∈ℬ

𝑑𝑖,𝑗𝑟𝑖,𝑗 = 0 pro 𝑗 = 𝑞

Vyd¥líme-li rovnice 𝛿 a zavedeme substituci 𝑒𝑘𝑝,𝑞 = −𝑟𝑖,𝑗/𝛿, kde dolní index u 𝑒 zna£í,

ºe prom¥nná 𝑥𝑝,𝑞 vstupuje do báze a horní index 𝑘 zna£í, ºe 𝑒𝑘𝑝,𝑞 je p°íslu²ná sloºka k

prvku 𝑥𝑖,𝑗, který je 𝑘-tý v °et¥zci. Indexy 𝑖, 𝑗 a 𝑘 mají jednozna£ný vztah. Dostáváme
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rovnice pro °ádky ∑︁
𝑗∈ℬ

𝑒𝑘𝑝,𝑞 = 0 pro 𝑖 ̸= 𝑝 (3.21)∑︁
𝑗∈ℬ

𝑒𝑘𝑝,𝑞 = 1 pro 𝑖 = 𝑝

a rovnice pro sloupce∑︁
𝑖∈ℬ

𝑑𝑖,𝑗𝑒
𝑘
𝑝,𝑞 = 0 pro 𝑗 ̸= 𝑞 (3.22)∑︁

𝑖∈ℬ

𝑑𝑖,𝑗𝑒
𝑘
𝑝,𝑞 = 𝑑𝑝,𝑞 pro 𝑗 = 𝑞

Tyto rovnice uspo°ádáme vzestupn¥ podle 𝑘. Na po£átku °et¥zce máme prvek, který je

na °ádku nebo v sloupci osamocen. Je-li tedy prvek samotný v °ádku pouºijeme (3.21),

pokud je prvek osamocen ve sloupci pouºijeme (3.22). Jestliºe vypo£tenou hodnotu

dosadíme do dal²ích rovnic, kde se vyskytuje a p°evedeme ji na pravou stranu, odpovídá

to p°epo£tu 𝑎𝑝𝑞 na stran¥ 54. P°edpokládejme p°íklad, ºe prvních n¥kolik rovnice pro

výpo£et vektoru e má následující tvar.

𝑒1𝑝,𝑞 = 𝑎𝑖1𝑝,𝑞

𝑑𝑖2𝑗1𝑒
2
𝑝,𝑞 + 𝑑𝑖1𝑗1𝑒

1
𝑝,𝑞 = 𝑎𝑗1+𝑚

𝑝,𝑞

𝑒2𝑝,𝑞 + 𝑒3𝑝,𝑞 = 𝑎𝑖2𝑝,𝑞
...

Zde je prvek 𝑥𝑖1𝑗1 osamocen na °ádku a tomu odpovídá první rovnice, ze které dostá-

váme hodnotu pro 𝑒1𝑝,𝑞. dosazení hodnoty 𝑒1𝑝,𝑞 odpovídá p°epo£tu sloºek 𝑎𝑝,𝑞. Z první

rovnice plyne 𝑎𝑖1𝑝,𝑞 = 𝑎𝑖1𝑝,𝑞−𝑒1𝑝,𝑞 a dosazením do druhé rovnice dostáváme 𝑑𝑖2𝑗1𝑒
2
𝑝,𝑞 = 𝑎𝑗1+𝑚

𝑝,𝑞 ,

kde ov²em je jiº nová hodnota 𝑎𝑗1+𝑚
𝑝,𝑞 = 𝑎𝑗1+𝑚

𝑝,𝑞 − 𝑑𝑖1𝑗1𝑒
1
𝑝,𝑞. A takto postupujeme dále, aº

vypo£teme v²echny hodnoty.

Pokud °e²ení obsahuje uzav°ený okruh, tak tento postup nelze pouºít a musíme

postupovat podobným postupem jako u výpo£tu duálních prom¥nných 𝑢𝑖 a 𝑣𝑗 pro

prvky z uzav°eného okruhu. Vypí²eme si rovnice pro výpo£et sloºek vektoru e pro
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prvky z uzav°eného okruhu.

𝑑𝑖1𝑗1𝑒
𝑘1
𝑝,𝑞 + 𝑑𝑖2𝑗1𝑒

𝑘2
𝑝,𝑞 = 𝑎𝑗1+𝑚

𝑝,𝑞

𝑒𝑘1𝑝,𝑞 + 𝑒𝑘3 = 𝑎𝑖1𝑝,𝑞 (3.23)

𝑑𝑖1𝑗2𝑒
𝑘3 + 𝑑𝑖3𝑗2𝑒

𝑘4 = 𝑎𝑗2+𝑚
𝑝,𝑞

𝑒𝑘4 + 𝑒𝑘5 = 𝑎𝑖3𝑝,𝑞
...

𝑒𝑘𝑟 + 𝑒𝑘2 = 𝑎𝑖2𝑝,𝑞

Zde si op¥t pov²imneme, ºe kaºdé dv¥ po sob¥ následující rovnice mají vºdy jeden

spole£ný prvek. Postupujeme od poslední rovnice vý²e, aº dostáváme vyjád°ení pro

𝑒𝑘1 .

Algoritmus 3.9. Máme počáteční řešení určené libovolným způsobem popsaným výše

v sekci 3.5

1. Uspořádáme řešení dle algoritmu 3.8

2. Otestujeme optimalitu řešení.

(a) Vypočteme duální proměnné 𝑢𝑖 a 𝑣𝑗

Prvky vyškrtnuté řádkově nám určují 𝑢𝑖 a prvky sloupcové nám určují 𝑣𝑗. Po-

stupujeme od posledního prvku uspořádaného řetězce k prvnímu a postupně

tímto způsobem vypočteme všechny 𝑢𝑖 a 𝑣𝑗 podle vzorců

𝑢𝑖 =

⎧⎨⎩0 pro 𝑥−
𝑖,𝑛+1

𝑐𝑖,𝑗 − 𝑑𝑖,𝑗𝑣𝑗 pro 𝑥−
𝑖,𝑗, kde 𝑗 ̸= 𝑛 + 1

(3.24)

𝑣𝑗=

⎧⎨⎩𝑀 pro 𝑥
′
𝑚+1,𝑗

1
𝑑𝑖,𝑗

(𝑐𝑖,𝑗 − 𝑢𝑖) pro 𝑥
′
𝑖,𝑗, kde 𝑖 ̸= 𝑚 + 1

(3.25)

kde 𝑀 je dostatečně velká hodnota. S 𝑀 budeme pracovat jako s paramet-

rem.

Obsahuje-li řešení uzavřený okruh, vypíšeme si pro prvky z tohoto okruhu

rovnice pro výpočet 𝑢𝑖 a 𝑣𝑗 podle (3.20). Postupujeme postupným dosazová-

ním od poslední rovnice k první. Po výpočtu proměnných 𝑢𝑖 a 𝑣𝑗 pro prvky

z uzavřeného okruhu pokračujeme dále výpočtem ostatních proměnných dle

předchozího postupu.
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(b) Vypočteme koeficienty 𝑠𝑖,𝑗 pro nebázové prvky užitím vzorců

𝑠𝑖,𝑗 =

⎧⎨⎩𝑐𝑖,𝑗 − 𝑢𝑖 − 𝑑𝑖,𝑗𝑣𝑗 𝑝𝑟𝑜 𝑖 = 1, 2, ...,𝑚 𝑗 = 1, 2, ..., 𝑛

𝑐𝑖,𝑗 − 𝑢𝑖 𝑝𝑟𝑜 𝑗 = 𝑛 + 1

nalezneme minimum označené 𝑠𝑝,𝑞 = min {𝑠𝑖,𝑗}.

i. Je-li 𝑠𝑝,𝑞 ≥ 0 naše řešení je optimální a výpočet končí

ii. Je-li 𝑠𝑝,𝑞 < 0 řešení není optimální a proměnná 𝑥𝑝,𝑞 vstoupí do báze

3. Přechod k nové bázi

(a) Výpočet vektoru proměnné vystupující z báze ē𝑝,𝑞

i. Vypočteme 𝑘-tý prvek vektor ē𝑝,𝑞 podle následujícího vzorce

𝑒𝑘𝑝,𝑞 =

⎧⎨⎩𝑎𝑖𝑝,𝑞 pro 𝑥−𝑠
𝑖,𝑗

𝑎𝑗+𝑚
𝑝,𝑞

𝑑𝑖,𝑗
pro 𝑥

′𝑠
𝑖,𝑗

pro 𝑠 = 1, ..., 𝑛 + 𝑚 (3.26)

ii. Přepočítáme prvky vektoru a𝑝,𝑞 a to

𝑎𝑖𝑝,𝑞 =𝑎𝑖𝑝,𝑞 − 𝑒𝑠𝑝,𝑞 𝑖 ̸= 𝑚 + 1 (3.27)

𝑎𝑗+𝑚
𝑝,𝑞 =𝑎𝑗+𝑚

𝑝,𝑞 − 𝑑𝑖,𝑗𝑒
𝑠
𝑝,𝑞 𝑗 ̸= 𝑛 + 1

iii. Vrátíme se ke kroku i. a postup opakujeme, dokud nemáme vypočteny

všechny složky vektoru ē𝑝,𝑞.

Omezení 𝑖 ̸= 𝑚 + 1 a 𝑗 ̸= 𝑛 + 1 nám říkají, že pro doplňkové a pomocné

proměnné se prvky vektoru a𝑝,𝑞 nepřepočítávají.

Pokud řešení obsahuje cyklus, tak jakmile narazíme na první prvek z cyklu,

musíme vypočítat složku vektoru ē𝑝,𝑞 odpovídající této proměnné. Nejprve si

vypíšeme rovnice pro nalezení prvků vektoru ē𝑝,𝑞, a to jen pro prvky z uza-

vřeného okruhu podobně jako v (3.23). Od poslední rovnice postupným do-

sazováním postupujeme výše, až dostaneme složku vektoru ē𝑝,𝑞 odpovídající

prvnímu prvku z uzavřeného řetězce. Poté také přepočítáme složky vektoru

a𝑝,𝑞, jak je popsáno výše a postup opakujeme podle předchozího postupu.

(b) Pro kladné složky vektoru ē𝑝,𝑞 vypočteme 𝛿𝑝,𝑞 podle vzorce:

𝛿𝑘𝑖,𝑗 =
𝑥𝑘
𝑖,𝑗

𝑒𝑘𝑝,𝑞
(3.28)
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Z těchto hodnot vyhledáme

𝛿𝑟,𝑠 = min
∀𝑘

𝛿𝑘𝑖,𝑗

a 𝑥𝑟,𝑠 je vystupující proměnná.

(c) Přepočet řešení užitím vzorců

�̄�𝑘
𝑖,𝑗 = 𝑥𝑘

𝑖,𝑗 − 𝛿𝑟,𝑠𝑒
𝑘
𝑝,𝑞 pro 𝑖 ̸= 𝑟, 𝑗 ̸= 𝑠

�̄�𝑟,𝑠 = 0

�̄�𝑝,𝑞 = 𝛿𝑟,𝑠

4. Vrátíme se ke kroku 1. a postup opakujeme

Poznámka. Výpo£et kroku 3. tohoto algoritmu 3.9 lze pro p°ehlednost zapisovat do

následující tabulky, která bude mít 𝑚 + 𝑛 °ádk·.

Po°adí-𝑘 Báze 𝑥𝑖,𝑗 a𝑝,𝑞 ē𝑝,𝑞 𝛿𝑖,𝑗

Po°adí nám ur£uje po°adový index uspo°ádaného °e²ení, tedy do tohoto sloupce za-

pí²eme postupn¥ po°adová £ísla 1 aº 𝑚 + 𝑛. Do sloupe£ku báze zapí²eme postupn¥

prvky °et¥zce uspo°ádaného °e²ení a do sloupe£ku 𝑥𝑖,𝑗 jejich p°íslu²né hodnoty. Do

sloupce a𝑝,𝑞 zapí²eme postupn¥ prvky vektoru vstupující prom¥nné a𝑝,𝑞, coº odpovídá

p°íslu²nému sloupci matice A daného prvku tj. na 𝑝-tém míst¥ bude jedni£ka a na

(𝑞 + 𝑚)-tém míst¥ bude hodnota 𝑑𝑝,𝑞. Tento vektor se bude postupn¥ p°epo£ítávat.

Ostatní hodnoty se vepisují po jejich výpo£tu.

Poznámka. Bázové vektory pro dopl¬kové prom¥nné 𝑥𝑖,𝑛+1 mají pouze jeden prvek

nenulový a to 1 na 𝑖-tém míst¥. Bázové vektory pro pomocné prom¥nné 𝑥𝑚+1,𝑗 mají

pouze hodnotu 𝑑𝑖,𝑗 na (𝑚 + 𝑗)-tém míst¥.

Příklad. Celý postup si ukáºeme na p°íklad¥ 3.4. Vezmeme si po£áte£ní °e²ení získané

Vogelovou aproxima£ní metodou. Toto °e²ení je po£áte£ní °e²ení na²í úlohy, jelikoº se

zde nevyskytují pomocné prom¥nné.

𝑑𝑖,𝑗 𝑥𝑖,𝑗
𝑐𝑖,𝑗 pes ko£ka slon ºirafa dopl¬kový

Linka A 0,8 7 1,2 125 6 0,8 5 1 100 4 1 15 0 240

Linka B 1 120 6 0,5 8 0,9 200 5 0,8 3 1 0 320

Linka C 0,6 500
3

4 0,8 5 0,9 6 1,2 5 1 160
3

0 220

220 150 180 100
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Za£neme uspo°ádáním °e²ení podle d°íve popsaného postupu. Prohledáváme nejd°íve

°ádky s jedním kladným prvkem. Jelikoº takový °ádek zde není, pokra£ujeme prohledá-

váním sloupc·. Jako první vy²krtneme druhý sloupec a zapí²eme prvek 𝑥
′
1,2 a poté t°etí

a £tvrtý sloupec a zapí²eme prvky 𝑥
′
2,3 a 𝑥

′
1,4. Dále prohledáváme °ádky. Jelikoº d°íve

vypsané prvky jsme vy²krtli a dopl¬kové prom¥nné se vypisují jako poslední, následuje

druhý °ádek a prvek 𝑥−
2,1. Poté vy²krtneme první sloupec s prvkem 𝑥

′
3,1 a nakonec první

a t°etí °ádek s dopl¬kovými prvky 𝑥−
1,5 a 𝑥−

3,5. Výsledný °et¥zec uspo°ádaného °e²ení je

𝑥
′

1,2, 𝑥
′

2,3, 𝑥
′

1,4, 𝑥
−
2,1, 𝑥

′

3,1, 𝑥
−
1,5, 𝑥

−
3,5

Podle algoritmu 3.9 za£neme vypo£ítávat °ádková 𝑢𝑖 a sloupcová 𝑣𝑗 £ísla podle (3.24)

a (3.25) od posledního prvku v °et¥zci. Jelikoº 𝑥−
3,5 je dopl¬ková prom¥nná, poloºíme

𝑢3 = 0. Stejn¥ tak pro 𝑥−
1,5 získáváme 𝑢1 = 0. Z prvku 𝑥

′
3,1 dostáváme hodnotu 𝑣1 =

10
6

(4 − 0) = 20
3
, z dal²ího prvku 𝑥−

2,1 dostáváme hodnotu 𝑢2 = 6 − 20
3

= −2
3
, z 𝑥

′
1,4

dostáváme 𝑣4 = 1 (4 − 0) = 4, z 𝑥
′
2,3 dostáváme 𝑣3 = 10

9

(︀
5 + 2

3

)︀
= 170

27
a z prvku 𝑥

′
1,2

dostáváme 𝑣2 = 10
12

(6 − 0) = 5.

Poté vypo£ítáme 𝑠𝑖,𝑗 = 𝑐𝑖,𝑗−𝑢𝑖−𝑑𝑖,𝑗𝑣𝑗 pro nebázové prvky. V²echny hodnoty vidíme

v tabulce

𝑑𝑖,𝑗 𝑠𝑖,𝑗
𝑐𝑖,𝑗 pes ko£ka slon ºirafa dopl¬kový

𝑢𝑖
�𝑣𝑗 20

3
5 170

27
4

Linka A 0 0,8 5
3

7 1,2 6 0,8 − 1
27

5 1 4 1 0

Linka B −2
3

1 6 0,5 37
6

8 0,9 5 0,8 7
15

3 1 2
3

0

Linka C 0 0,6 4 0,8 1 5 0,9 1
3

6 1,2 1 5 1 0

Vidíme, ºe minimální hodnota 𝑠𝑖,𝑗 je pro pole 𝑥1,3 a to 𝑠1,3 = − 1
27
. Jelikoº je tato

hodnota záporná, tak toto °e²ení není optimální a 𝑥1,3 vstoupí do báze. P°epo£ítáme

°e²ení, sestrojíme tedy tabulky pro výpo£et vystupující prom¥nné.
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V algoritmu 3.7 se prom¥nné 𝑢𝑖 a 𝑣𝑗 po£ítají z vTB = c𝐵, kde

𝑣𝑇 = (𝑢1, 𝑢2, 𝑢3, 𝑣1, 𝑣2, 𝑣3, 𝑣4)

B =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

1 1 1 0 0 0 0

0 0 0 1 1 0 0

0 0 0 0 0 1 1

0 0 0 1 0 0, 6 0

1, 2 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0, 9 0 0

0 1 0 0 0 0 0

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

c𝐵 = (6, 4, 0, 6, 5, 4, 0)

P°epsáním dostáváme rovnice

𝑢1 + 1, 2𝑣2 = 6

𝑢1 + 𝑣4 = 4

𝑢1 = 0

𝑢2 + 𝑣1 = 6

𝑢2 + 0, 9𝑣3 = 5

𝑢3 + 0, 6𝑣1 = 4

𝑢3 = 0

Z t¥chto rovnic, kde máme p°ímo vyjád°ené 𝑢1 a 𝑢3, postupným dosazováním vypo£-

teme ostatní prom¥nné, coº je v podstat¥ to samé jako p°i výpo£tu algoritmem 3.9.

Vypo£teme vektor ē1,3 dle (3.26). Nejd°íve vypo£teme jeho první sloºku. Jelikoº

je 𝑥
′
1,2 vy²krtnuta sloupcov¥, po£ítáme 𝑒11,3 =

𝑎51,3
𝑑1,2

= 0
12/10

= 0 a p°epo£ítáme sloºky

vektoru 𝑎1,3. Nová hodnota 𝑎11,3 = 𝑎11,3 − 𝑒11,3 = 1 a 𝑎51,3 = 𝑎51,3 − 𝑑1,2𝑒
1
1,3 = 0. Pokra£u-

jeme dále s výpo£tem 𝑒21,3 a následným p°epo£tem sloºek vektoru 𝑎1,3. Pro dopl¬kové

prom¥nné vypo£teme pouze sloºky vektoru ē1,3 a sloºky vektoru a1,3 z·stávají stejné.

Aº máme v²echny sloºky vektoru ē1,3 vypo£tené, dopo£teme 𝛿𝑖,𝑗 podle (3.18) pro

kladné sloºky, 𝛿2,3 = 200
8/9

= 225, 𝛿3,1 = 500/3
40/27

= 112, 5 a 𝛿1,5 = 15
1

= 15.
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𝑠 Báze 𝑥𝑖,𝑗 𝑎1,3 zám¥na sloºek 𝑎1,3 𝑒1,3 𝛿𝑖,𝑗

1 𝑥
′
1,2 125 1 1 1 0 −

2 𝑥
′
2,3 200 0 −8

9
0 8

9
225

3 𝑥
′
1,4 100 0 −40

27
0 −

4 𝑥−
2,1 120 0 8

9
0 −8

9
−

5 𝑥
′
3,1

500
3

0 0 40
27

112, 5

6 𝑥−
1,5 15 0, 8 0 1 15

7 𝑥−
3,5

160
3

0 0 −40
27

−

V algoritmu 3.7 se vektor ē1,3 po£ítal z a𝑝,𝑞 = Bē𝑝,𝑞, tj. a1,3 = Bē1,3. Pokud sloºky

vektoru o£íslujeme horním indexem tak, aby nám souhlasily s prvky, jak jej máme v

tabulce, dostáváme rovnice

𝑒11,3 + 𝑒31,3 + 𝑒61,3 = 1

𝑒41,3 + 𝑒21,3 = 0

𝑒51,3 + 𝑒71,3 = 0

𝑒41,3 + 0, 6𝑒51,3 = 0

1, 2𝑒11,3 = 0

0, 9𝑒21,3 = 0, 8

𝑒31,3 = 0

Z t¥chto rovnic, kde máme jiº p°ímo vyjád°eno 𝑒11,3, 𝑒
2
1,3 a 𝑒31,3, posupným dosazováním

lze vypo£ítat ostatní hodnoty.

Nejmen²í hodnota 𝛿𝑖,𝑗 je 𝛿1,5 = 15 a tedy pole 𝑥1,5 vystoupí z báze. P°epo£ítáme

hodnoty 𝑥𝑖,𝑗. Tam, kde je prvek vektoru ē1,3 = 0, nemusíme hodnotu 𝑥𝑖,𝑗 p°epo£ítávat.

Ostatní prvky p°epo£ítáme, 𝑥2,3 = 200 − 8
9
· 15 = 560

3
, 𝑥2,1 = 120 + 8

9
· 15 = 400

3
,

𝑥3,1 = 500
3

− 40
27

· 15 = 1300
9
, 𝑥3,5 = 160

3
+ 40

27
· 15 = 680

9
. Prvek 𝑥1,5 = 0 jelikoº vystupuje z

báze a prvek vstupující do báze je 𝑥1,3 = 15.

Nové °e²ení zapí²eme do tabulky.

𝑑𝑖,𝑗 𝑥𝑖,𝑗
𝑐𝑖,𝑗 pes ko£ka slon ºirafa dopl¬kový

Linka A 0,8 7 1,2 125 6 0,8 15 5 1 100 4 1 0 240

Linka B 1 400
3

6 0,5 8 0,9 560
3

5 0,8 3 1 0 320

Linka C 0,6 1300
9

4 0,8 5 0,9 6 1,2 5 1 680
9

0 220

220 150 180 100

Celý postup opakujeme. Nejprve uspo°ádáme nové °e²ení:

𝑥
′

1,2, 𝑥
′

1,4, 𝑥
−
1,3, 𝑥

′

2,3, 𝑥
−
2,1, 𝑥

′

3,1, 𝑥
−
3,5
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Op¥t vypo£ítáme okrajová £ísla 𝑢𝑖 a 𝑣𝑗 od posledního prvku a následn¥ dopo£ítáme

£ísla 𝑠𝑖,𝑗 = 𝑐𝑖,𝑗 −𝑢𝑖− 𝑑𝑖,𝑗𝑣𝑗 pro nebázové prvky. V²echny hodnoty zapí²eme do tabulky.

𝑑𝑖,𝑗 𝑠𝑖,𝑗
𝑐𝑖,𝑗 pes ko£ka slon ºirafa dopl¬kový

𝑢𝑖
�𝑣𝑗 20

3
815
162

170
27

109
27

Linka A − 1
27

0,8 46
27

7 1,2 6 0,8 5 1 4 1 1
27

0

Linka B −2
3

1 6 0,5 1993
324

8 0,9 5 0,8 59
135

3 1 2
3

0

Linka C 0 0,6 4 0,8 79
81

5 0,9 1
3

6 1,2 7
45

5 1 0

Jak vidíme v²echny hodnoty 𝑠𝑖,𝑗 jsou kladné, to znamená, ºe jsme nalezli optimální

°e²ení na²í úlohy ve tvaru

𝑑𝑖,𝑗 𝑥𝑖,𝑗
𝑐𝑖,𝑗 pes ko£ka slon ºirafa dopl¬kový

Linka A 0,8 7 1,2 125 6 0,8 15 5 1 100 4 1 0 240

Linka B 1 400
3

6 0,5 8 0,9 560
3

5 0,8 3 1 0 320

Linka C 0,6 1300
9

4 0,8 5 0,9 6 1,2 5 1 680
9

0 220

220 150 180 100

Celkové náklady £iní 31825
9

= 3536, 11. Toto °e²ení znamená, ºe pes se bude vyráb¥t 400
3

hodin na lince B a zárove¬ 1300
9

hodin na lince C, ko£ka se bude vyráb¥t 125 hodin na

lince A , slon se bude vyráb¥t 15 hodin na lince A a 560
3

hodin na lince B a ºirafa se

bude vyráb¥t 100 hodin na lince A. Hodnota dopl¬kové prom¥nné nám zna£í 680
9

hodin

nevyuºité kapacity linky C.

Příklad. Ukáºeme si, ºe p°íklad 3.3 nemá °e²ení. Vypo£ítáme po£áte£ní °e²ení nap°í-

klad Vogelovou aproxima£ní metodou a postupujeme ve výpo£tu optimálního °e²ení

stejným zp·sobem jako v p°edchozím p°íklad¥, aº dostaneme °e²ení v následujícím

tvaru.

𝑑𝑖,𝑗 𝑐𝑖,𝑗 pes ko£ka slon ºirafa dopl¬kový

Linka A 0,6 7 1 150 6 0,6 10 5 0,8 4 1 0 160

Linka B 0,8 1200
7

6 0,5 8 0,7 1040
7

5 0,6 3 1 0 320

Linka C 0,5 4 0,7 5 0,7 100 6 1 100 5 1 0 200

pomocné 1 580
7

𝑀 − − −

220 150 180 100

Nejd°íve uspo°ádáme °e²ení

𝑥
′

1,2, 𝑥
′

3,4, 𝑥
−
1,3, 𝑥

−
3,3, 𝑥

′

2,3, 𝑥
−
2,1, 𝑥

′

4,1

A vypo£ítáme °ádková 𝑢𝑖 a sloupcová 𝑣𝑗 £ísla a poté pro nebázové prvky vypo£ítáme

𝑠𝑖,𝑗 = 𝑐𝑖,𝑗 − 𝑢𝑖 − 𝑑𝑖,𝑗𝑣𝑗. Hodnoty zaznamenáme do následující tabulky.
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𝑠𝑖,𝑗 pes ko£ka slon ºirafa dopl¬kový

𝑢𝑖�
𝑣𝑗 𝑀 1

7
+ 24

35
𝑀 − 10

7
+ 8

7
𝑀 −2 + 0, 8𝑀

Linka A 41
7

− 24
35

𝑀 8
7
+ 3

35
𝑀 − 9

35
+ 8

175
𝑀 − 41

7
+ 24

35
𝑀

Linka B 6− 0, 8𝑀 27
14

+ 16
35

𝑀 −1, 8 + 0, 32𝑀 −6 + 0, 8𝑀

Linka C 7− 0, 8𝑀 −3 + 0, 3𝑀 −2, 1 + 0, 32𝑀 −7 + 0, 8𝑀

Zde si v²imneme, ºe min {𝑠𝑖,𝑗} = 𝑠1,4 = − 9
35

+ 8
175

𝑀 , kde máme kladný násobek

dostate£n¥ velkého £ísla 𝑀 . Máme tedy minimum z 𝑠𝑖,𝑗, které je kladné a °e²ení je tedy

optimální. Toto optimální °e²ení obsahuje pomocnou prom¥nnou 𝑥4,1 = 580
7
, a proto to

není optimální °e²ení p·vodní úlohy 3.3 a tato úloha °e²ení nemá.

Pro výpo£et optimálního °e²ení tímto algoritmem jsem v programu Matlab napsala

funkci rucnioptimalni s hlavi£kou

func t i on [ x]= rucn iop t ima ln i ( iBx , x , c , d , ha , hb)

Na vstupu máme prom¥nné, které dostaneme po výpo£tu po£áte£ního °e²ení n¥kterou

z d°íve uvedených metod. Na výstupu dostáváme matici optimálního °e²ení.

Poznámka. Jelikoº se tento postup pouºívá p°eváºn¥ pro ru£ní výpo£et pojmenovala

jsem ji rucnioptimalni, abych ji odli²ila od funkce, která pracuje podle algoritmu 3.7

V této funkci se postupn¥ volají dal²í funkce. Funkce usporadani s hlavi£kou

func t i on [ rx , index , znak , inxokr ]=usporadani (x , iBx , ha , hb)

která nám vytvo°í °et¥zec uspo°ádaného °e²ení. Vektor rx obsahuje hodnoty uspo°á-

daného °e²ení. Matice index typu (ℎ𝑎 + ℎ𝑏) × 2 obsahuje indexy uspo°ádaného °e²ení

a vektor znak má prvky 1 pro prvky, které jsou vy²krtnuty °ádkov¥ a −1 pro prvky,

které jsou vy²krtnuty sloupcov¥. Inxokr je matice index· prvk· z uzav°eného okruhu.

Funkce rucnioptimalni obsahuje také funkci testoptimality s hlavi£kou

func t i on [ inB , p1 , q1 ,ms , n i ] = . . .

t e s t op t ima l i t y (x , index , znak , inxokr , c , d , ha , hb)

která nám otestuje, zda je °e²ení optimální a vypo£ítá nám indexy prom¥nné vstupující

do báze p1 a q1. Dále se volá funkce prechod s hlavi£kou

func t i on [ x , cena , iBx ] = . . .

prechod (x , c , d , inB , index , rx , znak , ha , hb , p1 , q1 , iBx , inxokr )

která vypo£ítá vektor vystupující prom¥nné a poté p°epo£ítá °e²ení.
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4 Další speciální úlohy

Vzhledem k rozsáhlosti dosavadního textu si stru£n¥ uvedeme pouze dal²í dv¥ nej-

£ast¥j²í speciální úlohy lineárního programování a to p°i°azovací problém a úlohu o

maximálním toku. Uvedeme si pouze podobu t¥chto úloh a nebudeme se jimi zabývat

d·kladn¥. V lineárním programování nalezneme spoustu speciálních úloh a úloh p°í-

buzných s dopravní úlohou. Jmenujme nap°íklad dopravní problém oklikou [6], úloha

o nejlevn¥j²ím maximálním toku [2], dopravní úloha s omezenými p°epravními moº-

nostmi [3], kontejnerový dopravní problém, sm¥²ovací problém, úloha o d¥lení materiálu

a dal²í.

4.1 Přiřazovací problém

P°i°azovací problém nej£ast¥ji slouºí k p°id¥lení pracovník· na pracovní místa, proto je

n¥kdy uvád¥na jako úloha o rozmíst¥ní personálu (viz [3]). Máme k dispozici 𝑛 pracov-

ník· a 𝑛 pracovních míst se stejnou mzdou. Kaºdý pracovník m·ºe obsadit kteroukoli

pozici, ale zku²enosti a schopnosti pracovník· se li²í. P°ínos 𝑖-tého pracovníka na 𝑗-té

pozici ozna£íme 𝑐𝑖,𝑗. Chceme, aby celkový p°ínos pracovník· byl co nejv¥t²í. Úlohu

zapí²eme ve tvaru

maximalizovat
𝑚∑︁
𝑖=1

𝑛∑︁
𝑗=1

𝑐𝑖,𝑗𝑥𝑖,𝑗

za podmínek
𝑛∑︁

𝑗=1

𝑥𝑖,𝑗 = 1 𝑖 = 1, 2, ..., 𝑛

𝑛∑︁
𝑖=1

𝑥𝑖,𝑗 = 1 𝑗 = 1, 2, ..., 𝑛

𝑥𝑖,𝑗 ≥ 0 𝑖, 𝑗 ∈ {1, 2, ..., 𝑛}

Hodnoty 𝑥𝑖,𝑗 mohou nabývat pouze dvou hodnot 0 a 1. V p°ípad¥ kdyº je 𝑗-tá pozice

obsazena 𝑖-tým pracovníkem 𝑥𝑖,𝑗 = 1, v p°ípad¥ neobsazení pozice 𝑥𝑖,𝑗 = 0. Tato

úloha m·ºe být i ve tvaru, kde hledáme minimum z ú£elové funkce a to kdyº 𝑐𝑖,𝑗 nám

budou ozna£ovat nap°íklad plat nebo náklady. Úlohy jsou ekvivalentní s dopravním

problémem (viz [6]). Jelikoº u p°i°azovacího problému dochází ke zna£né degeneraci,

tak není vhodné úlohu °e²it stejn¥ jako dopravní úlohu, ale slouºí k tomu Ma¤arská

metoda. Ta byla v roce 1955 uvedena Haroldem Kuhnem. Metodu pojmenoval na

po£est ma¤arským matematik· Dénese K®niga and Jen®ho Egerváryho, jejichº práce

dala teoretický základ této metody. V roce 1957 metodu p°ezkoumal James Munkres

a od té doby je tento algoritmus známý také jako Kuhn-Munkresova metoda (viz [11])

Pokud máme n¥kolik stejných nebo podobných pozic lze tyto pozice slou£it do jedné
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skupiny. Takto m·ºeme slou£it i pracovníky, kte°í mají stejné nebo podobné schopnosti.

Poté tuto úlohu zapí²eme ve tvaru

maximalizovat
𝑚∑︁
𝑖=1

𝑛∑︁
𝑗=1

𝑐𝑖,𝑗𝑥𝑖,𝑗

za podmínek
𝑛∑︁

𝑗=1

𝑥𝑖,𝑗 = 𝑎𝑖 𝑖 = 1, 2, ...,𝑚

𝑚∑︁
𝑖=1

𝑥𝑖,𝑗 = 𝑏𝑗 𝑗 = 1, 2, ..., 𝑛

𝑥𝑖,𝑗 ≥ 0

kde 𝑎𝑖 je po£et uchaze£· v 𝑖-té skupin¥ se stejnými schopnostmi, 𝑏𝑗 je po£et stejných

volných pozic v 𝑗-té skupin¥ (viz [6]). Tato formulace p°esn¥ odpovídá formulaci do-

pravní úlohy.

4.2 Úloha o maximálním toku

Tuto úlohu poprvé zformuloval T. E. Harris v roce 1954 jako zjednodu²ený tok sov¥t-

ských ºeleznic. Pro tuto úlohu se krom¥ lineárního programování vyuºívá také teorie

graf·. Úloha o maximálním toku se zabývá p°edev²ím toky v sítích jako jsou vodovodní,

ºelezni£ní, komunika£ní a jiné. M¥jme sí´, de�novanou 𝑛 uzly (vrcholy) V a 𝑚 hranami

(oblouky) E. Máme dva speciální uzly, kde 1. uzel je zdroj (ozna£ován také písmenem

s z anglického slova source) a 𝑛-tý uzel je spot°ebi£ (ozna£ován také písmenem t z

anglického target). Kaºdá hrana má p°i°azenou kapacitu 𝑏𝑖,𝑗. Ozna£me 𝑥𝑖,𝑗 tok z 𝑖 do

𝑗. Úlohu m·ºeme zapsat

maximalizovat
∑︁
𝑖

𝑥𝑖,𝑛 −
∑︁
𝑗

𝑥𝑛,𝑗 (4.1)

za podmínek
∑︁
𝑖

𝑥𝑖,𝑘 −
∑︁
𝑗

𝑥𝑘,𝑗 = 0 𝑘 = 2, 3, ..., 𝑛− 1 (4.2)

𝑥𝑖,𝑗 ≤ 𝑏𝑖,𝑗 ∀ (𝑖, 𝑗) ∈ E (4.3)

𝑥𝑖,𝑗 ≥ 0 ∀ (𝑖, 𝑗) ∈ E (4.4)

kde (4.1) °íká, ºe chceme maximalizovat tok, který do 𝑛-tého uzle (spot°ebi£e) vtéká

mínus tok, který z 𝑛-tého zdroje vytéká. Podmínka (4.2) °íká, ºe mnoºství, které do

kaºdého uzlu (krom¥ zdroje a spot°ebi£e) vtéká, musí z uzlu také vytékat. Podmínka

(4.3) znamená, ºe tok mezi dv¥ma uzly nesmí p°esáhnout kapacitu 𝑏𝑖,𝑗.

V roce 1955 vytvo°ili Lester R. Ford, Jr. a Delbert R. Fulkerson první algoritmus

pro °e²ení úlohy nazvaný Ford-Fulkerson·v algoritmus. Algoritmus je sloºitosti 𝑂 (𝑚f),
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kde f je maximální tok v grafu. V publikacích je tento algoritmus uvád¥n nej£ast¥ji.

V roce 1972 uvedli Jack Edmonds a Richard Karp algoritmus, který je speciálním

p°ípadem Ford-Fulkersonova algoritmu, nazvaný Edmons-Karp·v algoritmus. Tento

algoritmus je sloºitosti 𝑂 (𝑛𝑚2). Nezávisle byl v roce 1970 uveden Dinic·v algoritmus

formulovaný Ye�mem Dinitzem, který má sloºitost 𝑂 (𝑛2𝑚). Viz [12]

Příklad 4.1. Vezmeme si p°íklad vodovodní sít¥ nazna£ený v následujícím schématu.

Vrchol ozna£ený písmenem s je vodní zdroj a vrchol ozna£ený t je kone£ný vodovodní

kohoutek. Ostatní o£íslované vrcholy zna£í spojnice potrubí. U hran, v na²em p°ípad¥

je to vodovodní potrubí, jsou zapsány kapacity 𝑏𝑖,𝑗. Tyto kapacity m·ºeme chápat jako

maximální tok v daném potrubí ur£eny nap°íklad pr·m¥rem potrubí.

Zapi²me si úlohu matematicky

maximalizovat𝑥4,𝑡 + 𝑥5,𝑡

za podmínek (𝑥𝑠,1 + 𝑥2,1 + 𝑥4,1) − (𝑥1,𝑠 + 𝑥1,2 + 𝑥1,4) = 0

(𝑥𝑠,2 + 𝑥1,2 + 𝑥5,2) − (𝑥2,𝑠 + 𝑥2,1 + 𝑥2,5) = 0

(𝑥𝑠,3 + 𝑥5,3) − (𝑥3,𝑠 + 𝑥3,5) = 0

(𝑥1,4 + 𝑥5,4 + 𝑥𝑡,4) − (𝑥4,1 + 𝑥4,5 + 𝑥4,𝑡) = 0

(𝑥2,5 + 𝑥3,5 + 𝑥4,5 + 𝑥𝑡,5) − (𝑥5,2 + 𝑥5,3 + 𝑥5,4 + 𝑥5,𝑡) = 0

𝑥𝑠,1 ≤ 10 𝑥1,𝑠 ≤ 10 𝑥𝑠,2 ≤ 5 𝑥2,𝑠 ≤ 5

𝑥𝑠,3 ≤ 7 𝑥3,𝑠 ≤ 7 𝑥1,2 ≤ 2 𝑥2,1 ≤ 2

𝑥1,4 ≤ 9 𝑥4,1 ≤ 9 𝑥2,3 ≤ 3 𝑥3,2 ≤ 3

𝑥3,5 ≤ 4 𝑥5,3 ≤ 4 𝑥4,5 ≤ 1 𝑥5,4 ≤ 1

𝑥4,𝑡 ≤ 4 𝑥𝑡,4 ≤ 4 𝑥5,𝑡 ≤ 5 𝑥𝑡,5 ≤ 5

𝑥𝑖,𝑗 ≥ 0 ∀ (𝑖, 𝑗) ∈ E
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Závěr

Tato práce je zam¥°ena na °e²ení dopravní a p°edev²ím distribu£ní úlohy. Uvedla jsem

postupy pro °e²ení dopravní úlohy a kaºdý postup jsem názorn¥ ukázala na konkrétních

p°íkladech. U distribu£ní úlohy jiº nebyl v literaturách uveden jednotný postup, jako

tomu bylo u dopravní úlohy. Snaºila jsem se tedy uvést postup, který je kompletní a

lehce pochopitelný. Za kaºdou uvedenou metodou jsem ji názorn¥ p°edvedla na °e²ení

konkrétního p°íkladu. Jak metody pro nalezení po£áte£ního °e²ení tak metodu pro

nalezení optimálního °e²ení jsem naprogramovala v matematickém softwaru Matlab.

Následn¥ jsem t¥mito programy vypo£ítala konkrétní p°íklad, abych ukázala jak p°íklad

zadat a jaký program dává výstup. V²echny metody i programy jsem ukázala na jednom

konkrétním p°íklad¥, abychom výsledky mohli srovnat. Díky p°íkladu nalezeném v [8]

jsem zformulovala nutnou podmínku pro existenci °e²ení. P°ed samotným °e²ením jsem

se také zabývala °e²itelností úlohy. Ukázala jsem p°evody mezi distribu£ní úlohou,

obecnou distribu£ní úlohou a dopravní úlohou. M·j cíl nastudovat a naprogramovat

postupy pro nalezení distribu£ní úlohy jsem splnila a navíc jsem se p°iu£ila novým

v¥cem i v jiných oblastech, p°edev²ím v programu Matlab.
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Přílohy

P°ílohy se skládají ze dvou £ástí. Jednou p°ílohou je CD se v²emi programy a druhou

výpisy zdrojových kód· funkcí pat°ících k jednotlivým metodám. Na CD i ve výpisech

jsou funkce uvedené na následujícím seznamu.

szr - metoda severozápadního rohu

mc - metoda minimální ceny

VAM - Vogelova aproxima£ní metoda

rovnice - p°idání dopl¬kových a pomocných prom¥nných

optimalni - výpo£et optimálního °e²ení

bazova - vytvo°ení bázové matice ve funkci optimalni

test_optima - testování optimality °e²ení ve funkci optimalni

prepocet - p°epo£et °e²ení (p°echod k nové bázi) ve funkci optimalni

rucnioptimalni - výpo£et optimálního °e²ení s vyuºitím struktury úlohy

usporadani - uspo°ádání °e²ení do uspo°ádaného °et¥zce ve funkci rucnioptimalni

testoptimality - testování optimality °e²ení ve funkci rucnioptimalni

prechod - p°epo£et °e²ení (p°echod k nové bázi) ve funkci rucnioptimalni

Na CD jsou navíc skripty, ve kterých je zadání °e²ených úloh.

priklad31 - zadání p°íkladu 3.2

priklad32 - zadání p°íkladu 3.3

priklad33 - zadání p°íkladu 3.4
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Metoda severozápadního rohu

f unc t i on [ x , na , nb , ha , hb]= s z r ( a , b , c , d )

%funkce vypo£ í tá po£áte£n í ° e ² e n í metodou severozápadního rohu

%vstup : a−vektor °ádkových omezení

% b−vektor s loupcových omezení

% c−matice cenových k o e f i c i e n t ·

% d−matice k o e f i c i e n t · výkonnost i

%výstup : x−matice ° e ² e n í

% na−upravený vektor °ádkových omezení a

% nb−uprevený vektor s loupcových omezení b

% ha−v e l i k o s t vektoru a

% hb−v e l i k o s t vektoru b

na=a ;

nb=b ;

ha=length ( a ) ;

hb=length (b ) ;

x=ze ro s (ha , hb ) ;

f o r i =1:1 : ha

f o r j =1:1 : hb

x ( i , j )=min ( na ( i ) , nb ( j )/d( i , j ) ) ; %výpo£et x ( i , j )

na ( i )=na ( i )−x ( i , j ) ; %p°epo£et a

nb( j )=nb( j )−(d( i , j )*x ( i , j ) ) ; %p°epo£et b

end

i f na ( i )~=0

i=i +1;

e l s e

j=j +1;

end

end
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Metoda minimální ceny

f unc t i on [ x , na , nb , ha , hb]=mc(a , b , c , d , var i anta )

%funkce vypo£ í tá po£áte£n í ° e ² e n í metodou minimální ceny

%vstup : a−vektor °ádkových omezení

% b−vektor s loupcových omezení

% c−matice cenových k o e f i c i e n t ·

% d−matice k o e f i c i e n t · výkonnost i

% var ianta −1: h l edán í minima cen c

% 0 : h l edán í minima z pod í l· c ( i , j )/d( i , j )

%výstup : x−matice ° e ² e n í

% na−upravený vektor °ádkových omezení a

% nb−uprevený vektor s loupcových omezení b

% ha−v e l i k o s t vektoru a

% hb−v e l i k o s t vektoru b

i f ( nargin <5)

var ianta =0;

end

na=a ;

nb=b ;

ha=length ( a ) ;

hb=length (b ) ;

x=ze ro s (ha , hb ) ;

I =(1:ha ) ;

J=(1:hb ) ;

i f va r i anta==1

nc=c ;

e l s e

nc=c . / d ;

end

whi le ((~ isempty ( I ))&&(~ isempty ( J ) ) )

f o r i =1:ha

i f i~=I

nc ( i , : )= i n f ;

end

end
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f o r j =1:hb

i f j~=J

nc ( : , j )= i n f ;

end

end

hJ=length ( J ) ;

hI=length ( I ) ;

[ h , rd ]=min ( ( nc ) ) ; %h ledán í minima

[ h , s l ]=min (min ( ( nc ) ) ) ;

i=rd ( s l ) ;

j=s l ;

x ( i , j )=min ( na ( i ) , nb ( j )/d( i , j ) ) ; %výpo£et x ( i , j )

na ( i )=na ( i )−x ( i , j ) ; %p°epo£et a

nb( j )=nb( j )−(d( i , j )*x ( i , j ) ) ; %p°epo£et b

i f na ( i )==0

m=f ind ( I==rd ( s l ) ) ;

I (m)= [ ] ;

e l s e

n=f i nd ( J==s l ) ;

J (n )= [ ] ;

end

end
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Vogelova aproximační metoda

f unc t i on [ x , na , nb , ha , hb]=VAM(a , b , c , d , var ianta , postup )

%funkce vypo£ í tá po£áte£n í ° e ² e n í jednou z var i ant

%Vogelovi aproxima£ní metody

%vstup : a−vektor °ádkových omezení

% b−vektor s loupcových omezení

% c−matice cen

% d−matice k o e f i c i e n t · výkonnost i

% var ianta −1: h l edán í minima cen c

% 0 : h l edán í minima z pod í l· c/d

% postup−1: výpo£et d i f e r e n c í pro s l oupce

% 0 : výpo£et d i f e r e n c í pro s l oupce i °ádky

% výstup : x−matice ° e ² e n í

% na−upravený vektor °ádkových omezení

% nb−upravený vektor s loupcových ° e ² e n í

% ha , hb−v e l i k o s t vektoru a , b

i f ( nargin <5)

var ianta =0;

end

i f ( nargin <6)

postup=0;

end

na=a ;

nb=b ;

ha=length ( a ) ;

hb=length (b ) ;

x=ze ro s (ha , hb ) ;

I =(1:ha ) ;

J=(1:hb ) ;

i f va r i anta==1 % zvo l e n í nc d l e var ianty

nc=c ;

e l s e

nc=c . / d ;

end

nc1=nc ;
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whi le ((~ isempty ( I ))&&(~ isempty ( J ) ) )

f o r i =1:ha

i f i~=I

nc ( i , : )= i n f ;

end

end

f o r j =1:hb

i f j~=J

nc ( : , j )= i n f ;

end

end

[ h1 , rd1 ]=min ( ( nc ) ) ; %výpo£et d i f e r e n c í pro s l oupce

f o r j =1:hb

nc ( rd1 ( j ) , j )= i n f ;

end

h2=min ( ( nc ) )

f o r j =1:hb

i f j==J (J==j )

nc ( rd1 ( j ) , j )=nc1 ( rd1 ( j ) , j ) ;

end

end

d s l=h2−h1 ;
i f postup==0 %prohledávání °ádk·

[ hr1 , s l 1 ]=min ( nc , [ ] , 2 ) ; %výpo£et d i f e r e n c e pro °ádky

f o r i =1:ha

nc ( i , s l 1 ( i ))= i n f ;

end

hr2=min ( nc , [ ] , 2 ) ;

f o r i =1:ha

nc ( i , s l 1 ( i ))=nc1 ( i , s l 1 ( i ) ) ;

end

drd=hr2−hr1 ;
d i f =[drd ' , d s l ] ;

maxdrs=max( d i f ) ;

indexd=f i nd ( d i f==maxdrs ) ;

indexdrd=indexd ( indexd<=ha ) ;

i ndexds l=indexd ( indexd>ha)−ha ;

[ minncrd , i r d ]=min ( hr1 ( indexdrd ) ) ;
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[ minncsl , i s l ]=min ( h1 ( indexds l ) ) ;

mnc=min ( [ minncrd , minncsl ] ) ;

i f mnc==minncrd %indexy i a j v VAM i s °ádky

i=indexdrd ( i r d ) ;

j=s l 1 ( i ) ;

e l s e i f mnc==minncsl

j=indexds l ( i s l ) ;

i=rd1 ( j ) ;

end

e l s e

mxdl=max( d s l ) ; %indexy i a j v VAM se s l o up c i

s l=f i nd ( d s l==mxdl ) ;

[mcd , i s l ]=min ( h1 ( s l ) ) ;

j=s l ( i s l ) ;

i=rd1 ( j ) ;

end

x ( i , j )=min ( na ( i ) , nb ( j )/d( i , j ) ) ; %výpo£et x ( i , j )

na ( i )=na ( i )−x ( i , j ) ;

nb ( j )=nb( j )−(d( i , j )*x ( i , j ) ) ;
i f na ( i )==0 %vynechání index·

m=f ind ( I==i ) ;

I (m)= [ ] ;

e l s e

n=f i nd ( J==j ) ;

J (n )= [ ] ;

end

end
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Přidání doplňkových a pomocných proměnných

f unc t i on [ x , c , d , iBx]= rovn i c e (x , c , d , na , nb , ha , hb)

%funkce p° idá dopl¬kové a pomocné prom¥nné

%vstup : x−matice ° e ² e n í

% c−matice cen

% d−matice k o e f i c i e n t · výkonnost i

% na−upravený vektor rádkových omezení a

% nb−upravený vektor s loupcových omezení b

% ha−v e l i k o s t vektoru a

% hb−v e l i k o s t vektoru b

%výstup : x−nová matice ° e ² e n í

% c−matice cen

% d−matice k o e f i c i e n t · výkonnost i

% iBx−matice ind iká to r· bázových prvk· x

x ( 1 : ha , hb+1)=0;

c ( 1 : ha , hb+1)=0;

d ( 1 : ha , hb+1)=1;

f o r i =1:ha %p° idán í dopl¬kových prom¥nných

i f na ( i )>0

x ( i , hb+1)=na ( i ) ;

end

end

f o r j =1:hb %p° idán í pomocných prom¥nných

i f nb ( j )>0

x ( ha+1, j )=nb( j ) ;

c ( ha+1, j )=1 i ;

d ( ha+1, j )=1;

end

end

[ hxa , hxb]= s i z e ( x ) ;

iBx=ze ro s ( hxa , hxb ) ;

iBx (x>0)=1;
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klx=x(x>0);

%pokud po£áte£n í ° e ² . j e degenerované p° idá se 1 bázový prvek

i f l ength ( k lx)<ha+hb

dx=0;

i =1;

whi l e ( dx==0)&&(i<=ha )

s l=f i nd (x ( i , : ) >0 ) ;

i f l ength ( s l )==1

rd=f i nd (x ( 1 : end , s l ) >0);

i f l ength ( rd)==1

f o r e=1:ha

s l 2=f i nd (x ( e , : ) >0 ) ;

i f ( l ength ( s l 2 )==1)&&( s l 2~=s l )

iBx ( e , s l )=1;

dx=1;

end

end

i f dx~=1

f o r e=1:hxb

rd2=f i nd (x ( 1 : end , e ) >0);

i f ( l ength ( rd2)==1)&&(rd2~=rd )

iBx ( rd , e )=1;

end

end

end

end

end

i=i +1;

end

end

74



Nalezení optimálního řešení

f unc t i on [ x]= opt imaln i ( iBx , x , c , d , ha , hb )

%funkce vypo£ í tá z po£áte£n ího ° e ² e n í opt imáln í ° e ² en í ,

%pokud e x i s t u j e

%vstup : iBx−matice ind iká to r· báových prvk· x

% x−matice po£áte£n ího ° e ² e n í

% c−matice cen

% d−matice k o e f i c i e n t · výkonnost i

% ha−v e l i k o s t vektoru a

% hb−v e l i k o s t vektoru b

%výstup : x−matice opt imáln ího ° e ² e n í

ms=−1;
n i =1;

[ hxa , hxb]= s i z e ( x ) ;

whi l e ( ( r e a l (ms)<0)&&(ni ==1)) | | ( imag (ms)<0)

[ c , d ,B, bc ]=bazova ( c , d , iBx , ha , hb ) ;

[ inB , p1 , q1 ,ms , n i ]= test_optima (B, bc , iBx , c , d , ha , hb ) ;

[ x , cena , iBx]=prepocet (B, inB , x , c , p1 , q1 , iBx , ha , hb ) ;

end

i f hxa>ha

i f x ( ha+1,:)== ze ro s (1 , hxb )

x ( ha+1 , : )= [ ] ;

end

end

i f n i==1

Celkova_cena=cena

f p r i n t f ( ' x j e opt imáln í ° e ² en í ' )

e l s e

f p r i n t f ( ' ° e ² e n í n e e x i s t u j e a x není opt imáln í ° e ² e n í úlohy ' )

end
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Vytvoření bázové matice

f unc t i on [ c , d ,B, bc ]=bazova ( c , d , iBx , ha , hb )

%funkce vytvo ° í bázovou mat i c i B a vektor cen bázových prvk·

% vstup : c−matice cen

% d−matice k o e f i c i e n t ·

% iBx−matice ind iká to r· bázových prvk· x

% ha , hb−v e l i k o s t i vektor· a , b

% výstup : c−matice cen

% d−matice k o e f i c i e n t ·

% B−bázová matice

% bc−vektor cen bázových prvk·

[ hxa , hxb]= s i z e ( iBx ) ;

l =1;

B=ze ro s ( ha+hb , l −1);

f o r i =1:1 : hxa

f o r j =1:1 : hxb

i f iBx ( i , j )>0

i f j==hb+1

B( i , l )=1;

bc ( l )=c ( i , j ) ;

e l s e

B( i , l )=1;

B( ha+j , l )=d( i , j ) ;

bc ( l )=c ( i , j ) ;

end

i f i==ha+1

B( 1 : ha+hb , l )=0;

B(ha+j , l )=d( i , j ) ;

end

l=l +1;

end

end

end
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Test optima

f unc t i on [ inB , p1 , q1 ,ms , n i ]= test_optima (B, bc , iBx , c , d , ha , hb)

%funkce o t e s tu j e , zda máme ° e ² e n í opt imáln í

% vstup : B−bázová matice

% bc−vektor bázových cen

% iBx−matice ind iká to r· bázových prvk· x

% c−matice cen

% d−matice k o e f i c i e n t · výkonnost i

% ha−v e l i k o s t vektoru a

% hb−v e l i k o s t vektoru b

%výstup : inB−bázový vektor v s t upu j í c í prom¥nné

% p1−°ádkový index v s t upu j í c í prom¥nné

% q1−s loupcový index v s t upu j í c í prom¥nné

% ms−minimální hodnota z s ( i , j )

% ni−i nd i ká t o r pomocných prom¥nných

hB=rank (B) ;

uv=bc/B; %výpo£et vektoru duá ln ích prom¥nných

u=uv ( 1 : ha ) ;

v=uv (ha+1:ha+hb ) ;

[ hxa , hxb]= s i z e ( iBx ) ;

f o r i =1:ha %výpo£et k o e f i c i e n t · s ( i , j )

f o r j =1:hb+1

i f iBx ( i , j )==0

i f j<hxb

s ( i , j )=c ( i , j )−u( i )−d( i , j )*v ( j ) ;
e l s e

s ( i , j )=c ( i , j )−u( i ) ;

end

end

end

end
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mi=min (min ( imag ( s ) ) ) ; %na l e z en í minima z s ( i , j )

n i=a l l ( a l l ( imag ( s )==0));

MS1=f i nd ( imag ( s)==mi ) ;

mr=min ( r e a l ( s (MS1 ) ) ) ;

ms=complex (mr , mi ) ;

[ p , q]= f i nd ( s==ms ) ; %ur£en í index· v s t upu j í c í prom¥nné

p1=p ( 1 ) ;

q1=q ( 1 ) ;

inB=ze ro s ( ha+hb , 1 ) ;

i f q1<=hb %bázový vektor v s t u pu j í c í prom¥nné

inB (p1 )=1;

inB (ha+q1)=d(p1 , q1 ) ;

e l s e

inB (p1 )=1;

end
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Přepočet řešení

f unc t i on [ x , cena , iBx]=prepocet (B, inB , x , c , p1 , q1 , iBx , ha , hb)

%funkce p° epo£ í t á ° e ² e n í x

% vstup :B−bázová matice

% inB−bázový vektor v s t upu j í c í prom¥nné

% x−matice ° e ² e n í

% c−matice cen

% p1−°ádkový index v s t upu j í c í prom¥nné

% q1−s loupcový index v s t upu j í c í prom¥nné

% iBx−matice ind iká to r· bázových prvk· v mat i c i x

% ha−v e l i k o s t vektoru a

% hb−v e l i k o s t vektoru b

% výstup : x−matice nového ° e ² e n í

% cena−ce lková cena náklad·

% iBx−matice ind iká to r· bázových prvk· v mat i c i x

out=B\inB ; %výpo£et vy s t upu j í c í prom¥nné

[ hxa , hxb]= s i z e ( iBx ) ;

l =1;

f o r i =1:hxa

f o r j =1:hxb

i f iBx ( i , j )==1

Bx( l )=x( i , j ) ; %vektor bázových prvk· x

indexBx ( l , 1 : 2 )= [ i ; j ] ;

l=l +1;

end

end

end

hout=length ( out ) ;

f o r l =1:hout

i f out ( l )>0

de l ( l )=Bx( l )/ out ( l ) ; %výpo£et hodnot de l t a

e l s e

de l ( l )=NaN;

end

end
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t=min ( de l ) ;

i r=f i nd ( de l==t , 1 , ' l a s t ' ) ;

vystup i=indexBx ( i r , 1 ) ;

vystupj=indexBx ( i r , 2 ) ;

f o r k=1:ha+hb

i=indexBx (k , 1 ) ;

j=indexBx (k , 2 ) ;

x ( i , j )=x ( i , j )−t*out (k ) ; %p°epo£et ° e ² e n í

end

x (p1 , q1)=t ;

iBx (p1 , q1 )=1;

iBx ( vystupi , vystupj )=0;

f o r i =1:hxa %výpo£et ce lkové ceny

f o r j =1:hxb

CENA( i , j )=x ( i , j )* c ( i , j ) ;
end

end

cena=sum(sum(CENA)) ;
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Výpočet optimálního řešení využitím struktury úlohy

f unc t i on [ x]= rucn iop t ima ln i ( iBx , x , c , d , ha , hb)

%funkce vypo£ í tá opt imáln í ° e ² en í , pokud e x i s t u j e

%vstup : iBx−matice ind iká to r· bázových prvk· x

% x−matice ° e ² e n í

% c−matice cen

% d−matice k o e f i c i e n t · výkonnost i

% ha−v e l i k o s t vektoru a

% hb−v e l i k o s t vektoru b

%výstup : x−matice opt imáln ího ° e ² e n í

ms=−1;
n i =1;

whi l e ( ( r e a l (ms)<0)&&(ni ==1)) | | ( imag (ms)<0)

[ rx , index , znak , inxokr ]=usporadani (x , iBx , ha , hb )

[ inB , p1 , q1 ,ms , n i ] = . . .

t e s t op t ima l i t y (x , index , znak , inxokr , c , d , ha , hb)

[ x , cena , iBx ] = . . .

prechod (x , c , d , inB , index , rx , znak , ha , hb , p1 , q1 , iBx , inxokr )

end

[ hxa , hxb]= s i z e ( x ) ;

i f hxa>ha

i f x ( ha+1,:)== ze ro s (1 , hxb )

x ( ha+1 , : )= [ ] ;

end

end

i f n i==1

Celkova_cena=cena

f p r i n t f ( ' x j e opt imáln í ° e ² en í ' )

e l s e

f p r i n t f ( ' ° e ² e n í n e e x i s t u j e a x není opt imáln í ° e ² e n í úlohy ' )

end
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Uspořádání řešení

f unc t i on [ rx , index , znak , inxokr ]=usporadani (x , iBx , ha , hb)

%funkce uspo°ádá ° e ² e n í

%vstup : x−matice ° e ² e n í x

% iBx−matice ind iká to r· bázových prvk·

% ha−v e l i k o s t vektoru a

% hb−v e l i k o s t vektoru b

%výstup : rx−vektor hodnot uspo°ádaného ° e ² e n í

% index−matice index· uspo°ádaného ° e ² e n í

% znak−vektor zp·sobu vynechání prvk· ° e ² e n í

% 1−s loupcov¥

% −1−°ádkov¥

% inxokr−matice index· prvk· z uzav°eného okruhu

[ hxa , hxb]= s i z e ( x ) ;

nx=x ;

niBx=iBx ;

rx = [ ] ;

inxokr = [ ] ;

k=1;

l =1;

i l =1;

w=1;

ind ikokr =0;

whi l e (w>0)

hrx=length ( rx ) ;

f o r i =1:ha %vynechání °ádkov¥

s l=f i nd ( niBx ( i , : ) >0 ) ;

i f l ength ( s l )==1

i f s l~=hb+1

index ( l , 1 : 2 )= [ i , s l ] ;

rx ( l )=nx ( i , s l ) ;

znak ( l )=−1;

l=l +1;
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i f i nd ikokr==1

inxokr ( i l , 1 : 2 )= [ i , s l ] ;

i l= i l +1;

end

nx ( i , s l )=0;

niBx ( i , s l )=0;

end

end

k=1;

k l = [ ] ;

end

f o r j =1:hb %vynechaní s loupcov¥

rd=f i nd ( niBx ( 1 : end , j ) >0);

i f l ength ( rd)==1

rd=f i nd ( niBx ( 1 : end , j )==1);

i f rd~=ha+1

index ( l , 1 : 2 )= [ rd , j ] ;

rx ( l )=nx ( rd , j ) ;

znak ( l )=1;

l=l +1;

i f i nd ikokr==1

inxokr ( i l , 1 : 2 )= [ rd , j ] ;

i l= i l +1;

end

nx ( rd , j )=0;

niBx ( rd , j )=0;

end

end

k=1;

k l = [ ] ;

end

nnx=niBx ( 1 : ha , 1 : hb ) ;

khrx=length ( rx ) ;

cn=nnx (nnx>0);

w=length ( cn ) ;
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i f w>0 %vynechání prvku z okruhu

i f hrx==khrx

ind ikokr =1;

[ rdo , s l o ]= f i nd (nnx>0 ,1 , ' f i r s t ' ) ;

rx ( l )=nx ( rdo , s l o ) ;

index ( l , 1 : 2 )= [ rdo , s l o ] ;

znak ( l )=1;

inxokr ( i l , 1 : 2 )= [ rdo , s l o ] ;

nx ( rdo , s l o )=0;

niBx ( rdo , s l o )=0;

i l= i l +1;

l=l +1;

end

end

end

i f hxb>hb %vynechání dopl¬kových prom¥nných

f o r i =1:ha

i f niBx ( i , hxb)>0

rx ( l )=nx ( i , hxb ) ;

index ( l , 1 : 2 )= [ i , hxb ] ;

znak ( l )=−1;

l=l +1;

end

end

end

i f hxa>ha %vynechání pomocných prom¥nných

f o r j =1:hb

i f niBx (hxa , j )>0

rx ( l )=nx (hxa , j ) ;

index ( l , 1 : 2 )= [ hxa , j ] ;

znak ( l )=1;

l=l +1;

end

end

end

i f i nd ikokr==0

inxokr=1;

end
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Test optimality

f unc t i on [ inB , p1 , q1 ,ms , n i ] = . . .

t e s t op t ima l i t y (x , index , znak , inxokr , c , d , ha , hb)

%funkce o t e s tu j e , zda j e ° e ² e n í opt imáln í

%vstup : x−matice ° e ² e n í

% index−matice index· uspo°ádaného ° e ² e n í

% znak−vektor zp·sobu vynechání prvk· ° e ² e n í

% 1−s loupcov¥ha , hb−hodnost vektoru a , b

% −1−°ádkov¥

% inxokr−matice index· prvk· z uzav°eného okruhu

% c−matice cen

% d−matice k o e f i c i e n t · výkonnost i

% ha−v e l i k o s t vektoru a

% hb−v e l i k o s t vektoru b

%Výstup−iBx−matice ind iká to r· bázových prvk·

% p1−°ádkový index v s t upu j í c í prom¥nné

% q1−s loupcový index v s t upu j í c í prom¥nné

% ms−minimum z s

% ni−i nd i ká t o r pomocných prom¥nných

[ hxa , hxb]= s i z e ( x ) ;

i x=index ;

[ hokr , h2]= s i z e ( inxokr ) ;

i f hokr>3 %výpo£et u a v pro okruh

f o r k=1: hokr

i=inxokr (k , 1 ) ;

j=inxokr (k , 2 ) ;

bcokr ( k)=c ( i , j ) ;

Bokr ( i , k )=1;

Bokr ( j+ha , k)=d( i , j ) ;

end

Bokr=Bokr ( any (Bokr , 2 ) , : )

kpul=f i x ( hokr / 2 ) ;

uvokr=bcokr /Bokr ;

i n i=inxokr ( 1 : end , 1 ) ;

i n j=inxokr ( 1 : end , 2 ) ;

u i=unique ( i n i ) ;
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uj=unique ( i n j ) ;

i o =[ui , u j ] ;

f o r k=1: hokr

i f k<=kpul

u( i o ( k))=uvokr (k ) ;

e l s e

v ( i o ( k))=uvokr (k ) ;

end

end

end

f o r k=ha+hb:−1:1 %výpo£et u a v

i=ix (k , 1 ) ;

j=ix (k , 2 ) ;

i f ( znak (k ) <0) | | ( j==hb+1)

i f j==hb+1

u( i )=0;

e l s e

u( i )=c ( i , j )−d( i , j )*v ( j ) ;
end

e l s e i f ( znak (k ) >0) | | ( i==ha+1)

i f i==ha+1

v ( j )=complex ( 0 , 1 ) ;

e l s e

v ( j )=(1/d( i , j ) )* ( c ( i , j )−u( i ) ) ;

end

end

end

s=ze ro s (ha , hxb ) ; %výpo£et s

p=0;

f o r i =1:ha

f o r j =1:hxb

f o r k=1:ha+hb

i f ( index (k,1)== i )&&(index (k,2)== j )

p=1;

k=ha+hxb ;

end

end
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i f p~=1

i f j~=hb+1

s ( i , j )=c ( i , j )−u( i )−d( i , j )*v ( j ) ;
e l s e

s ( i , j )=c ( i , j )−u( i ) ;

end

end

p=0;

end

end

%na l e z en i min z s a indexu v s t upu j i c i promenne

mi=min (min ( imag ( s ) ) ) ;

n i=a l l ( a l l ( imag ( s )==0));

MS1=f i nd ( imag ( s)==mi ) ;

mr=min ( r e a l ( s (MS1 ) ) ) ;

ms=complex (mr , mi ) ; %minimální hodnota z s ( i , j )

[ p , q]= f i nd ( s==ms ) ;

p1=p (1) %indexy v s t upu j í c í prom¥nné

q1=q (1)

inB=ze ro s ( ha+hb , 1 ) ;

i f q1<=hb

inB (p1 )=1;

inB (ha+q1)=d(p1 , q1 ) ;

e l s e

inB (p1 )=1;

end
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Přechod k nové bázi

f unc t i on [ x , cena , iBx ] = . . .

prechod (x , c , d , inB , index , rx , znak , ha , hb , p1 , q1 , iBx , inxokr )

%funkce p° epo£ í t á ° e ² e n í x

%vstup : x−matice ° e ² e n í

% c−matice cen

% d−matice k o e f i c i e n t · výkonnost i

% inB−vektor v s t u pu j í c í prom¥nné

% index−matice index· bázových prvk·

% rx−vektor hodnot uspo°ádaného ° e ² e n í

% znak−vektor udáva j í c í zp·sob vynechání prvk·

% ha−v e l i k o s t vektoru a

% hb−v e l i k o s t vektoru b

% p1−°ádkový index v s t upu j í c í prom¥nné

% q1−s loupcový index v s t upu j í c í prom¥nné

% iBx−matice ind iká to r· bázových prvk·

% inxokr−matice index· prvk· z uzav°eného okruhu

%výstup : x−matice nového ° e ² e n í

% cena−ce lková cena náklad·

% iBx−nová matice ind iká to r· bázových prvk·

[ hxa , hxb]= s i z e ( x ) ;

in=index ;

e=ze ro s ( ha+hb , 1 ) ;

hinx=length ( inxokr ) ;

f o r k=1:ha+hb %výpo£et vektoru vy s t upu j í c í prom¥nné e

i=in (k , 1 ) ;

j=in (k , 2 ) ;

i f ( hinx>1)&&( i==inxokr (1 ,1))&&( j==inxokr ( 1 , 2 ) )

ninB=inB ; %výpo£et pro okruh

pok=length ( inxokr ) ;

eB=ze ro s ( ha+hb , pok ) ;
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f o r k1=1:pok

i 1=inxokr ( k1 , 1 ) ;

j 1=inxokr ( k1 , 2 ) ;

eB( i1 , k1 )=1;

eB( j1+ha , k1)=d( i1 , j 1 ) ;

end

ee=eB\ninB ;

e (k)=ee ( 1 ) ;

e l s e i f znak (k)<0

e (k)=inB ( i ) ;

e l s e i f znak (k)>0

e (k)=inB ( j+ha )/d( i , j ) ;

end

i f ( i~=ha+1)&&( j~=hb+1) %p°epo£et inB

inB ( i )=inB ( i )−e (k )

end

i f ( i~=ha+1)&&( j~=hb+1)

inB ( j+ha)=inB ( j+ha)−d( i , j )* e (k )
end

end

de l=ze ro s ( ha+hb , 1 ) ;

f o r k=1:ha+hb %výpo£et de l t a

i f e ( k)>0

de l ( k)=rx (k )/ e (k ) ;

e l s e

de l ( k)=NaN;

end

end

hd=min ( de l ) ;

i r=f i nd ( de l==hd , 1 , ' l a s t ' ) ;

vystup i=in ( i r , 1 ) %vy s t upu j í c í prom¥nná

vystupj=in ( i r , 2 )

f o r k=1:ha+hb %p°epo£et ° e ² e n í

i=in (k , 1 ) ;

j=in (k , 2 ) ;

x ( i , j )=x ( i , j )−hd*e (k ) ;
end
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x (p1 , q1)=hd ;

iBx (p1 , q1 )=1;

iBx ( vystupi , vystupj )=0;

f o r i =1:hxa %ce lkové náklady

f o r j =1:hxb

CENA( i , j )=x ( i , j )* c ( i , j ) ;
end

end

cena=sum(sum(CENA) ) ;
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