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Uvod

Tématem mé diplomové prace je analyza dvourozmérnych hustot rozdé-
leni pravdépodobnosti, na které nahlizime jako na prvky Bayesova prostoru,
coz ndm umoznuje provedeni jejich ortogonéalniho rozkladu. Tento piistup na-
bizi nové moznosti analyzy hustot jako funkcionalnich dat nesoucich relativni
informaci.

Toto téma jsem si zvolila hned ze dvou duvodi. Ve své bakalarské préci
jsem se vénovala kompozi¢nim datim a jejich analyze, ktera praveé tzce sou-
visi s analyzou hustot. Kompozi¢ni data mizeme totiz povazovat za data
reprezentujici diskrétni rozdéleni pravdépodobnosti, a proto 1ze metodologii
pouzivanou pro kompozi¢ni data zobecnit pro hustoty, které popisuji spojité
pravdépodobnostni rozdéleni. Druhym diivodem bylo to, Ze jsem se uz se za-
kladni teorii Bayesovych prostori seznamila béhem své letni staze na Hum-
boldtové univerzité v Berliné v roce 2022, a tak jsem v této praci mohla
uplatnit své nové ziskané znalosti, dale je rozvijet a vyuzit je pii praci s re-

alnymi daty.



1. Hustoty rozdéleni pravdépodobnosti jako prvky
Bayesova prostoru

V prvni kapitole nejprve definujeme Bayestuv prostor, jehoz prvky jsou
hustoty rozdéleni pravdépodobnosti. Popiseme jeho nékteré vlastnosti a uké-
zeme si, jak muzeme hustoty takové, Zze druhé mocniny jejich logaritmi maji
konec¢ny integral, transformovat z Bayesova prostoru do prostoru reilnych
funkci. Tato transformace umoznuje jejich analyzu pomoci klasickych funk-
cionalnich statistickych metod. Nésledné se zamétrime na dva pfistupy k de-
finici marginalnich hustot a predstavime si tzv. aritmetické a geometrické
marginalni hustoty. Dale uvidime, ze kazdou hustotu lze rozlozit na dvé na-
vzajem ortogonélni ¢asti — nezavislou a interakéni. A nakonec se zamérime

na interakéni ¢ast hustoty, kterou lze intuitivné jesté déle rozlozit.

1.1. Bayestiv prostor

Bayesovy prostory [2, 4] poskytuji geometrickou reprezentaci pro hustoty
rozdéleni pravdépodobnosti, jejichz charakteristickou vlastnosti je invariance
na zménu méritka, coz znamena, ze mame-li ddn definiéni obor €2, pak kladné
funkce (hustoty) f(z) a g(x), x € €, jsou proporcionalni, jestlize nesou stej-
nou relativni informaci, tj. plati g(x) = cf(z) pro néjaké realné ¢islo ¢ > 0.
Tato vlastnost je pfimym diisledkem invariance odpovidajicich mér na zménu
méiitka.

Uvazujme libovolny méfitelny prostor (£2,.4), kde A je o-algebra na €,
a na ném definovanou o-kone¢nou kladnou realnou miru A (Lebesgueovu

miru), tzv. referenéni miru. Dale necht M () je mnozina vSech o-koneénych



kladnych realnych mér p na (€2, .A) takovych, ze
VAe A: u(A)=0 < XA) =0.
Nyni muzeme definovat relaci ekvivalence =5 na M(A) nasledovné
v e M(A): p=pv << Jece (0,400) VA A: v(A) =cu(A).

O téchto mirach fikdme, Ze jsou proporcionalni.

Bayesiuv prostor B(A) potom definujeme jako tzv. kvocientovy prostor
M(N)| =g, tedy prostor t¥id ekvivalence mér v M (A) vzhledem k relaci =3.

Jak jiz bylo naznaceno vyse, existuje vztah mezi mirami a hustotami.
Kazdé mife pn € M(\) muzeme piifadit hustotu f vzhledem ke zvolené refe-
ren¢ni mife A\, nebot plati vztah f = i—’;\ (Radonova—Nikodymova derivace).
Diky tomuto vztahu se miZzeme divat na Bayestiv prostor B(\) jako na pro-
stor tfid ekvivalence hustot mér v .M(A), a misto mér tak muzeme pracovat
primo s hustotami.

Ptestoze jsme dosud jako referen¢ni miru uvazovali pouze Lebesgueovu
miru A, v praxi si muzeme zvolit referenéni miru libovolné. Na jeji volbé vsak
zélezi, nebot urcuje vahy v definiénim oboru €2 [6]. Nékdy se jako referencni
mira voli pravdépodobnostni mira, tedy mira P takova, ze P(2) = 1. Obecné
plati, Ze pouzijeme-li referenc¢ni miru P, a néasledné miru cP, ¢ > 0, budou se
vysledky lisit pouze v méritku a nedojde ke zméné relativni informace. Re-
feren¢ni miru muzeme jednoduse zménit z A na libovolnou miru P s kladnou
hustotou p = % pomoci fetézového pravidla. Pro libovolnou miru p tedy

plati

[ dp [ dpdA [ dp1l
u(A) = Ad)\d)\_ Ad)\deP_ Ad/\de, Ae A
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Vzhledem k tomu, Ze v této praci nebudeme potiebovat vazeny defini¢ni obor
(tj. v8echny ¢asti definiéniho oboru budou mit stejnou vahu) ani pravdépo-
dobnostni miru, budeme pouzivat Lebesgueovu referen¢ni miru .

Definujme nyni dvé operace — perturbaci & a mocnéni ®. Necht f, g €

B(\) a a € R, pak

(f@g):[)’fg7 (an):Bfa7

kde misto rovnosti pouzivame ekvivalenci =g, protoze pravé strany vztaht
mohou byt libovolné preskalovany, aniz by doslo ke zméné relativni informace,
kterd bude obsazena ve vysledné hustoté.

(f ®9g) a (o ® f) jsou hustoty, které také nalezi do B(\), a trojice
(B()N), &, ®) tvori vektorovy prostor.

Dale predpokladejme, Ze A je kone¢na mira, a uvazujme podprostor B%(\)
prostoru B(A), jehoz prvky jsou hustoty, pro které plati, Ze druha mocnina

jejich logaritmu méa konec¢ny integral, tj.

B()\) = {f € B(\) ‘ /Q|1n(f)|2d)\ < +oo}.

Trojice (B*()\),®,®) tvoii vektorovy podprostor prostoru (B(\), ®,®),

na B%(\) mizeme definovat skalarni soucin

1 s s
<f79>32(>\) = m//ln% ln%d)\(s) dA(t),

a ziskame tak (separabilni) Hilberttv prostor (B%(\), (-, ) 82(/\)).

Pomoci skalarniho souc¢inu miizeme jesté dodefinovat normu a vzdalenost

[flls200 = \/Fs Fhs2eny: dgz(n (f59) = If © glls20n),
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kde f&g=f®[(—1) ® g] je perturba¢ni od¢itani hustot.
Hustoty vSak neanalyzujeme pifmo v Bayesové prostoru B2()), ale zob-
razime je do prostoru redlnych funkei, jejichz druhé mocniny maji koneény

integral, coz je
L*(\) = {F:Q—>R ] /F2d/\<—|—oo}.
Q

Za timto udelem definujeme zobrazeni clr: B*(\) — L%*(\), zndmé jako clr

(centrované logpodilové, anglicky centered logratio) transformace, nasledovné

Clr(f):lnf—ﬁ/lnfd/\.

Q

Clr transformaci hustoty f € B?()\) tedy ziskame funkci clr(f): Q@ — R,

pro kterou navic plati

/clr(f) d\ =0,

Q

a proto funkce clr(f) lezi v podprostoru

Lg(/\):{F:Q—ﬂR‘/de/\<+oo,/Fd>\:O}
Q Q

prostoru L?()), kterému v kontextu Bayesovych prostorti fikame clr prostor.
Clr transformace je izomorfismus [2] — bijektivni zobrazeni, které zacho-
vavé viechny vlastnosti prostoru B%(\). Napiiklad vime, 7e clr transformace

je linearni, tj. pro viechny f,g € B*(\) a a € R plati

cle(f @ g) = cle(f) + clr(g), clr(a® f) = a-cle(f).

Transformované hustoty muzeme také snadno zobrazit z prostoru L3(\)
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zpét do B?(\) pomoci inverzni clr transformace, tj.

f=cli ' (F) =g exp{F} € B*(\), F =clr(f) € L3(\).

1.2. Aritmetické a geometrické marginalni hustoty

V této kapitole si ukdzeme dvé rtzné definice margindlnich hustot. Za-
méfime se sice pouze na dvourozmérné hustoty, nicméné vse lze zobecnit
i pro ptipad vicerozmérnych hustot [2} 4].

V piipadé dvourozmérnych hustot plati, ze defini¢ni obor 2 je kartézskym
souc¢inem defini¢nich oboru Qx a 2y. Referen¢ni mira A je pak soucinové
mira. Uvazujeme tedy dva méfitelné prostory (2x,Ax) a (2y, Ay) s ko-
necnymi kladnymi redlnymi mirami Ax a Ay, jejich souc¢inem pak ziskame

méfitelny prostor (€2,.4) s mirou A, kde
Q:QXXQy, A:AXxAy, )\:)\XX)\y.

Na prostorech (Q,A), (Qx,Ax), (Qy, Ay) miuZzeme definovat Bayesovy
prostory B(\), B(Ax), B(\y) a jejich podprostory B2(\), B*(\x), B*(\y)
stejnym zplisobem jako vyse (kapitola. Stejné budeme postupovat i v pii-
padé odpovidajicich clr prostort L?()\), L*(Ax), L*(\y) a jejich podprostorii
L3(N), Li(Ax), Li(Ay).

Prostory B?(Ax), B?(\y) miZeme jednoduse vnofit do B(\). Libovolnou
miru py € B?(\x) zobrazime na soucinovou miru py X Ay a analogicky
py € B*(\y) zobrazime na Ax X py, ziskdme tak podprostory B%(\) a B%(\)
prostoru B2(\). Pro hustoty f € B%(\) a g € B ()\) pak plati vztahy

fZBfX'L gzgl‘gy,

12



kde fx € B*(\x), gv € B*(\y) a 1 je neutralni prvek odpovidajictho Baye-
sova prostoru.

Lze dokézat [2], Ze prostory B%(\) a B (\) jsou ortogonalni, coZ je vlast-
nost dilezitd pro ortogonalni rozklad dvourozmérné hustoty, jak uvidime
pozdéji.

Nyni se jiz zaméfime na definice marginalnich hustot. Nejprve definujeme

clr marginalni hustoty

1

i [ Dy

Qy

:m/lnf(xyd)\y //lnfxydAXd)\y

Qy

1
AX(QX>d/lﬂdf)@%y)dAX::

1
= o (O] /hlf(.il? y)dAx — //hlfl" y) dAx dAy,

Qx QX Qy

Clr(fX,g) (SL’) =

cle(frg)(y) =

kdexEQXayEQy.

Vsimneme si, ze plati

/ﬁmwwﬁrﬂ,/mMMwaﬂ

Qx Qy

a tedy clr(fx,) € LE(A\x) a clr(fy,) € LE(\y).
Prostory LZ(Ax) a L%(\y) mizeme opét jednoduse vnorit do prostoru

L%()\) tak, 7e je zobrazime na

L2 ()) = {F e L2(\) ] IFy € L2(\x) Y(z,y) € Q: Fla,y) = FX(a:)}

13



Ly () = {F € Li) |3Fy € Li0w) ¥(ay) € Q: Fla,y) = Fr(y)}

coz jsou podprostory prostoru L(\).
Pomoci clr marginalnich hustot dale definujeme geometrické marginalni
hustoty fx, a fy,, jako prvky B*(Ax) a B*(\y) a zaroven B%()\) a BZ(\),

co? jsou podprostory prostoru B%()), tedy

fxo(,y) = fxo(x) =p exp{cl(fxg)(x)} =5 exp m / In f(z,y)dAy ¢,

Qy

Fra(@,y) = fra(y) =5 exp {dr(fr) (4)} =5 exp m / I f(z,y) dAx § .

Qx

kde z € Qx ay € Qy.

Takto definované geometrické marginalni hustoty muzeme interpretovat
jako ortogonalni projekce hustoty f € B*(\) na B%()), respektive na B3 ()).
Analogické tvrzeni platii pro clr marginalni hustoty, které jsou ortogonalnimi
projekcemi clr(f) € L§(A) na Lg x(X), respektive na L§y-(A).

V zavéru této kapitoly si jesté pripomeneme definici marginalnich hustot

znamou ze zakladniho kurzu pravdépodobnosti, tj.
Fra) = [ Fen v, ralo) = [ fog) die
Qy QX

tyto hustoty v kontextu Bayesovych prostori nazyvame aritmetické margi-
nalni hustoty. Ty se obecné lisi od téch geometrickych, nebot aritmetické
marginalni hustoty jsou obsazeny v téch geometrickych, které obsahuji i jed-

norozmérnou informaci ze zavislostni struktury mnohorozmérné hustoty [4].
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1.3. Ortogonalni rozklad dvourozmérné hustoty

Pomoci vyse definovanych geometrickych marginalnich hustot definujeme
nezavislou ¢ast hustoty jako prvni slozku ortogonalniho rozkladu dvouroz-
mérné hustoty, druhou slozku tohoto rozkladu pak bude tvorit interakéni
¢ast hustoty [2), 4].

Nejprve definujeme tzv. nezavisly prostor

BLa() = {f € BXO) |3fx € BY(N) 3fy € BEO) < f = fx & fy |

Nezévisla ¢ast hustoty f € B?()) je pak prvkem pravé definovaného prostoru

B2 4()\) a plati pro ni

fina(@,y) = fxg(2) & fry(y) =5 fxg(2) - frg(y),

kde (z,y) € Q = Qx xQy. Z tohoto zapisu je ziejmé, Ze nezavisla ¢ast hustoty
je perturbaci jejich geometrickych margindlnich hustot v Bayesové prostoru,
coz odpovidé i intuitivni interpretaci z pohledu teorie pravdépodobnosti. Ne-
zavisly prostor B2 () je tedy soucinovy prostor prostorit B2(Ax) a B*(\y),
a také plati

Bia(A) = Bx(\) @ By (M.

Dale lze dokézat |2, 4], Ze pro libovolnou hustotu f € B*(\) je nezavisla ¢ast
fina jeji ortogonalni projekei na B2 ().
Nyni definujeme i druhou slozku ortogonalniho rozkladu, a to interakéni

¢ast hustoty, vyuzijeme pii tom nezavislou ¢ast a geometrické marginalni

15



hustoty, tedy

f(x,y)
fX,g(w) . fY,g(y) ’

fint(may) = f(x,y) © find(xay) =B

kde (z,y) € 2 = Qx x Qy.
Podobné jako jsme definovali nezavisly prostor, miizeme definovat i inter-

akeéni prostor

BN = {f € BN | ¥g € BLa(N) : (£ 9)geqr) = 0}

ktery je ortogonalnim doplitkem prostoru BZ ().

Stejné jako pro nezavislou ¢éast hustoty, pro jeji interakéni ¢ast plati, ze
fins je ortogonélni projekei hustoty f z B#(\) na B2, (\).

Na zékladé vySe uvedenych vztahu tedy muzeme libovolnou hustotu f €

B2(\) rozlozit nasledovné

f = find ) fint = fX,g ) fY,g P fint'

Uvedme jesté nékolik tvrzeni, které plati pro kazdou hustotu f € B?(\)
2], 4.

e Pythagorova véta:

1120 = I fimallzzcy + N fintllB2 ey =

= | fxallBzony + 1 fvigllBzy + el B2
e Geometrické margindlni hustoty interakéni ¢asti fi,; jsou

fint,X,g =B 1 a fint,Y,g =B 1.

16



e Pokud f = fx - fy € B*(\), kde fx € B*(\x) a fy € B*()\y), pak

fxg =8 fx a fvy =5 fr. Také

fe Biznd()‘) & [=Bfx¢Pfvg & [fin=5Ll

e Necht g =5 gx - gv € B2y, gx € B*(\x), gv € B*(\y) a uvazujeme
h=f®g, feB*\). Potom

hing = fina © g, hint = fint
a geometrické marginalni hustoty jsou
hxg=85fxg 9x a hyy=5frg- gy

Ortogonalni rozklad lze provést i v clr prostoru L3()), kde

clr(fina) = clr(fxy) +clr(fyy) a  clr(fin) = clr(f) — clr(fxy) — clr(fyy).

Zustava v platnosti také napiiklad Pythagorova véta, tedy

el (/)72 = llelr(fina) 7200 + el (fine) 720

= Hdr(fx,g)H%m) + Hdr(fY,g)H%Q(A) + HClr(fint)H%m)'

Na zavér se jesté kratce vratime k aritmetickym marginalnim hustotam.
Jestlize f € B2y, tj. f = fx - fv, [x € B*(Mx), fy € B*(\y), potom jeji
aritmetické a geometrické marginalni hustoty splyvaji, coz znamena, ze

fX,g =B fX:fX,a a fY,g =B fY:fY,a-

17



1.4. Rozklad interakéni ¢asti hustoty

V této kapitole se podivame, jak bychom dale mohli rozlozit interakéni
¢ast hustoty fin, € B2, (M) tim, ze provedeme jeji singularni rozklad.
Nejprve definujeme jadrové funkce v clr prostoru pro referencéni miru A =

Ax X Ay néasledovné

ki(w1, 20) = )\Y(le) /Ch"(fint)(xlay) clr( fine) (22, y) dAv (y),
ba(01.) = gy | i) 0) el ) ) Do)
Qx

Jedna se vlastné o kovarian¢ni funkce, které udavaji zavislost mezi dvojicemi
bodt definiéniho oboru Qx, respektive €2y. Navic lze ukazat, Ze jejich inte-
graly jsou nulové, nebot clr marginalni hustoty interakéni ¢asti hustoty jsou

také nulové, protoze fint x,g =81, fintyy =51, In1=0a

/ Cr(fun) (2, ) Dy () = 0. / el (fu) (2, ) dAx () = 0,

Qy QX

pak tedy plati

/kl(ml,xQ) dAx(z) =

1
— /m/clr(ﬁm)(xhy) clr(fine) (22, y) Ay (y) dAx (z1) =
Ox Gy
1
= W) /clr(fint)(ivmy) /clr(fim)(xl,y) dhx (1) | Dy (y) =0,

Qy X

18



/k’l({El,LEQ) dAx(zg) =

Qx

1
:Q/ AY(QY>Q/ clr(fine) (21, y) elr(fine) (22, ) dAv () dAx(@2) =

1
- m/clr(ﬁm)(xl,y) /clr(fint)(xg,y) dAx(x2) | dAy(y) =0

Qy X

a analogicky pro ks (y1, y2).
Proto pro libovolnou vlastni funkei ¢ jadrové funkce k; odpovidajici vlast-

nimu ¢islu v, tj.

/ ka2, 8) () dAx(t) = vo(a),

Qx

plati, Ze ¢ € L3(Ax). Podobné pro libovolnou vlastni funkei ¢ jadrové funkce
ko plati, Ze v € L3(\y).

Déle podle [3] existuji nerostouci posloupnost kladnych vlastnich &isel
{~i} jadrovych funkei k; a ks, ortonormalni posloupnost {¢;}, ¢; € L3(Ax)
vlastnich funkci funkce k; a ortonormalni posloupnost {5}, ¥; € L3(\y)

vlastnich funkci funkce ko takové, ze pro z1, 9, x € Qx, y1, 42,y € Qy plati

Fi(n,@a) = Y yipilan)@ilwa),

=1

k ylayZ Z%@bz n %@2)

Ch‘ fmt x y 271/2 7
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a navic viechny vyse uvedené fady konverguji ve smyslu L? normy.
Posledn{ vztah lze vyjadiit také piimo v prostoru B?()\) (v jeho podpro-

storu B2, (\)) jako

Fu(z,y) = P 7" © exp {pi()i()} -
=1

Funkce ¢; a 1; bychom chtéli pouzit k podrobnéjsimu zkoumani struk-
tury zavislosti. Podobné jako v jinych metodéch redukce dimenze hodnoty ~;
urcuji dilezitost jednotlivych komponent (vlastnich funkci) ¢; a 1;, pomoci
tzv. scree plotu mizeme zvolit vhodny pocet komponent pro dalsi analyzu

a vytvorit pomoci nich dobrou aproximaci zkoumané interakéni ¢asti hustoty

fint-
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2. Metody analyzy dvourozmeérnych hustot

Tato kapitola bude vénovana metoddm analyzy dvourozmérnych hustot.
Hustoty analyzujeme jako funkcionalni data, kterd jsou nekone¢né dimenze,
a proto cilem zde pfedstavenych metod je redukce dimenze hustot, kterd
umoznuje prehlednéjsi vizualizaci dat a snadnéjsi interpretaci vysledki jejich
analyzy. Asi nejznaméjsi metodou redukce dimenze je metoda hlavnich kom-
ponent, a pravé té se zde budeme vénovat. Nejprve si predstavime simplexo-
vou funkcionalni metodu hlavnich komponent (anglicky simplical functional
principal component analysis, SFPCA) pro jednorozmérné hustoty, poté si
ukazeme jeji mnohorozmeérnou verzi, ktera slouzi k analyze mnohorozmeérnych
funkcionalnich kompozic (tedy ,,vektoru“, jejichz slozky jsou jednorozmérné
hustoty), a nakonec se podivame, jak 1ze metodu hlavnich komponent pouzit

k analyze dvourozmérnych hustot.

2.1. SFPCA

Zacnéme tedy s jednorozmérnou SFPCA, coz je upravena verze funkcio-
nalni metody hlavnich komponent (anglicky functional principal component
analysis, FPCA) vhodnéa pro analyzu hustot, tj. dat nesoucich relativni infor-
maci (FPCA nezohlediuje invarianci na zménu méfitka a relativni méfitko)
[5].

Necht Xi,...,Xx je nahodny vybér jednorozmérnych hustot v B2(\)
(dale jen B?), coz je v tomto piipadé Bayestv prostor na intervalu I s refe-
ren¢ni mirou A. Tento vybér budeme centrovat, tj. pro<=1,..., N ziskime
X, =X;©X, kde X = % ® @f\il X; je vybérovy prumér (pramérnéa hus-

tota). Nyni budeme hledat sméry nejvétsi variability v prostoru B2, tedy
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hlavni komponenty {(;};<1, ¢; € B?, které maximalizuji vyraz

N
1 :
v Y (Xi,()f zapodminek [[¢lp =1 a ((,G)p =0, k<,
=1

kde podminka ortogonality (¢, (x)gz =0, k < j ma smysl pouze pro j > 2.

Plati, Ze j-t4 komponenta (; je FeSenim rovnice

V(= ©,

kde «; je vlastni ¢islo odpovidajici vlastni funkci ¢; vybérového kovarianéniho

operatoru V: B* — B2, ktery hustoté f € B? piifazuje hustotu

N
1
V= y oD e o X

Vlastni ¢isla 7; a vlastni funkce (; vak nebudeme hledat pfimo v prostoru
B2, ale vyuZzijeme clr transformaci a preneseme tento problém do prostoru

L2()\) (dale opét jen L2). Maximalizujeme tedy vyraz

%é(dr(&), clr(€)) 7

za podminek |lclr(C)|lz =1 a (clr(C),clr(Ce))rz =0, k <.

Hledame tedy funkei v = clr(¢) € L, tj. v € L?, [,vd\ =0, ktera maxima-
lizuje vyraz

L

N Z<CIT(XZ')7V>2L§ za podminek |lvflpz=1 a ()2 =0, k<j,

=1

podminka ortogonality (v, vx)z =0, k < j ma opét smysl pouze pro j > 2.
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Resenim jsou v tomto piipadé vlastni funkce {;};>1 vybérového kova-
rian¢niho operatoru Vi, : L — L2 transformovaného nahodného vybéru
clr(Xy), ..., clr(Xy) takového, ze pro F' € L2 je

N

1
VarF = > (ele(X;), F) gz - cle(X;).

=1

V prostoru L3 miizeme také pouZit ekvivalentni zapis operdtoru Vi,

VaeF = [0, 0F @) o) = [ o, 0F () at,

I

kde v: I x I — R je vybérova kovarian¢ni funkce
| XN
v(s,t) = N chr(Xi)(s) cr(X;)(t), s, tel.

i=1

VyteSenim rovnice

Var & = 75 &5,

kde v; > 0 je vlastni ¢islo odpovidajici vlastni funkei §;, ziskdme tak j-tou

funkcionalni hlavni komponentu §; a dopocitame skory
Rij = <Ch"(Xi),fj>Lg, 1=1,...,N.

Plati také, ze vlastni ¢isla vy, v, . .. operatoru Vg, jsou stejné jako vlastni

Cisla operatoru V. Stejné jako u klasické (mnohorozmérné) metody hlavnich

komponent podil g{/ - udavé, kolik z celkové variability je vysvétleno pomoci
J

J-té komponenty &;, resp. (j.

Hledané hlavni komponenty v B? pak ziskdme pomoci inverzni clr trans-
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formace, tj.

(=l (&) =g exp(&), 1> 1,

které jsou urceny jednoznacné az na mocnéni ¢isly 41, a skory vypocteme
jako
Zij:<Xi7Cj>[527 Zzl,,N,jzl 2,

?

Snadno navic ukézeme, Ze skory v B? jsou totozné jako skory v L2, nebot

(Clr(X), €)1 = / lr(X,)(2) & (z) do = / (X, () clr((;) () dr =

= /(111X,-(x) - ﬁ/lnXi(t) dt)(ln@»(x) - ﬁ/lngj(t) dt)dx =
:/lnXi(:U) In¢;(z)dx — ﬁ/lnXi(x) dx/lngj(t) dt —
1 1
—Wl/lngj(x)dx/ln)(i(t)dt +Wl/ln§j(t)dt/lnXi(t)dt:
= /lnXi(m) In(;(x)dz — ﬁ/ln){i(x) dx/lngj(x) dz,

kde A(I) je délka intervalu I,
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e sl [ () () -

_ / [lnXi(s) —lnXZ-(t)] [mgj(s) —1n<j(t)} dsdt =

:/lnXi(x) In ¢;(x) dx—ﬁ/lnXi(x) dx/lngj(x)dx,

tj. oba skalarni sou¢iny dokédzeme upravit do stejného tvaru, a proto jsou si

rovny.

2.2. Mnohorozmérna SFPCA

Jak uz bylo zminéno vySe, mnohorozmérna SFPCA se vyuZziva pii ana-
lyze mnohorozmérnych funkcionalnich kompozic, to jsou K-dimenzionélni
vektory (kompozice), jejichZ prvky jsou jednorozmérné hustoty, tedy prvky
Bayesova prostoru B2 na intervalu I s referenéni mirou A. MiiZe to byt napii-
klad kompozice, jejiz prvky jsou (jednorozmérné) marginalni hustoty néjaké
mnohorozmérné hustoty [1].

Mnohorozmérné funkcionalni kompozice f = (fi,..., fx), fi € B i =
1,..., K mizeme povazovat za prvky prostoru [B?|X = B? x --. x B2, ktery
je separabilnim Hilbertovym prostorem, jestlize na ném pro f,g € [B?]¥

a a € R definujeme néasledujici operace:
o perturbaci £ &g = (fi @ g1...., fxc © gic)

e mocnéni a® f=(a® fi1,...,a® fx),

e skalarni soucin (f, g)p2jx = S i gi)se-
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Uvazujeme ndhodny vybér mnohorozmérnych funkcionalnich kompozic
X1,..., Xy, pfedpokladame, ze je centrovany (kazdy vybér lze vzdy centro-
vat), a hledame hlavni sméry jeho variability, tedy {¢;},>1, ¢; € [B*]*, které

maximalizuji funkcionél
| N
N Z X, €y
zZa podminek HCH[B2}K =1 a <C7Ck>[82}K =0, k < 7,

kde podminka ortogonality (¢, C)s2x = 0, k < j ma smysl pouze pro j > 2.
Hlavni komponenty ¢;, 7 = 1,2, ... nalezneme jako vlastni funkce vybé-

rového kovarianéniho operatoru V: [B2X — [B2]X takového, Ze

N
1
=¥ @ X, Fszc © X; pro f € [B*F.
Tento operator ma N — 1 nenulovych vlastnich ¢isel, v > -+ > yy_1 [,
ktera udavaji miru variability ve smérech komponent ¢;,...,{n_1-

Pri vypoctu vlastni ¢isel a funkei budeme postupovat podobné jako u jed-

norozmérné SFPCA | pouzijeme tedy clr transformaci. V tomto piipadé

clr(f) = (cle(f;)) € [L3]*, pro f = (f;) € B~

Pro transformovany vybér clr(X;),...,clr(Xy) pak hleddme mnohoroz-
mérné funkcionélni hlavni komponenty &;,...,&y_; € [L2]¥ odpovidajici
nenulovym vlastnim ¢islim a skory

K

2V = (el (X3), e = Y {elr(Xan), i) 2,

k=1
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i=1,...,N, j=1,...,N—1.
Ziskané komponenty pak transformujeme zpét do prostoru B pomoci

inverzni clr transformace (definované opét po slozkach), tj.

¢ = clrfl(fj) = (™' (&), .. et N (€)Y, G=1,...,N—1,

a vypocteme skory

N

z V= (X, ¢y = Z Xk, Gik) 2

k=1

i=1,...,N, j=1,...,N—1.
Opét zde plati, 7ze skory v [B?]% jsou totozné jako skory v [L3]%
Mnohorozmérnou SFPCA budeme aplikovat na geometrické marginalni

hustoty dvourozmérnych hustot, tj. X; € [B?)%.

2.3. FPCA pro dvourozmeérné hustoty

Dosud jsme vzdy uvazovali pouze jednorozmérné hustoty, nyni se vSak
zameéfime na ty dvourozmérné, piredstavime si funkcionélni metodu hlavnich
komponent pro dvourozmérna funkcionéalni data [7] a aplikujeme ji na clr
transformace dvourozmérnych hustot.

M¢jme nadhodny vybér dvourozmérnych funkei F Ty--- ,ﬁ’ v € L? definova-
nych na kompaktni mnoziné Q = Qx x Qy C R2 Tento vybér centrujeme
aproi=1,...,N dostaneme F, = [, — F, kde F = % SV | F. Déle definu-
jeme vybérovou kovarianéni funkci

K(z1,y1522,y2) = Fi(w1,y1) Fi(w2,12),  (21,51), (72,12) € Q

||Mz
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a predpokladame, ze tato funkce je spojita na 2 x € a jeji druhé mocniny
maji kone¢ny integral.

Uvazujeme funkci ¢(z,y) na Q takovou, ze [|9* = [, ¢*(x,y)dxdy =
1. Projekce Fi(x,y) na ¢(x,y) oznacime z; = [, Fi(z,y) ¢(x,y) dedy, i =

1,..., N, a jejich vybérovy rozptyl muzeme spocitat jako
//Cb(-’ﬂb y1) K (21,915 T2, y2) ¢(w2, y2) dzy dyr dos dys.
Q Q

Prvni hlavni komponentu hledame jako funkci ¢, kterd maximalizuje

tento rozptyl, tj.

o1 = argmax//qﬁ(xl,yl)K(xl,yl;xQ,yg)qb(xQ,yg) day dy; dao dys.
#:ll¢ll=1
Q Q

Dalsi komponenty ziskame podobnym zptsobem, musi pro né vSak navic

platit

/gbj(x,y) or(z,y)dedy =0 pro j # k.
Q
Tyto hlavni komponenty miizeme jednoduse ziskat pomoci singularniho
rozkladu kovariancni funkce K(z1,y1;22,¥2) jako ortonorméalni posloupnost
funkei {¢;},>1, k niz existuje nerostouci posloupnost kladnych ¢isel {x;};>1

takova, ze

/K($17y1;9€2,y2) ¢j($2>y2) dzoydy, = Ry ¢j($1,yl)
Q
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K(l‘hyl%x%m) = Zl{] ¢j($17yl) gbj(x%y?)a

kde posloupnosti {x;};>1 a {¢;};>1 jsou vlastni ¢isla a vlastni funkce kovari-
ancni funkce K (z1,y1;T2,92).

Skory pak uréime jako projekce funkei F; na jednotlivé hlavni komponenty

¢ja t.]

zﬁD:/E(m,y)gbj(x,y)d:de, i=1,...,N, j=1,2....
Q

Méme-li ndhodny vybér dvourozmérnych hustot Xi,..., Xy € B?()\)
(A = Ax X Ay), pak staci polozit F; = clr(X;), ¢ = 1,..., N a pouzit vyse
popsany postup.

Integral kovarianéni funkce K (x1, y1; 2, y2) je v pripadé clr hustot nulovy,

nebot

//K Xy, y17x273/2) day dy; dog dys =
// ZCII‘ ) (@1, y1) clr(Xi) (22, y2) doy dys daa dys =

N
1
= Z /Clr )1, y1) doq dyy /clr(Xi)(:z:Q,yZ) dzodys | =0,

=1 0

tedy K € L na Q x Q. Proto vlastni funkee ¢;,7 = 1,2,... maji také nulovy
integrél, tj. ¢; € L3 na Q.
V této praci budeme pomoci dvourozmérné FPCA analyzovat nezavislé

a interakéni ¢asti hustot.

29



3. Zpracovani realnych dat

Nyni si ukdzeme, jak 1ze vySe popsané metody aplikovat na konkrétni
soubor dat. Predstavime si data vybrana k analyze, pouzijeme je k vytvoreni
dvourozmérnych hustot, a ty pak budeme rozkladat a analyzovat. VSechny

kédy v R, které byly k analyze dat pouzity, jsou nahrany na GitHubﬂ

3.1. Popis datového souboru a jeho tuprava

Analyzovana data se tykaji leta vypravenych v roce 2013 ze tii newyor-

skych letist:
e Newark Liberty International Airport (EWR),
e John F. Kennedy International Airport (JFK),
e LaGuardia Airport (LGA)

a jsou volné k dispozici v balicku nycflights13 v softwaru R.

Budou nas zajimat nasledujici informace:

e zpozdéni pii odletu z New Yorku a pii priletu do cilové destinace (hod-

noty v intervalech [—43,1301] a [—86, 1272] minut),
e mésic, ve kterém let probéhl (leden az prosinec 2013),

e vzdalenost mezi newyorskym letistém a cilovou destinaci (hodnoty v in-
tervalu [80,4983] mil) — pro zjednoduseni si vytvorime ¢tyii vzdale-
nostni kategorie: 0-500, 501-1000, 1001-2000, 2001+ mil (jen pro pied-

stavu: 1 mile je ptiblizné 1.6093 kilometri),

e nazev letisté, ze kterého byl let vypraven (letisté EWR, JFK, LGA).

"https://github.com/adelaczolkova/Analyzaletu

30


https://github.com/adelaczolkova/AnalyzaLetu

V zavislosti na mésici, vzdalenostni kategorii a letisti si lety rozdélime
do 144 skupin. Ve skutec¢nosti vSak budeme pracovat pouze se 132 skupinami,
nebot z letisté LaGuardia nebyly v zadném mésici vypraveny lety ve ¢tvrté
vzdalenosti kategorii (2001-+ mil), tj. 144 — 12 = 132.

Vzhledem k tomu, Ze kdyby zde bylo zobrazeno 132 grafi, byla by tato
prace velmi nepfehledné, vybereme jen grafy pro nékolik skupin, na které se

zde podivame. Vybranymi skupinami jsou odlety z letist:

e Newark v tinoru do destinaci ve 4. vzdalenostni kategorii (EWR, tnor,

vzalenost 4),

e LaGuardia v tnoru do destinaci v 1. vzdéalenostni kategorii (LGA, tanor,

vzdélenost 1),

e LaGuardia v bfeznu do destinaci ve 3. vzdalenostni kategorii (LGA,

bfezen, vzdalenost 3),

e Newark v dubnu do destinaci v 1. vzdalenostni kategorii (EWR, duben,

vzdalenost 1),

e JFK v cervnu do destinaci v 1. vzdalenostni kategorii (JFK, ¢erven,

vzdalenost 1),

e LaGuardia v Cervenci do destinaci ve 3. vzdélenostni kategorii (LGA,

Cervenec, vzdalenost 3),

e JFK v srpnu do destinaci ve 2. vzdalenostni kategorii (JFK, srpen,

vzdalenost 2),

e Newark v zafi do destinaci ve 2. vzdalenostni kategorii (EWR, zafi,

vzéadlenost 2),
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e JFK v fijnu do destinaci v 1. vzdalenostni kategorii (JFK, fijen, vzda-

lenost 1).

Zobrazime-li si zpozdéni pii odletu a priletu v jednotlivych skupinéch, uvi-
dime, Ze v datech je méalo velmi opozdénych letii (n&kolikahodinové zpozdéni
pii odletu/piiletu), a také Ze mezi zpozdénimi je vysoka korelace (obrazek

).

EWR, unor, vzdalenost 4 LGA, unor, vzdalenost 1 LGA, biezen, vzdalenost 3
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Obrazek 1: Vsechna zpozdéni ve vybranych skupinéch.

Abychom mohli s daty lépe pracovat, vynechame lety se zpozdénim pii od-
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letu nebo priletu vétsim nez 300 minut (tj. 5 hodin). Dalsi apravou, kterou
provedeme, je logaritmizace zpozdéni. Abychom ji vSak mohli provést, mu-
sime nejprve jesté vynechat lety se zapornym a nulovym zpozdénim (diivéjsi
a vCasné odlety/prilety, kterych v datech piilis§ mnoho neni). Na obrazku
muzeme vidét skoky mezi zlogaritmovanymi hodnotami malych zpozdéni,

které ptsobi ponékud nepfirozené a béhem odhadu hustot by mohly zptisobit

problémy. Vynechame proto jesté lety se zpozdénim mensim nez pét minut.
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Obrézek 2: Zlogaritmovana zpozdéni v intervalu 1 az 300 minut.
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Logaritmus se zakladem pét pouzijeme proto, aby hodnoty zlogaritmo-
vaného zpozdéni zac¢inaly jednickou (mohli bychom samoziejmé zvolit loga-
ritmus s jakymkoli jinym zakladem), vysledné zlogaritmovana zpozdéni, se
kterymi budeme déle pracovat, tedy budou v intervalu [1,3.54] a vidime je

na obréazku Bl
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Obrazek 3: Zlogaritmovana zpozdéni v intervalu 5 az 300 minut.

MiiZzeme si v8imnout, ze se po¢ty pozorovanych zpozdéni v jednotlivych

zobrazenych skupinach lisi. Také vidime, Ze se zpozdéni béhem letu miize
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zménit, v nasSem piipadé to je dobfe vidét u mensich zpozdéni, protoze
jsme hodnoty zlogaritmovali. Obecné ale miizeme Fict, Ze mezi zpozdénimi je
kladna korelace, tj. ¢im vétsi zpozdéni pri odletu, tim vétsi zpozdéni pii pii-

letu.

3.2. Vytvoreni (odhad) hustot a jejich clr transformace

Jakmile mame data upravena, mizeme se pustit do odhadu dvourozmér-
nych hustot pravdépodobnosti pro zpozdéni pii odletu a priletu v jednot-
livych skupinach (132 skupin). Pouzijeme k tomu jadrovy odhad hustoty
s Gaussovskym jadrem (normalni rozdéleni).

Oznaéime-li x1, . . ., x,, nase data o zpozdéni jednotlivych leti (ve zvolené
skuping), kde x; = (1, x)", xa je zpozdéni pii odletu a x;, pii priletu,

i=1,...,n. Odhad hustoty f pro zpozdéni x = (x1,x2)" pak ziskdme jako

-3 Rl = R (1)

kde matice H > 0 fadu 2 je vyhlazovaci parametr, pro jednoduchost budeme
predpokladat, ze se jedna od diagonalni matici s hodnotami hx,hy > 0
na hlavni diagonéle, potom determinant [H| = hyhy. K je (nezdporna)
jadrova funkce, v naSem pripadé hustota dvourozmérného normovaného nor-

malniho rozdéleni, tj.

proto

1
271'\/ hxhy

efé(xfxi)’H_l(xfxi)

K (H*I/Z(x —x;)) =
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V softwaru R lze pro vypocet jadrového odhadu hustoty pouzit funkci

bkde2D () z balicku KernSmooth. Tato funkce mé nékolik parametri:

e x — datova matice, ktera ma dva sloupce (zpozdéni pii odletu a pifi pri-

letu),

e bandwidth — dvouslozkovy vektor vyhlazovacich parametri hx, hy, tzv.
sitka okna pro kazdou souradnicovou osu (zpozdéni pii odletu/piiletu),

jeho volbé se budeme vénovat nize,

e gridsize — vektor poctli bodi mfizky pro kazdou souradnicovou osu
(zvolime miizku 40x40, tj. na kazdé ose bude rovnomérné rozmisténo

40 bodu, ve kterych budou spocitany odhady hustoty),

e range.x — seznam obsahujici dva dvouslozkové vektory, které urcuji
minimalni a maximéalni hodnotu bodi mftizky na kazdé soufadnicové

ose (obé zpozdéni jsou v intervalu [1,3.54)),

e truncate — logicky parametr, pokud je jeho hodnota TRUE, pak jsou
data mimo rozsah range.x ignorovana (v naSem piipadé pracujeme
pouze z daty, ktera jsou v pozadovaném rozsahu, tudiz zadna nebudou

vynechéna).

K volbé parametru bandwidth vyuzijeme v R funkci bw.nrd (), ktera op-

timalni hodnotu parametru h pro zvolenou soufadnicovou osu urcuje jako

465\ M/° IQR\ _,
= —_— ~ . . 1 F - /5
h < ™ > 1.06 - min (U, 134) n’7,

kde ¢ je odhad smérodatné odchylky na dané ose a n je pocet pozorovanych
hodnot (viz vyse). Hodnotu h tedy pocitame zvlast pro zpozdéni pii odletu

(hx) a pri priletu (hy).
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Hustoty jsou sice spojité funkce, pomoci funkce bkde2D () vSak dostaneme
pouze jejich hodnoty na zvolené mrizce, takze déle budeme pracovat pouze
s témito hodnotami — diskretizovanymi hustotami (obrazek . Kdybychom
chtéli pracovat se spojitymi odhady hustot, mohli bychom je reprezentovat

pomoci splajni, tém se vSak zde vénovat nebudeme.

EWR, unor, vzdalenost 4 LGA, anor, vzdalenost 1 LGA, bfezen, vzdalenost 3

0.6
05
04
0.3
0.2
0.1
0.0

EWR, duben, vzdalenost 1 JFK, ¢erven, vzdalenost 1 LGA, cervenec, vzdalenost 3

0.7
0.6
0.5
0.4
03
0.2
0.1
0.0

JFK, srpen, vzdalenost 2 EWR, zafi, vzdalenost 2 JFK, fijen, vzdalenost 1

Obrazek 4: Diskretizované hustoty pro zlogaritmovana zpozdéni v intervalu
5-300 minut ve vybranych skupinach.

Na obrazku [] jsou zobrazeny diskretizované hustoty pro vybrané skupiny

leti. Na vodorovnych osach jsou zpozdéni pii odletu a pri priletu, na svislé
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ose jsou hodnoty odhadovanych hustot, hodnoty na osach rostou ve sméru
Sipek a jejich rozsahy jsou pro vSechny skupiny stejné, naopak barevné skély
jsou pro jednotlivé skupiny ruzné (toto bude platit i pro dalsi podobné grafy).

Na prvni pohled si mizeme vSimnout, Ze se jednotlivé hustoty mezi sebou
korelaci mezi zpozdénimi. Vidime také napriklad podobnost mezi hustotami
pro lety do destinaci v 1. vzdalenostni kategorii, které jsou oproti ostatnim
Spicatéjsi. Naopak asi nejméné Spicaté je hustota pro lety z letisté Newark
v tnoru do destinaci ve 4. vzdalenostni kategorii, coz by mohlo znamenat
rovnomérnéjsi rozdéleni zpozdéni lett v této skupiné, avsak miize to byt
také dusledek malého poc¢tu pozorovéani, ktera v této skupiné mame. Dale se
podivejme tfeba na hustotu pro lety z letisté JFK v fijnu do destinaci v 1.
vzdalenostni kategorii, kterd mé na rozdil od ostatnich dva vrcholy, dalo by
se tedy Tict, ze v této skupiné se nejcastéji vyskytuji dva typy leti — budto
lety s malym (nékolikaminutovym) zpozdénim pii odletu i priletu, nebo lety
s velkym (vice nez hodinovym) zpozdénim pii odletu i pfiletu, a toto zpozdéni
se béhem letu vyrazné nezmeéni.

Diskretizované hustoty bychom dale chtéli transformovat z Bayesova pro-
storu B? do prostoru L pomoci clr transformace uvedené v kapitole ,
kterou prizpusobime tomu, Ze pracujeme s diskretizovanymi hustotami (viz
nize). Pred provedenim transformace se v8ak musime jesté zaméfit na sa-
motné odhadnuté hodnoty hustot v bodech mrizky, protoze nékteré tyto
hodnoty jsou velmi blizké nule (fadu 107'¢ a niZ§tho), pravdépodobné se
ve skutecnosti jedna o nuly, které nejsou nulami kvili zaokrouhlovani béhem
vypoctl, a mezi témito hodnotami a dalsimi skute¢né nenulovymi hodno-
tami hustot (fadu 1072 a vy&siho) je skok, ktery by dale ovlivnil podobu clr

hustot (obrézek. Musime se proto zamyslet, jak zdanlivé nenulové hodnoty
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upravit, aby nemély vyrazny vliv na podobu clr hustot.

EWR, unor, vzdalenost 4 LGA, anor, vzdalenost 1 LGA, biezen, vzdalenost 3

EWR, duben, vzdalenost 1 JFK, €erven, vzdalenost 1 LGA, ¢ervenec, vzdalenost 3

-20

-30

e

JFK, srpen, vzdalenost 2 EWR, zaf¥i, vzdalenost 2 JFK, Fijen, vzdalenost 1

Obrazek 5: Diskretizované clr hustoty bez dalSich aprav pro zlogaritmovana
zpozdéni v intervalu 5-300 minut ve vybranych skupinéch.

Heuristickou metodou jsme se rozhodli vyfesit tento problém tak, Ze
pro kazdou ze 132 hustot spoc¢itdme priumér 20 jejich nejmensich hodnot
vétsich nez 10713 a hodnoty hustoty mensi neZ tento vypocteny primér na-
hradime pravé timto primeérem.

Nyni uz mizeme bez obav provést clr transformaci, oznac¢ime-li hodnoty
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hustot v bodech mfizky f;k, 7, k=1,2,...,40, potom

40 40
N N 1 N ‘
Ch'(fjk) :lnfjk— m;;hlfrs, j,]{): 1,...,40,

a ziskame tak diskretizované clr hustoty, které budeme dale analyzovat.

EWR, unor, vzdalenost 4

LGA, anor, vzdalenost 1

LGA, bfezen, vzdalenost 3

5 & A b ©N

EWR, duben, vzdalenost 1 JFK, ¢erven, vzdalenost 1 LGA, cervenec, vzdalenost 3

JFK, srpen, vzdalenost 2 EWR, zafi, vzdalenost 2 JFK, Fijen, vzdalenost 1

b & b b O N

Obrazek 6: Diskretizované clr hustoty po nahrazeni zdanlivé nenulovych hod-
not.

Na obrazku [6] vidime, Ze po nahrazeni zdanlivé nenulovych hodnot zmizel

vyrazny skok mezi hodnotami clr hustot, ktery jsme pozorovali na obrazku
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bl Také si vSimneme, Ze vSechny clr hustoty jsou si na prvni pohled velmi
podobné, a to i presto, Ze nékteré puvodni (netransformované) hustoty se
od sebe vyrazné lisily (obrazek . I v zde vsak muzeme stale dobfe vidét, ze

mezi zpozdénimi je kladna korelace.

3.3. Ortogonalni rozklad a rozklad interakéni hustoty

Jesté nez pristoupime k samotnym rozkladim dvourozmérnych hustot,
podivame se podrobnéji na jednotlivé typy marginélnich hustot popsané v ka-
pitole [1.2| a ukdzeme si, ze se aritmetické a geometrické marginalni hustoty
(prvky Bayesovych prostori) skutecné lisi.

Nejprve vypocitame clr marginalni hustoty jednotlivych clr hustot, pro dis-

kretizované hustoty mame

40

~ 1 ~ )
r(fxg) = 35 > elr(fr), j=1,...,40,
k=1
. 1 L .
e frgn) = 45 D elr(fr), k=1,....40,
j=1

kde X pouzivame pro zpozdéni pti odletu a Y pro zpozdéni pii priletu, jak
uz bylo naznaceno v kapitole
Odhad geometrickych marginilnich hustot v Bayesové prostoru B? zis-

kédme jako

40

fxg5 = eXP{Ch‘(fX,g,j)}/Z h-exp{clr(fxg1)}, J=1,...,40,
=1

R R 10 R

gk = exp{clr(fy’gvk)}/ Z h-exp{clr(fyg1)}, k=1,...,40,
=1

kde h je vzdalenost mezi body mfizky (na obou osach stejna).
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Aritmetické marginalni hustoty odhadneme s pomoci jadrové funkce, zde
se bude jednat o hustotu jednorozmérného normovaného normalniho rozdé-

leni, tj.

M)

T

2, xeR,

1
K(z) = 7€

potom odhad jednorozmeérné hustoty pro zpozdéni x (pii odletu, nebo piiletu)

Fo = -t =n =333 (152,

=1

kde h > 0 je vyhlazovaci parametr. Za z;, i = 1,...,n, dosazujeme bud
zpozdéni pii odletu x;1, nebo zpozdéni pii piiletu ;2 (viz znaceni v kapitole
. V R pro odhad vyuzijeme funkci bkde () z balicku KernSmooth, kteréa
pracuje podobné jako jiz diive popsana funkce bkde2D (), a k odhadu vyhla-
zovaciho parametru h pouzijeme opét funkei bw.nrd (). Stejné jako v pripadé

dvourozmérnych hustot ziskame diskretizované hustoty
° .]?Xﬂ’j, 7 =1,...,40 pro zpozdéni pii odletu,
° fYﬂ,k, k=1,...,40 pro zpozdéni pii priletu.

I tyto odhady aritmetickych marginalnich hustot miizeme transformovat

pomoci clr transformace, tedy

40
~ N 1 R ‘
Clr(fX,a,j) =In fX,a,j - 4_0 ;ln fX,a,h J= 17 ce 7407
. . 1 Qo
Clr(fY,a,k) =In fY,a,k - 4_0 ; In fY,a,l: k= 1, o ,40

Odhadnuté diskretizované aritmetické i geometrické marginalni hustoty

si zobrazime spolu s jejich clr transformacemi; z obrazku [7] a[§ je zfejmé, Ze
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jsou tyto dva typy marginalnich hustot opravdu odlisné a lisi se i jejich clr
hustoty. Obecné lze Fict, ze aritmetické marginalni maji tézsi chvosty, zatimco

ty geometrické jsou Spic¢atéjsi, a navic u nich mizeme vidét vyraznéjsi rozdily

ve vyskach jednotlivych hustot, po clr transformaci je uz vsak nepozorujeme.

aritmetické marg. hustoty clr(aritmetické marg. hustoty)
T ™ [} 5
© > |
o "y o
7 w
< 5 -
S <
o 2 4
o [
w
< i
T T T T T T L T T T T T - -
10 15 20 25 30 35 10 15 20 25 30 35 == EWR, inor, vzdalenost 4
e | GA, Unor, vzdalenost 1
Soax e s LGA, bfezen, vzdalenost 3
I I I I i ’
og(zpozdéni pfi odletu) log(zpozdéni pfi odletu) EWR, duben vzdalenost 1
JFK, ¢erven, vzdalenost 1
LGA, gervenec, vzdalenost 3
geometrické marg. hustoty clr(geometrické marg. hustoty) @ JFK, srpen, vzdalenost 2
e EWR, zafi, vzdalenost 2
e JFK, fijen, vzdalenost 1

log(zpozdéni pfi odletu) log(zpozdéni pfi odletu)

Obréazek 7: Aritmetické a geometrické marginalni hustoty a jejich clr trans-
formace pro zpozdéni pii odletu pro vybrané skupiny leti.

Lze také porovnat aritmetické a geometrické marginalni hustoty pro kon-
krétni skupinu lett. Napiiklad si vSimnéme (obrazek @, Ze aritmetickd mar-
ginalni hustota zpozdéni pti odletu pro lety z letisté JFK v fijnu do destinaci
v 1. vzdalenostni kategorii (fialova) je mirné zvlnéna, to se projevi i po clr
transformaci, i kdyz ne prilis vyrazné. Podivame-li se na odpovidajici geome-
trickou marginalni hustotu, zadné zvinéni u ni nepozorujeme. Tento efekt je
pak vidét i u zpozdéni pii priletu, avSak zde neni tak vyrazny (obrazek .
Opacna situace nastala u leti z letisté Newark v zari do destinaci ve 2. vzda-
lenostni kategorii (tmavé modré), zde pozorujeme zvInéni u geometrické mar-

ginélni hustoty pro zpozdéni pii odletu a nikoliv u té aritmetické (obrazek
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E[), u zpozdéni pii priletu ale uz nic takového nepozorujeme (obrazek .

aritmetické marg. hustoty clr(aritmetické marg. hustoty)

EWR, unor, vzdalenost 4
LGA, unor, vzdalenost 1
LGA, bfezen, vzdalenost 3
EWR, duben, vzdalenost 1
JFK, ¢erven, vzdalenost 1
LGA, &ervenec, vzdalenost 3
JFK, srpen, vzdalenost 2
EWR, zafi, vzdalenost 2
JFK, fijen, vzdalenost 1

log(zpoZdéni pfi pfiletu) log(zpozdéni pfi pfiletu)

geometrické marg. hustoty clr(geometrické marg. hustoty)

log(zpozdéni pfi pfiletu) log(zpozdéni pfi pfiletu)

Obrazek 8: Aritmetické a geometrické marginalni hustoty a jejich clr trans-
formace pro zpozdéni pri pfiletu pro vybrané skupiny lett.

Nyni uz se zaméfime na ortogonalni rozklad odhadnutych dvourozmér-
nych hustot. Vegkeré vypocty budeme provadét v clr prostoru L2, budeme
tedy pracovat s clr hustotami, a i kdyz zde a v nasledujicich kapitolach této
prace budeme hovorit o hustotach, budeme mit na mysli jejich clr transfor-
mace, pokud nebude uvedeno jinak.

Nezavislou ¢ast hustoty uré¢ime jako soucet clr marginélnich hustot a in-
terakéni Cést jako rozdil puvodni clr hustoty a jeji nezéavislé ¢asti, jak bylo

popsano v kapitole (1.3 Pro diskretizované hustoty provedeme vypocty takto:

Clr(ﬁnd,jk) = Ch‘(]?X,g,j) + Clr(fY,g,k)?

Clr(fint,jk) = Ch"(]/c;‘k) - le(find,jk) = Ch"(fjk) - le(fx,g,j) - Clr(fY,g,k)»

kde j, k= 1,...,40.
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Obé slozky rozkladu si opét zobrazime pro vybrané skupiny letti. Na ob-
razku |§| vidime nezavislé ¢asti hustot (clr(ﬁnd)); stejné jako u clr hustot (ob-

razek @ jsou si tyto také velmi podobné, avsak pri bliz§im pohledu na né

jsme schopni mezi nimi najit urcité rozdily.

EWR, unor, vzdalenost 4 LGA, unor, vzdalenost 1 LGA, biezen, vzdalenost 3

2 4 4
0 2 2
P 2 P o ¢
) 2 2 2
5 -4 5
4 -4
@, 6 °o 6 -6
-8 8 -8
-10 -10
EWR, duben, vzdalenost 1 JFK, éerven, vzdalenost 1 LGA, cervenec, vzdalenost 3
2 2
0 0 0
2 2
@ @ -2 2
o\ o\
o) S o) 4 “
-6 -6
-10 -8 -8

JFK, srpen, vzdalenost 2 EWR, zafi, vzdalenost 2 JFK, fijen, vzdalenost 1

M

o & b O
M
\S

S & b b © N
b & A b ON &

Obrazek 9: Diskretizované nezavislé ¢éasti hustot vybranych skupin letu.

Je také dobie vidét, Ze nezavislé ¢asti hustot jsou slozeny z clr (geome-
trickych) marginalnich hustot pro jednotliva zpozdéni. Napiiklad u hustoty
pro lety z letisté Newark v zafi do destinaci ve 2. vzdalenostni kategorii
si mizeme vSimnout, Ze se zde projevilo zvlnéni pozorované u geometrické
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marginalni hustoty pro zpozdéni pii odletu (obréazek E[)
Obrazek je pak vénovan interakénim castem hustot (clr(ﬁm)), i ty maji

ve vSech zobrazenych skupinach podobnou strukturu.

EWR, unor, vzdalenost 4 LGA, unor, vzdalenost 1 LGA, biezen, vzdalenost 3

EWR, duben, vzdalenost 1 JFK, éerven, vzdalenost 1 LGA, cervenec, vzdalenost 3

JFK, srpen, vzdalenost 2 EWR, zafi, vzdalenost 2 JFK, fijen, vzdalenost 1

Obrazek 10: Diskretizované interakéni ¢asti hustot vybranych skupin lett.

7 jednotlivych grafii mizeme snadno vycist, ze existuje velkd zavislost
mezi velkymi zpozdénimi, tzn. je-li let vyznamné opozdén jiz pii odletu, po-
tom lze o¢ekavat velké zpozdéni i pfi priletu do cilové destinace (viz velké hod-
noty interakénich ¢asti hustot). Zavislost pozorujeme také mezi malymi zpoz-
dénimi, tj. je-li let vypraven ptiblizné v planovaném c¢ase, nebyva ani na pii-
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letu hodné opozdén. U letu z letisté Newark v zari do destinaci ve 2. vzdé-
lenostni kategorii mizeme zaznamenat malou odlisnost od ostatnich zobra-
zenych skupin — je-li zpozdéni pii odletu v fadu nékolika minut (pfiblizné
20-30 minut), pak se da ocekavat, Ze se toto zpozdéni béhem letu nezvysi,
nebo se dokonce snizi.

Dale provedeme singularni rozklad interakéni hustoty, jemuz byla veé-
novana kapitola [I.4] Pro diskretizované interak¢ni hustoty vypada rozklad

takto:

-~

Clr(fint,jk) = ZV;/Q@i,j¢i,k7 j7 k= ]-a s 740
i=1
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Obréazek 11: Prvnich deset singularnich hodnot rozkladu interakénich ¢asti
hustot pro vybrané skupiny leti.
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Podivame-li se na singularni hodnoty rozkladu hustot pro jednotlivé sku-
piny, vidime, Ze prvni singularni hodnota je vzdy vyrazné vyssi nez ostatni
hodnoty (obrazek , to znamena, ze pomoci prvnich komponent rozkladu

miuzeme ziskat dobrou aproximaci interakéni ¢asti hustoty, tj.

Clr(ﬁnt,jk) ~ 711/2g01,j¢1,k7 ju k - ]-7 s 740

Na obrazku [I2] vidime, Ze aproximace interak¢nich ¢asti hustot jsou sku-

teéné velmi podobné pavodnim interakénim hustotam (obréazek .

EWR, unor, vzdalenost 4 LGA, unor, vzdalenost 1 LGA, brezen, vzdalenost 3

EWR, duben, vzdalenost 1 JFK, ¢erven, vzdalenost 1 LGA, cervenec, vzdalenost 3
8
6
4
2
0
-2
-4
-6

JFK, srpen, vzdalenost 2 EWR, zafi, vzdalenost 2 JFK, fijen, vzdalenost 1
8
6
4
3 2
k) 0
)

-2
-4
-6

Obrazek 12: Aproximace interak¢énich ¢asti hustot pomoci prvnich kompo-
nent jejich singularnich rozkladi.
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Miizeme si také zobrazit jednotlivé prvni komponenty (¢1,17). Na ob-
razku [13| vidime prvni komponenty odpovidajici zlogaritmovanému zpozdéni
pii odletu, na obrazku [I4] pak ty odpovidajici zlogaritmovanému zpozdéni
pri priletu. Opét je mozné vidét, ze komponenty jsou si velmi podobné.
U zpozdéni pii odletu si nejvyraznéjsi odlisnosti mizeme vSimnout u leti
z letisté Newark v zari do destinaci ve 2. vzdélenostni kategorii, u zpozdéni

pri priletu vSak takovou odlisnost nepozorujeme.

EWR, unor, vzdalenost 4 LGA, unor, vzdalenost 1 LGA, biezen, vzdalenost 3
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o
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Obrazek 13: Prvni komponenty singularnich rozkladu interakénich ¢asti hus-
tot odpovidajici zlogaritmovanému zpozdéni pii odletu.
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Obrazek 14: Prvni komponenty singularnich rozkladi interakénich ¢asti hus-
tot odpovidajici zlogaritmovanému zpozdéni pii priletu.

3.4. MoZnosti analyzy nezavislych casti hustot

N2 2

V této kapitole se zaméfime na nezavislé ¢asti hustot (jejich clr trans-
formace), které jsou souctem clr (geometrickych) marginalnich hustot. Na-
sim cilem bude porovnat FPCA popsanou v kapitole a dvourozmeérnou
SFPCA z kapitoly [2.2] zaméfime se hlavné na porovnani skort, které ziskame
témito dvéma pristupy.

Zatneme s FPCA, kterou aplikujeme na nezavislé ¢asti (diskretizovanych)
hustot. Pro kazdou skupinu leti si vytvotrime fadkovy vektor hodnot nezavislé

¢asti hustoty v bodech zvolené mrizky 40x40, tj.

fs = <Clr(.]/ci\nd,1,1); Ch‘(fmd,m), cee 7C1r(ﬁnd,40,40)) )

S
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kde s =1,2...,132 oznacuje jednotlivé skupiny leti. Vektory }S pak budou
tvorit fadky matice Finq typu 132 x 1600.
Hlavni komponenty budeme stejné jako v kapitole[2.3|znacit ¢, 1 = 1,2. ..,

a jejich hodnoty v bodech miizky budeme zapisovat do sloupcovych vektori

¢, = (f11, P21, - - - ,¢4o,4o);-, g=12 ...,

které pak budou tvorit sloupce matice ®. Jsme vSak schopni najit pouze 132
hlavnich komponent, nebot mame 132 skupin leti (pozorovani), to ale vitbec
nevadi, protoze nas budou zajimat jen skory odpovidajici prvnim dvéma
komponentam.

Jelikoz je u metody hlavnich komponent zvykem pracovat s centrova-
nymi daty, budeme centrovat i nase hustoty, tj. pro kazdy sloupec matice
f‘ind spocitame aritmeticky primeér hodnot v ném, ten pak od téchto hodnot
odec¢teme a vyslednou matici oznac¢ime Fj.q.

Hlavni komponenty a skory ziskdme pomoci singularniho rozkladu ma-
tice Fing, tj. Fina = UinaDina Vi,q, kde matice Ujnq, Ving maji ortonormalni
sloupce, Ujyqg je Tadu 132, Vg je typu 1600 x 132 a Dj,q je diagonalni matice
radu 132, na jejiz hlavni diagonale se nachézeji singularni hodnoty. Ve sloup-
cich matice Vi,q jsou hodnoty hlavnich komponent v bodech mfizky, proto

tedy plati ® = V4. Skéry jednotlivych nezavislych ¢asti hustot nalezneme

SPY P : _ 4 BD _ (,BD BD _
v fadcich matice Zing = UjnaDina, tzn. Tadek 277 = (277, 25132)5 S =
1,...,132; v fadcich matice Uj,q jsou pak normované skory.

V kapitole [2| sice FPCA a dvourozmérnd SFPCA ptsobily docela odlisné,
nicméné jejich praktické pouziti pro diskretizované hustoty je velmi podobné,
postup se lisi v podstaté jen tim, jak vypadaji vyse uvedené matice. Clr

marginalni hustoty (clr transformace geometrickych marginalnich hustot) si
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pro kazdou skupinu leti zapiSeme do dvou fadkovych vektori

Fox = (cr(fxgn)s-- o cli(fxga))ss s5=1,...,132,

Foy = (r(Frgn)s. o cli(frga))ss s=1,...,132,

tyto vektory pak slozime do jednoho, tj. (}S < }ay), a ty pak budou tvorit
radky matice F ¢ typu 132 x 80. Stejné jako u nezévislych ¢asti hustot budeme

centrovat, a ziskdme tak matici F'y.

/

Provedeme singularni rozklad matice Fy, tj. Fy = U,D, V(.

zde je ma-
tice Uy typu 132 x 80, V, je fddu 80 a diagonalni matice D, je fadu 80.
I nyni se ve sloupcich matice V, budou nachazet hodnoty hlavnich kompo-
nent ve zvolenych bodech, prvnich 40 hodnot kazdého sloupce bude odpo-
vidat komponenté pro prvni marginalni hustotu (ozna¢ené X — zpozdéni pii

odletu) a zbylych 40 hodnot bude odpovidat komponenté druhé marginalni
hustoty (Y — zpozdéni pii priletu), tedy

Vj = (VX,j>VY,j)/ = (/Ul,ja UQJ, e ,’l)g(]’j)/, j = 1, . ,80

Vektory vy j, vy,; pak budou odpovidat hodnotam slozek komponent §; po-
psanych v kapitole 2.2} Skéry pro jednotlivé dvojice marginalnich hustot opét

MV _ (;MV MV

nalezneme v fadcich matice Z, = U,Dy, tzn. z sl -2 %580), 5=

1,...,132, a normované skory pak v matici U,.

Nyni si mizeme zobrazit skory odpovidajici prvnim dvéma hlavnim kom-
ponentam pro nezavislou ¢ast hustoty i pro clr marginalni hustoty. Kdyz se
podivame na obrézek vSimneme si shody mezi zobrazenymi skory, ty se

skutecné lisi pouze méritkem.

02



nezavislé ¢asti hustot clr marginalni hustoty
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Obrazek 15: Skoéry odpovidajici prvnim dvéma hlavnim komponentam nezé-
vislych ¢asti hustot (vlevo) a clr marginalnich hustot (vpravo) — lisi se pouze

Y~z

méritkem.

Podivame-li se na normované skory, zjistime, Ze jsou naprosto totozné

(obrézek [16).
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Obrazek 16: Normované skory odpovidajici prvnim dvéma hlavnim kompo-
nentdm nezavislych ¢asti hustot a clr marginalnich hustot, ¢ervené je ozna-
¢eno pozorovani, které povazujeme za odlehlé.

Tato shoda mezi skory je dana tim, Ze nezéavisla ¢ast hustoty (jeji clr
transformace) je souc¢tem clr marginalnich hustot, hodnoty nezavislé ¢asti
hustoty tedy ziskdme jako soucty vsSech moznych dvojic hodnot clr margi-

nalnich hustot, nezavisla cast hustoty tak bude z pohledu metody hlavnich
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komponent obsahovat naprosto totoznou informaci jako jednotlivé marginalni
hustoty (matice Fi,q a F, se sice budou lisit svymi rozméry, ale budou obsa-
hovat v podstaté stejnou informaci). S vyuzitim predchoziho znaceni miazeme

tento vztah zapsat maticové pro jednotlivé skupiny leti, tj.
fs = vec [diag (?57)() J + Jdiag (fsyﬂ ,

kde s = 1,...,132 znaci skupinu lett a J je jednickova matice fadu 40, tedy
matice obsahujici samé jednicky.

Na obrazku (16| je také Cervené oznaceno pozorovani, které mizeme po-
vazovat za odlehlé, to znamena, Ze se jeho nezavisla ¢ast hustoty, respektive
geometrické marginalni hustoty, né¢jakym zpisobem lisi od hustot odpovida-
jicim ostatnim skupinam leti. Zde se jedna o lety z letisté Newark v zari
do destinaci ve 4. vzdalenostni kategorii; podivame-li se na nezavislou c¢ést
hustoty (jeji clr transformaci) pro tyto lety, vidime, Ze je plo$si nez ty odpo-
vidajici ostatnim skupinam. Totéz bude platit i pro clr marginalni hustoty.
Na obréazku |17 si tyto plossi hustoty mtZzeme prohlédnout a pripadné je po-
rovnat s hustotami na obrazcich [7] [0} [§ v kapitole [3.3]

clr hustota
clr hustota

T T T T T T 6 T T T T T T
1.0 15 2.0 25 3.0 35 1.0 15 20 25 3.0 3.5

log(zpozdéni pfi odletu) log(zpozdéni pfi priletu)

Obrazek 17: Clr marginalni hustoty (vlevo a vpravo) a nezavisla ¢ast hustoty
(uprostied) odpovidajici odlehlému pozorovani.
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Déle nés také zajima interpretace jednotlivych komponent. Podivame-li
se, jakym skupindm letti odpovidaji zobrazené skoéry, muze nas napadnout,
ze by prvni hlavni komponenta mohla souviset se sezonnosti. Na obrazku
vidime, Ze hodnoty skort (us) odpovidajicich skupinam letit v letnich
mésicich (¢erven, ¢ervenec, srpen — ¢ervend) jsou prevazné zaporné, naopak
hodnoty skoru pro skupiny letit v podzimnich mésicich (zaii, f{jen, listopad
— oranzové) jsou spiSe kladné. Vyssi kladné hodnoty skori pozorujeme také

u nékterych skupin leti v zimnich mésicich (prosinec, leden, tinor — modra).
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Obréazek 18: Normované skory odpovidajici prvnim dvéma hlavnim kom-
ponentam nezavislych ¢asti hustot (respektive clr marginalnich hustot)
s barvami podle ro¢niho obdobi.

Pokud bychom si zobrazili ve vhodném potradi, tj. podle hodnot skorta
odpovidajicich prvni komponenté, nezavislé ¢asti hustot a geometrické mar-
ginalni hustoty (pracujeme sice s clr hustotami, ale ty mizeme snadno trans-
formovat pomoci inverzni clr transformace a zobrazit), vidéli bychom, ze lety
ve skupinach, kterym odpovidaji nizsi hodnoty skort, maji tendenci k mirné
mensimu zpozdéni pii odletu nez ty, jimz odpovidaji vyssi hodnoty skor.
Pro zpozdéni pii priletu je to pak pravé naopak. Vzhledem k tomu, ze vét-
siné skupin letd v letnich mésicich odpovidaji malé hodnoty skoérd, mohli
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bychom usoudit, ze zpozdéni lett, jimz odpovidaji malé hodnoty skori, mo-
hou byt spojena s velkym leteckym provozem a piipadné se zménami pocasi.
Silny letecky provoz je pfi¢inou ¢ekani na povoleni k odletu, a to zptsobuje
zpozdéni pii odletu, navic také letadla musi letét tak, aby si vzajemné nekii-
zila drahu letu, coz muze ovlivnit délku letu, a tim se muze zvysit zpozdéni
pri priletu. Zpozdéni se béhem letu muze zvysit také vlivem zmén pocasi,
napiiklad v 1été jsou lety ovliviiovany vyskytem boutek. Vyssi hodnoty skort
jsou spojeny vétsinou s lety v podzimnich a zimnich mésicich, kdy letecky
provoz byva mensi, a nemé tak velky vliv na zpozdéni. V téchto obdobich
jsou vSak casto zhorSené povétrnostni podminky, tj. Spatna viditelnost, snih,
a lety tak mohou nabirat velkd zpozdéni jiz pii odletu (pocasi neumoziuje
véasny odlet letadla), a pokud pak béhem letu nenastanou dalsi komplikace,
zpozdéni béhem letu se vyrazné nezvysi.

Podobné se mtuzeme zamyslet nad interpretaci druhé hlavni komponenty,

ta by podle obrazku [19 mohla souvislost se vzdéalenostnimi kategoriemi.
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Obréazek 19: Normované skory odpovidajici prvnim dvéma hlavnim kom-
ponentam nezavislych ¢asti hustot (respektive clr marginalnich hustot)
s barvami podle vzdalenostnich kategorii.

Vidime, Ze hodnoty skoru (us) odpovidajici skupinam letu do destinaci
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v 1. vzdélenostni kategorii (Cernd) jsou vétsinou zaporné, kdezto u skupin
leta do destinaci ve 4. vzdalenostni kategorii (modra) prevazuji kladné hod-
noty skori. Kdyz bychom si opét ve vhodném poradi zobrazili nezavislé ¢asti
hustot a geometrické marginalni hustoty (nebo jejich clr transformace), mohli
bychom si vS§imnout, Ze s rostoucimi hodnotami skori odpovidajicich druhé
hlavni komponenté jsou zobrazené hustoty plossi (méné $pic¢até). Tento efekt
také odpovida tomu, co jsme vidéli u odlehlého pozorovani popsaného vyse
— vy$si kladné hodnota skéru odpovidajicitho druhé hlavni komponenté, plo-
ché clr hustoty, skupina letti do destinaci ve 4. vzdalenostni kategorii. Plati,
ze ¢im jsou hustoty plossi, tim je rozdéleni zpozdéni rovnomeérnéjsi. Kromeé
rozdili ve Spic¢atosti bychom mohli pozorovat, Ze s rostoucimi hodnotami
skori (tedy s rostoucimi vzdalenostmi letd) mirné roste i tendence k vét-
Stmu zpozdéni. To muze napriklad souviset s tim, ze dalkové lety mohou byt
komplikovanéjsi, co se tyce jejich celkové organizace.

Jesté by nés mohlo napadnou, zda by bylo mozné pomoci skoéri rozlisit
jednotliva letisté, ze kterych byly lety vypraveny. Kdybychom si vSak skory
obarvili podle jednotlivych letist, vidéli bychom, ze takovéto rozliSeni letist
neni mozné, proto zde obrazek ani neukazujeme. P porovnani s barvami
podle vzdélenostnich kategorii by se projevilo to, Ze z letisté LaGuardia ne-
byly vypraveny zadné lety do destinaci ve 4. vzdalenostni kategorii, coz jsme

vSak byli schopni vy¢ist jiz prfimo z dat.

3.5. Analyza interak¢nich ¢asti hustot

V posledni kapitole této prace se podivame na dvourozmérnou FPCA
pro interakéni ¢asti hustot (jejich clr transformace).
Budeme postupovat tplné stejné jako v ptripadé nezavislych ¢asti hustot.

Pro kazdou skupinu lett si vytvorime radkovy vektor hodnot diskretizované
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interakéni ¢asti hustoty v bodech zvolené miizky a tyto vektory budou tvorit
radky matice f‘int. Po centrovani pak dostaneme matici F;; a provedeme jeji
singularni rozklad, tj. Fiyt = UjintDine Vi

I v tomto piipadé si zobrazime (normované) skory a zamyslime se nad in-
terpretaci prvnich dvou hlavnich komponent. Opét se zaméfime na rozliseni
letist, vzdalenostnich kategorii a sezénnosti.

Prvni hlavni komponenta by mohla souviset se vzdalenostnimi kategori-
emi. Na obrazku [20| vidime, Ze od sebe dokdzeme oddélit skory odpovidajici
skupinam lett do destinaci v 1. a 4. vzdalenostni kategorii — hodnoty skort
(ug1) odpovidajicich letim do destinaci v 1. vzdalenostni kategorii jsou vét-

Sinou zaporné, kdezto ty pro 4. vzdalenostni kategorii jsou az na vyjimky

kladné.
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Obréazek 20: Normované skory odpovidajici prvnim dvéma hlavnim kompo-
nentam interakénich ¢asti hustot s barvami podle vzdéalenostnich kategorii.

Stejné jako u nezavislych ¢éasti hustot bychom i zde mohli u clr transformo-
vanych interakénich ¢asti hustot pozorovat jejich zplostovani se zvySujicimi
se hodnotami skort odpovidajicich prvni hlavni komponenté. To znamen4,

ze u kratsich lett je zavislost mezi zpozdénimi vétsi nez u dlouhych leti,
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u kterych je vice prostoru ke zméné zpozdéni béhem letu.

U sezénnosti bude situace trochu komplikovanéjsi, nebot zde nevidime
(obrézek zadné specifické vlastnosti u hodnot skoru pro podzimni a zimni
lety. U skort pro letni lety vidime, Ze jejich hodnoty jsou prevazné kladné
nebo zaporné blizké nule, a to jak u prvni, tak u druhé komponenty. A u skoru
pro jarni lety si vS8imneme, Ze skory odpovidajici druhé hlavni komponenté
nenabyvaji velkych zéapornych hodnot (az na jednu vyjimku). Pravé proto
bychom mohli fict, Ze by druh& hlavni komponenta mohla ¢éstecné souviset
se sezonnosti. Kdybychom si v tomto pripadé zobrazili interakéni ¢asti hustot
(jejich clr transformace), nepozorovali bychom zadné jejich vyrazné zmény

v souvislosti s ménicimi se hodnotami skor.
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Obrazek 21: Normované skory odpovidajici prvnim dvéma hlavnim kompo-
nentam interakénich ¢asti hustot s barvami podle ro¢nich obdobi.

Stejné jako u nezavislych ¢asti hustot ani nyni se nam nepodafi rozlisit
jednotliva letisté pomoci skorit odpovidajicich prvnim dvéma hlavnim kom-
ponentam (obréazek . Mohli bychom sice Fict, Ze hodnoty skért pro letisté
LaGuardia vzhledem k prvni komponenté jsou prevazné v intervalu kolem

nuly. Skory pro letisté Newark nenabyvaji velkych zapornych hodnot vzhle-
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dem k druhé komponenté a skoéry pro letisté JFK nenabyvaji velkych klad-
nych hodnot vzhledem k této komponenté. Zadné vétsf odlisent letist viak

neni mozné.
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Obrazek 22: Normované skory odpovidajici prvnim dvéma hlavnim kompo-
nentam interakcénich ¢asti hustot s barvami podle letist.

I kdyZ se ndm uplné nepodarilo rozlisit skupiny letti pomoci skoéri podle
letist, vzdalenostnich kategorii a sezonnosti, muzeme na zakladé hodnot skort
obecné Fict, ze vztah (zavislost) mezi zpozdénim pii odletu a pii priletu se
u jednotlivych skupin lett néjakym zptsobem lisi. Plati také, Zze ¢im jsou
skory dale od nuly (poc¢atku souradnicového systému), tim vice se struktura
zévislosti mezi zpozdénimi u danych skupin lett lisi od pramérné (typické)

zavislostni struktury.
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Z.Aveér

V této diplomové préaci jsem se vénovala hustotdam rozdéleni pravdépo-
dobnosti, a to hlavné tém dvourozmérnym. To, Ze jsem s nimi pracovala jako
s prvky Bayesova prostoru, mi umoznilo provést jejich ortogonélni rozklad
na nezavislou a interakcéni ¢ast, a kazdé z nich jsem se potom mohla véno-
vat zvl&st. VSechny teoretické postupy jsem se snazila ilustrovat na datovém
souboru tykajicim se leti z newyorskych letist.

Pri analyze nezavislych ¢ésti hustot, které jsou slozeny z geometrickych
marginalnich hustot, jsem se zamétila hlavné na funkcionalni metodu hlav-
nich komponent a jeji modifikace vhodné pro analyzu hustot. Snazila jsem se
zjistit, zda existuje né&jaky vztah mezi skory nezéavislych ¢asti hustot a skory
geometrickych marginalnich hustot, respektive mezi skory jejich clr transfor-
maci. V diskrétnim pripadé se podarilo ukazat, ze vztah mezi skéry existuje,
a potvrzuji to i praktické vysledky. Nicméné je potfeba se tomuto vztahu
jesté vice vénovat, a tak se zde nabizi prilezitost k dalsimu vyzkumu.

U interakénich ¢asti hustot jsem se zamétila na jejich singularni rozklad,
ktery dosud nebyl nijak teoreticky popsan, a tak jsem zpocatku musela vy-
chazet pouze z nékolika intuitivnich tvah, které se mi nakonec podatilo te-
oreticky popsat, i zde vSak jisté zlistava prostor pro dalsi zkouméni tohoto
rozkladu.

Tato prace mi umoznila vyzkouSet si nové zptisoby analyzy dat a mohla
jsem se také vénovat teoretickym tvaham. Myslim si, Ze se mi podarilo obo-
hatit teorii Bayesovych prostorti o nové poznatky a moznosti analyzy hustot.
A i kdyZz mi obcas zabralo mnoho ¢asu nékteré véci pochopit, zpracovavani
tohoto tématu mé bavilo a nasla jsem zde také nékolik dil¢ich témat, kterym

bych se mohla vénovat v ramci svého dalsiho vyzkumu.
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