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Úvod 

T é m a t e m mé diplomové práce je ana lýza dvourozměrných hustot rozdě

lení p ravděpodobnos t i , na k teré nahl íž íme jako na prvky Bayesova prostoru, 

což n á m umožňuje provedení jejich or togonálního rozkladu. Tento p ř í s tup na

bízí nové možnost i analýzy hustot jako funkcionálních dat nesoucích relat ivní 

informaci. 

Toto t é m a jsem si zvolila hned ze dvou důvodů. Ve své bakalářské práci 

jsem se věnovala kompozičním d a t ů m a jejich analýze, k t e rá právě úzce sou

visí s analýzou hustot. Kompoziční data můžeme tot iž považovat za data 

reprezentující d iskré tní rozdělení p ravděpodobnos t i , a proto lze metodologii 

používanou pro kompoziční data zobecnit pro hustoty, k teré popisují spoji té 

p ravděpodobnos tn í rozdělení. D r u h ý m důvodem bylo to, že jsem se už se zá

kladní teorií Bayesových pros to rů seznámila b ě h e m své letní s táže na Hum-

boldtově univerzi tě v Berlíně v roce 2022, a tak jsem v t é t o práci mohla 

uplatnit své nově získané znalosti, dále je rozvíjet a využít je při práci s re

á lnými daty. 
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1. Hustoty rozdělení pravděpodobnosti jako prvky 

Bayesova prostoru 

V prvn í kapitole nejprve definujeme Bayesův prostor, jehož prvky jsou 

hustoty rozdělení p ravděpodobnos t i . Popíšeme jeho některé vlastnosti a uká

žeme si, jak můžeme hustoty takové, že d ruhé mocniny jejich logar i tmů maj í 

konečný integrál , transformovat z Bayesova prostoru do prostoru reálných 

funkcí. Tato transformace umožňuje jejich analýzu pomocí klasických funk

cionálních s ta t is t ických metod. Následně se zaměř íme na dva př í s tupy k de

finici margináln ích hustot a p ředs tav íme si tzv. ar i tmet ické a geometrické 

marginá ln í hustoty. Dále uvidíme, že každou hustotu lze rozložit na dvě na

vzájem or togonální část i - nezávislou a interakční . A nakonec se zaměř íme 

na interakční část hustoty, kterou lze in tui t ivně ješ tě dále rozložit. 

1.1. Bayesův prostor 

Bayesovy prostory [2, 4] poskytuj í geometrickou reprezentaci pro hustoty 

rozdělení p ravděpodobnos t i , jejichž charakteristickou vlas tnos t í je invariance 

na změnu měří tka , což znamená , že máme-l i d á n definiční obor fž, pak k ladné 

funkce (hustoty) f(x) a g(x), x G Q, jsou proporcionální , jestl iže nesou stej

nou rela t ivní informaci, tj. p la t í g(x) = cf(x) pro nějaké reálné číslo c > 0. 

Tato vlastnost je p ř í m ý m důsledkem invariance odpovídaj ících měr na změnu 

měří tka. 

Uvažujme libovolný měř i te lný prostor (TI, A), kde A je cr-algebra na fž, 

a na něm definovanou a-konečnou kladnou reálnou mí ru A (Lebesgueovu 

míru) , tzv. referenční míru . Dále nechť Ai(X) je množ ina všech cr-konečných 
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kladných reálných měr /x na (fž, A) takových, že 

VAeA: fi(A) = 0 X(A) = 0. 

Nyní můžeme definovat relaci ekvivalence na j\4(X) následovně 

fi, v e M(X) : fJ, =B v 3c G (0, +oo) V A G A : z/(A) = c/x(A). 

O těchto mírách ř íkáme, že jsou proporcionální . 

Bayesův prostor B(X) potom definujeme jako tzv. kvocientový prostor 

^Ví(A)| —B, tedy prostor t ř íd ekvivalence měr v j\4(X) vzhledem k relaci —Q. 

Jak již bylo naznačeno výše, existuje vztah mezi mí rami a hustotami. 

Každé míře \x G M.[X) můžeme př i řadi t hustotu / vzhledem ke zvolené refe

renční míře A, neboť p la t í vztah / = (Radonova-Nikodymova derivace). 

Díky tomuto vztahu se můžeme dívat na Bayesův prostor £>(A) jako na pro

stor t ř íd ekvivalence hustot měr v A I (A), a mís to měr tak můžeme pracovat 

př ímo s hustotami. 

Přes tože jsme dosud jako referenční mí ru uvažovali pouze Lebesgueovu 

míru A, v praxi si můžeme zvolit referenční mí ru libovolně. N a její volbě však 

záleží, neboť určuje váhy v definičním oboru íl [6]. Někdy se jako referenční 

mí ra volí p r avděpodobnos tn í míra , tedy mí ra P taková, že P(S1) = 1. Obecně 

plat í , že použijeme-li referenční mí ru P, a nás ledně mí ru cP, c > 0, budou se 

výsledky lišit pouze v měř í tku a nedojde ke změně relat ivní informace. Re

ferenční mí ru můžeme j ednoduše změni t z A na libovolnou mí ru P s kladnou 

hustotou p = 4T pomocí řetězového pravidla. Pro libovolnou mí ru JX tedy 

plat í 
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Vzhledem k tomu, že v t é to práci nebudeme po t řebova t vážený definiční obor 

(tj. všechny část i definičního oboru budou mí t stejnou váhu) ani pravděpo

dobnos tn í míru , budeme používat Lebesgueovu referenční mí ru A. 

Definujme nyní dvě operace - perturbaci © a mocnění 0 . Nechť f,g E 

B(\) a « G K , pak 

kde mís to rovnosti používáme ekvivalenci protože pravé strany vz tahů 

mohou být libovolně přeškálovány, aniž by došlo ke změně rela t ivní informace, 

k t e rá bude obsažena ve výsledné hus to tě . 

(/ © g) a (a 0 / ) jsou hustoty, k teré také náleží do £>(A), a trojice 

(£>(A), 0 , 0 ) tvoř í vektorový prostor. 

Dále předpokláde jme, že A je konečná míra , a uvažujme podprostor B2(\) 

prostoru £>(A), jehož prvky jsou hustoty, pro které pla t í , že d r u h á mocnina 

jejich logaritmu m á konečný integrál , tj. 

I Jn ) 

Trojice ( £> 2 (A) ,© ,0 ) tvoří vektorový podprostor prostoru (£>(A),0, 0 ) , 

na £>2(A) můžeme definovat skalární součin 

a získáme tak (separabilní) Hi lber tův prostor (£>2(A), (•, •)S2^X))-

Pomocí skalárního součinu můžeme ještě dodefinovat normu a vzdálenost 

{f®g)=Bf-g, (<*of)=Bfa, 
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kde / 0 g — f © [(—1) 0 g] je pe r tu rbačn í odč í tan í hustot. 

Hustoty však neanalyzujeme p ř ímo v Bayesově prostom B2(X), ale zob

razíme je do prostom reálných funkcí, jejichž d ruhé mocniny maj í konečný 

integrál , což je 

L 2 ( A ) = | f : Q ^ M ^ F 2 dA < +oo j . 

Za t í m t o účelem definujeme zobrazení clr: B2(X) —> L2(X), známé jako clr 

(centrovaná logpodílová, anglicky centered logratio) transformace, následovně 

* C f l = l n / - j ^ / l " / d A . 

C l r t ransformací hustoty / G B2(X) tedy získáme funkci c l r ( / ) : íl —> 

pro kterou navíc p la t í 

J c l r ( / ) dA = 0, 

a proto funkce c l r ( / ) leží v podprostoru 

L2

0(X) = <F : t t ^ R f F2dX < +oo, f F dX = o j 

prostoru iv 2 (A) , k t e rému v kontextu Bayesových pros torů ř íkáme clr prostor. 

C l r transformace je izomorfismus [2] - bi jektivní zobrazení , k teré zacho

vává všechny vlastnosti prostoru £>2(A). Např ík lad víme, že clr transformace 

je l ineární, tj. pro všechny / , g G £>2(A) a o e R pla t í 

c l r ( / ® g) = cl r ( / ) + clr(^), clr (a 0 / ) = a • c l r ( / ) . 

Transformované hustoty můžeme také snadno zobrazit z prostoru LQ(X) 
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zpět do £>2(A) pomocí inverzní clr transformace, tj. 

/ = c l r  1 ( F ) = B e x p { F } e i 3 2 ( A ) , F cl r ( / ) E L 2 ( A ) . 

1.2. Aritmetické a geometrické marginální hustoty 

V t é t o kapitole si ukážeme dvě různé definice marginálních hustot. Za

měříme se sice pouze na dvourozměrné hustoty, n icméně vše lze zobecnit 

i pro p ř ípad vícerozměrných hustot [2, 4]. 

V př ípadě dvourozměrných hustot plat í , že definiční obor íl je kar tézským 

součinem definičních oborů Q x a fžy. Referenční mí ra A je pak součinová 

míra . Uvažujeme tedy dva měři te lné prostory (Qx,Ax) a ( í ly ,«4y) s ko

nečnými k ladnými reá lnými mí rami Xx a Ay , jejich součinem pak získáme 

měř i te lný prostor (TI, A) s mírou A, kde 

N a prostorech (Q,A), (Qx,Ax), (^Y,AY) můžeme definovat Bayesovy 

prostory B(X), B(XX), B{XY) a jejich podprostory Í3 2(A), B2(XX), B2(XY) 

s te jným způsobem jako výše (kapitola 1.1). Stejně budeme postupovat i v pří

padě odpovídaj ících clr p ros to rů L2(X), L2(Xx), L2(Xy) a jejich podpros to rů 

Prostory B2(Xx), B2(Xy) můžeme j ednoduše vnoři t do £>2(A). Libovolnou 

míru \ix £ £> 2(Ax) zobrazíme na součinovou mí ru fix x Ay a analogicky 

[AY £ B2(Xy) zobrazíme na Xx x /xy, získáme tak podprostory BX(X) a BY(X) 

prostoru £>2(A). Pro hustoty / G B2

X{X) a g E BY{X) pak p la t í vztahy 

A = Ax x AY, X = Xx x Ay . 

(Ay). 

/ =B fx • 1, 9 =B 1 • 9Y 
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kde fx G B2(\x), gy G £> 2(Ay) a 1 je neut rá ln í prvek odpovídaj íc ího Baye

sova prostoru. 

Lze dokázat [2], že prostory BX(X) a £> y(A) jsou ortogonální , což je vlast

nost důleži tá pro ortogonální rozklad dvourozměrné hustoty, jak uvid íme 

později. 

Nyní se již zaměř íme na definice marginálních hustot. Nejprve definujeme 

clr marg iná ln í hustoty 

di(fx,g){x) = A y ^ y ) J c l r (/ ) (x , y ) dAy = 

nY 

= XvW) I l n y ) d X Y ~ W ) I I l n y ) d X x d A y 

MfY,g)(y) = J clr(f)(x,y)dXx = 

-̂Y I ln / ( * , y)d\x-^T)l j ln / ( * , y) d A x dA, 
A X ( f i ; 

kde x G ížx a y G fžy. 

Všimneme si, že p la t í 

I c l r ( / X i f l ) (x) d A x = 0 , J clr(/y i f l )(y) dAy = 0, 

a tedy c l r ( / X i f l ) e L g ( A x ) a clr( /y i f l ) e Lg(Ay) . 

Prostory L Q ( A X ) a Lg(Ay) můžeme opět j ednoduše vnoři t do prostoru 

L Q ( A ) tak, že je zobrazíme na 

Ll,xW = {F£ Ll(\) | 3FX G L2

0(\x) V{x,y) G í) : = Fx(x)} 

13 



a 

L2o,Y(\) = {FG L2

0(X) j 3FY G L2

0(\y) V(x,y) G í í : = F y ( y ) } , 

což jsou podprostory prostoru LQ(X). 

Pomocí clr margináln ích hustot dále definujeme geometrické marginá ln í 

hustoty fx,g a fy,g jako prvky B2(\x) a £> 2(Ay) a zároveň B2

X{X) a £> y(A), 

což jsou podprostory prostoru £>2(A), tedy 

fx,g(X^y) = fx,g(X) =B exp {<^{fx,g){x)} =B exp < A y ( ^ y ) J ^f(x,y) d ^ 

Y 

fY,g(X^y) = ÍY,g{y) =B exp {^(fY,g) (y)} =B exp <j J ^f(x,y) d^X 

kde x G ížx a t / G ížy. 

Takto definované geometrické marginá ln í hustoty můžeme interpretovat 

jako or togonální projekce hustoty / G £> 2 (A) na B2

X{X), respektive na £ > Y ( A ) . 

Analogické tvrzení pla t í i pro clr marginá ln í hustoty, které jsou or togonálními 

projekcemi cl r ( / ) G LQ(X) na LQX(X), respektive na L Q Y ( A ) . 

V závěru t é t o kapitoly si ješ tě p ř ipomeneme definici margináln ích hustot 

známou ze základního kurzu p ravděpodobnos t i , tj. 

fx,a(x) = J f(x,y)d^Y, frM = J f ( x , y ) d X x , 

tyto hustoty v kontextu Bayesových pros to rů nazýváme ar i tmet ické margi

nální hustoty. T y se obecně liší od těch geometr ických, neboť ar i tmet ické 

marginá ln í hustoty jsou obsaženy v těch geometrických, k teré obsahují i jed

norozměrnou informaci ze závislostní struktury mnohorozměrné hustoty [4]. 
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1.3. Ortogonální rozklad dvourozměrné hustoty 

Pomocí výše definovaných geometr ických marginálních hustot definujeme 

nezávislou část hustoty jako první složku or togonálního rozkladu dvouroz

měrné hustoty, druhou složku tohoto rozkladu pak bude tvoř i t interakční 

část hustoty [2, 4]. 

Nejprve definujeme tzv. nezávislý prostor 

^ind(A) = {fe B\\) | 3fx G B2

X{\) 3fY G B2

Y{\) :f = fx®fY}. 

Nezávislá část hustoty / G B2 (X) je pak prvkem právě definovaného prostoru 

Bfnd(X) a p la t í pro ni 

find(x,y) = fx,g{x) © fvM =B fx,g(X) ' ÍYM, 

kde (x, y) G íž = Qx x í l y . Z tohoto zapisuje zřejmé, že nezávislá část hustoty 

je pe r tu rbac í jejích geometr ických margináln ích hustot v Bayesově prostoru, 

což odpovídá i in tui t ivní interpretaci z pohledu teorie p ravděpodobnos t i . Ne

závislý prostor £>fnd(A) je tedy součinový prostor p ros to rů B2(\x) a £> 2(Ay), 

a t aké pla t í 

Blá{\) = B2

x{\)@B2

Y{\). 

Dále lze dokázat [2, 4], že pro libovolnou hustotu / G £>2(A) je nezávislá část 

/ind její or togonální projekcí na B2

ná(\). 

Nyní definujeme i druhou složku or togonálního rozkladu, a to interakční 

část hustoty, využijeme při tom nezávislou část a geometrické marginá ln í 
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hustoty, tedy 

f (x, y) 
fmt(x, y) = f (x, y) Q find(x, y) -B 

fx,g(X) • fvM 

kde (x, y) e Q — Qx x ^ y -

P o d o b n ě jako jsme definovali nezávislý prostor, můžeme definovat i inter

akční prostor 

Blt(X) = { / e Í3 2(A) | V £ e fí?nd(A) : </, <7>B2(A) = o} , 

kte rý je or togonáln ím doplňkem prostoru £>i2
n d(A). 

Stejně jako pro nezávislou část hustoty, pro její interakční část plat í , že 

/int je or togonální projekcí hustoty / z £> 2 (A) na £>fn t(A). 

N a základě výše uvedených vz tahů tedy můžeme libovolnou hustotu / e 

£> 2 (A) rozložit následovně 

/ = /ind © /int = © fy,g © /int

Uveďme ještě několik tvrzení , k teré p la t í pro každou hustotu / e B2(\) 

[2, 4]. 

• Pythagorova věta: 

B2{\) — II/ind H!
2

(A) + II/int li!
2

(A) ~ 

= WfxJ B\\) + \\fY,g\\BHX) + ll/int||B

2(A)-

• Geometr ické marg iná ln í hustoty interakční část i f-mt jsou 

fitít,X,g =B 1 a fint,Y,9 = B 1-
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. Pokud f = fx-fr e Í3 2(A), kde fx G B2(XX) a fY e i 3 2 ( A y ) , pak 

fx,g =B fx a fY,g =B fy- Také 

/ E i3 2

n d (A) ^ f=B fX,g © / y , s ^ / i n t = 6 1-

• Nechť g =B 9x • 9Y ^ Bfnd, gx e Í 3 2 ( A X ) , gY e i 3 2 ( A y ) a uvažujeme 

h = f@g,fe Í3 2(A). Potom 

^ i n d = fmd © <7; ^ i n t = / i n t 

a geometrické marg iná ln í hustoty jsou 

hX)9 =B fx,g • gx a hYj9 =B fyg • gy-

Ortogonáln í rozklad lze provést i v c h prostoru LQ(X), kde 

c h ( / i n d ) = clr( /x, f l ) + clr( /y ! f l ) a c l r ( / i n t ) = c l r ( / ) - di(fx,g) ~ ch( /y , s ) . 

Zůstává v platnosti t aké např ík lad Pythagorova věta , tedy 

l | c h ( / ) | | i 2 ( A ) = | | c l r ( / i n d ) | | i 2 ( A ) + | | c l r ( / i n t ) | | i 2 ( A ) 

= \\Mfx,g)\\hW + | | c l r ( / y , f l ) | | i 2 ( A ) + | | c l r ( / i n t ) | | i 2 ( A ) . 

N a závěr se ješ tě k rá tce v rá t íme k a r i tme t ickým marg iná ln ím h u s t o t á m . 

Jestl iže / G i 3 2

n d , tj. f = fx- fY, fx e Í 3 2 ( A X ) , fY G i 3 2 ( A y ) , potom její 

ar i tmet ické a geometrické marg iná ln í hustoty splývají, což znamená , že 

fx,g =B fx = fx,a a fy,g =B fy = fy,a-
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1.4. Rozklad interakční části hustoty 

V té to kapitole se pod ívame, jak bychom dále mohli rozložit interakční 

část hustoty f-mí G Bfnt(X) t ím, že provedeme její s ingulární rozklad. 

Nejprve definujeme jádrové funkce v clr prostoru pro referenční mí ru A = 

\x x Ay následovně 

k1(x1,x2) 

h(yi,V2) 

Ay (fž} 

A x ( ^ x. 

ch(/int)(a;i,y) c l r ( / i n t ) ( x 2 , y ) dAy(y) , 

ch(/ i n t )(a: , c l r ( / i n t ) (x , y2) d\x(x). 

J e d n á se v las tně o kovarianční funkce, k teré udávaj í závislost mezi dvojicemi 

b o d ů definičního oboru fix, respektive íly. Navíc lze ukáza t , že jejich inte

grály jsou nulové, neboť clr marg iná ln í hustoty interakční části hustoty jsou 

také nulové, protože f-mt,x,g =B 1, fmt,Y,g =B 1 , l n 1 = 0 a 

dr(f-mt)(x,y) dXY(y) = 0, / c l r ( / i n t )(x,y) dXx{x) = 0, 

pak tedy pla t í 

k1(x1,x2) dXx{xi) 

Ay (yiy 
Qx ÍIY 

ch ( / int ){x i , y) c l r ( / i n t ) (x 2 , y) dXY(y) dXx(xi) 

A y ( ^ 
c l r ( / i n t ) ( x 2 , y ) c l r ( / i n t ) ( x i , y ) d A x ( x i ) dXY(y) = 0, 
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k1(x1,x2) d\x(x2) 

clr(/mt) (^í , 2/) c l r ( / i n t ) (x 2 , y) d\Y (y) d \ x (x2) 

clr(/int)(a;i,y) c l r ( / i n t ) ( x 2 , y ) d A x ( x 2 ) d A y ( y ) = O 

a analogicky pro k2(yi, y2). 

Proto pro libovolnou vlas tn í funkci tp j ádrové funkce k\ odpovídaj ící vlast

n ímu číslu 7, tj. 

k1(x,t)ip(t) d\x(t) =7</?(x), 

plat í , že ip G LQ(XX)- Podobně pro libovolnou vlas tn í funkci ip j ádrové funkce 

k2 p lat í , že ip G Lg(Ay) . 

Dále podle [3] existují nerostoucí posloupnost k ladných vlastních čísel 

{•ji} j ádrových funkcí k\ a k2, o r tonormáln í posloupnost {(fi}, <fi G L Q ( A X ) 

v las tních funkcí funkce k\ a o r tonormáln í posloupnost {ipi}, ipi G Lg(Ay) 

vlas tních funkcí funkce k2 takové, že pro xi,x2,x G fix, 2/1,2/2,2/ e p la t í 

oo 

1=1 
oo 

k2(yi,y2) = ^7^(2/1)^(2/2) 
i=l 

c l r ( / i n t ) ( x , y ) = J^7 l

1 / Vi(a : )V ; i ( 2 / ) , 
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a navíc všechny výše uvedené ř a d y konvergují ve smyslu L 2 normy. 

Poslední vztah lze vyjádři t t aké p ř ímo v prostoru B2(X) (v jeho podpro-

storu £> 2

N T (A) ) jako 

oo 

fmt{x, y) = 0 1 \ 1 2 0 exp {ipi(x)ipi(y)} . 
i=l 

Funkce ipi a ipi bychom chtěli použí t k podrobnějš ímu zkoumání struk

tury závislosti. Podobně jako v j iných m e t o d á c h redukce dimenze hodnoty 7, 

určují důleži tost jednot l ivých komponent (vlastních funkcí) ifi a ipi, pomocí 

tzv. scree plotu můžeme zvolit v h o d n ý počet komponent pro další analýzu 

a vytvoř i t pomocí nich dobrou aproximaci zkoumané interakční část i hustoty 

/int-
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2. Metody analýzy dvourozměrných hustot 

Tato kapitola bude věnována m e t o d á m analýzy dvourozměrných hustot. 

Hustoty analyzujeme jako funkcionální data, k t e rá jsou nekonečné dimenze, 

a proto cílem zde předs tavených metod je redukce dimenze hustot, k t e rá 

umožňuje přehlednější vizualizaci dat a snadnější interpretaci výsledků jejich 

analýzy. A s i nejznámější metodou redukce dimenze je metoda hlavních kom

ponent, a právě té se zde budeme věnovat. Nejprve si p ředs tav íme simplexo-

vou funkcionální metodu hlavních komponent (anglicky simplical functional 

principál component analysis, S F P C A ) pro jednorozměrné hustoty, po t é si 

ukážeme její mnohorozměrnou verzi, k t e r á slouží k analýze mnohorozměrných 

funkcionálních kompozic (tedy „vektorů" , jejichž složky jsou jednorozměrné 

hustoty), a nakonec se podíváme, jak lze metodu hlavních komponent použí t 

k analýze dvourozměrných hustot. 

2.1. S F P C A 

Začněme tedy s j ednorozměrnou S F P C A , což je upravená verze funkcio

nální metody hlavních komponent (anglicky functional pr incipál component 

analysis, F P C A ) v h o d n á pro analýzu hustot, tj. dat nesoucích re la t ivní infor

maci ( F P C A nezohledňuje invarianci na změnu měř í tka a re la t ivní měří tko) 

[5]. 

Nechť Xi,..., XN je n á h o d n ý výběr j ednorozměrných hustot v £>2(A) 

(dále jen £>2), což je v tomto p ř ípadě Bayesův prostor na intervalu I s refe

renční mí rou A. Tento výběr budeme centrovat, tj. pro i — 1 , . . . , N získáme 

Xi = Xi Q X, kde X = jj 0 Xi je výběrový p růměr (p růměrná hus

tota). Nyní budeme hledat směry největší variability v prostoru £>2, tedy 
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hlavní komponenty {Cj}j<i, Cj ^ &\ k teré maximalizuj í výraz 

^J^ÄOb3
 za podmínek | | ( | | B 2 = 1 a (CCfe)e2 = 0, k < j , 

i = l 

kde podmínka ortogonality {(, (k)t32 = 0, /c < j m á smysl pouze pro j > 2. 

P la t í , že j - t á komponenta je řešením rovnice 

kde 7j je v las tn í číslo odpovídaj ící v las tn í funkci Q výběrového kovariančního 

operá to ru V: B2 —> B2, k te rý hus to tě f E B2 přiřazuje hustotu 

1 N 

Vf = -®Q)(XlJ)B,®Xl. 
i=l 

Vlas tn í čísla a v las tn í funkce Q však nebudeme hledat p ř ímo v prostom 

B2, ale využijeme clr transformaci a přeneseme tento problém do prostom 

L Q ( A ) (dále opět jen LQ). Maximalizujeme tedy výraz 

1 N 

^ ] > > l r M , c l r ( C ) > ! g 
i=l 

za podmínek ||clr(C)|| L2 = 1 a (clr(C), clr(C f c))L2 = 0, k < j. 

Hledáme tedy funkci v = clr(£) G L Q , tj. v G L 2 , z/dA = 0, k te rá maxima

lizuje výraz 

1 * 
— ^ ( c l r ^ ) , z/)22 za p o d m í n e k ||z/||L2 = 1 a (z/, z/fc)L2 = 0, k < j. 

i=l 

podmínka ortogonality (z/, VkJL2 = 0, k < j m á opět smysl pouze pro j > 2. 

22 



Řešením jsou v tomto př ípadě vlas tn í funkce {£ j } j>i výběrového kova

r iančního ope rá to ru Vc\ľ : L\ —> L\ t ransformovaného n á h o d n é h o výběru 

c l r ( X i ) , . . . , clr(X/v) takového, že pro F G L\ je 

1 N 

i=l 

V prostoru L\ můžeme také použí t ekvivalentní zápis ope rá to ru Vc\ľ: 

VclvF = Jv(-,t)F(t) d\(t) = Jv(-,t)F(t) dt, 

kde v: / x I —> M je výběrová kovarianční funkce 

1 N 

i=i 

Vyřešením rovnice 

kde 7j > 0 je vlas tn í číslo odpovídaj ící v las tn í funkci £j, získáme tak j-tou 

funkcionální h lavní komponentu £j a dopoč í t áme skóry 

Zij = (c l rpQ) , £j)L2, i = 1 , . . . , N. 

Pla t í také , že vlas tn í čísla 71,72, • • • ope rá to ru VC\T jsou s tejná jako vlas tní 

čísla ope rá to ru V. Stejně jako u klasické (mnohorozměrné) metody hlavních 

komponent podí l ^r— udává, kolik z celkové variability je vysvět leno pomocí 
L li ' ' 

j-té komponenty £j, resp. Q. 

Hledané hlavní komponenty v B2 pak získáme pomocí inverzní clr trans-
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formace, tj. 

O = c l r _ 1 ( ^ ) = B exp (£,-), j > 1, 

k teré jsou určeny jednoznačně až na mocnění čísly ± 1 , a skóry vypoč t eme 

jako 

Zij = (Xi, Cj)B2, i — 1,..., N, j = 1,2,.... 

Snadno navíc ukážeme, že skóry v B2 jsou to tožné jako skóry v L \ , neboť 

( c l r ( X i ) , ^ = í c l r ( X , ) ( x K J ( x ) d x = J c l r (X , ) (x )c l r (C J ) (x )dx = 

J l n X ^ O d í ^ l n O ^ - ^ y * l n O ( í ) d í j dx = 

y ln (x) ln Cj (x) dx - ^ ln Xt (x) dx J ln Q (t)dt-

l n X , ( x ) A ( J ) 

" Ä77) / l n ^ x ) d x / l n X * W d í + ÄľT) / l n 0 ( í ) d í y l n X ^ d í 

y l n X j ( x ) ln( j (x) dx — ^ y l n X j ( x ) dx y ln (^(x)dx , 

kde A(J) je délka intervalu I, 
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(Xi Xj)'B2 

2A(J) 
ln 

XAs) 

i i 
Xi(t)J V O (í) 

ds dt 

2A(J) 
lnXt(s)-lnXt(t) l n O ( s ) - l n O ( í ) ds dt 

^- J J l n X i O O l n ( , - ( s ) d s d ŕ - ^ - y y l n X ( s ) ln (ŕ) ds dť 

l n X j ( x ) ln Cj(^) dx — — - / l n X j ( x ) d x / l n^ j (x )dx 

tj. oba skalární součiny dokážeme upravit do stejného tvaru, a proto jsou si 

rovny. 

2.2. Mnohorozměrná S F P C A 

Jak už bylo zmíněno výše, mnohorozměrná S F P C A se využívá při ana

lýze mnohorozměrných funkcionálních kompozic, to jsou X - d i m e n z i o n á l n í 

vektory (kompozice), jejichž prvky jsou jednorozměrné hustoty, tedy prvky 

Bayesova prostoru B2 na intervalu I s referenční mírou A. Může to být např í 

klad kompozice, jejíž prvky jsou ( jednorozměrné) marg iná ln í hustoty nějaké 

mnohorozměrné hustoty [1]. 

Mnohorozměrné funkcionální kompozice / = (f\,..., fx)', f i £ B2, i = 

1, . . . , X můžeme považovat za prvky prostoru [B2]K = B2 x • • • x B2, kte rý 

je separabi ln ím Hilber tovým prostorem, jestliže na něm pro f,g£ [B2]K 

a o e R definujeme následující operace: 

• perturbaci / © g = ( / i © g l t . . . , fK © gK)'. 

• mocnění a Q f — (a Q fi,..., a Q fx)', 

• skalární součin (f,g)[B2]K = Y*=i(f»9Í)B2-
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Uvažujeme n á h o d n ý výběr mnohorozměrných funkcionálních kompozic 

X i , . . . ,XN, p ř edpok ládáme , že je centrovaný (každý výběr lze vždy centro

vat), a h ledáme hlavní směry jeho variability, tedy {C/}j>i> C? e [£>2]X> které 

maximalizuj í funkcionál 

1 N 

i=l 

za p o d m í n e k ||C||[B 2F = 1
 a

 (C> Cfc)[B 2F = 0, k < j , 

kde podmínka ortogonality (£, Ck)[B2]K = 0> k < j m á smysl pouze pro j > 2. 

Hlavní komponenty £  , j = 1, 2 , . . . nalezneme jako vlas tn í funkce výbě

rového kovariančního ope rá to ru V: [B2]K —> [B2]K takového, že 

i N 

Vf = - ® @ ( X l , f ) [ B 2 ] K Q X l pro f e [ B 2 ] K . 
i=l 

Tento operá to r m á TV — 1 nenulových vlastních čísel, 71 > • • • > 7AT_I [1], 

k t e rá udávaj í mí ru variability ve směrech komponent £ 1 ; . . . , C Í V - I -

Př i v ý p o č t u v las tn í čísel a funkcí budeme postupovat p o d o b n ě jako u jed

norozměrné S F P C A , použi jeme tedy clr transformaci. V tomto př ípadě 

c l r ( / ) = (clrC/O) G [QK, pro / = (/,) e [B2f. 

Pro t ransformovaný výběr c l r ( X i ) , . . . , c l r ( X j v ) pak h ledáme mnohoroz

měrné funkcionální hlavní komponenty £ I , - - - , £ J V - I E [-^Q] x odpovídaj ící 

nenulovým v las tn ím číslům a skóry 

x 

z f 7 = ( c l r C X i U i J i L g ] * = ^ ( c l r ( X í f e ) , ^ ) L g , 
k=l 
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i = l,...,N, j = l , . . . , N - l . 

Získané komponenty pak transformujeme zpět do prostoru [B2]K pomocí 

inverzní clr transformace (definované opět po složkách), tj. 

Cj = c l r" 1 ^. ) = ( c l r - 1 ^ ) , • • •, c l r " 1 ^ ) ) ' , j = 1, • • •, N - 1, 

a vypoč teme skóry 

K 
ZijV = (Xi,Cj)[132]K = y^Pfifc, (jk)t32; 

fc=l 

i = l,...,N, j = l , . . . , N - l . 

Opět zde pla t í , že skóry v [B2]K jsou to tožné jako skóry v [ X Q ] X . 

Mnohorozměrnou S F P C A budeme aplikovat na geometrické marginá ln í 

hustoty dvourozměrných hustot, tj. X j G [B2]2. 

2.3. F P C A pro dvourozměrné hustoty 

Dosud jsme vždy uvažovali pouze jednorozměrné hustoty, nyní se však 

zaměř íme na ty dvourozměrné , p ředs tav íme si funkcionální metodu hlavních 

komponent pro dvourozměrná funkcionální data [7] a aplikujeme j i na clr 

transformace dvourozměrných hustot. 

Mějme n á h o d n ý výběr dvourozměrných funkcí Fi,..., Fx G L2 definova

ných na k o m p a k t n í množině íl = ílx x Í V Q Tento výběr centrujeme 

a pro i = 1 , . . . , N dostaneme Fi = Fi — F, kde F — YliLi ^i- Dále definu

jeme výběrovou kovarianční funkci 

1 N 

K(x1,y1;x2,y2) = — ^2Fi(x1,y1)Fi(x2,y2), {x1,y1),(x2,y2) G Q 
i=l 
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a p ředpok ládáme , že tato funkce je spoj i tá na íž x íl a její d ruhé mocniny 

maj í konečný integrál . 

Uvažujeme funkci <f>(x,y) na Q takovou, že | |0 | | 2 = Jn (f>2(x, y) áx dy = 

1. Projekce Fi(x,y) na <f>(x,y) označíme Zi = fn Fi(x, y) <f>(x, y) d x d y , i = 

1, . . . , N, a jejich výběrový rozptyl můžeme spočí ta t jako 

(f>(xuK(xuyť,x2,y2) <P(x2,1/2) dxi dy i dx2 dy2. 

n n 

P r v n í hlavní komponentu h ledáme jako funkci 0 i , k t e rá maximalizuje 

tento rozptyl, tj. 

0 i = argmax / / yi) K(xi, yť,x2, y2) (j)(x2,y2) dxi dy i dx2 dy2. 
0:||0|| = 1 J J 

n n 

Další komponenty získáme p o d o b n ý m způsobem, musí pro ně však navíc 

platit 

J<f>j{x,y) (pk(x,y) dxdy = 0 pro j ^ k. 

n 

Tyto hlavní komponenty můžeme j ednoduše získat pomocí s ingulárního 

rozkladu kovarianční funkce K(xi,yi,x2,y2) jako o r tonormáln í posloupnost 

funkcí {4>j}j>i, k níž existuje nerostoucí posloupnost k ladných čísel {/%}j>i 

taková, že 

JK{xi,yť,x2,y2) (j)ó{x2,y2) dx2 dy2 = Kó (j)ó{xuyi) 

28 



a 

K(xl,yl;x2,y2) = ^ Kó cj)ó{xu y i ) (j)j(x2, y2), 

kde posloupnosti {KJ}J>I a {<ftj}j>i jsou vlas tní čísla a v las tn í funkce kovari-

anční funkce K(xi,yi, x2, y2). 

Skóry pak urč íme jako projekce funkcí Fi na jednot l ivé hlavní komponenty 

<frj, tj. 

zfJ

D= f Fi{x,y)<t)j{x,y)dxdy, i = 1 , . . . , N, j = 1, 2 , . . . . 

n 

Máme-li n á h o d n ý výběr dvourozměrných hustot Xi,...,X^ G i3 2(A) 

(A = \x x Ay) , pak stačí položit Fi = c l r (Xj) , i — 1 , . . . , N a použí t výše 

popsaný postup. 

Integrál kovarianční funkce K(xi,yi; x2, y2) je v p ř ípadě clr hustot nulový, 

neboť 

J J K(x1,y1;x2,y2) dx1dy1dx2dy2 = 

N 

J J J Z ^ P Q O Z I J Í / I ) clľ(Xi)(x2,y2) d x i d|/i dx2 dy2 = 
n n 

1 N 

i=l 

clľ(Xi)(xl,yl) dxidí/i 

Ln 

ch(Xi)(x2,y2) dx2dy2 

tedy K G L\ na íl x íl. Proto vlas tn í funkce <pj, j = 1 ,2, . . . maj í t aké nulový 

integrál , tj. <f>j G L\ na fl. 

V té to práci budeme pomocí dvourozměrné F P C A analyzovat nezávislé 

a interakční části hustot. 
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3. Zpracování reálných dat 

Nyní si ukážeme, jak lze výše popsané metody aplikovat na konkré tn í 

soubor dat. P ředs t av íme si data v y b r a n á k analýze, použi jeme je k vytvoření 

dvourozměrných hustot, a ty pak budeme rozkládat a analyzovat. Všechny 

kódy v R, k te ré byly k analýze dat použity, jsou n a h r á n y na G i t H u b 1 . 

3.1. Popis datového souboru a jeho úprava 

Analyzovaná data se týkají letů vypravených v roce 2013 ze t ř í newyor

ských letišť: 

• Newark Liberty International Airpor t ( E W R ) , 

• John F . Kennedy International Airpor t ( J F K ) , 

• LaGuard ia Airpor t ( L G A ) 

a jsou volně k dispozici v balíčku nycf l i g h t s l 3 v softwaru R. 

Budou nás za j ímat následující informace: 

• zpoždění při odletu z New Yorku a při př í le tu do cílové destinace (hod

noty v intervalech [-43,1301] a [-86,1272] minut), 

• měsíc, ve k t e r ém let p roběhl (leden až prosinec 2013), 

• vzdálenost mezi newyorským le t iš těm a cílovou dest inací (hodnoty v in

tervalu [80,4983] mil) - pro zjednodušení si vy tvoř íme čtyři vzdále

nos tn í kategorie: 0-500, 501-1000, 1001-2000, 2001+ m i l (jen pro před

stavu: 1 míle je přibližně 1.6093 ki lometrů) , 

• název letiště, ze k te rého byl let vypraven (letiště E W R , J F K , L G A ) . 

1 ht tps : / /g i thub .com/ade laczo lkova/Ana lyzaLetu 
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V závislosti na měsíci, vzdálenostn í kategorii a letišti si lety rozdělíme 

do 144 skupin. Ve skutečnost i však budeme pracovat pouze se 132 skupinami, 

neboť z letiště LaGuard ia nebyly v ž á d n é m měsíci vypraveny lety ve č tv r t é 

vzdálenost í kategorii (2001+ mil) , tj. 144 - 12 = 132. 

Vzhledem k tomu, že kdyby zde bylo zobrazeno 132 grafů, byla by tato 

práce velmi nepřehledná , vybereme jen grafy pro několik skupin, na k te ré se 

zde podíváme. Vybranými skupinami jsou odlety z letišť: 

• Newark v úno ru do dest inací ve 4. vzdálenostn í kategorii ( E W R , únor , 

vzálenost 4), 

• LaGuard ia v úno ru do dest inací v 1. vzdálenostní kategorii ( L G A , únor , 

vzdálenost 1), 

• LaGuard ia v březnu do dest inací ve 3. vzdálenostní kategorii ( L G A , 

březen, vzdálenost 3), 

• Newark v dubnu do dest inací v 1. vzdálenostn í kategorii ( E W R , duben, 

vzdálenost 1), 

• J F K v červnu do dest inací v 1. vzdálenostn í kategorii ( J F K , červen, 

vzdálenost 1), 

• LaGuard ia v červenci do dest inací ve 3. vzdálenostn í kategorii ( L G A , 

červenec, vzdálenost 3), 

• J F K v srpnu do dest inací ve 2. vzdálenostní kategorii ( J F K , srpen, 

vzdálenost 2), 

• Newark v září do dest inací ve 2. vzdálenostn í kategorii ( E W R , září, 

vzádlenost 2), 
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• J F K v říjnu do dest inací v 1. vzdálenostn í kategorii ( J F K , říjen, vzdá

lenost 1). 

Zobrazíme-li si zpoždění při odletu a př í le tu v jednot l ivých skupinách, uvi

díme, že v datech je málo velmi opožděných letů (několikahodinové zpoždění 

při od l e tu /p ř í l e tu ) , a t aké že mezi zpožděními je vysoká korelace (obrázek 

1). 

EWR, únor , v z d á l e n o s t 4 L G A , únor , vzdá lenos t 1 L G A , b ř e z e n , vzdá lenos t 3 

z p o ž d ě n í pn odletu (min) z p o ž d ě n í př i odletu (min) z p o ž d ě n í p ň odletu (min) 

EWR, duben, vzdá lenos t 1 J F K , č e r v e n , v z d á l e n o s t 1 L G A , č e r v e n e c , vzdá lenos t 3 

0 200 600 1000 1400 

z p o ž d ě n í pn odletu (min) 

- i — i — i — i — i — i — r 

0 200 600 1000 1400 

z p o ž d ě n í př i odletu (min) 

0 200 600 1000 1400 

z p o ž d ě n í pn odletu (min) 

J F K , s rpen , vzdá lenos t 2 EWR, září , v z d á l e n o s t 2 J F K , ř í jen, v z d á l e n o s t 1 

~[ 1 ľ 
0 200 600 

i — r 
1000 1400 

z p o ž d ě n í pn odletu (min) 

" 1 — I — I — I — I — I — T 

0 200 600 1000 1400 

z p o ž d ě n í př i odletu (min) 

" 1 — I — I — I — I — T 

0 200 600 1000 1400 

z p o ž d ě n í pn odletu (min) 

Obrázek 1: Všechna zpoždění ve vybraných skupinách. 

Abychom mohli s daty lépe pracovat, vynecháme lety se zpožděním při od-
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letu nebo pří le tu větš ím než 300 minut (tj. 5 hodin). Další úpravou, kterou 

provedeme, je logaritmizace zpoždění . Abychom j i však mohli provést , mu

síme nejprve ješ tě vynechat lety se z á p o r n ý m a nulovým zpožděním (dřívější 

a včasné odle ty /př í le ty , k te rých v datech příliš mnoho není) . N a obrázku 

2 můžeme vidět skoky mezi z logar i tmovanými hodnotami malých zpoždění , 

k teré působí poněkud nepřirozeně a b ě h e m odhadu hustot by mohly způsobi t 

problémy. Vynecháme proto ješ tě lety se zpožděním menš ím než pě t minut. 

EWR, únor , v z d á l e n o s t 4 L G A , únor , vzdá lenos t 1 L G A , b ř e z e n , vzdá lenos t 3 

0.0 0.5 1.0 1.5 2.0 2.5 3.0 

l o g 5 ( z p o ž d ě n í pn odletu) 

0.0 0.5 1.0 1.5 2.0 2.5 3.0 3.5 

l o g 5 ( z p o ž d ě n í pn odletu) 

! 008008 
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od <n© 00 o —1 1 1 1 1 1 
0.0 0.5 1.0 1.5 2.0 2.5 3.0 3.5 

l o g 5 ( z p o ž d ě n í př i odletu) 

EWR, duben, vzdá lenos t 1 

O OOO02 

i — i — i — i — i — i — i — r 

0.0 0.5 1.0 1.5 2.0 2.5 3.0 3.5 

l o g 5 ( z p o ž d ě n í pn odletu) 

J F K , č e r v e n , v z d á l e n o s t 1 

OO O0G8ÄD OO 

i — i — i — r 
1.0 2.0 

~ ~ i — r 
3.0 

l o g 5 ( z p o ž d ě n í pn odletu) 

L G A , č e r v e n e c , vzdá lenos t 3 

0.0 1.0 2.0 3.0 

l o g 5 ( z p o ž d ě n í př i odletu) 

J F K , s rpen , vzdá lenos t 2 EWR, září , v z d á l e n o s t 2 J F K , ř í jen, v z d á l e n o s t 1 

fTTTTD OD 
O O OOCCO O OOP 

- i — i — i — i — i — r 

0.0 1.0 2.0 3.0 

l o g 5 ( z p o ž d ě n í pn odletu) 

1 1 1 — I — T 
0.0 0.5 1.0 1.5 2.0 2.5 3.0 3.5 

l o g 5 ( z p o ž d ě n í pn odletu) 

0.0 1.0 2.0 3.0 

l o g 5 ( z p o ž d ě n í př i odletu) 

Obrázek 2: Zlogar i tmovaná zpoždění v intervalu 1 až 300 minut. 
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Logaritmus se zák ladem pě t použi jeme proto, aby hodnoty zlogaritmo-

vaného zpoždění začínaly jedničkou (mohli bychom samozřejmě zvolit loga

ritmus s jakýmkol i j i ným zák ladem) , výs ledná z logar i tmovaná zpoždění , se 

k te rými budeme dále pracovat, tedy budou v intervalu [1,3.54] a vid íme je 

na obrázku 3. 

EWR, únor , v z d á l e n o s t 4 L G A , únor , vzdá lenos t 1 L G A , b ř e z e n , v z d á l e n o s t 3 

1.0 1.5 2.0 2.5 3.0 1.0 1.5 2.0 2.5 3.0 3.5 1.0 1.5 2.0 2.5 3.0 3.5 

l o g 5 ( z p o ž d ě n í pn odletu) l o g 5 ( z p o ž d ě n í pn odletu) l o g 5 ( z p o ž d ě n í př i odletu) 

EWR, duben, v z d á l e n o s t 1 J F K , č e r v e n , v z d á l e n o s t 1 L G A , č e r v e n e c , v z d á l e n o s t 3 

1.0 1.5 2.0 2.5 3.0 3.5 1.0 1.5 2.0 2.5 3.0 3.5 1.0 1.5 2.0 2.5 3.0 3.5 

l o g 5 ( z p o ž d ě n í pn odletu) l o g 5 ( z p o ž d ě n í pn odletu) l o g 5 ( z p o ž d ě n í př i odletu) 

J F K , s rpen , v z d á l e n o s t 2 EWR, září , vzdá lenos t 2 J F K , ř í jen, vzdá lenos t 1 

1.0 1.5 2.0 2.5 3.0 3.5 1.0 1.5 2.0 2.5 3.0 3.5 1.0 1.5 2.0 2.5 3.0 3.5 

l o g 5 ( z p o ž d ě n í pn odletu) l o g 5 ( z p o ž d ě n í pn odletu) l o g 5 ( z p o ž d ě n í př i odletu) 

Obrázek 3: Zlogar i tmovaná zpoždění v intervalu 5 až 300 minut. 

Můžeme si vš imnout , že se poč ty pozorovaných zpoždění v jednot l ivých 

zobrazených skupinách liší. Také vidíme, že se zpoždění b ě h e m letu může 
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změni t , v našem př ípadě to je dobře vidět u menších zpoždění , pro tože 

jsme hodnoty zlogaritmovali. Obecně ale můžeme říct, že mezi zpožděními je 

k ladná korelace, tj. čím větší zpoždění při odletu, t í m větší zpoždění při pří

letu. 

3.2. Vytvoření (odhad) hustot a jejich clr transformace 

Jakmile m á m e data upravená , můžeme se pustit do odhadu dvourozměr

ných hustot p ravděpodobnos t i pro zpoždění při odletu a př í le tu v jednot

livých skupinách (132 skupin). Použi jeme k tomu jádrový odhad hustoty 

s Gaussovským j á d r e m (normální rozdělení) . 

Označíme-li x i , . . . , x n naše data o zpoždění jednot l ivých letů (ve zvolené 

skupině) , kde Xj = (xn,xi2)', Xn je zpoždění při odletu a xi2 při pří letu, 

i — 1,... ,n. Odhad hustoty / pro zpoždění x = (xi,x2)' pak získáme jako 

kde matice H > 0 ř á d u 2 je vyhlazovací parametr, pro jednoduchost budeme 

předpok láda t , že se j edná od diagonální matici s hodnotami hx,hy > 0 

na hlavní diagonále, potom determinant | H | = hxhy. K je (nezáporná) 

jádrová funkce, v našem př ípadě hustota dvourozměrného normovaného nor

málního rozdělení, tj. 

1 n i n 

/ (X) = - x ; Ä - H ( X = 
i=l i=l 

^ ( H - V ^ x - x . ) ) 

proto 

)) 
1 ^ ( X - X Í ^ H - ^ X - X Í ) 

27T\/hxhy 
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V softwaru R lze pro výpočet j ádrového odhadu hustoty použí t funkci 

bkde2D() z balíčku KernSmooth. Tato funkce m á několik p a r a m e t r ů : 

• x - da tová matice, k t e rá m á dva sloupce (zpoždění při odletu a př i pří

letu), 

• b a n d w i ď t h - dvousložkový vektor vyhlazovacích p a r a m e t r ů hx,hY, tzv. 

šířka okna pro každou souřadnicovou osu (zpoždění při od l e tu /p ř í l e tu ) , 

jeho volbě se budeme věnovat níže, 

• g r i d s i z e - vektor p o č t ů b o d ů mřížky pro každou souřadnicovou osu 

(zvolíme mřížku 40x40, tj. na každé ose bude rovnoměrně rozmístěno 

40 bodů , ve k te rých budou spoč í tány odhady hustoty), 

• r ange .x - seznam obsahující dva dvousložkové vektory, k teré určují 

min imáln í a max imá ln í hodnotu b o d ů mřížky na každé souřadnicové 

ose (obě zpoždění jsou v intervalu [1, 3.54]), 

• t r u n c a t e - logický parametr, pokud je jeho hodnota TRUE, pak jsou 

data mimo rozsah range. x ignorována (v na šem př ípadě pracujeme 

pouze z daty, k t e rá jsou v požadovaném rozsahu, tudíž žádná nebudou 

vynechána) . 

K volbě parametru bandwidth využijeme v R funkci b w . n r d O , k te rá op

t imáln í hodnotu parametru h pro zvolenou souřadnicovou osu určuje jako 

kde ä je odhad směroda tné odchylky na dané ose a n je poče t pozorovaných 

hodnot (viz výše) . Hodnotu h tedy poč í t áme zvlášť pro zpoždění při odletu 

(hx) a při př í le tu (hy). 
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Hustoty jsou sice spoji té funkce, pomocí funkce bkde2D() však dostaneme 

pouze jejich hodnoty na zvolené mřížce, t akže dále budeme pracovat pouze 

s t ěmi to hodnotami - diskret izovanými hustotami (obrázek 4). Kdybychom 

chtěli pracovat se spoj i tými odhady hustot, mohli bychom je reprezentovat 

pomocí splajnů, t ě m se však zde věnovat nebudeme. 

EWR, únor, vzdálenost 4 L G A , únor, vzdálenost 1 L G A , březen, vzdálenost 3 

EWR, duben, vzdálenost 1 J F K , červen, vzdálenost 1 L G A , červenec, vzdálenost 3 

J F K , srpen, vzdálenost 2 EWR, záři , vzdálenost 2 J F K , říjen, vzdálenost 1 

Obrázek 4: Diskretizované hustoty pro z logar i tmovaná zpoždění v intervalu 
5-300 minut ve vybraných skupinách. 

N a obrázku 4 jsou zobrazeny diskretizované hustoty pro vybrané skupiny 

letů. N a vodorovných osách jsou zpoždění při odletu a při pří letu, na svislé 
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ose jsou hodnoty odhadovaných hustot, hodnoty na osách rostou ve směru 

šipek a jejich rozsahy jsou pro všechny skupiny stejné, naopak barevné škály 

jsou pro jednot l ivé skupiny různé (toto bude platit i pro další p o d o b n é grafy). 

N a první pohled si můžeme vš imnout , že se jednot l ivé hustoty mezi sebou 

více či méně liší, p řes to všechny dobře zachycují již dříve zmíněnou kladnou 

korelaci mezi zpožděními . Vid íme také např ík lad podobnost mezi hustotami 

pro lety do dest inací v 1. vzdálenostn í kategorii, k teré jsou oproti o s t a t n í m 

špičatější. Naopak asi nejméně šp iča tá je hustota pro lety z letiště Newark 

v únoru do dest inací ve 4. vzdálenostn í kategorii, což by mohlo znamenat 

rovnoměrnější rozdělení zpoždění letů v t é to skupině, avšak může to být 

t aké důsledek malého p o č t u pozorování, k t e rá v t é t o skupině m á m e . Dále se 

podívejme t ř e b a na hustotu pro lety z letiště J F K v říjnu do dest inací v 1. 

vzdálenostn í kategorii, k t e rá m á na rozdíl od os ta tn ích dva vrcholy, dalo by 

se tedy říct, že v t é to skupině se nejčastěji vyskytuj í dva typy letů - b u ď t o 

lety s m a l ý m (někol ikaminutovým) zpožděním při odletu i pří letu, nebo lety 

s velkým (více než hodinovým) zpožděním při odletu i př í le tu, a toto zpoždění 

se b ě h e m letu výrazně nezmění . 

Diskret izované hustoty bychom dále chtěli transformovat z Bayesova pro

storu B2 do prostoru L \ pomocí clr transformace uvedené v kapitole 1.1, 

kterou př izpůsobíme tomu, že pracujeme s diskret izovanými hustotami (viz 

níže). P ř e d provedením transformace se však mus íme ješ tě zaměř i t na sa

mo tné o d h a d n u t é hodnoty hustot v bodech mřížky, protože něk te ré tyto 

hodnoty jsou velmi blízké nule ( řádu 10~ 1 6 a nižšího), p r avděpodobně se 

ve skutečnost i j edná o nuly, k te ré nejsou nulami kvůli zaokrouhlování b ě h e m 

výpoč tů , a mezi t ěmi to hodnotami a dalšími skutečně nenulovými hodno

tami hustot ( řádu 10~ 1 2 a vyššího) je skok, k te rý by dále ovlivnil podobu clr 

hustot (obrázek 5). Musíme se proto zamyslet, jak zdánlivě nenulové hodnoty 
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upravit, aby neměly výrazný vl iv na podobu clr hustot. 

Obrázek 5: Diskret izované clr hustoty bez dalších úp rav pro z logar i tmovaná 
zpoždění v intervalu 5-300 minut ve vybraných skupinách. 

Heuristickou metodou jsme se rozhodli vyřešit tento problém tak, že 

pro každou ze 132 hustot spoč í t áme p růměr 20 jejích nejmenších hodnot 

větších než 10~ 1 3 a hodnoty hustoty menší než tento vypoč tený p r ů m ě r na

hrad íme právě t í m t o p růměrem. 

Nyní už můžeme bez obav provést clr transformaci, označíme-li hodnoty 
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hustot v bodech mřížky fjk, j,k — 1,2,..., 40, potom 

40 40 
^ ^ 1 \ ^ 

clr(/j f c ) = ln fjk - ^ôT4Ô S E l n Í > fc = !> • • • > 4 0 ' 
r= l s=l 

a získáme tak diskretizované clr hustoty, k te ré budeme dále analyzovat. 

EWR, únor, vzdálenost 4 L G A , únor, vzdálenost 1 LGA, březen, vzdálenost 3 

EWR, duben, vzdálenost 1 J F K , červen, vzdálenost 1 L G A , červenec, vzdálenost 3 

J F K , srpen, vzdálenost 2 EWR, září, vzdálenost 2 J F K , říjen, vzdálenost 1 

Obrázek 6: Diskret izované clr hustoty po nahrazen í zdánlivě nenulových hod
not. 

N a obrázku 6 vidíme, že po nahrazen í zdánlivě nenulových hodnot zmizel 

výrazný skok mezi hodnotami clr hustot, k te rý jsme pozorovali na obrázku 
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5. Také si vš imneme, že všechny clr hustoty jsou si na p rvn í pohled velmi 

podobné , a to i přes to , že některé původn í (netransformované) hustoty se 

od sebe výrazně lišily (obrázek 4). I v zde však můžeme stále dobře vidět , že 

mezi zpožděními je k ladná korelace. 

3.3. Ortogonální rozklad a rozklad interakční hustoty 

Ješ tě než př i s toupíme k s a m o t n ý m rozk ladům dvourozměrných hustot, 

pod íváme se podrobněj i na jednot l ivé typy marginálních hustot popsané v ka

pitole 1.2 a ukážeme si, že se ar i tmet ické a geometrické marg iná ln í hustoty 

(prvky Bayesových pros torů) skutečně liší. 

Nejprve vypoč í t áme clr marginá ln í hustoty jednot l ivých clr hustot, pro dis-

kret izované hustoty m á m e 

1 4 0 

k=l 
1 4 0 

cHÍY,g,k) = Clľ(fjk), k = 1, ... ,40, 
i=i 

kde X používáme pro zpoždění při odletu a Y pro zpoždění při pří letu, jak 

už bylo naznačeno v kapitole 3.2. 

Odhad geometr ických margináln ích hustot v Bayesově prostoru B2 zís

káme jako 

40 

fx,g,j = e x P { c l r ( / x , < ? , j ) } / ^ 2 h ' e x P{ c l r &,<?,*)}> J = 1,. . . ,40, 
1=1 
40 

fy,g,k = exp{ch(fY,g,k)}/^2h' exp{clr(f Y, g,i)}, k = 1, . . . ,40, 
i=i 

kde h je vzdálenost mezi body mřížky (na obou osách s te jná) . 

41 



Ari tmet ické marg iná ln í hustoty odhadneme s pomocí jádrové funkce, zde 

se bude jednat o hustotu j ednorozměrného normovaného normáln ího rozdě

lení, tj. 

1 

K(x) = —e 2 i e l 

potom odhad jednorozměrné hustoty pro zpoždění x (při odletu, nebo pří letu) 

K x ) = l ± K h ( x - X i ) = l ± l K { ^ , 
i=l i=l x ' 

kde h > 0 je vyhlazovací parametr. Za xiy i = l , . . . , n , dosazujeme bud 

zpoždění při odletu xn, nebo zpoždění při př í le tu x a (viz značení v kapitole 

3.2). V R pro odhad využijeme funkci bkde() z balíčku KernSmooth, k t e rá 

pracuje p o d o b n ě jako již dříve p o p s a n á funkce bkde2D(), a k odhadu vyhla

zovacího parametru h použi jeme opět funkci b w . n r d O . Stejně jako v př ípadě 

dvourozměrných hustot získáme diskretizované hustoty 
• fx,a,j, j — 1, • • •, 40 pro zpoždění při odletu, 

• fy,a,k, k = 1 , . . . , 40 pro zpoždění při př í le tu. 

I tyto odhady ar i tmet ických marginálních hustot můžeme transformovat 

pomocí clr transformace, tedy 

1 4 0 ^ 
ch(fx,a,j) = ln fX,a,j - l n fa*}, J = 1,. . . ,40, 

1=1 

1 4 0 ^ 
dr(/y l 0,fc) = ln fY,a,k ~ ^ ^2 ln fY,a,i, k = 1 , . . . , 40. 

i=i 

O d h a d n u t é diskretizované ar i tmet ické i geometrické marg iná ln í hustoty 

si zobrazíme spolu s jejich clr transformacemi; z obrázků 7 a 8 je zřejmé, že 
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jsou tyto dva typy margináln ích hustot opravdu odlišné a liší se i jejich clr 

hustoty. Obecně lze říct, že ar i tmet ické marg iná ln í maj í těžší chvosty, za t ímco 

ty geometrické jsou špičatější, a navíc u nich můžeme vidět výraznější rozdíly 

ve výškách jednot l ivých hustot, po clr transformaci je už však nepozorujeme. 

aritmetické marg. hustoty clr(aritmetické marg. hustoty) 

log(zpoždění při odletu) 

geometrické marg. hustoty 

log(zpoždění při odletu) 

clr(geometrické marg. hustoty) 

EWR, únor, vzdálenost 4 
LGA, únor, vzdálenost 1 
LGA, březen, vzdálenost 3 
EWR, duben, vzdálenost 1 
JFK, červen, vzdálenost 1 
LGA, červenec, vzdálenost 3 
JFK, srpen, vzdálenost 2 
EWR, září, vzdálenost 2 
JFK, ří jen, vzdálenost 1 

log(zpoždění při odletu) log(zpoždění při odletu) 

Obrázek 7: Ari tmet ické a geometrické marg iná ln í hustoty a jejich clr trans
formace pro zpoždění při odletu pro vybrané skupiny letů. 

Lze také porovnat ar i tmet ické a geometrické marg iná ln í hustoty pro kon

kré tn í skupinu letů. Např ík lad si vš imněme (obrázek 7), že ar i tmet ická mar

ginální hustota zpoždění při odletu pro lety z letiště J F K v říjnu do dest inací 

v 1. vzdálenostn í kategorii (fialová) je mírně zvlněná, to se projeví i po clr 

transformaci, i když ne příliš výrazně . Podíváme-l i se na odpovídaj ící geome

trickou marg iná ln í hustotu, žádné zvlnění u ní nepozorujeme. Tento efekt je 

pak vidět i u zpoždění při př í le tu, avšak zde není tak výrazný (obrázek 8). 

O p a č n á situace nastala u letů z letiště Newark v září do dest inací ve 2. vzdá

lenostní kategorii ( tmavě m o d r á ) , zde pozorujeme zvlnění u geometrické mar

ginální hustoty pro zpoždění při odletu a nikoliv u té ar i tmet ické (obrázek 
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7), u zpoždění při př í le tu ale už nic takového nepozorujeme (obrázek 8). 

aritmetické marg. hustoty clrfaritmetické marg. hustoty) 

1.0 1.5 2.0 2.5 3.0 3.5 

log(zpoždění při příletu) 

geometrické marg. hustoty 

log(zpoždění při příletu) 

clr(geometrické marg. hustoty) 

EWR, únor, vzdálenost 4 
LGA, únor, vzdálenost 1 
LGA, březen, vzdálenost 3 
EWR, duben, vzdálenost 1 
JFK, červen, vzdálenost 1 
LGA, červenec, vzdálenost 3 
JFK, srpen, vzdálenost 2 
EWR, září, vzdálenost 2 
JFK, ří jen, vzdálenost 1 

log(zpoždění při příletu) log(zpoždění při příletu) 

Obrázek 8: Ar i tmet ické a geometrické marg iná ln í hustoty a jejich clr trans
formace pro zpoždění při př í le tu pro vybrané skupiny letů. 

Nyní už se zaměř íme na or togonální rozklad o d h a d n u t ý c h dvourozměr

ných hustot. Veškeré výpoč ty budeme provádět v clr prostoru Lg , budeme 

tedy pracovat s clr hustotami, a i když zde a v následujících kapi tolách t é to 

práce budeme hovořit o hus to tách , budeme mí t na mysli jejich clr transfor

mace, pokud nebude uvedeno jinak. 

Nezávislou část hustoty určíme jako součet clr margináln ích hustot a in

terakční část jako rozdíl původn í clr hustoty a její nezávislé části , jak bylo 

popsáno v kapitole 1.3. Pro diskretizované hustoty provedeme výpoč ty takto: 

clr(/indjfe) = clr(fx,g,j) + clr(fY,g,k), 

Ch(íntjfe) = C\ľ(fjk) - C\ľ(fmddk) = C\ľ(fjk) - C\ľ(fx,g,j] c l r ( ŕ Y,g,k); 

kde j,k= 1 , . . . ,40 . 
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O b ě složky rozkladu si opět zobrazíme pro vybrané skupiny letů. N a ob

rázku 9 vidíme nezávislé část i hustot ( c l r ( / i n d ) ) ; stejně jako u clr hustot (ob

rázek 6) jsou si tyto také velmi podobné , avšak při bližším pohledu na ně 

jsme schopni mezi n imi nají t urč i té rozdíly. 

EWR, únor, vzdálenost 4 L G A , únor, vzdálenost 1 L G A , březen, vzdálenost 3 

EWR, duben, vzdálenost 1 

J F K , srpen, vzdálenost 2 

J F K , červen, vzdálenost 1 

EWR, září , vzdálenost 2 

L G A , červenec, vzdálenost 3 

J F K , říjen, vzdálenost 1 

Obrázek 9: Diskret izované nezávislé části hustot vybraných skupin letů. 

Je t aké dobře vidět , že nezávislé část i hustot jsou složeny z clr (geome

trických) margináln ích hustot pro jednot l ivá zpoždění . Např ík lad u hustoty 

pro lety z letiště Newark v září do dest inací ve 2. vzdálenostní kategorii 

si můžeme vš imnout , že se zde projevilo zvlnění pozorované u geometrické 
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marginá ln í hustoty pro zpoždění při odletu (obrázek 7). 

Obrázek 10 je pak věnován in terakčním čás tem hustot (c l r ( / i n t ) ) , i ty maj í 

ve všech zobrazených skupinách podobnou strukturu. 

EWR, únor, vzdálenost 4 L G A , únor, vzdálenost 1 L G A , březen, vzdálenost 3 

EWR, duben, vzdálenost 1 J F K , červen, vzdálenost 1 L G A , červenec, vzdálenost 3 

J F K , srpen, vzdálenost 2 EWR, září , vzdálenost 2 J F K , říjen, vzdálenost 1 

Obrázek 10: Diskret izované interakční části hustot vybraných skupin letů. 

Z jednot l ivých grafů můžeme snadno vyčíst, že existuje velká závislost 

mezi velkými zpožděními , tzn. je-li let významně opožděn již při odletu, po

tom lze očekávat velké zpoždění i při př í le tu do cílové destinace (viz velké hod

noty interakčních část í hustot). Závislost pozorujeme také mezi ma lými zpož

děními, tj. je-li let vypraven přibližně v p lánovaném čase, nebývá ani na pří-
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letu hodně opožděn. U letů z letiště Newark v září do dest inací ve 2. vzdá

lenostní kategorii můžeme zaznamenat malou odlišnost od os ta tn ích zobra

zených skupin - je-li zpoždění při odletu v ř á d u několika minut (přibližně 

20-30 minut), pak se dá očekávat, že se toto zpoždění b ě h e m letu nezvýší, 

nebo se dokonce sníží. 

Dále provedeme singulární rozklad interakční hustoty, j emuž byla vě

nována kapitola 1.4. Pro diskretizované interakční hustoty v y p a d á rozklad 

takto: 

oo 

i=i 

EWR, únor, vzdálenost 4 LGA, únor, vzdálenost 1 LGA, březen, vzdálenost 3 

EWR, duben, vzdálenost 1 JFK, červen, vzdálenost 1 LGA, červenec, vzdálenost 3 

JFK, srpen, vzdálenost 2 EWR, září, vzdálenost 2 JFK, říjen, vzdálenost 1 

Obrázek 11: P rvn ích deset singulárních hodnot rozkladů interakčních částí 
hustot pro vybrané skupiny letů. 

47 



Podíváme-l i se na s ingulární hodnoty rozkladů hustot pro jednot l ivé sku

piny, vidíme, že p rvn í s ingulární hodnota je vždy výrazně vyšší než os ta tn í 

hodnoty (obrázek 11), to znamená , že pomocí prvních komponent rozkladu 

můžeme získat dobrou aproximaci interakční části hustoty, tj. 

^ 1/2 
clr(/intjfc) ~ 7 i <Pi,jipitk, j,k = 1 , . . . ,40 . 

N a obrázku 12 vidíme, že aproximace interakčních část í hustot jsou sku

tečně velmi p o d o b n é p ů v o d n í m in terakčním h u s t o t á m (obrázek 10). 

EWR, únor, vzdálenost 4 LGA, únor, vzdálenost 1 LGA, březen, vzdálenost 3 

EWR, duben, vzdálenost 1 

JFK, srpen, vzdálenost 2 

JFK, červen, vzdálenost 1 

EWR, září, vzdálenost 2 

LGA, červenec, vzdálenost 

JFK, říjen, vzdálenost 1 

Obrázek 12: Aproximace interakčních část í hustot pomocí prvních kompo
nent jejich singulárních rozkladů. 
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Můžeme si t aké zobrazit jednot l ivé p rvn í komponenty ( ^ í ^ i ) - N a ob

rázku 13 vidíme prvn í komponenty odpovídaj ící z logar i tmovanému zpoždění 

při odletu, na obrázku 14 pak ty odpovídaj ící z logar i tmovanému zpoždění 

při př í le tu. Opě t je možné vidět , že komponenty jsou si velmi podobné . 

U zpoždění při odletu si nejvýraznější odlišnosti můžeme vš imnout u letů 

z letiště Newark v září do dest inací ve 2. vzdálenostn í kategorii, u zpoždění 

při př í le tu však takovou odlišnost nepozorujeme. 

EWR, únor, vzdálenost 4 L G A , únor, vzdálenost 1 

1.0 1.5 2.0 2.5 3.0 3.5 

log(zpoždění pň odletu) 

1.0 1.5 2.0 2.5 3.0 3.5 

log(zpoždění při odletu) 

L G A , březen, vzdálenost 3 

1.0 1.5 2.0 2.5 3.0 3.5 

log(zpoždění pň odletu) 

EWR, duben, vzdálenost 1 J F K , červen, vzdálenost 1 L G A , červenec, vzdálenost 3 

1.0 1.5 2.0 2.5 3.0 3.5 

log(zpoždění pň odletu) 

1.0 1.5 2.0 2.5 3.0 3.5 

log(zpoždění při odletu) 

1.0 1.5 2.0 2.5 3.0 3.5 

log(zpoždění pň odletu) 

J F K , srpen, vzdálenost 2 EWR, září , vzdálenost 2 

1.0 1.5 2.0 2.5 3.0 3.5 

log(zpoždění pň odletu) 

1.0 1.5 2.0 2.5 3.0 3.5 

log(zpoždění při odletu) 

J F K , říjen, vzdálenost 1 

1.0 1.5 2.0 2.5 3.0 3.5 

log(zpoždění pň odletu) 

Obrázek 13: P r v n í komponenty singulárních rozkladů interakčních část í hus
tot odpovídaj ící z logar i tmovanému zpoždění při odletu. 
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EWR, únor, vzdálenost 4 L G A , únor, vzdálenost 1 L G A , březen, vzdálenost 3 

log(zpoždění pň příletu) 

EWR, duben, vzdálenost 1 

log(zpoždění pň příletu) 

J F K , červen, vzdálenost 1 

log(zpoždění pň příletu) 

J F K , srpen, vzdálenost 2 

v i 1 1 1 
1.0 1.5 2.0 2.5 3.0 3.5 

log(zpoždění pň příletu) 

EWR, září , vzdálenost 2 

log(zpoždění pň pří letu) 

L G A , červenec, vzdálenost 3 

log(zpoždění pň pří letu) 

J F K , říjen, vzdálenost 1 

1.0 1.5 2.0 2.5 3.0 3.5 

log(zpoždění pň příletu) 

1.0 1.5 2.0 2.5 3.0 3.5 

log(zpoždění pň příletu) 

1.0 1.5 2.0 2.5 3.0 3.5 

log(zpoždění pň pří letu) 

Obrázek 14: P r v n í komponenty singulárních rozkladů interakčních část í hus
tot odpovídaj ící z logar i tmovanému zpoždění při př í le tu. 

3.4. Možnosti analýzy nezávislých částí hustot 

V t é t o kapitole se zaměř íme na nezávislé část i hustot (jejich clr trans

formace), k teré jsou souč tem clr (geometrických) margináln ích hustot. Na

ším cílem bude porovnat F P C A popsanou v kapitole 2.3 a dvourozměrnou 

S F P C A z kapitoly 2.2, zaměř íme se h lavně na porovnán í skórů, k te ré získáme 

t ěmi to dvěma přís tupy. 

Začneme s F P C A , kterou aplikujeme na nezávislé části (diskretizovaných) 

hustot. Pro každou skupinu letů si vy tvoř íme řádkový vektor hodnot nezávislé 

části hustoty v bodech zvolené mřížky 40x40, tj. 

fs = (clr(/ ind,i , i) ,clr(/ i n d ,2 , i ; .c l r ( / i ind,40,40. 
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kde s = 1,2 ..., 132 označuje jednot l ivé skupiny letů. Vektory fs pak budou 

tvoři t ř ádky matice F i n d typu 132 x 1600. 

Hlavní komponenty budeme stejně jako v kapitole 2.3 značit <pi, l = 1,2 ..., 

a jejich hodnoty v bodech mřížky budeme zapisovat do sloupcových vektorů 

4>j = (01,1, 02,1, • • • , 040,40^- , j = 1 ,2 , . . . , 

k teré pak budou tvoř i t sloupce matice <&. Jsme však schopni nají t pouze 132 

hlavních komponent, neboť m á m e 132 skupin letů (pozorování) , to ale vůbec 

nevadí, protože nás budou za j ímat jen skóry odpovídaj ící p rvn ím dvěma 

komponen t ám. 

Jelikož je u metody hlavních komponent zvykem pracovat s centrova

nými daty, budeme centrovat i naše hustoty, tj. pro každý sloupec matice 

Find spoč í t áme ar i tmet ický p růměr hodnot v něm, ten pak od těchto hodnot 

odeč teme a výslednou matici označíme F i n d . 

Hlavní komponenty a skóry získáme pomocí s ingulárního rozkladu ma

tice F i n d , tj. F i n d = U i n d D i n d V í n d , kde matice U i n d , V i n d maj í o r tonormáln í 

sloupce, U i n d je ř á d u 132, V i n d je typu 1600 x 132 a D i n d je diagonální matice 

ř á d u 132, na jejíž hlavní diagonále se nacházejí s ingulární hodnoty. Ve sloup

cích matice V i n d jsou hodnoty hlavních komponent v bodech mřížky, proto 

tedy p la t í <& = V i n d . Skóry jednot l ivých nezávislých část í hustot nalezneme 

v řádcích matice Z i n d = U i n d D i n d , tzn. řádek zfD = {zf±,... ,^132) , s = 

1, . . . , 132; v řádcích matice U i n d jsou pak normované skóry. 

V kapitole 2 sice F P C A a dvourozměrná S F P C A působily docela odlišně, 

n icméně jejich prakt ické použi t í pro diskretizované hustoty je velmi podobné , 

postup se liší v p o d s t a t ě jen t ím, jak vypada j í výše uvedené matice. C l r 

marginá ln í hustoty (clr transformace geometr ických margináln ích hustot) si 
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pro každou skupinu letů zapíšeme do dvou řádkových vektorů 

l s , x = ( c h ( / x , s , i ) , . . . , c\r(fx,gAo))s, 8 = 1,..., 132, 

ls,Y = (c\r(fY,g,l), c\ľ(fY,g,4o))s, 8 = 1,..., 132, 

tyto vektory pak složíme do jednoho, tj. ( / s í , / s y ) , a ty pak budou tvoři t 

ř ádky matice Fg typu 132 x 80. Stejně jako u nezávislých část í hustot budeme 

centrovat, a získáme tak matici Fg. 

Provedeme singulární rozklad matice Fg, tj. Fg = XJg~DgV'g, zde je ma

tice XJg typu 132 x 80, V s je ř á d u 80 a diagonální matice Dg je ř á d u 80. 

I nyní se ve sloupcích matice V s budou nacházet hodnoty hlavních kompo

nent ve zvolených bodech, prvních 40 hodnot každého sloupce bude odpo

vída t komponen tě pro prvn í marg iná ln í hustotu (označené X - zpoždění při 

odletu) a zbylých 40 hodnot bude odpovída t komponen tě d ruhé marginá ln í 

hustoty ( Y - zpoždění při př í le tu) , tedy 

Vj = ( v X j , V y j ) ' = (vld, V2,j, Vsoj)', j = 1, • • • , 80. 

Vektory v x j , v y j pak budou odpovída t h o d n o t á m složek komponent £• po

psaných v kapitole 2.2. Skóry pro jednot l ivé dvojice margináln ích hustot opět 

nalezneme v řádcích matice Zg = XJg~Dg, tzn. z ^ v = (z^,..., z ^ ) , s = 

1, . . . , 132, a normované skóry pak v matici XJg. 

Nyní si můžeme zobrazit skóry odpovídaj ící p r v n í m dvěma h lavním kom

p o n e n t á m pro nezávislou část hustoty i pro clr marg iná ln í hustoty. Když se 

podíváme na obrázek 15, vš imneme si shody mezi zobrazenými skóry, ty se 

skutečně liší pouze měř í tkem. 
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Obrázek 15: Skóry odpovídaj ící p r v n í m dvěma h lavním k o m p o n e n t á m nezá
vislých část í hustot (vlevo) a clr marginálních hustot (vpravo) - liší se pouze 
měř í tkem. 

Podíváme-l i se na normované skóry, zjistíme, že jsou naprosto to tožné 

(obrázek 16). 

-0.1 0.0 0.1 

"s1 

Obrázek 16: Normované skóry odpovídaj ící p rvn ím dvěma h lavním kompo
n e n t á m nezávislých část í hustot a clr margináln ích hustot, červeně je ozna
čeno pozorování, k teré považujeme za odlehlé. 

Tato shoda mezi skóry je d a n á t ím, že nezávislá část hustoty (její clr 

transformace) je souč tem clr margináln ích hustot, hodnoty nezávislé části 

hustoty tedy získáme jako součty všech možných dvojic hodnot clr margi

nálních hustot, nezávislá část hustoty tak bude z pohledu metody hlavních 
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komponent obsahovat naprosto to tožnou informaci jako jednot l ivé marginá ln í 

hustoty (matice F i n d a Fg se sice budou lišit svými rozměry, ale budou obsa

hovat v p o d s t a t ě stejnou informaci). S využ i t ím předchozího značení můžeme 

tento vztah zapsat mat icově pro jednot l ivé skupiny letů, tj. 

f s = v ec 

kde s = 1, • • •, 132 značí skupinu letů a J je jedničková matice ř á d u 40, tedy 

matice obsahující samé jedničky. 

N a obrázku 16 je t aké červeně označeno pozorování, k te ré můžeme po

važovat za odlehlé, to znamená , že se jeho nezávislá část hustoty, respektive 

geometrické marg iná ln í hustoty, ně jakým způsobem liší od hustot odpovída

j ícím o s t a t n í m skup inám letů. Zde se j edná o lety z letiště Newark v září 

do dest inací ve 4. vzdálenostn í kategorii; podíváme-l i se na nezávislou část 

hustoty (její clr transformaci) pro tyto lety, vidíme, že je plošší než ty odpo

vídající o s t a t n í m skupinám. Totéž bude platit i pro clr marg iná ln í hustoty. 

N a obrázku 17 si tyto plošší hustoty můžeme proh lédnout a p ř ípadně je po

rovnat s hustotami na obrázcích 7, 9, 8 v kapitole 3.3. 

diag fsv U + J diag / s,Y 

Obrázek 17: C l r marg iná ln í hustoty (vlevo a vpravo) a nezávislá část hustoty 
(upros t řed) odpovídaj ící odlehlému pozorování. 
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Dále nás také za j ímá interpretace jednot l ivých komponent. Podíváme-l i 

se, j a k ý m skup inám letů odpovídaj í zobrazené skóry, může nás napadnout, 

že by prvn í hlavní komponenta mohla souviset se sezónností . N a obrázku 

18 vidíme, že hodnoty skórů (usi) odpovídajících skup inám letů v letních 

měsících (červen, červenec, srpen - červená) jsou převážně záporné , naopak 

hodnoty skórů pro skupiny letů v podz imních měsících (září, říjen, listopad 

- oranžová) jsou spíše kladné. Vyšší k ladné hodnoty skórů pozorujeme také 

u některých skupin letů v zimních měsících (prosinec, leden, únor - m o d r á ) . 
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Obrázek 18: Normované skóry odpovídaj ící p rvn ím dvěma h lavním kom
p o n e n t á m nezávislých část í hustot (respektive clr marginálních hustot) 
s barvami podle ročního období . 

Pokud bychom si zobrazili ve v h o d n é m pořadí , tj. podle hodnot skórů 

odpovídajících p rvn í komponen tě , nezávislé části hustot a geometrické mar

ginální hustoty (pracujeme sice s clr hustotami, ale ty můžeme snadno trans

formovat pomocí inverzní clr transformace a zobrazit), viděli bychom, že lety 

ve skupinách, k t e r ý m odpovídaj í nižší hodnoty skórů, maj í tendenci k mírně 

menš ímu zpoždění při odletu než ty, j imž odpovídaj í vyšší hodnoty skórů. 

Pro zpoždění při př í le tu je to pak právě naopak. Vzhledem k tomu, že vět

šině skupin letů v letních měsících odpovídaj í malé hodnoty skórů, mohli 
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bychom usoudit, že zpoždění letů, j imž odpovídaj í malé hodnoty skórů, mo

hou být spojena s velkým leteckým provozem a p ř ípadně se změnami počasí . 

Silný letecký provoz je příčinou čekání na povolení k odletu, a to způsobuje 

zpoždění při odletu, navíc také letadla musí letět tak, aby si vzá jemně nekří-

žila d ráhu letu, což může ovlivnit délku letu, a t í m se může zvýšit zpoždění 

při pří letu. Zpoždění se b ě h e m letu může zvýšit také vlivem změn počasí , 

např ík lad v létě jsou lety ovlivňovány výsky tem bouřek. Vyšší hodnoty skórů 

jsou spojeny větš inou s lety v podz imních a zimních měsících, kdy letecký 

provoz bývá menší , a n e m á tak velký vl iv na zpoždění . V těchto obdobích 

jsou však čas to zhoršené pově t rnos tn í podmínky , tj. š p a t n á viditelnost, sníh, 

a lety tak mohou nab í ra t velká zpoždění již při odletu (počasí neumožňuje 

včasný odlet letadla), a pokud pak b ě h e m letu nenastanou další komplikace, 

zpoždění b ě h e m letu se výrazně nezvýší. 

P o d o b n ě se můžeme zamyslet nad in terpre tac í d ruhé hlavní komponenty, 

ta by podle obrázku 19 mohla souvislost se vzdálenostními kategoriemi. 
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Obrázek 19: Normované skóry odpovídaj ící p rvn ím dvěma h lavním kom
p o n e n t á m nezávislých část í hustot (respektive clr marginálních hustot) 
s barvami podle vzdálenostních kategorií . 

Vidíme, že hodnoty skórů (uS2) odpovídaj ící skup inám letů do dest inací 
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v 1. vzdálenostn í kategorii (černá) jsou větš inou záporné , kdež to u skupin 

letů do dest inací ve 4. vzdálenostn í kategorii (modrá) převažují k ladné hod

noty skórů. Když bychom si opět ve v h o d n é m pořad í zobrazili nezávislé části 

hustot a geometrické marg iná ln í hustoty (nebo jejich clr transformace), mohli 

bychom si vš imnout , že s rostoucími hodnotami skórů odpovídajících d ruhé 

hlavní komponen tě jsou zobrazené hustoty plošší (méně špičaté) . Tento efekt 

také odpovídá tomu, co jsme viděli u odlehlého pozorování popsaného výše 

- vyšší k l adná hodnota skóru odpovídaj íc ího d ruhé hlavní komponen tě , plo

ché clr hustoty, skupina letů do dest inací ve 4. vzdálenostní kategorii. P la t í , 

že čím jsou hustoty plošší, t í m je rozdělení zpoždění rovnoměrnější . Kromě 

rozdílů ve špičatost i bychom mohli pozorovat, že s ros toucími hodnotami 

skórů (tedy s ros toucími vzdálenos tmi letů) mírně roste i tendence k vět

šímu zpoždění . To může např ík lad souviset s t ím, že dálkové lety mohou být 

komplikovanější, co se týče jejich celkové organizace. 

Ješ tě by nás mohlo napadnou, zda by bylo možné pomocí skórů rozlišit 

jednot l ivá letiště, ze k terých byly lety vypraveny. Kdybychom si však skóry 

obarvili podle jednot l ivých letišť, viděli bychom, že takovéto rozlišení letišť 

není možné, proto zde obrázek ani neukazujeme. Př i porovnán í s barvami 

podle vzdálenostních kategorií by se projevilo to, že z letiště LaGuard ia ne

byly vypraveny žádné lety do dest inací ve 4. vzdálenostní kategorii, což jsme 

však byl i schopni vyčíst již p ř ímo z dat. 

3.5. Analýza interakčních částí hustot 

V poslední kapitole t é to práce se pod íváme na dvourozměrnou F P C A 

pro interakční části hustot (jejich clr transformace). 

Budeme postupovat úplně stejně jako v p ř ípadě nezávislých část í hustot. 

Pro každou skupinu letů si vy tvoř íme řádkový vektor hodnot diskretizované 
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in terakční části hustoty v bodech zvolené mřížky a tyto vektory budou tvoři t 

ř ádky matice F i n t . Po centrování pak dostaneme matici F i n t a provedeme její 

s ingulární rozklad, tj. F i n t = U i n t D i n t V | n t . 

I v tomto př ípadě si zobrazíme (normované) skóry a zamysl íme se nad in

te rp re tac í prvních dvou hlavních komponent. Opě t se zaměř íme na rozlišení 

letišť, vzdálenostních kategorií a sezónnosti . 

P r v n í hlavní komponenta by mohla souviset se vzdálenos tn ími kategori

emi. N a obrázku 20 vidíme, že od sebe dokážeme odděli t skóry odpovídaj ící 

skup inám letů do dest inací v 1. a 4. vzdálenostn í kategorii - hodnoty skórů 

(usi) odpovídaj ících l e tům do dest inací v 1. vzdálenostní kategorii jsou vět

šinou záporné , kdež to ty pro 4. vzdálenostn í kategorii jsou až na výjimky 

kladné. 
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Obrázek 20: Normované skóry odpovídaj ící p rvn ím dvěma h lavním kompo
n e n t á m interakčních část í hustot s barvami podle vzdálenostních kategorií . 

Stejně jako u nezávislých část í hustot bychom i zde mohli u clr transformo

vaných interakčních část í hustot pozorovat jejich zplošťování se zvyšujícími 

se hodnotami skórů odpovídajících p rvn í hlavní komponen tě . To znamená , 

že u kratš ích letů je závislost mezi zpožděními větší než u dlouhých letů, 
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u k terých je více prostom ke změně zpoždění b ě h e m letu. 

U sezónnosti bude situace trochu komplikovanější, neboť zde nevidíme 

(obrázek 21) žádné specifické vlastnosti u hodnot skórů pro podz imní a zimní 

lety. U skórů pro letní lety vidíme, že jejich hodnoty jsou převážně k ladné 

nebo záporné blízké nule, a to jak u první , tak u d ruhé komponenty. A u skórů 

pro j a rn í lety si vš imneme, že skóry odpovídaj ící d ruhé hlavní komponen tě 

nenabývaj í velkých záporných hodnot (až na jednu výj imku) . Právě proto 

bychom mohli říct , že by d r u h á hlavní komponenta mohla částečně souviset 

se sezónností . Kdybychom si v tomto př ípadě zobrazili interakční části hustot 

(jejich clr transformace), nepozorovali bychom žádné jejich výrazné změny 

v souvislosti s měnícími se hodnotami skórů. 
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Obrázek 21: Normované skóry odpovídaj ící p rvn ím dvěma h lavním kompo
n e n t á m interakčních část í hustot s barvami podle ročních období . 

Stejně jako u nezávislých část í hustot ani nyní se n á m nepodař í rozlišit 

jednot l ivá letiště pomocí skórů odpovídajících p r v n í m dvěma h lavním kom

p o n e n t á m (obrázek 22). M o h l i bychom sice říct, že hodnoty skórů pro letiště 

LaGuard ia vzhledem k prvn í komponen tě jsou převážně v intervalu kolem 

nuly. Skóry pro letiště Newark nenabývaj í velkých záporných hodnot vzhle-
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dem k d ruhé komponen tě a skóry pro letiště J F K nenabývaj í velkých klad

ných hodnot vzhledem k t é to komponen tě . Žádné větší odlišení letišť však 

není možné. 
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Obrázek 22: Normované skóry odpovídaj ící p rvn ím dvěma h lavním kompo
n e n t á m interakčních část í hustot s barvami podle letišť. 

I když se n á m úplně nepodař i lo rozlišit skupiny letů pomocí skórů podle 

letišť, vzdálenostních kategorií a sezónnosti , můžeme na základě hodnot skórů 

obecně říct, že vztah (závislost) mezi zpožděním při odletu a při př í le tu se 

u jednot l ivých skupin letů ně jakým způsobem liší. P l a t í také , že čím jsou 

skóry dále od nuly (počá tku souřadnicového sys tému) , t í m více se struktura 

závislosti mezi zpožděními u daných skupin letů liší od p růměrné (typické) 

závislostní struktury. 
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Závěr 

V t é t o diplomové práci jsem se věnovala h u s t o t á m rozdělení p ravděpo

dobnosti, a to h lavně t ě m dvourozměrným. To, že jsem s nimi pracovala jako 

s prvky Bayesova prostoru, mi umožni lo provést jejich or togonální rozklad 

na nezávislou a interakční část , a každé z nich jsem se potom mohla věno

vat zvlášť. Všechny teoretické postupy jsem se snažila ilustrovat na da tovém 

souboru týkajícím se le tů z newyorských letišť. 

P ř i analýze nezávislých část í hustot, k teré jsou složeny z geometr ických 

marginálních hustot, jsem se zaměři la h lavně na funkcionální metodu hlav

ních komponent a její modifikace vhodné pro analýzu hustot. Snažila jsem se 

zjistit, zda existuje nějaký vztah mezi skóry nezávislých část í hustot a skóry 

geometr ických margináln ích hustot, respektive mezi skóry jejich clr transfor

mací. V d iskré tn ím př ípadě se podař i lo ukáza t , že vztah mezi skóry existuje, 

a potvrzuj í to i prakt ické výsledky. Nicméně je p o t ř e b a se tomuto vztahu 

ještě více věnovat, a tak se zde nabízí pří ležitost k dalš ímu výzkumu. 

U interakčních část í hustot jsem se zaměři la na jejich singulární rozklad, 

k te rý dosud nebyl nijak teoreticky popsán , a tak jsem zpočá tku musela vy

cházet pouze z několika intui t ivních úvah, k teré se mi nakonec podař i lo te

oreticky popsat, i zde však j is tě zůs tává prostor pro další zkoumání tohoto 

rozkladu. 

Tato práce mi umožni la vyzkoušet si nové způsoby analýzy dat a mohla 

jsem se také věnovat teore t ickým úvahám. Mysl ím si, že se mi podař i lo obo

hatit teorii Bayesových pros torů o nové poznatky a možnos t i analýzy hustot. 

A i když mi občas zabralo mnoho času některé věci pochopit, zpracovávání 

tohoto t é m a t u mě bavilo a naš la jsem zde také několik dílčích t é m a t , k t e rým 

bych se mohla věnovat v rámci svého dalšího výzkumu. 
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