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ABSTRAKT
Tato práce se zabývá využit́ım zobecněných funkćı. Nejprve jsou představeny

základy teorie zobecněných funkćı jakožto funkcionál̊u a operace na jejich prostoru.

Následně jsou zde uvedeny př́ıklady a vytvořen obecný model pro výpočet pr̊uhybové

čáry nosńıku zat́ıženého nespojitými zat́ıžeńımi pomoćı distribućı. Na závěr se řeš́ı

tlakové ztráty při prouděńı reálné nestlačitelné kapaliny v př́ımém potrubńım

systému s hydraulickým prvkem a zobecněńı problému na potrub́ı s několika prvky.

KLÍČOVÁ SLOVA

Zobecněné funkce, distribuce, ohybová čára nosńıku, tlakové ztráty v potrub́ı

ABSTRACT
The aim of this thesis is utilization of generalized functions. Firstly, basis of ge-

neralized functions theory and operations on their space are introduced. Secondly,

examples and general model for calculating deflection lines of discontinuously loaded

beams using distributions are shown. Towards the end, pressure loss in real incom-

pressible fluid flowing in straight pipe system with hydrailic features is calculated.
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Generalized function, distributions, beam deflection, pressure loss in pipes
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2.1 Odvozeńı pr̊uhybové čáry nosńıku . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 15
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3 Využit́ı v hydromechanice 31
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Závěr 41
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ÚVOD

V řadě obor̊u se setkáváme s proměnnými veličinami, které se, alespoň přibližně,

rovnaj́ı nule pro všechny hodnoty nezávisle proměnné (obvykle času nebo polohy).

Výjimkou je však velmi malé okoĺı určitého bodu, ve kterém nabývaj́ı velmi velkých

funkčńıch hodnot, přičemž integrál přes celý definičńı obor je konečný. Takový

pr̊uběh má např́ıklad úder baseballovou pálkou do mı́čku, elektrický impuls v elek-

trotechnice nebo p̊usobeńı śıly v bodě.

Při modelováńı popsaných problémů se s úspěchem už́ıvalo tzv. Diracovo δ, jehož

teoretické závěry odpov́ıdaly výsledk̊um z praxe. Paul Dirac popsal tuto funkci třemi

základńımi vlastnostmi:

• δ(x) = 0, pro x 6= 0

• δ(0) = +∞
•
∫ ∫

. . .
∫

Rn
δ(x) dx = 1.

Ve skutečnosti to však žádná funkce neńı, nebot’ Lebesgue̊uv integrál z funkce skoro

všude rovné nule je roven nule. Tato skutečnost je tak v rozporu se třet́ı definičńı

vlastnost́ı Diracova δ. Lze si také všimnout, že by funkce kδ(x) nabývala stejných

hodnot 0 a +∞ jako funkce δ(x), avšak jej́ı integrál je pro k 6= 1 r̊uzný od 1.

S nápravou přǐsel na přelomu roku 1944 Laurent Schwartz, který teorii distri-

bućı neboli zobecněných funkćı vystavěl na pojmu funkcionál. Uplatněńı distribućı

je nyńı široké a mnohé známé modely se d́ıky nim daj́ı zjednodušit.

Ćılem této práce je, na základě literárńı rešerše teorie zobecněných funkćı, využit́ı

matematicky korektně definovaných distribućı k vytvořeńı obecného modelu nosńıku

na pružných podporách s nespojitými zat́ıžeńımi, a to např. momentem, silou p̊usob́ı-

ćı v bodě nebo pružinou. A dále ve třet́ı kapitole formulace matematického modelu

vývoje tlaku v jednorozměrném hydraulickém systému s lokálńımi hydraulickými

prvky.
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1 TEORIE

Abychom mohli vystavět a následně využ́ıt poznatk̊u teorie distribućı, je nutné

nejdř́ıve zavést některé základńı pojmy, na kterých je celá teorie vystavěna. Ve srov-

náńı s obyčejnými funkcemi, které jsou zobrazeńım nějaké množiny do množiny č́ısel

nebo vektorového prostoru, se v př́ıpadě funkcionál̊u jedná o zobrazeńı z množiny

nějakých
”
pěkně se chovaj́ıćıch funkćı“ do množiny reálných, př́ıpadně komplexńıch

č́ısel. Po vytvořeńı množiny takových funkćı zavedeme pojem a prostor distribućı

matematicky korektně.

Ve druhé části teoretického úvodu ukážeme některé vlastnosti vytvořeného pro-

storu a základńı operace, se kterými budeme dále pracovat. Ke zpracováńı této ka-

pitoly byla využita předevš́ım literatura [9], [10] a [13] na které se v textu vyskytuj́ı

odkazy a lze v nich nalézt doplňuj́ıćı informace.

1.1 Prostor testovaćıch funkćı

Mějme otevřenou souvislou množinu v Rn, kterou budeme nazývat oblast Ω. Sym-

bolem C(k)(Ω) rozumı́me množinu všech funkćı, které jsou v Ω spojité i se svými

parciálńımi derivacemi až do řádu k včetně. Dále zavedeme pojem kompaktńı nosič

funkce, což je uzávěr množiny všech bod̊u x ∈ Ω, pro které je funkčńı hodnota v těch-

to bodech r̊uzná od nuly. Matematicky nosič funkce zapisujeme

supp f = {x ∈ Ω |f(x) 6= 0}.

Definice 1. Prostorem testovaćıch funkćı D(Ω) nazveme množinu všech funkćı

tř́ıdy C(∞)(Ω) s omezeným kompaktńım nosičem. Jednotlivé funkce ϕ ∈ D jsou

testovaćımi funkcemi.

Podle definice je tedy každá testovaćı funkce ϕ ∈ D nekonečně mnohokrát spojitě di-

ferencovatelná v Ω a zároveň nabývá nenulové hodnoty pouze na určitém uzavřeném

intervalu, který je obecně pro každou funkci ϕ ∈ D jiný.

Snadno lze ukázat, že prostor D je vektorovým podprostorem prostoru reálných

funkćı na Rn. Plat́ı

ϕ1(x), ϕ2(x) ∈ D ⇒ ϕ1(x) + ϕ2(x) ∈ D ,

ϕ(x) ∈ D , λ ∈ C⇒ λϕ(x) ∈ D .
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Jako př́ıklad uvedeme známou testovaćı funkćı ϕ(x), která je definována

ϕ(x) =

exp(− a2

a−x2 ) |x| < a

0 |x| ≥ a
(1.1)

x
-5 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5

y
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0
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2

3
Graf funkce exp(-1/(1-x2))

Obr. 1.1: Testovaćı funkce (1.1) pro a = 1

Z obrázku 1.1 je vidět, že funkce ϕ(x) je testovaćı funkćı, nebot’ splňuje požadavky

definice 1.

Nyńı, podle [9], zavedeme takzvanou slabou konvergenci v prostoru D . Ne-

cht’ {ϕk} je posloupnost testovaćıch funkćı, kde ϕ ∈ Ω. Řekneme, že ϕk →
k→∞

ϕ v D ,

jestliže existuje taková podoblast Ω′ oblasti Ω, kde Ω′ ⊂ Ω, a ve které plat́ı

suppϕk ⊂ Ω′ ∧ suppϕ ∈ Ω′,

a konverguje-li i posloupnost funkćı ϕk a všech jej́ıch derivaćı1 Dpϕn stejnoměrně

k funkci ϕ a jej́ım derivaćım Dpϕ. Vzhledem k uvedené konvergenci jsou operace

v D spojité, tj.

ϕk →
k→∞

ϕ v D , ψk →
k→∞

ψ v D ⇒ ∀α, β ∈ R : αϕk + βψk →
k→∞

αϕ+ βψ v D ,

ϕk →
k→∞

ϕ v D ,∀g ∈ C∞ ⇒ gϕk →
k→∞

gϕ v D .

1p je zde tzv. multiindex, v́ıce ve druhé poznámce na straně 8.
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1.2 Distribuce

Definice 2. Necht’ X je lineárńı prostor. Funkci f : X → R, resp. funkci f : X → C,

nazýváme funkcionálem.

Funkcionál f se nazývá aditivńı, jestliže

f(x+ y) = f(x) + f(y) pro x, y ∈ X.

Funkcionál f se nazývá homogenńı, jestliže

f(αx) = αf(x) pro x ∈ X,α ∈ R.

Definice 3. Aditivńı homogenńı funkcionál se nazývá lineárńı. Množinu všech

lineárńıch (spojitých i nespojitých) funkcionál̊u na prostoru X nazýváme duálńı

prostor a znač́ıme ho X∗.

Definice 4. Necht’ (X, ||·||) je normovaný prostor a f : X → R je nějaký funkcionál.

Funkcionál f se nazývá spojitý v bodě x0 ∈ X, jestliže ke každému ε > 0 existuje

δ > 0 tak, že pro všechna x ∈ X splňuj́ıćı ||x− x0|| ≤ δ plat́ı |f(x)− f(x0)| ≤ ε.

Funkcionál f se nazývá spojitý v prostoru X, jestliže je spojitý v každém bodě

x0 ∈ X.

Poznámka. Výše uvedené definice byly převzaty z [7], kde lze naj́ıt doplňuj́ıćı infor-

mace.

Definice 5. Distribućı T nazveme spojitý lineárńı funkcionál na vektorovém pro-

storu D . Hodnotu funkcionálu T na testovaćı funkci ϕ ∈ D budeme značit 〈T, ϕ〉.

Ukážeme, že množina všech distribućı je rovněž vektorovým prostorem, který

je podprostorem prostoru D∗, a budeme jej značit D ′.

Součet T1 + T2, pro T1, T2 ∈ D ′ a součin λT pro T ∈ D ′, λ ∈ R, definujeme v tomto

prostoru následovně

〈T1 + T2, ϕ〉 = 〈T1, ϕ〉+ 〈T2, ϕ〉, (1.2)

〈λT1, ϕ〉 = λ〈T1, ϕ〉. (1.3)

Poznámka. Vid́ıme tedy, že takto definované operace tvoř́ı na prostoru D ′ bilineárńı

formu.

Distribuci Tf , která je zadána pomoćı lokálně integrovatelné funkce f (tj. funkćı,

která je integrovatelná na každé omezené množině), definujeme jako

〈Tf , ϕ〉 =

∫ ∫
. . .

∫
Rn

f(x)ϕ(x) dx. (1.4)
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Integrál v (1.4) má jistě smysl, nebot’ neintegrujeme přes celé Rn, ale pouze

přes omezený nosič funkce ϕ, na němž je f integrovatelná a zároveň je zde ϕ spo-

jitá funkce, tud́ıž fϕ je na daném intervalu integrovatelná. Snadno vid́ıme, že in-

tegrál (1.4) je lineárńı funkcionál proměnné ϕ, ale abychom tento funkcionál mohli

považovat za distribuci, muśıme ukázat spojitost.

Uvažujme posloupnost testovaćıch funkćı ϕk →
k→∞

ϕ v D a necht’ existuje ome-

zená množina K, která obsahuje nosiče všech testovaćıch funkćı ϕk, plat́ı

|〈Tf , ϕk〉 − 〈Tf , ϕ〉| ≤
(∫ ∫

. . .

∫
K

|f(x)|ϕ(x) dx
)

max |ϕk − ϕ|.

Jelikož na pravé straně |ϕk − ϕ| →
k→∞

0, muśı levá strana nutně konvergovat k 0,

č́ımž jsme dokázali spojitost funkcionálu definovaného předpisem (1.4).

Poznámka. Distribuce vyhovuj́ıćı předpisu (1.4) budeme označovat jako regulárńı,

distribuce, které toto vyjádřeńı nemaj́ı, nazýváme singulárńımi.

Věta 1. Dvě funkce f, g určuj́ı tentýž funkcionál, Tf = Tg, právě tehdy, když jsou

si rovny skoro všude.

Poznámka. Důkaz této věty lze nalézt v [13] na straně 75.

Dále uvažujme dvě lokálně integrovatelné funkce f a g, které jsou sobě rovny

skoro všude (z toho vyplývá, že budeme hovořit pouze o tř́ıdách lokálně integrova-

telných funkćı). Nyńı můžeme považovat distribuce za zobecněńı lokálně integrova-

telných funkćı. Ztotožńıme tedy lokálně integrovatelnou funkci f , definovanou skoro

všude, s funkcionálem Tf , který určuje a ṕı̌seme

〈f, ϕ〉 = 〈Tf , ϕ〉 =

∫ ∫
. . .

∫
Rn

∫
|f(x)|ϕ(x) dx.

Diracovu δ distribuci definujeme vztahem: 〈δ, ϕ〉 = ϕ(0) a obdobně také posunutou

Diracovu δa distribuci v bodě a jako: 〈δ, ϕa〉 = ϕ(a). Ukážeme, že takto zadaný

spojitý lineárńı funkcionál je singulárńı distribućı. Kdyby totiž existovala lokálně

integrovatelná funkce δ(x), pro kterou plat́ı

〈δ(x), ϕ(x)〉 =

∫ +∞

−∞
δ(x)ϕ(x) dx,

muselo by také ∫ +∞

−∞
δ(x)ϕ(x) dx = ϕ(0),

pro funkci (1.1) a tedy ∫ +a

−a
δ(x) e−a

2/(a2−x2) dx = e−1.

Avšak s lima→0+ se levá strana bĺıž́ı k nule, a to je spor.
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Poznámka. Dále budeme psát Diracovu δ distribuci jako δ(x − a) = δa, ale stále

muśıme mı́t na paměti, že se jedná o distribuci, a výraz δ(x−a) nevyjadřuje funkčńı

hodnotu
”

Diracovy delta funkce“ v bodě a.

Poznámka. Diracovu δa distribuci můžeme interpretovat jako soustředěńı jednotkové

hmoty v bodě a ∈ Rn. Rozložeńı náboje o hustotě f můžeme modelovat využit́ım

distribuce odpov́ıdaj́ıćı lokálně integrovatelné funkci f . Část prostoru V n ⊂ Rn

potom obsahuje náboj
∫ ∫

. . .
∫

Vn
|f(x)|ϕ(x) dx. Daľśı modely rozložeńı a bližš́ı infor-

mace k problému lze nalézt v [1]. Tyto modely rozložeńı, neboli distribuce, mohou

být d̊uvodem pojmenováńı celé teorie vybudované Laurentem Schwartzem.

Definice 6. Řekneme, že distribuce T ∈ D ′ je na otevřené oblasti Ω ∈ Rn rovna

nule právě tehdy, když je rovnost 〈T, ϕ〉 = 0 splněna pro všechny testovaćı funkce

ϕ ∈ D , pro které plat́ı suppϕ ⊂ Ω.

S využit́ım předchoźı definice označ́ıme nosičem supp T dané distribuce T nejmenš́ı

uzavřenou množinu, na jej́ımž doplňku je tato distribuce rovna nule. Nosičem funkce

může být např́ıklad i jednobodová množina {a}, která je supp δ(x − a). Snadno

vid́ıme, že pokud jsou množiny supp T a suppϕ disjunktńı, potom 〈T, ϕ〉 = 0.

1.3 Operace na prostoru distribućı

V následuj́ıćı podkapitole uvedeme několik základńıch operaćı na prostoru distribućı

a ukážeme, jak se s nimi pracuje. Poznatky dále využijeme ve druhé a třet́ı kapitole

při praktických výpočtech v teorii Pružnosti a pevnosti a Hydromechaniky.

Sč́ıtáńı distribućı a násobeńı distribućı skalárem

Uvedené operaci již byly ukázány v (1.2) a (1.3) na straně 5.

Translace distribućı

Translaćı distribuce T(x) ∈ D ′ o vektor a ∈ Rn rozumı́me distribuci T(x− a) ∈ D ′,

pro niž ∀ϕ ∈ D plat́ı

〈T(x− a), ϕ(x)〉 = 〈T, ϕ(x+ a)〉.

Jako př́ıklad uvedeme posunut́ı Diracovy δ(x) distribuci o vektor a ∈ Rn

〈δ(x− a), ϕ(x)〉 = 〈δ(x), ϕ(x+ a)〉.
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Derivace distribućı

Při hledáńı nejvhodněǰśıho zp̊usobu definice derivace ∂ T
∂x1

distribuce T(x) ∈ Rn podle

proměnné x1 byl kladen požadavek rovnosti derivace distribuce derivaci ∂f
∂x1

spojitě

diferencovatelné funkce f v obvyklém smyslu.

Uvažujme tedy spojitě diferencovatelnou funkci f proměnné x, s využit́ım Fubiniho

věty plat́ı〈∂f(x)

∂x1
, ϕ(x)

〉
=

∫
Rn

∂f(x)

∂x1
ϕ(x) dx =

=

∫ +∞

−∞

∫ +∞

−∞
. . .

∫ +∞

−∞

(∫ +∞

−∞

∂f(x)

∂x1
ϕ(x) dx1

)
dx2, . . . , dxn−1, dxn,

dále integraćı per partes dostáváme

[f(x)ϕ(x)]+∞−∞ −
∫ +∞

−∞
f(x)

∂ϕ(x)

∂x1
dx1.

Snadno vid́ıme, že menšenec tohoto rozd́ılu se rovná nule, jelikož ϕ je rovna nule

mimo sv̊uj nosič. Přejdeme k

−
∫ +∞

−∞

∫ +∞

−∞
. . .

∫ +∞

−∞

∫ +∞

−∞

(
f(x)

∂ϕ(x)

∂x1
dx1

)
dx2 . . . dxn−1, dxn =

= −
∫
Rn
f(x)

∂ϕ(x)

∂x1
dx =

〈
f(x),

∂ϕ(x)

∂x1

〉
.

Budeme tedy definovat derivaci ∂T
∂x1

distribuce T(x)〈∂T(x)

∂xi
, ϕ(x)

〉
=
〈
T(x),

∂ϕ(x)

∂xi

〉
.

Poznámka. Důkaz toho, že takto definovaná derivace distribućı je rigorózně přesná

lze nalézt v [13] na straně 82.

Poznámka. Zavedeme tzv. multiindex, necht’ p = (p1, p2, . . . , pn) je posloupnost

n nezáporných celých č́ısel, symbolem Dp označ́ıme diferenciálńı operátor( ∂

∂x1

)p1( ∂

∂x2

)p2
. . .
( ∂

∂xn

)pn
.

Položme |p| = p1 + p2 + . . .+ pn, což představuje řád derivace.

Věta 2. Každá distribuce T má derivace všech řád̊u a pořad́ı derivováńı lze libovolně

zaměnit. Plat́ı

〈Dp T, ϕ〉 = (−1)|p|〈T, Dpϕ〉. (1.5)
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Poznámka. V praxi se často setkáváme s požadavkem sestavit funkci, která je složena

na r̊uzných intervalech z rozd́ılných funkćı. Názorným př́ıkladem může být vyṕınač

světla, ve kterém z̊ustává signál nulový do doby, kdy je sepnut, a setrvává v za-

pnutém stavu, dokud ho daľśım stiskem nevypneme. Matematickým aparátem vhodně

zpracovávaj́ıćım tuto skutečnost je Heavisideova funkce (tzv. jednotkový skok), kte-

rou definujeme jako

H(x− a) =

0 pro x < 0

1 pro x ≥ a

−1 0 1

1

0, 8

0, 6

0, 4

0, 2

0

1

0, 8

0, 6

0, 4

0, 2

0

2−2

y

x

Graf Heavisideovy funkce H(x)

Obr. 1.2: Heavisideova funkce H(x)

Př́ıklad. Uvažujme dř́ıve popsaný vyṕınač, který je vypnutý a zapneme jej v čase

t1 = 6 s a zpět vypneme v čase t2 = 10 s. Funkce y(t) popisuj́ıćı stav vyṕınače, kde 0

znač́ı stav vypnuto a 1 zapnuto, je dána rovnićı

y(t) = H(t− 6)−H(t− 10). (1.6)

4 6 8

1

0, 8

0, 6

0, 4

0, 2

0

102

1

0, 8

0, 6

0, 4

0, 2

0

12 t

y Graf složené Heavisideovy funkce podle (1.6)

Obr. 1.3: Graf funkce y(t) = H(t− 6)−H(t− 10)
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Ukážeme, čemu je rovna derivace Heavisideovy funkce H. Položme distribuci TH

rovnu H, následně plat́ı

〈T′H(x), ϕ(x)〉 = −〈TH(x), ϕ(x)′〉 = −
∫ +∞

−∞
T(x)ϕ′(x) dx =

= −
∫ +∞

0

ϕ′(x) dx = −[ϕ(x)]+∞0 = ϕ(0) = 〈δ(x), ϕ(x)〉.

Vid́ıme tedy, že derivaćı Heavisideovy funkce je Diracova δ distribuce.

Laplaceova transformace distribućı

Laplaceovou transformaćı nazýváme zobrazeńı, které každé lokálně integrovatelné

komplexńı funkci f(t), reálné proměnné t, která má nulové funkčńı hodnoty pro t < 0

a konverguj́ıćı alespoň pro jedno s ∈ Rn, přǐrazuje funkci F (s) zvanou Laplace̊uv

obraz funkce f(t) vztahem

F (s) =

∫ ∞
0

f(t)e−stdt, s ∈ Rn.

Poznámka. Daľśı vlastnosti Laplaceovy transformace lze nalézt např́ıklad v [10].

Dle teorie Lebesgueova integrálu plat́ı, že změna funkce f na množině mı́ry nula

nezměńı jej́ı Lebesge̊uv integrál. Tato vlastnost nám tedy děĺı vzory Laplaceovy trans-

formace do tř́ıd, které budou mı́t stejný obraz a navzájem se lǐśı pouze na množině

mı́ry nula. S využit́ım této skutečnosti můžeme zavést zobecněńı Laplaceovy transfor-

mace pro distribuce. Všechny předpoklady, které je nutné splnit při tomto přechodu,

lze dohledat ve [13] na straně 219.

Necht’ T(t) ∈ D ′+, kde t ≥ 0, potom má T Laplace̊uv obraz

L (s) = 〈T(t), e−st〉.

Př́ıklad. Laplace̊uv obraz posunuté Diracovy distribuce δ(t− a) je tedy

L {δ(t− a)} = F (s) =

∫ +∞

0

δ(t− a)e−st dt =

=

∫ +∞

0

δ(t− a) e−sa dt = e−sa
∫ +∞

0

δ(t− a) dt = e−sa.

Př́ıklad. Laplace̊uv obraz derivace posunuté Diracovy distribuce δ′(t− a)

L {δ′(t− a)} = F (s) =

∫ +∞

0

δ′(t− a)e−st dt =

= 0−
∫ +∞

0

δ(t− a)(−s)e−st dt = s e−sa
∫ +∞

0

δ(t− a) dt = s e−sa ,
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a obecně pro m ∈ N+

L {Dmδ(t− a)} = sme−sa.

Poznámka. Důležitou vlastnost́ı Laplaceovy transformace, na kterou se velmi často

zapomı́ná, je věta o translaci, a tak zde uvedeme jej́ı hlavńı myšlenku. Bud’ f(t)

předmět standardńıho typu (viz [10], strana 17) a θ nezáporná konstanta, potom

L {f(t − θ)} = e−pθL {f(t)}. V předpokladech věty je uvedeno, že funkce f(t) je

nulová pro všechna záporná t, a tedy f(t− θ) je nulová pro všechny t < θ.

Právě zde se ovšem často chybuje, a proto je vhodné větu o translaci uvádět ve vhod-

něǰśı formě, a to

L {f(t− θ)H(t− θ)} = e−sθL {f(t)H(t)}, pro θ ≤ 0.

V praktické části této práce budeme často využ́ıvat tvrzeńı předchoźı věty při

tzv. zpětné Laplaceově transformaci ve tvaru

L −1{f(t) e−sθ} = f(t− θ)H(t− θ).

Násobeńı distribućı

Obecně nelze dvě libovolné distribuce T a S násobit. Př́ıkladem mějme lokálně in-

tegrovatelnou funkci f(x) = 1√
|x|

, jenž určuje distribuci, avšak jej́ı druhou mocninu

f 2(x) = 1
|x| nelze lokálně integrovat, takže nemůže být distribućı. Budeme tedy

uvažovat definici součinu za předpokladu, že jedna z distribućı bude zcela libo-

volná a druhá bude nekonečněkrát diferencovatelná funkce α v obvyklém smyslu.

Za daných předpoklad̊u existuje distribuce
”
součinu“ αT definována jako

〈αT, ϕ〉 = 〈T, αϕ〉.

Př́ıklad. 〈α(x)δ(x), ϕ(x)〉 = 〈δ(x), α(x)ϕ(x)〉 = α(0)ϕ(0) = 〈α(0)δ(x), ϕ(x)〉.

Tenzorový součin distribućı

Uvažujme dva prostory Xm a Y n se skalárńım součinem a eukleidovskou metrikou,

jejich dva body x = [x1, x2, · · · , xm], y = [y1, y2, · · · , yn] a dvě funkce f(x), g(y).

Symbolem Zm+n budeme značit (m+n)-rozměrný prostor, který je produktem kar-

tézského součinu Xm × Y n. Bodem prostoru Zm+n mysĺıme

(x, y) = [x1, x2, . . . , xm, y1, y2, . . . , yn].

Tenzorovým součinem f(x)⊗ g(y) rozumı́me funkci h(x, y) = f(x) g(y), jenž je de-

finována na Zm+n. Pokud jsou f(x) a g(y) lokálně integrovatelné v prostorech Xm

a Y n, tak i h(x, y) je lokálně integrovatelnou funkćı na prostoru Zm+n.
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Označme postupně symboly Dx,Dy,Dx,y prostor D nekonečněkrát diferencova-

telných funkćı s omezenými nosiči na prostorech Xm, Xn, Xm×Y n a dále uvažujme

D ′x,D ′y,D ′x,y jako př́ıslušné prostory distribućı. Funkci ϕ(x, y) ∈ Dx,y vezmeme

ve tvaru u(x) v(y), kde u(x) ∈ Dx a v(y) ∈ Dy. Následně dostáváme

〈f(x)⊗ g(y), u(x)v(y)〉 =

∫
. . .

∫
Xm×Y n

f(x)g(y)u(x)v(y) dx dy =

=

∫
Xm

f(x)u(x) dx

∫
Y n
g(y)v(y) dy = 〈f(x), u(x)〉〈g(y), v(y)〉.

Jestliže má funkce ϕ jiné vyjádřeńı, dostáváme s využit́ım Fubiniho věty

〈f(x)⊗ g(y), ϕ(x, y)〉 =

∫
. . .

∫
Xm×Y n

f(x)g(y)ϕ(x, y) dx dy =

=

∫
Xm

f(x) dx

∫
Y n
g(y)ϕ(x, y) dy = 〈f(x), 〈g(y), ϕ(x, y)〉〉,

př́ıpadně

〈f(x)⊗ g(y), ϕ(x, y)〉 = . . . = 〈g(y), 〈f(x), ϕ(x, y)〉〉. (1.7)

Zobecněńım je

Věta 3. Necht’2 Sx ∈ D ′x a Ty ∈ D ′y, potom existuje právě jedna distribuceWx,y ∈ D ′x,y
tak, že pro všechny funkce ϕ ∈ Dx,y, ve tvaru ϕ(x, y) = u(x) v(y), kde u(x) ∈ Dx

a v(y) ∈ Dy, a plat́ı

〈Wx,y, u(x)v(y)〉 = 〈S, u〉〈T, v〉. (1.8)

Distribuci W tedy nazveme tenzorovým součinem distribućı S a T, který znač́ıme

S ⊗ T.

Poznámka. Tenzorový součin distribućı lze rozš́ı̌rit i na součin několika distribućı,

v́ıce na straně 112 ve [13].

Konvoluce distribućı

Uvažujme dvě alespoň po částech spojité komplexńı funkce f(t), g(t) reálné pro-

měnné t. Konvolućı, značenou f(t) ∗ g(t), máme na mysli tzv. konvolučńı integrál

ve tvaru

f(t) ∗ g(t) =

∫ +∞

−∞
f(τ)g(t− τ) dτ.

Necht’ S, T jsou dvě distribuce na Rn, jejich konvolućı S ∗ T rozumı́me distribuci

definovanou v Rn vztahem

〈S ∗ T, ϕ〉 = 〈Sξ ⊗ Tη, ϕ(ξ + η)〉. (1.9)

2Indexy x, y u těchto distribućı zd̊urazňuj́ı, že tyto distribuce patř́ı do uvedených prostor̊u.
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Tenzorový součin Sξ ⊗ Tη existuje vždy. Jsou-li A a B nosiče S a T v Rn, je nosičem

Sξ ⊗ Tη množina A × B, kde z definice kartézského součinu množin plyne, že je to

množina uspořádaných dvojic (ξ, η) takových, že ξ ∈ A, η ∈ B. Funkce ϕ(ξ + η)

je nekonečněkrát diferencovatelná jako funkce proměnných ξ , η, avšak nemá ome-

zený nosič. Jestliže má nosič distribuce Sξ⊗Tη a nosič funkce ϕ(ξ, η) omezený pr̊unik,

potom má pravá strana rovnice (1.9) vždy smysl.

Př́ıklad. Uvažujme konvoluci S ∗ T a necht’ L je jej́ı Laplace̊uv obraz, potom

L (s) = 〈S ∗ T, e−sx〉 = 〈Sξ ⊗ Tη, e
−s(ξ+η)〉 =

= 〈Sξ ⊗ Tη, e
−sξe−sη〉 = 〈Sξ, e−sξ〉〈Tη, e−sη〉 = S (s)T (s).

Př́ıklad. Konvoluce Diracovy δ distribuce

(a) δ(x) ∗ T(x) = T(x)

(b) δ(x− a) ∗ T(x) = τaT

(c) δ′(x) ∗ T(x) = T′(x)

(a)

můžeme považovat za speciálńı př́ıpad (b), pro a = 0,

(b)

〈δ(x− a) ∗ T(x), ϕ〉 = 〈δ(x− a)ξ ⊗ Tη, ϕ(ξ, η)〉 =

= 〈Tη, 〈δ(x− a)ξ, ϕ(ξ + η〉〉 = 〈Tη, ϕ(a+ η)〉 = 〈τaT, ϕ〉,

(c)

〈δ′(x) ∗ T(x), ϕ〉 = 〈δ′(x)ξ ⊗ Tη, ϕ(ξ, η)〉 =

= 〈Tη, 〈δ′(x)ξ, ϕ(ξ + η〉〉 = 〈Tη,−ϕ′〉 = 〈T′, ϕ〉.
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2 VYUŽITÍ V PRUŽNOSTI A PEVNOSTI

V této kapitole se zaměř́ıme na praktické využit́ı Diracovy δ distribuce v teorii

pružnosti a pevnosti. Výpočt̊um bude předcházet odvozeńı1 pr̊uhybové čáry, se kte-

rou budeme dále pracovat. Na dvou př́ıkladech ukážeme, jak se s distribucemi poč́ıtá

a na jejich základě vytvoř́ıme obecný model pro výpočet pr̊uhybové čáry nosńıku

zat́ıženého nespojitými zat́ıžeńımi.

Budeme uvažovat nosńıky, což jsou konstrukčńı prvky, které mohou kromě ta-

hového a tlakového zat́ıžeńı přenášet i zat́ıžeńı př́ıčné. Při odvozováńı všech vztah̊u

budeme předpokládat:

• př́ıčné deformace nosńıku jsou malé

• ohyb se uskutečňuje pouze v některé z hlavńıch os

• nosńık je př́ımý a po částech prizmatický

• zanedbáńı malých posun̊u prvk̊u nosńıku ve směru podélné osy nosńıku

• roviny kolmé na podélnou osu nosńıku se nedeformuj́ı

2.1 Odvozeńı pr̊uhybové čáry nosńıku

Necht’ pro malé ϕ̂ plat́ı dx
.
= R dϕ̂ a základńı ohyb se uskutečňuje kolem osy z.

R

dx

A B B′
dϕ̂

dϕ̂

MzMz

y

x

Obr. 2.1: Základńı ohyb, překresleno z [15]

Pro poměrné přetvořeńı εx plat́ı

εx(y) =
BB′

AB

.
=
y dϕ̂

R dϕ̂
=
y

R
, (2.1)

1Odvozeno z [15] a přednášek Pružnost a pevnost I, jaro 2015 .
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pro tutéž veličinu máme zároveň z Hookeova zákona a pr̊uběhu napět́ı v ohybu

εx(y) = −Mz

EIz
y. (2.2)

Porovnáńım rovnic (2.1) a (2.2) dostáváme

1

R
= −Mz

EIz
. (2.3)

Výraz na levé straně rovnice je známý jako křivost a je dán vztahem, který se při

uvažováńı malých pr̊uhyb̊u podstatně zjednoduš́ı

1

R
=

y′′(x)

(1 + (y′)2)
3
2

.
= y′′(x), (2.4)

dosad́ıme-li (2.4) do (2.3), dostaneme tzv. diferenciálńı rovnici pr̊uhybové čáry

EIy′′(x) = −Mz(x). (2.5)

dx

M + dMM x

y

m

dQ = q dx

V

V + dV

Obr. 2.2: Uvolněný element nosńıku, upraveno z [3]

Z diferenciálńıch podmı́nek rovnováhy př́ımého nosńıku jsou odvozeny následuj́ıćı

vztahy2 mezi vnitřńımu silami (V - posouvaćı śıla) a vněǰśım spojitým zat́ıžeńım q

dV

dx
= −q, (2.6)

dM

dx
= V. (2.7)

Dosazeńım (2.7) do (2.6) a následně do (2.5) dostáváme konečnou podobu vztahu

dávaj́ıćı do souvislosti zat́ıžeńı s pr̊uhybem ve tvaru

y(IV ) =
q

EI
. (2.8)

2Vztahy (2.6) a (2.7) jsou známy jako Schwedlerovy věty, v́ıce v [3] a [15].
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2.2 Výpočtové modely

2.2.1 Př́ıklad 1.

Máme zadaný nosńık podle obrázku 2.3, jehož levý konec je vetknutý a zároveň je na

druhé straně podepřen pružnou podporou a zat́ıžen ve stejném mı́stě neproměnnou

silou o velikosti F .

L

~F

kp1

Obr. 2.3: Vlevo vetknutý nosńık

Zat́ıžeńı tohoto nosńıku modelujeme pomoćı Diracovy δ distribuce

q = −kp1 y(L) δ(x− L) + F δ(x− L).

Dosazeńım do rovnice pr̊uhybové čáry (2.8) dostáváme

y(IV ) = −kp1
EI

y(L) δ(x− L) +
F

EI
δ(x− L). (2.9)

Použit́ım Laplaceovy transformace L {y(x)} = Y (s) přejde (2.9) na

s4Y − s3

EI
y(0)− s2

EI
y′(0)− s

EI
y′′(0)− 1

EI
y′′′(0) = −kp1

EI
y(L) e−sL +

F

EI
e−sL.

Uložeńı nosńıku definuje okrajové podmı́nky

y(0) = 0

y′(0) = 0

y′′(L) = 0

y′′′(L) = 0
(2.10)

s4 Y − s

EI
y′′(0)− 1

EI
y′′′(0) = −kp1

EI
y(L)e−sL +

F

EI
e−sL,

Y =
1

s3EI
y′′(0) +

1

s4EI
y′′′(0)− kp1

s4EI
y(L) e−sL +

F

s4EI
e−sL.
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Zpětnou Laplaceovou transformaćı L −1{Y (s)} = y(x) máme

y(x) =
x2

2EI
y′′(0) +

x3

6EI
y′′′(0)−

− kp1
6EI

y(L)(x− L)3H(x− L) +
F

6EI
(x− L)3H(x− L). (2.11)

Neznámé konstanty y′′(0), y′′′(0) vyjádř́ıme z okrajových podmı́nek (2.10) a rovnice

(2.11) postupným derivováńım

y′(x) =
x

EI
y′′(0) +

x2

2EI
y′′′(0)− kp1 y(L)− F

2EI
(x− L)2H(x− L),

y′′(x) =
1

EI
y′′(0) +

x

EI
y′′′(0)− kp1 y(L)− F

EI
(x− L)H(x− L), (2.12)

y′′′(x) =
1

EI
y′′′(0)− kp1 y(L)− F

EI
H(x− L). (2.13)

Z rovnice (2.13) a okrajových podmı́nek (2.10) s přihlédnut́ım k (1.3) dostaneme

0 =
1

EI
y′′′(0)− kp1 y(L)− F

EI
H(L− L),

y′′′(0) = kp1 y(L) − F , (2.14)

a zpětným dosazeńım (2.14) do (2.12)

0 =
1

EI
y′′(0) +

L

EI
y′′′(0),

y′′(0) = −Ly′′′(0) = −Lkp1 y(L) + LF . (2.15)

Dosazeńım konstant (2.14) a (2.15) do rovnice (2.11) máme

y(x) =
x2

2EI
(LF − Lkp1 y(L)) +

x3

6EI
(kp1 y(L)− F )−

− kp1 y(L)

6EI
(x− L)3H(x− L) +

F

6EI
(x− L)3H(x− L). (2.16)

Dosud neznámou konstantu y(L) vyjádř́ıme jako pr̊uhyb v bodě L

y(L) =
L2

2EI
(LF − Lkp1 y(L)) +

L3

6EI
( kp1 y(L)− F ),

y(L) = kp1 y(L)
( L3

6EI
− L3

2EI

)
+ F

( L3

2EI
− L3

6EI

)
,

y(L) = −kp1 y(L)
L3

3EI
+ F

L3

3EI
,

y(L)[3EI + L3kp1] = L3F,

y(L) =
L3F

3EI + L3kp1

.
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A konečně dosazeńım y(L) do (2.16) máme rovnici

y(x) =
kp1L

3

6EI

Fx2

3EI + kp1L3
(x− 3L) +

Fx2

6EI
(3L− x)−

− kp1
6EI

L3F

3EI + kp1L3
(x− L)3H(x− L) +

F

6EI
(x− L)3H(x− L). (2.17)

Pokud budeme uvažovat pouze řešeńı pr̊uhybové čáry, které dává smysl, což je

pro x ∈ 〈0, L〉, výsledná rovnice (2.17) se redukuje na

y(x) =
kp1L

3

6EI

Fx2

3EI + kp1L3
(x− 3L) +

Fx2

6EI
(3L− x). (2.18)

V [5] je pro vetknutý nosńık, který je na pravém volném konci zat́ıžen silou F uveden

vzorec ve tvaru

y(x) =
1

6

P

EI
x2L

(
3− x

L

)
, (2.19)

kde P = F je śıla p̊usob́ıćı na levém konci. Zřejmě (2.18) je při volném levém konci,

tedy když kp1 = 0, roven uvedenému vzorci z literatury.

Uvažujme nosńık s parametry: L = 10 m, E = 210 GPa, d = 0, 1 m, F = 1000 N. Dá-

le urč́ıme I = πd4

64
= 4, 908× 10−6 m4 a vykresĺıme pr̊uběh pr̊uhybové čáry nosńıku.

x [m]
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

-y
 [m

]

-0.35

-0.3

-0.25

-0.2

-0.15

-0.1

-0.05

0

Obr. 2.4: Vetknutý nosńık, zat́ıžen silou F
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2.2.2 Př́ıklad 2.

Zadáńı je velmi podobné zadáńı předcházej́ıćıho př́ıkladu, avšak nosńık je zde vlevo

upevněn na pružných podporách. Na konci př́ıkladu ale ukážeme, že tento př́ıpad

je zobecněńım prvńıho zp̊usobu uložeńı.

L

~F

kp1kp0

ko0

Obr. 2.5: Vlevo vetknutý nosńık, modelovaný pružinami

Uložeńım nosńıku na dvou pružných podporách dostáváme okrajové podmı́nky

y′′(0) = 0

y′′′(0) = 0

y′′(L) = 0

y′′′(L) = 0
(2.20)

Zat́ıžeńı nosńıku vyjádřené pomoćı Diracovy δ distribuce

q = −kp0 y(0) δ(x) + ko0 y
′(0) δ′(x)− kp1 y(L) δ(x− L) + F δ(x− L).

Dosazeńım zat́ıžeńı do rovnice pr̊uhybové čáry (2.8), užit́ım Laplaceovy transformace

a aplikaćı okrajových podmı́nek (2.21) dostaneme

Y =
1

sEI
y(0) +

1

s2EI
y′(0)− kp0

s4EI
y(0) +

ko0
s3EI

y′(0)− kp1
s4EI

y(L)e−sL +
F

s4EI
e−sL,

zpětnou Laplaceovou transformaćı L −1{Y (s)} = y(x) máme

y(x) =
1

EI
y(0) +

x

EI
y′(0)− kp0

6EI
y(0)x3H(x) +

ko0
2EI

y′(0)x2H(x)−

− kp1
6EI

y(0) (x− L)3H(x− L) +
F

6EI
(x− L)3H(x− L). (2.21)
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Neznámé konstanty y(0), y′(0) opět vyjádř́ıme z okrajových podmı́nek (2.20) a rov-

nice (2.21) postupným derivováńım

y′(x) =
1

EI
y′(0)− kp0x

2

2EI
y(0) +

ko0x

EI
y′(0)− kp1 y(L)− F

2EI
(x− L)2H(x− L),

y′′(x) = −kp0x
EI

y(0) +
ko0
EI

y′(0)− kp1 y(L)− F
EI

(x− L)H(x− L), (2.22)

y′′′(x) = −kp0
EI

y(0)− kp1 y(L)− F
EI

H(x− L). (2.23)

Z rovnice (2.23) s využit́ım y′′′(L) = 0

0 = −kp0
EI

y(0)− kp1 y(L)− F
EI

H(L− L),

y(0) =
F − kp1 y(L)

kp0

, (2.24)

a zpětným dosazeńım (2.24) do (2.22)

0 = −kp0 L
EI

F − kp1 y(L)

kp0
+
ko0
EI

y′(0)− kp1 y(L)− F
EI

(L− L)H(L− L),

y′(0) =
FL − kp1 Ly(L)

ko0

. (2.25)

Dosazeńım konstant (2.24) a (2.25) do rovnice (2.21) dostaneme

y(x) =
F

kp0EI
− kp1
kp0EI

y(L)+
F Lx

ko0EI
− kp1 Ly(L)x

ko0EI
−F x

3

6EI
+
kp1 x

3

6EI
y(L)+

F Lx2

2EI
−

− kp1 Ly(L)x2

ko0EI
− kp1

6EI
y(L) (x− L)3H(x− L) +

F

6EI
(x− L)3H(x− L). (2.26)

Vyjádřeńım pr̊uhybu y(L) v bodě L źıskáme neznámou konstantu

y(L) =
F

kp0EI
− kp1
kp0EI

y(L) +
F L2

ko0EI
− kp1 L

2 y(L)

ko0EI
−

− F L3

6EI
+
kp1 L

3

6EI
y(L) +

F L3

2EI
− kp1 L

3 y(L)

ko0EI

y(L) =
F L3

3EI
− kp1 L

3 y(L)

3EI
+

F

kp0EI
− kp1
kp0EI

y(L) +
F L2

ko0EI
− kp1 L

2 y(L)

ko0EI

y(L)

[
EI +

kp1 L
3

3
+
kp1
kp0

+
kp1 L

2

ko0

]
=

FL3

3
+
F L2

ko0
+

F

kp0

y(L) =

F L3

3
+

F L2

ko0

+
F

kp0

EI +
kp1 L

3

3
+

kp1

kp0

+
kp1 L

2

ko0

.
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Vztah pro konstantu y(L) necháme vyjádřen v tomto tvaru, jelikož z něj ne-

dostaneme kompaktněǰśı výraz, a co je d̊uležitěǰśı, tento tvar je praktický v mode-

lováńı r̊uzných situaćı a to např́ıklad vetknut́ı. Jestliže limkp0, ko0→+∞ y(x), dostaneme

na levé straně vetknut́ı, což odpov́ıdá zadáńı prvńıho př́ıkladu. Uvedený postup po-

drobněji rozeṕı̌seme

y(x) =
(x3

6
− Lx2

2
− Lx

ko0
− 1

kp0
− 1

6
(x− L)3H(x− L)

)(y(L)kp1
EI

− F

EI

)

=
(x3

6
−Lx

2

2
−Lx
ko0
− 1

kp0
−1

6
(x−L)3H (x−L)

)(kp1
EI

F L3

3
+
F L2

ko0
+

F

kp0

EI +
kp1 L

3

3
+
kp1
kp0

+
kp1 L

2

ko0

− F

EI

)
.

(2.27)

lim
kp0, ko0→+∞

FL3

3
+
FL2

ko0
+

F

kp0

EI +
kp1L

3

3
+
kp1
kp0

+
kp1L

2

ko0

=

FL3

3

EI +
kp1L

3

3

=
FL3

3EI + kp1L3
.

A stejným limitńım přechodem pro Lx
ko0
, 1
kp0

přejde rovnice (2.27) do tvaru

y(x) =
(x3

6
− Lx2

2
− 1

6
(x− L)3H(x− L)

)(kp1
EI

FL3

3EI + kp1L3
− F

EI

)
=

=
kp1L

3

6EI

Fx2

3EI + kp1L3
(x− 3L) +

Fx2

6EI
(3L−x)− kp1

6EI

L3F

3EI + kL3
(x−L)3H(x−L)+

+
F

6EI
(x− L)3H(x− L). (2.28)

Pokud budeme opět uvažovat pouze řešeńı na nosńıku, tedy pro x ∈ 〈0;L〉 máme

y(x) =
kp1L

3

6EI

Fx2

3EI + kp1L3
(x− 3L) +

Fx2

6EI
(3L− x), (2.29)

vid́ıme tedy, že (2.29) je shodná s (2.17).
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0
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Vetknutí

k
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=1 Nm-1

k
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=4 Nm-1

k
o0

=30 Nm-1

Obr. 2.6: Graf pr̊uhybových čar při r̊uzných ko0, kp0 = 1Nm−1

Tab. 2.1: Závislost relativńı odchylky řešeńı na vlastnostech pružin v porovnáńı

s vetknut́ım ze vzorce (2.19).

kp0 [Nm−1] 1 1 1 1 2 4 2000

ko0 [Nm−1] 1 2 4 20 1 1 1

relativńı odchylka [%] 40,66 20,72 10,75 2,78 40,26 40,06 39,86

Z tabulky 2.1 je zřejmé, že vliv kp0 je zanedbatelný v̊uči vlivu ohybové pružiny

ko0 při modelováńı vetknut́ı. Budeme tedy při aproximaci vetknut́ı pomoćı pružin

upřednostňovat změnu tuhosti ohybové pružiny. Tento výsledek je zp̊usoben malým

koeficientem jmenovatele zlomku, ve kterém se kp0 vyskytuje ve jmenovateli, v rov-

nici (2.27).
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2.2.3 Obecný model

Na základě uvedených př́ıklad̊u sestav́ıme obecný model pro výpočet ohybové čáry

nosńıku. V modelu budeme uvažovat p̊usobeńı nespojitých zat́ıžeńı v n bodech Ui,

pro i = 1, . . . , n, na po částech prizmatický nosńık o celkové délce L. Každý bod

je posunut o vektor ui od levého konce nosńıku a může v něm p̊usobit libovolné

zat́ıžeńı z tabulky 2.2. Za jeden z bod̊u budeme vždy uvažovat levý okraj nosńıku,

který ovšem nemuśı, ale může být zat́ıžen a budeme ho značit U0, s posunut́ım

u0 = 0.

u0 = U0 = 0 LU1 U2 U3

u3

un

u2

u1

Un
x

y

Obr. 2.7: Model obecně zat́ıženého nosńıku

Obecnosti nebráńı předpoklad o volných konćıch, a jestliže bude některý z konc̊u

nosńıku zat́ıžen pružinou nebo ohybovou pružinou, okrajové podmı́nky se nezměńı

a stále máme

y′′(0) = 0

y′′′(0) = 0

y′′(L) = 0

y′′′(L) = 0
(2.30)

Vycházet budeme z obecné rovnice pr̊uhybové čáry, kterou jsme odvodili v od-

stavci 2.1.

y(IV )(x) =
q(x)

EI
.

Pro ilustraci uvažujme prizmatický nosńık zat́ıžený silou ~F1 v u1 = 0, 4L, momen-

tem ~M2 v u2 = 0, 6L, který je v levém konci vetknutý pružinami o tuhostech kp0

a ko0

y(IV )(x) = −kp0
EI

y(0)δ(x) +
ko0
EI

y′(0)δ′(x) +
F1

EI
δ(x− 0, 4L) +

M2

EI
δ′(x− 0, 6L).
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Celou rovnici snadno zobecńıme na tvar

y(IV )(x) =
k∑
i=0

Fi
EiIi

δ(x− ui) +
k∑
i=0

Mi

EiIi
δ′(x− ui)−

−
k∑
i=0

kpi
EiIi

y(ui)δ(x− ui) +
k∑
i=0

koi
EiIi

y′(ui)δ
′(x− ui). (2.31)

Poznámka. Kde k =

n− 1 pokud je levý konec nosńıku zat́ıžen

n pokud neńı levý konec nosńıku zat́ıžen

Ei Young̊uv modul pružnosti mezi body Ui a Ui+1

Ii Osový kvadratický moment k ose z, mezi body Ui a Ui+1

Fi Velikost śıly p̊usob́ıćı v bodě Ui

Mi Velikost momentu p̊usob́ıćıho v bodě Ui

kpi Tuhost podp̊urné pružiny p̊usob́ıćı v bodě Ui

koi Tuhost ohybové pružiny p̊usob́ıćı v bodě Ui

ui Vektor posunut́ı bodu Ui od levého konce nosńıku

Tab. 2.2: Přehled nespojitých zat́ıžeńı.

Grafické znázorněńı Zat́ıžeńı v ui Grafické znázorněńı Zat́ıžeńı v ui

~F

Śıla ~F

F δ(x− ui)

~M Moment ~M

M δ′(x− ui)

k1

Pružina

−kpi y(ui)δ(x−ui)
k2

Ohybová pružina

−koi y′(ui)δ
′(x−ui)
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Po aplikaci Laplaceovy transformace, zpětné Laplaceovy transformace a užit́ı okra-

jových podmı́nek (2.30) na levém konci, na rovnici (2.31) dostaneme

y(x) =
F0

6E0I0
x3H(x)− kp0y(0)

6E0I0
x3H(x) +

M0

2E0I0
x2H(x) +

ko0y
′(0)

2E0I0
x2H(x)+

+
F1

6E1I1
(x− u1)3H(x− u1)− kp1y(u1)

6E1I1
(x− u1)3H(x− u1)+

+
M1

2E1I1
(x− u1)2H(x− u1) +

ko1y
′(u1)

2E1I1
(x− u1)2H(x− u1) + . . .+

+
Fn

6EnIn
(x− un)3H(x− un)− kpny(un)

6EnIn
(x− un)3H(x− un)+

+
Mn

2EnIn
(x− un)2H(x− un) +

kony
′(un)

2EnIn
(x− un)2H(x− un) +

y(0)

E0I0
+
y′(0)x

E0I0
,

(2.32)

k užit́ı okrajových podmı́nek, které máme pro pravý konec, muśıme (2.32) postupně

derivovat

y′(x) =
F0

2E0I0
x2H(x)− kp0y(0)

2E0I0
x2H(x) +

M0

E0I0
xH(x) +

ko0y
′(0)

E0I0
xH(x)+

+
F1

2E1I1
(x− u1)2H(x− u1)− kp1y(u1)

2E1I1
(x− u1)2H(x− u1)+

+
M1

E1I1
(x− u1)H(x− u1) +

ko1y
′(u1)

E1I1
(x− u1)H(x− u1) + . . .+

+
Fn

2EnIn
(x− un)2H(x− un)− kpny(un)

2EnIn
(x− un)2H(x− un)+

+
Mn

EnIn
(x− un)H(x− un) +

kony
′(un)

EnIn
(x− un)H(x− un) +

y′(0)

E0I0
, (2.33)

y′′(x) =
F0

E0I0
xH(x)− kp0y(0)

E0I0
xH(x) +

M0

E0I0
H(x) +

ko0y
′(0)

E0I0
H(x)+

+
F1

E1I1
(x− u1)H(x− u1)− kp1y(u1)

E1I1
(x− u1)H(x− u1)+

+
M1

E1I1
H(x− u1) +

ko1y
′(u1)

E1I1
H(x− u1) + . . .+

+
Fn
EnIn

(x− un)H(x− un)− kpny(un)

EnIn
(x− un)H(x− un)+

+
Mn

EnIn
H(x− un) +

kony
′(un)

EnIn
H(x− un), (2.34)

y′′′(x) =
F0

E0I0
H(x)− kp0y(0)

E0I0
H(x) +

F1

E1I1
H(x− u1)− kp1y(u1)

E1I1
H(x− u1)+

+ . . .+
Fn
EnIn

H(x− un)− kpny(un)

EnIn
H(x− un). (2.35)
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Zaměř́ıme se na počet neznámých a počet rovnic, které budeme potřebovat.

Vid́ıme, že užit́ım Laplaceovy transformace se budou v rovnici (2.32) vyskytovat

dvě neznámé konstanty y(0), y′(0). Daľśı neznáme konstanty jsou pr̊uhyby y(ui) a

natočeńı y′(ui), které vzniknou v bodě Ui při zat́ıžeńı podp̊urnou, př́ıpadně ohy-

bovou pružinou. Celkem tedy máme 2(k + 1) konstant, které muśıme vyjádřit a

dosadit do (2.32). Tuto soustavu 2(k+ 1) rovnic budeme řešit maticově, převedeme

tedy problém na maticovou rovnici

LY = P, (2.36)

kde matice Y tvoř́ı neznámé konstanty

Y =



y(0)

y′(0)

y(u1)

y′(u1)
...

y(un)

y′(un)




2(k + 1). (2.37)

Obecné vyjádřeńı matice L je však složitěǰśı, ale má určitou pravidelnost. Matici

sestav́ıme z blokových submatic a posledńı dva řádky vyjádř́ıme z (2.34) a (2.35).

L =



R1 I 0 0 0 . . . 0

R2 S2,1 I 0 0 . . . 0

R3 S3,1 S3,2 I 0 . . . 0

R4 S4,1 S4,2 S4,3 I . . . 0
...

...
...

...
. . . . . .

...

Rk Sk,1 Sk,2 Sk,3 Sk,4 . . . I

V0 V1 V2 V3 V4 . . . Vk

W0 W1 W2 W3 W4 . . . Wk


(2.38)

Ri =

(
Ai A∗i
Âi Â∗i

)
Vu =

(
kpj 0

)
I =

(
1 0

0 1

)
Si,j =

(
Bi,j B∗i,j
B̂i,j B̂∗i,j

)
Wu =

(
kpj(L− uj) −koj

)
0 =

(
0 0

0 0

)
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Matice L tedy má tvar

L =



A1 A∗1 1 0 0 0 . . .

Â1 Â∗1 0 1 0 0 . . .

A2 A∗2 B2,1 B∗2,1 1 0 . . .

Â2 Â∗2 B̂2,1 B̂∗2,1 0 1 . . .

A3 A∗3 B3,1 B∗3,1 B3,1 B∗3,1
. . .

Â3 Â∗3 B̂3,1 B̂∗3,1 B̂3,2 B̂∗3,2
. . .

...
...

...
...

...
...

. . .

Ak A∗k Bk,1 B∗k,1 Bk,2 B∗k,2 . . .

Âk Â∗k B̂k,1 B̂∗k,1 B̂k,2 B̂∗k,2 . . .

kp0 0 kp1 0 kp2 0 . . .

︸ ︷︷ ︸
2(k + 1)

kp0(L− u0) −ko0 kp1(L− u1) −ko1 kp2(L− u2) −ko2 · · ·





2k

(2.39)

Ai =
kp0

6Ei−1Ii−1
(ui − u0)3 − 1

Ei−1Ii−1
Bi,j =

kpj
6Ei−1Ii−1

(ui − uj)
3

Âi =
kp0

2Ei−1Ii−1
(ui − u0)2 B̂i,j =

kpj
2Ei−1Ii−1

(ui − uj)
2

A∗i = − ko0
2Ei−1Ii−1

(ui − u0)2 − ui

Ei−1Ii−1
B∗i,j = − koj

Ei−1Ii−1
(ui − uj)

2

Â∗i = − ko0
Ei−1Ii−1

(ui − u0)− 1

Ei−1Ii−1
B̂∗i,j = − koj

Ei−1Ii−1
(ui − uj)

Matici pravé strany P vytvoř́ıme jako součet dvou sloupcových matic ψ, χ, kde

je k-tý řádek jednotlivých matic vyjádřen

ψk =
k∑
i=1

Fi−1
6Ei−1Ii−1

(uk − ui−1)3 +
Mi−1

2Ei−1Ii−1
(ui − ui−1)2

χk =
k∑
i=1

Fi−1
2Ei−1Ii−1

(uk − ui−1)2 +
Mi−1

Ei−1Ii−1
(ui − ui−1)

ψ =



F0

6E0I0
u1

3 +
M0

2E0I0
u1

2

F0

6E0I0
u2

3 +
M0

2E0I0
u2

2 +
F1

6E1I1
(u2 − u1)3 +

M1

2E1I1
(u2 − u1)2

...

ψk
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χ =



F0

2E0I0
u1

2 +
M0

E0I0
u1

F0

2E0I0
u2

2 +
M0

E0I0
u2 +

F1

2E1I1
(u2 − u1)2 +

M1

E1I1
(u2 − u1)

...

χk


Řádky matic ψ, χ se postupně seřad́ı do matice P , kde posledńı dva řádky vyjádř́ıme

opět ze (2.34) a (2.35).

P =



ψ1

χ1

ψ2

χ2

...

ψk

χk
k∑
i=0

Fi

k∑
i=0

Fi(L− ui) +Mi




2k

(2.40)

Př́ıklad. Mějme zadáńı z př́ıkladu 1, tedy s parametry: L = 10 m, E = 210 GPa,

d = 0, 1 m, F1 = 1000 N, kp0 = ko0 = 50 Nm−1, I = πd4

64
= 4, 908× 10−6 m4.

L =



kp0
6EI

L3 − 1

EI
− ko0

2EI
L2 − L

EI
1 0

kp0
2EI

L2 −ko0
EI

L− 1

EI
0 1

kp0 0 0 0

Lkp0 −ko0 0 0

Y =


y(0)

y′(0)

y(L)

y′(L)

 , P =


0

0

F1

0

 (2.41)

Vyřešeńım maticové rovnice LY = P , dostaneme Y =


20

200

0, 325322

0, 048698
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Dosazeńım konstant z Y do rovnice (2.32)

y(x) = −1, 616 812× 10−4 x3H(x) + 4, 850 436× 10−3 x2H(x)+

+ 1, 940 175× 10−4 x+ 1, 940 175× 10−5 (2.42)

Porovnáńı se vzorcem z [5]

y(x) = −1, 616 812× 10−4 x3 + 4, 850 436× 10−3 x2

Výsledky nejsou zcela totožné, což je zp̊usobeno tuhostmi použitých pružin ve

výpočtovém modelu a jejich srovnáńı s vetknut́ım. Pokud uvažujeme uvedené tuhosti

pružin a vynese oba výsledky pomoćı vhodného softwaru, např́ıklad v programu

MATLAB, graficky, nebo je numericky vyč́ısĺıme, dostaneme maximálńı absolutńı

odchylku pro zadané hodnoty 0, 001 996 m a to na pravém konci nosńıku.

Pokud budeme uvažovat stále větš́ı tuhosti pružin kp0, ko0, popř́ıpadě je limitńım

přechodem
”
pošleme“ do nekonečna, absolutńı člen a člen s x v (2.42) jdou k 0

a výsledky se rovnaj́ı.

30



3 VYUŽITÍ V HYDROMECHANICE

V teorii hydromechaniky budeme uvažovat tzv. cylindrické souřadnice1. K odvo-

zeńı rovnice vývoje tlaku v potrub́ı využijeme rovnici kontinuity v cylindrických

souřadnićıch, viz [2]-rovnice (13.1.21), pro stacionárńı prouděńı nestlačitelné kapa-

liny ve tvaru
∂vr
∂r

+
1

r

∂vϕ
∂ϕ

+
∂vz
∂z

+
vr
r

= 0. (3.1)

Při zanedbáńı objemové śıly (Gi = 0) uvažujeme Navier-Stokesovy rovnice ve tvaru

vr
∂vr
∂r

+
vϕ
r

∂vr
∂ϕ

+ vz
∂vr
∂z
− v2ϕ

r
= −1

ρ

∂p

∂r
+ ν
(
M vr −

vr
r2
− 2

r2
∂vϕ
∂ϕ

)
, (3.2)

vr
∂vϕ
∂r

+
vϕ
r

∂vϕ
∂ϕ

+ vz
∂νϕ
∂z

+
vϕvϕ
r

= − 1

ρr

∂p

∂ϕ
+ ν
(
M vϕ −

vϕ
r2

+
2

r2
∂vr
∂ϕ

)
, (3.3)

vr
∂vz
∂r

+
vϕ
r

∂vz
∂ϕ

+ vz
∂vz
∂z

= −1

ρ

∂p

∂z
+ ν M vz. (3.4)

Kde M je Laplace̊uv operátor

M=
∂2

∂r2
+

1

r

∂

∂r
+

1

r2
∂2

∂ϕ2
+

∂2

∂z2
.

Uvažujme prouděńı kapaliny pouze v ose trubice, pro které plat́ı: vr = vϕ = 0,

rovnice (3.1) tedy přejde do tvaru

∂vz
∂z

= 0, (3.5)

z čehož plyne, že vz = f(r, ϕ). Při jednorozměrném prouděńı se rovnice (3.2), (3.3),

(3.4) značně zjednoduš́ı

0 = −1

ρ

∂p

∂r
, (3.6)

0 = − 1

ρr

∂p

∂ϕ
, (3.7)

0 = −1

ρ

∂p

∂z
+ ν
(∂2vz
∂r2

+
1

r

∂vz
∂r

+
1

r2
∂2vz
∂ϕ2

)
. (3.8)

Předpokládejme, že součinitel dynamické viskozity η = νρ bude konstantńı a tedy

∂p

∂z
= η
(∂2vz
∂r2

+
1

r

∂vz
∂r

+
1

r2
∂2vz
∂ϕ2

)
. (3.9)

Vid́ıme, že v (3.9) je podle (3.6) a (3.7) výraz na levé straně funkćı pouze proměnné z

a výraz na opačné straně je vzhledem k (3.5) funkćı r, ϕ. Aby tedy tato rovnost podle

parciálńıch derivaćı nastala, muśı být obě strany rovny konstantě. Daľśı derivaćı tedy

dostaneme
∂2p

∂z2
= 0. (3.10)

1Vı́ce o cylindrických (válcových) souřadnićıch lze nalézt v [12].

31



3.1 Výpočtové modely

3.1.1 Př́ıklad 1.

Uvažujme jednoduché př́ımé potrub́ı, kterému př́ısluš́ı dvě okrajové podmı́nky. Nejdř́ıve

vyřeš́ıme daný problém klasickou2 metodou

L

z

~vp0 p1

Obr. 3.1: Jednoduché př́ımé potrub́ı

Okrajové podmı́nky pro uvažovanou část potrub́ı maj́ı tvar

p(0) = p0 p(L) = p1. (3.11)

Předpokládejme, že vývoj tlaku v potrub́ı má lineárńı pr̊uběh a budeme tedy hledat

koeficienty rovnice: p(z) = a+bz. Dosazeńım okrajových podmı́nek (3.14) dostáváme

z = 0

z = L

⇒
⇒

a = p0

b =
p1 − p0
L

,
(3.12)

vyjádřené koeficienty dosad́ıme

p(z) = p0 −
(p1 − p0

L

)
z. (3.13)

Tento př́ıklad byl značně zjednodušený, v daľśım budeme uvažovat hydraulický prvek

s odporem, kde tento problém vyřeš́ıme obdobně.

2K tomuto zp̊usobu řešeńı bylo využito zejména [11].
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3.1.2 Př́ıklad 2.

Potrub́ı rozděĺıme na dvě části, budeme tedy řešit dvě rovnice, p(z) a q(z).

L1 L2

p0 ps pp

Obr. 3.2: Př́ımé potrub́ı, rozdělené na dvě části

Okrajové podmı́nky pro uvažovanou část potrub́ı

p(0) = p0

p(L1) = ps

q(0) = ps

q(L2) = pp
(3.14)

s využit́ım okrajových podmı́nek

p(z) = p0 + Az1 q(z) = ps +Bz2, (3.15)

evidentně

p(L1) = p0 + AL1 = q(0) = ps,

vyjádřenou konstantu ps dosad́ıme zpět do (3.15)

q(z) = p0 + AL1 +Bz2,

nyńı několik jednoduchých úprav

pp = q(L2) = p0 + AL1 +BL2,

B =
pp − p0
L2

− A L1

L2

,

q(z) = p0 + AL1 +
pp − p0
L2

z2 − A
L1

L2

z2,

q(z) = p0 + A
(
L1 −

L1

L2

z2

)
+
pp − p0
L2

z2. (3.16)

Zavedeme
∂q(z)

z2
= −bvn, (3.17)

a daľśı úpravy (3.16) vzhledem k (3.17)

−bvn = −A L1

L2

+
pp − p0
L2

,

A =
pp − p0
L1

+
L2

L1

bvn,
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p(z) = p0 +
(pp − p0

L1

+
L2

L1

bvn
)
z1,

q(z) = p0 +
(pp − p0

L1

+
L2

L1

bvn
)(
L1 −

L1

L2

z2

)
+
pp − p0
L2

z2,

q(z) = p0 + (pp − p0)−
pp − p0
L2

z2 + L2bv
n − bvnz2 +

pp − p0
L2

z2,

q(z) = pp + L2bv
n − bvnz2 = pp + (L2 − z2) bvn.

Dostali jsme tedy dvě rovnice

p(z) = p0 +
(pp − p0

L1

+
L2

L1

bvn
)
z1, (3.18)

q(z) = pp + L2bv
n − bvnz2 = pp + (L2 − z2) bvn. (3.19)

Uvažujme, že pravou část potrub́ı o délce L2 zkrát́ıme až na infinitezimálńı hodnotu

a budeme ji brát za hydraulický odpor s vlastnost́ı (3.17).

L1 L2

p0 ps pp

Obr. 3.3: Př́ımé potrub́ı s hydraulickým prvkem

Tlak před hydraulickým prvkem bvn tedy vycháźı

p(L1) = pp + L2bv
n = q(0), (3.20)

těsně za hydraulickým prvkem

q(L2) = pp. (3.21)

Nyńı stejný př́ıklad vypoč́ıtáme pomoćı distribućı a Laplaceovy transformace ob-

dobně jako ve 2. kapitole. Základńı rovnićı, ze které budeme vycházet, je dř́ıve

odvozená rovnice (3.10).

Hydraulický prvek vzdálený o u od levého konce potrub́ı modelujeme pomoćı Dira-

covy distribuce

q = −bvn δ′(z − u),

dostaneme rovnici
∂2p

∂z2
= −bvn δ′(z − L). (3.22)

Okrajové podmı́nky z̊ustávaj́ı stejné a tedy

p(0) = p0 p(L) = p(L1 + L2) = ps + bvn = pp. (3.23)
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Užit́ım Laplaceovy transformace L {p(z)} = P (s) na (3.27)

s2P − s p(0)− p′(0) = −bvns e−sL,

P =
1

s
p(0) +

1

s2
p′(0)− bvn

s
e−sL,

zpětnou Laplaceovou transformaćı L −1{P (s)} = p(z)

p(z) = p(0) + p′(0) z − b vnH(z − L).

Z okrajových podmı́nek postupně dostaneme

z = 0 ⇒ p(0) = p0,

p(z) = p0 + p′(0)z − b vnH(z − L),

využit́ım podmı́nky na druhém okraji

z = L ⇒ p(L) = ps + bvn = pp,

p(L) = pp = p0 + p′(0)L− bvn ⇒ p′(0) =
pp + bvn − p0

L
,

dosazeńım vyjádřených konstant p(0), p′(0) do (3.1.3)

p(z) = p0 +
(pp + bvn − p0

L

)
z − b vnH(z − L). (3.24)

Při výpočtech s distribucemi bereme délku potrub́ı L od levého konce, až za

hydraulický prvek. Budeme-li cht́ıt zjistit tlak před hydraulickým prvkem, budeme

muset k výsledku pro z = L

p(L) = p0 +
(pp + bvn − p0

L

)
L− b vnH(L− L) = pp,

přič́ıst uvažovanou změnu tlaku v hydraulickém prvku

p(L− L2) = pp + bvn

Hydraulické ztráty v nějakém hydraulickém prvku (tzv. mı́stńı ztráty), obecně

s parametrem bvn, ovšem nejsou jediné ztráty. Při prouděńı skutečné (viskózńı) ka-

paliny potrubńım systém vznikaj́ı vlivem třeńı o mezńı vrstvu kapaliny tzv. délkové

ztráty. Vlivem třeńı vzniká teplo, které odeb́ırá část tlakové energie a zp̊usobuje

tedy tlakovou diferenci na daném potrubńım úseku.
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Pro výpočet těchto ztrát lze použ́ıt Weissbach̊uv 3 vztah pro d́ılč́ı ztrátovou měrnou

energii

Yzt =
n∑
j=1

(
λj
Lj
Dj

v2j
2

)
, (3.25)

Pro ztrátovou diferenci tlaku, mezi bodu A,B plat́ı

∆pA,B = ρ Yzt(A,B) = ρ λA,B
LA,B
Dh(A,B)

v2A,B
2
. (3.26)

ρ hustota proud́ıćı kapaliny

λA,B Součinitel třećıch ztrát mezi body A a B

LA,B Osová délka potrub́ı mezi body A a B

DhA,B Hydraulický pr̊uměr potrub́ı mezi body A a B

v2A,B Středńı rychlost proud́ıćı kapaliny mezi body A a B

Kde hydraulický pr̊uměr potrub́ı vypoč́ıtáme jako

Dh =
4Sh
Oh

,

tedy pro kruhový pr̊uřez o pr̊uměru d

Dh =
4πd2

4πd
= d.

K určeńı součinitele třećıch ztrát turbulentńıho prouděńı se už́ıvá několik vztah̊u4

λ

0, 3164 Re−0,25 ocelové potrub́ı - Blausi̊uv vztah

0, 0032 + 0, 221 Re−0,237 ocelové potrub́ı - Advaniho vztah

0, 0054 + 0, 395 Re−0,3 ocelové potrub́ı - Herman̊uv vztah
0,288

Re0,226
plastové potrub́ı - Ševelev̊uv vztah5

Podle [8] maj́ı plastová potrub́ı velmi významné hydraulické vlastnosti. Vyniká

předevš́ım velmi ńızká drsnost stěn omývaných proud́ıćı kapalinou, v porovnáńı

s ocelovým potrub́ım, což se projevuje nižš́ım součinitelem třećıch ztrát λ.

3Daľśı podrobnosti v [14].
4Uvedené a mnohé daľśı lze nalézt v [4].
5Podle [6].
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Reynoldsovo č́ıslo Re je d̊uležitým parametrem, který představuje vliv vnitřńıho

třeńı kapaliny vlivem viskozity při prouděńı.

Re =
vDh

ν

v středńı rychlost proud́ıćı kapaliny v profilu

Dh Hydraulický pr̊uměr potrub́ı

ν Součinitel kinematické viskozity

3.1.3 Obecný model

V obecném modelu budeme uvažovat p̊usobeńı k hydraulických prvk̊u na př́ımém

potrub́ı o celkové délce L

L1

p0 pp

L2

Lk−1

L

b1v
n b2v

n bk−1v
n bkv

n

Obr. 3.4: Př́ımé potrub́ı s hydraulickými prvky

Rovnici (3.10) máme ve tvaru

∂2p

∂z2
= −

k∑
i=1

biv
n δ′(z − zi). (3.27)

Okrajové podmı́nky

p(0) = p0 p(L) = pp (3.28)

Užit́ım Laplaceovy transformace L {p(z)} = P (s) na (3.27)

s2P − s p(0)− p′(0) = −
k∑
i=1

s biv
n e−sui ,

P =
1

s
p(0) +

1

s2
p′(0)− 1

s

k∑
i=1

biv
n e−sui ,
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zpětnou Laplaceovou transformaćı L −1{P (s)} = p(z)

p(z) = p(0) + p′(0) z −
k∑
i=1

biv
nH(z − zi)

Z okrajových podmı́nek postupně dostaneme

z = 0 ⇒ p(0) = p0,

p(z) = p0 + p′(0)z −
k∑
i=1

biv
nH(z − zi),

využit́ım podmı́nky na druhém okraji

z = L ⇒ p(L) = pp

p(L) = pp = p0 + p′(0)L−
k∑
i=1

biv
n ⇒ p′(0) =

pp +
∑k

i=1 biv
n − p0

L

dosazeńım vyjádřených konstant p(0), p′(0) do (3.1.3)

p(z) = p0 +
(pp +

∑k
i=1 biv

n − p0
L

)
z −

k∑
i=1

biv
nH(z − zi). (3.29)

Při započteńı vztah̊u (3.26) a (3.5), je zřejmě tlakový úbytek zp̊usobený třeńım

proud́ıćı kapaliny o stěny potrub́ı klesaj́ıćı lineárńı funkćı

∆pz,0 = p(0)− p(z) = ρλ
z

Dh

v2

2
.

Pokud se potrub́ı skládá z po částech r̊uzných potrub́ı

∆pz,0 = p(0)− p(z) =
κ∑
i=1

(
ρλi

li
Dhi

v2i
2

)
+ ρλκ+1

z −∑κ
i=1 li

Dhκ+1

v2κ+1

2
,

kde

λi Součinitel třećıch ztrát potrub́ı i

li Osová délka potrub́ı i

Dhi Hydraulický pr̊uměr potrub́ı i

vi Středńı rychlost proud́ıćı kapaliny v potrub́ı i

κ Počet potrub́ı které jsou před posunut́ım z
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Konečný vztah pro celkovou změnu tlaku je tedy

p(z)6 = p0 +
( p̂p +

∑k
i=1 biv

n − p0
L

)
z −

k∑
i=1

biv
nH(z − zi)−

−
κ∑
i=1

ρλi
li
Dhi

v2i
2
− ρλκ+1

z −∑κ
i=1 li

Dhκ+1

v2κ+1

2
(3.30)

Jako př́ıklad uvažujme potrubńı systém se třemi hydraulickými prvky propojen

jedńım typem potrub́ı.

p0 = 30 000 Pa, pp = 6 000 Pa, v = 1000 m s−1, n = 1, b1 = 3 kg m−2 s−1, b2 =

1 kg m−2 s−1, b3 = 5 kg m−2 s−1, ν = 1, 596 519 × 10−6 m2s−1, Dh = 1 m, l = 6 m,

z1 = 2 m, z2 = 4 m, z3 = 6 m, ρ = 1kg m−3

Re =
vDh

ν
=

1000

1, 596519× 10−6
= 626 362 742⇒ λ = 0, 3164 Re−0,25 = 2× 10−3

Yzt = λ
z

Dh

v2

2
= 2× 10−3

6

1

10002

2
= 6 000 Pa

dosazeńım konstant do (3.30)

p(z) = 30000 +
(6000 + 6000) + (3000 + 1000 + 5000)− 30000

6
z−

−
k∑
i=1

(
1000 biH(z − zi)

)
− 10002

1000
z =

= 30 000− 2500 z −
k∑
i=1

(
1000 biH(z − zi)

)

6p̂p = pp + Yzt, tedy pp muśıme korigovat na tlak, který by byl na pravém konci potrub́ı

při zanedbáńı tlakových ztrát třeńım o stěny potrub́ı.
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z [m]
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p 
[P

a]
×104

0

0.5

1

1.5

2

2.5

3

Vývoj tlaku v potrubí

b
1
vn

b
2
vn

b
3
vn

Obr. 3.5: Př́ımé potrub́ı se třemi hydraulickými prvky

Vid́ıme tedy, že vývoj tlaku v př́ımém potrub́ı při prouděńı viskózńı kapaliny je

po částech lineárńı funkćı, ve které se směrnice př́ımek skládaj́ı ze dvou funkćı, a

to úbytku tlaku při třeńı kapaliny o stěny potrub́ı, a o ztráty při vnitřńım třeńı

kapaliny.
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ZÁVĚR

Ćılem této práce je rešerše teorie zobecněných funkćı a formulace matematických

model̊u v teorii Pružnosti a pevnosti a Hydromechaniky. Text tedy kromě nezbytné

teorie naznačuje možné využit́ı distribućı a Laplaceovy transformace při řešeńı dife-

renciálńıch rovnic v mechanice kontinua.

V prvńı kapitole jsou distribuce zavedeny jako spojité lineárńı funkcionály na pro-

storu testovaćıch funkćı, nejsou tedy funkcemi. Ve druhé části teoretického úvodu

jsou ukázány d̊uležité základńı operace s distribucemi, a to předevš́ım s Diracovou δ

distribućı, které se využily v následuj́ıćıch kapitolách. Jsou zde také uvedeny daľśı

d̊uležité poznámky, např́ıklad o translaci Laplaceovy transformace.

Kapitola druhá se věnuje výpočt̊um pr̊uhybové čáry nosńık̊u, která zde byla od-

vozena, pomoćı distribućı. Použit́ı bylo ukázáno na př́ıkladu, na kterém bylo zřejmé

použit́ı distribućı a modelováńı vetknut́ı pomoćı pružin. Obecný model pro výpočet

pr̊uhybové čáry nosńıku zat́ıženého nespojitými zat́ıžeńımi z tabulky 2.2 byl sesta-

ven jako alternativa ke standardńımu postupu rozděleńı nosńıku na jednotlivé části

a jejich postupné řešeńı nebo k metodě využ́ıvaj́ıćı tzv. Macaulayho funkce. Jádrem

obecného model je Laplaceova transformace, která definované zat́ıžeńı nosńıku po-

moćı Diracova δ, převede na soustavu lineárńıch rovnic, která je snadno řešitelná.

Výsledkem jsou koeficienty polynomu čtvrtého stupně, který představuje rovnici

pr̊uhybové čáry nosńıku.

V závěrečné kapitole je přibĺıžen problém tlakových ztrát při prouděńı kapaliny

př́ımým potrubńım systémem zp̊usoben třećımi silami a hydraulickými odpory v po-

trub́ı. Obecný model poč́ıtá s p̊usobeńım několika hydraulických prvk̊u o r̊uzných

vlastnostech, které jsou propojeny potrubńım systémem z r̊uzných část́ı.
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SEZNAM POUŽITÝCH SYMBOLŮ A ZKRATEK

Symbol Rozměr Veličina

b [kg ·m−(n+1) · s−(2−n)] Ztrátový součinitel

C∞ [−] Množina funkćı, které jsou spojité

i se svými parciálńımi derivacemi všech řád̊u

Dh [m] Hydraulický pr̊uměr potrub́ı

D [−] Prostor testovaćıch funkćı

D∗ [−] Prostor distribućı

D ′ [−] Duálńı prostor k prostoru distribućı

E [kg ·m−1 · s−2] Young̊uv modul pružnosti

Fk [kg ·m · s−2] Velikost śıly p̊usob́ıćı v bodě Uk

H(x) [−] Heavisideova funkce

I [−] Jednotková matice (2 ×2)

Iz [m4] Osový kvadratický moment k ose z

kp [N ·m−1] Tuhost tlačné pružiny

ko [N ·m] Tuhost ohybové pružiny

L [m] Délka nosńıku/ potrub́ı

L {f(t)} [−] Laplaceova transformace předmětuf(t)

L −1{f(t)} [−] Zpětná Laplaceova transformace předmětuf(t)

My [N ·m] Základńı ohyb kolem osy z

Mk [N ·m] Velikost momentu p̊usob́ıćıho v bodě Uk

O [−] Nulová matice (2 ×2)

Oh [m] Omočený obvod potrub́ı

p [kg ·m−1 · s−2] Tlak

p(z), q(z) [−] Tlakové funkce v potrub́ı

r [m] Poloměr potrub́ı

R,C [−] Množina reálných, komplexńıch č́ısel

Ri,Si,j [−] Blokové matice (1 ×2)

Re [−] Reynoldsovo podobnostńı č́ıslo

Sh [m2] Pr̊utočný plocha

supp f(x) [−] Nosič funkce f(x)

T [−] Distribuce

TH [−] Heavisideova distribuce

uk, zk [m] Posunut́ı bodu Uk, Zk ve směru osy x, z

v [m · s−1] Středńı rychlost proud́ıćı kapaliny

vr, vϕ, vz [m · s−1] Rychlosti kapaliny v cyl. souřadnićıch

y [m] Pr̊uhyb nosńıku v ose y

Y (s), P (s) [−] Obrazy Laplaceovy transformace
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Symbol Rozměr Veličina

δ(x) [m−1] Diracova distribuce

εx [−] Poměrné přetvořeńı v ose x

η [kg ·m−1 · s−1] Dynamická viskozita

ν [m2 · s−1] Součinitel kinematické viskozity

ρ [kg ·m−3] Hustota kapaliny

ϕ [−] Testovaćı funkce

ϕ̂ [rad] Úhel natočeńı střednice

Ω [−] Oblast prostoru Rn

⊗ [−] Symbol tenzorového součinu distribućı

∗ [−] Symbol konvoluce
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