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Abstrakt

Tato práce se zabývá návrhem výukového modelu inverzńıho kyvadla ř́ızeného setrvačńıkem,
což je soustava nestabilńıho ramene s elektromotrem a reakčńım kolem na svém konci.
Moment motoru p̊usob́ıćı na setrvačńık vyvolává i p̊usobeńı momentu na rameno, což je
zp̊usob ř́ızeńı systému. Zař́ızeńı pracuje připojeno k osobńımu poč́ıtači.

Kĺıčová slova

Inverzńı kyvadlo, Setrvačńık, Ř́ızeńı, LQR, MPC, Mechatronika, Estimace parametr̊u

Abstract

This thesis deals with the design of a lecture model of an inverse pendulum controled
by a flywheel, which is a system of an unstable beam with an electro motor and a re-
action wheel at its end. The moment of motor acting on the flywheel also causes a moment
acting on the beam, which is the way the system is controled. The device works connected
to a personal computer.
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Čestné prohlášeńı
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Kapitola 1

Úvod

Mechatronický systém vzniká integraćı mechanických, elektrických a informačńıch tech-
nologíı. Mnohé inženýrské problémy zasahuj́ı do všech těchto oblast́ı, a mechatronický
př́ıstup se uplatňuje už od počátku návrhu zař́ızeńı, jak ṕı̌se R. Iserman v [1]. I v př́ıpadě
zadáńı této práce se může mechatronika projevit v celé své š́ı̌rce. Změny v řešeńı jedné ob-
lasti ovlivňuj́ı možnosti v ostatńıch, i celkové vlastnosti výrobku - cenu, náročnost výroby,
stabilitu, ř́ızeńı, jednoduchost ovládáńı, atd. Je tedy vhodné přistupovat k návrhu jed-
notlivých oblast́ı pospolu.

Při práci se zař́ızeńımi a komplexńımi elektro-mechanickými systémy je třeba se do
hloubky zabývat jejich ř́ızeńım. Vněǰśımi zásahy se snaž́ıme ovlivnit chod př́ıstroje, aby
dosahoval požadovaného chováńı. Měńıme tzv. akčńı veličiny (např. napět́ı na motoru),
na kterých je př́ımo závislé chováńı soustavy a výstup (otáčky motoru). Akčńıch veličin
může být v́ıce, stejně tak můžeme sledovat r̊uzné veličiny jako reakci systému a výsledek.
Použ́ıváme zkratky pro systémy s jedńım vstupem a výstupem - SISO (single input, single
output), v́ıce vstupy a výstupy - MIMO (multiple input, multiple output), a kombinaci -
SIMO,MISO.

Pro funkčńı a efektivńı ř́ızeńı je vhodné systém znát - nastupuje jeho částečný či
úplný matematický popis, určováńı a měřeńı jeho parametr̊u a chováńı. Této problematice
se na Fakultě strojńıho inženýrstv́ı VUT v Brně věnuj́ı také studenti oboru mechatronika,
kde se uč́ı identifikovat parametry a navrhovat ř́ızeńı na r̊uzných výukových modelech
a soustavách, např́ıklad na modelu helikoptéry, kuličce levituj́ıćı v magnetickém poli, nebo
na r̊uzných typech inverzńıho kyvadla. Tato diplomová práce se věnuje návrhu daľśıho
podobného výukového modelu, který by studenti mohli jednoduše obsluhovat a naučit
se na něm navrhovat ř́ızeńı. Větš́ı rozmanitost model̊u přispěje k hlubš́ımu rozvoji schop-
nost́ı budoućıch absolvent̊u mechatroniky, a také ke zvýšeńı kapacity pro nar̊ustaj́ıćı
množstv́ı zájemc̊u o studium.

Problematika inverzńıho kyvadla, kterým se zabývá tato práce, je př́ıkladem nelineárńıho
systému. Podobné chováńı vykazuje např́ıklad raketa při letu nebo humanoidńı roboti při
napodobováńı lidské ch̊uze a balancováńı na nohách. Je tedy vhodné se této problematice
věnovat, existuj́ıćı řešeńı rozv́ıjet a hledat nová.

Inverzńı kyvadlo je systém, ve kterém je předmět (často tyč nebo rameno), který
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nazýváme kyvadlo, uchycený s možnost́ı otáčeńı kolem jedné osy, p̊usobeńım gravitace
směřuje do stabilńı rovnovážné polohy - dolńı - ve které volně viśı ve směru t́ıhové śıly.
Má však i druhou, nestabilńı rovnovážnou polohu. Úhel natočeńı je opačný, kyvadlo je při
ńı obrácené nahoru. Dostat se do této polohy a z̊ustat v ńı lze pouze přesným vněǰśım
zásahem a ř́ızeńım. Právě v této nestabilńı rovnovážné poloze chceme inverzńı kyvadlo
udržovat. Existuje v́ıce zp̊usob̊u, jak toho dosáhnout. V př́ıpadě naš́ı práce se věnujeme
ř́ızeńı kyvadla pomoćı setrvačńıku. Ten je v podobě hmotného kulatého tělesa umı́stěn
na volném konci kyvadla, a změnou jeho hybnosti můžeme dosáhnout změny hybnosti
celé soustavy, jej́ıho natočeńı a pohybu.

Práce byla inspirována samobalancuj́ıćımi kostkami, z nichž lze jako př́ıklad uvést
např́ıklad kostku Cubli, vytvořenou vědci na technické univerzitě ve Švýcarském Züri-
chu [4]. Dı́ky vestavěným setrvačńık̊um, umı́stěným ve všech třech osách dokáže ba-
lancovat na hraně nebo dokonce na rohu, postavit se ze země, překlápět a pohybovat
se po mı́stnosti, v některých př́ıpadech dokonce vyskočit do výšky, př́ıpadně dopadnout
na předem určené mı́sto. Rozhodli jsme se vytvořit vlastńı projekt v rámci mechatronické
laboratoře na Fakultě strojńıho inženýrstv́ı VUT v Brně, který by se vydal na cestu k ta-
kovéto kostce, a v prvńı fázi ve zjednodušené variantě sloužil k výuce, jak je popsáno výše.

Formulace problému a ćıle řešeńı

Ćılem práce je tedy navrhnout a vytvořit funkčńı inverzńı kyvadlo ř́ızené setrvačńıkem.
Po prozkoumáńı problematiky a zadáńı práce vyvstávaj́ı problémy a oblasti k řešeńı:

� Jak inverzńı kyvadlo se setrvačńıkem funguje, jak můžeme popsat tento systém,
p̊usob́ıćı śıly a jeho chováńı?

� Jak vytvořit konstrukci, jaké zvolit parametry, rozměry a vyřešit mechanické problémy
spojené se zař́ızeńım?

� Jakým zp̊usobem navrhnout elektroniku zař́ızeńı?

� Jaký akčńı člen zvolit - motor - o jakém výkonu?

� Jak navrhnout přesný algoritmus ř́ızeńı pro takto nelineárńı a limitovaný systém?

� Jak navrhnout algoritmus pro vyhoupnut́ı do rovnovážné polohy?
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Kapitola 2

Rešeršńı studie

2.1 Existuj́ıćı zař́ızeńı

Na podobném principu, jako ćıl této diplomové práce, funguje mnoho r̊uzných zař́ızeńı
rozš́ı̌rených ve světě a aplikovaných v pr̊umyslu či výzkumu. V této části rozebereme
některé z nich. Lǐśı se od sebe využit́ım reakčńıho kola a setrvačńıku, rozměry, technickými
řešeńımi a algoritmy ř́ızeńı.

2.1.1 Využit́ı v pr̊umyslu a vědě

Obrázek 2.1: Setrvačńık od firmy CTA Space Systems, [3]

Pohyb vesmı́rných družic

Vesmı́rná technika a družice v dnešńı době uplatňuj́ı nové technologie, aby se vyrovnaly
se zvyšuj́ıćımi se požadavky na minimalizaci zbytečné hmotnosti a velikosti. Jednou z nich
je využ́ıváńı setrvačńık̊u k ř́ızeńı natočeńı vesmı́rných družic. Velmi přesné setrvačńıky
s vysokým momentem setrvačnosti sehrávaj́ı velkou roli zejména v nejmenš́ıch družićıch,
které mohou ř́ıdit úplně, ale také ve velkých, kde snižuj́ı závislost družic na tryskách
a hmotnost nutného neseného paliva. Obyvkle disponuj́ı třemi setrvačńıky pro natočeńı
ve všech osách a jejich roztáčeńım či bržděńım se přenáš́ı kv̊uli akci a reakci moment
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2.1. EXISTUJÍCÍ ZAŘÍZENÍ

na celou družici, což umožňuje velmi přesné ř́ızeńı. Použ́ıvaj́ı se i např́ıklad v Hubblově te-
leskopu, který má pro bezpečný chod i rezervńı, čtvrtý setrvačńık. Byly na něm v pr̊uběhu
desetilet́ı dvakrát vyměňovány a následně zkoumány. Jejich vývojem se zabývaj́ı univer-
zity, NASA, i soukromé firmy [3]. Pro přesnou funkčnost zař́ızeńı je d̊uležitá zejména
co nejnižš́ı nevývaha setrvačńık̊u. Aby měly vysokou rovnováhu, použ́ıvaj́ı se např́ıklad
speciálńı ložiska, která umožňuj́ı, aby každé zař́ızeńı bylo po sestaveńı otestováno a do-
datečně vyváženo.

Kostka Cubli

Na spolkové vysoké technické škole - ETH - ve švýcarském Curychu byla na ústavu
dynamických systému a ř́ızeńı vyvinuta a vyrobena kostka s názvem ‘Cubli”. Cubli je
krychle o hraně 15 cm, obsahuje setrvačńıky, motory, brzdy, sńımače, baterie, mikrokont-
rolery. Dokáže sama balancovat na hraně nebo na rohu, ř́ızeně padat a pohybovat se d́ıky
změně rychlosti otáček svých tř́ı setrvačńık̊u. [4]. Zaj́ımavost́ı je, že prvńı etapa vývoje
bylo zař́ızeńı s pouze jedńım stupněm volnosti, reprezentuj́ıćı jednu ze tř́ı stran budoućı
kostky, ř́ızené jedńım setrvačńıkem - jeho chováńı bylo podobné projektu této naš́ı práce.

Obrázek 2.2: Kostka Cubli - [4]

Kostka má relativně vysokou hmotnost - kromě konstrukce i proto, že celé zař́ızeńı je
uvnitř - mikrokontroler, baterie, tři setrvačńıky s motory. Pro zvednut́ı z lež́ıćı polohy
a daľśı manévry kostka použ́ıvá akčńı zásah, při kterém je setrvačńık z vysokých otáček
prudce zabržděn. O možnost zabrzdit bez poškozeńı motor̊u se staraj́ı klešt’ové brzdy,
podobné těm z j́ızdńıho kola, sepnuté jednoduchým mechanismem. Dále využ́ıvá ke své
stabilizaci a zvednut́ı z hrany na roh gyroskopický efekt - roztočený setrvačńık se chová
jako gyroskop, a bráńı kmitáńı kostky ve dvou zbylých osách kolmých na osu otáčeńı,
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2.1. EXISTUJÍCÍ ZAŘÍZENÍ

přisṕıvá ke stabilitě.

Tento projekt je řádově náročněǰśı, než projekt, kterým se zabývá tato diplomová práce,
protože tř́ırozměrná kostka zahrnuje nutnost správného rozložeńı hmotnosti a velmi přesného
chováńı setrvačńık̊u - tak aby každé dva dokázaly v součinosti reagovat stejně. Kostka
Cubli nakonec i z těchto d̊uvod̊u ve svém ř́ızeńı pracuje nejen s naměřenými a nasta-
venými parametry, ale také s algoritmy strojového učeńı, na základě kterých své ř́ızeńı
upravuje a reaguje tak na změny na bateríıch, opotřebeńı brzd a jiné nepřesnosti.

2.1.2 Inverzńı kyvadlo s reakčńım kolem

Ve své bakalářské práci na Univerzitě Malty, z roku 2015, popisuje Matthew Camilleri
Inverzńı kyvadlo ř́ızené reakčńım kolem - setrvačńıkem [2]. Jeho ćılem je vytvořeńı po-
dobného prototypu, jako vznikl při vývoji kostky Cubli - tedy inverzńı kyvadlo se se-
trvačńıkem připojené ke desce ve tvaru stěny kostky, s omezeným úhlem natáčeńı. Čtvercová
deska se nemůže protáčet, ale svou hranou na obou stranách padá na opěrku na podstavci
zař́ızeńı - jej́ı úhel je tedy přibližně maximálně 45° na obě strany od rovnovážného bodu.
Tento prototyp je prvńım krokem k rozš́ı̌reńı na celou kostku. Z technické stránky je to
mı́rně jiná situace, než v našem projektu.

Text práce se zabývá odvozeńım matematického a stavového modelu, pak konstrukćı
a zvoleńım mechanických a elektrických parametr̊u. Některé součástky jsou vytvořeny
na mı́ru a detailně popsány - spojka motoru se setrvačńıkem, hlavńı těleso kyvadla -
čtvercová odlehčená stěna. Pro informaci o natočeńı kyvadla jsou využity dvě jednotky
měř́ıćı zrychleńı, otáčky motoru jsou źıskány z hallových sond. Ř́ızeńı prob́ıhá na kartě
dSPACE DS1104, senzory komunikuj́ı s kartou přes SPI. Zař́ızeńı je ř́ızeno lineárńım
kvadratickým regulátorem. Práce obsahuje i návrh simulace ř́ızeńı soustavy v programu
Simulink a výpočet stability a ř́ıditelnosti systému. Použitý motor je bezkartáčový, má
hmotnost 140 gramů a výkon 70 W.

Spojeńı motoru a setrvačńıku

Obrázek 2.3: Spojka hř́ıdele motoru a setrvačńıku - [1]
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2.1. EXISTUJÍCÍ ZAŘÍZENÍ

Spojeńı hř́ıdele motoru a setrvačńıku je pro správnou funkci zař́ızeńı kĺıčové. Setrvačńık
vyrobený v laboratorńıch podmı́nkách muśı dosedat na zakoupený motor. Pro propojeńı
byla v práci navržena mechanická spojka, která se stahuje okolo hř́ıdele motoru.

Popis systému a ř́ızeńı

V práci je zavedeno značeńı úhl̊u podle konvence na obrázku:

θr = θb + θw (2.1)

Systém je popsán Lagrangeovými rovnicemi, sestavenými na základě celkové kinetické

Obrázek 2.4: Konvence úhl̊u v práci M. Camilieriho [1]

a potenciálńı energie.

L =
∑

EK −
∑

EP (2.2)

Lagrangeovy funkce jsou vyjádřené vzhledem k souřadnićım θb a θw:

d

dt

(
δL

δθ̇b

)
− δL

δθb
= τb (2.3)

d

dt

(
δL

δθ̇w

)
− δL

δθw
= τw (2.4)

Po derivaci jsou źıskány rovnice systému:

(I + Iw)θ̈b + Iwθ̈w −mlgsin(θb) = Cwθ̇w − Cbθ̇b − Tm (2.5)

Iwθ̈w + Iwθ̈b = Tm − Cwθ̇w (2.6)

Parametry zař́ızeńı:

m1 0.432kg ...hmotnost kyvadla
m2 0.248kg ...hmotnost setrvačńıku

L 0.1m ...délka ramene
c 0.0369NmA−1 ...konstanta motoru

b1 0.001kgm2s−1 ...třeńı kyvadla
b2 0.00005kgm2s−1 ...třeńı setrvačńıku
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2.1. EXISTUJÍCÍ ZAŘÍZENÍ

V práci je poté navržen LQ regulátor pro 3 stavy systému - poloha kyvadla, otáčky ky-
vadla, a otáčky setrvačńıku v̊uči kyvadlu. Autor nezanedbává indukčnost motoru a práce
obsahuje také vnitřńı PI regulátor proudu motorem. S využit́ım Brysonova pravidla a po-
stupných úprav je dosaženo návrhu váhových matic Q a R:

Q =

290 0 0
0 1.3 0
0 0 0.0007

 (2.7)

R =
[
0.25

]
(2.8)

2.1.3 Nelineárńı ř́ızeńı kyvadla se setrvačńıkem

Jedna z nejstarš́ıch zmı́nek o problematice - článek vyšel v roce 2001 [7]. Autoři popisuj́ı
dynamiku a ř́ızeńı systému inverzńıho kyvadla se setrvačńıkem. Použ́ıvaj́ı hybridńı ř́ızeńı,
které přeṕıná mezi nelineárńım algoritmem pro vyhoupnut́ı a druhým, který se stará
o ř́ızeńı v bĺızkosti nestabilńıho rovnovážného bodu. V tomto stavu slouž́ı k ř́ızeńı navržený
lineárńı kvadratický regulátor, který je linearizovaný zpětnou vazbou. Práce přináš́ı d̊ukaz
toho, že takovýto systém lze zpětnou vazbou linearizovat. Rovnice popisuj́ıćı systém jsou
po úpravách shodné s rovnicemi v práci [1]. Shoduj́ı se i v zavedeńı 3 stav̊u, kdy vy-
nechávaj́ı cyklický stav natočeńı setrvačńıku. Zař́ızeńı běž́ı na vzorkovaćı frekvenci 5 ms.

Obrázek 2.5: Reaction wheel pendulum prototyp - [7]

Nastaveńı parametr̊u lineárńıho regulátoru bylo: K1 = 1000,K2 = 0.1, kde prvńı hodnota
určuje váhu pro výchylku kyvadla, a druhá pro otáčky setrvačńıku. Byly použity dva en-
kodery s vysokým rozlǐseńım: 4000 cpr pro výchylku kyvadla, 2000 pro otáčky setrvačńıku.

V závěru práce autoři popisuj́ı, že kyvadlo vykazovalo stabilńı odchylku v otáčkách
setrvačńıku, která dosahovala až 200 rad/s, a přiznávaj́ı vliv připojuj́ıćıch vodič̊u. Dále
uváděj́ı, že d̊usledkem tohoto kyvadlo nedosahovalo stabilńı nulové odchylky.
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2.2. VYUŽITÉ ALGORITMY A FUNKCE V PRÁCI

2.2 Využité algoritmy a funkce v práci

2.2.0.1 Kalman̊uv filtr

Algoritmus, také nazývaný lineárńı kvadratická estimace, který poč́ıtá skutečný stav
systému jako odhad na základě stavového modelu, opravený o měřeńı stav̊u na reálné
soustavě. Poměr mezi odhadem a korekćı, mezi d̊uvěrou v model a v měřeńı, určuj́ı ko-
variančńı matice Q a R. Matice Q má rozměry Xn ∗ Xn, Xn ... počet stav̊u. Matice R
má rozměry Un ∗ 1, kde Un je počet vstup̊u. Dále zadáváme počátečńı podmı́nky stav̊u:
x0V práci [1] nebyl použit. Pro plynulý chod zař́ızeńı potřebujeme měřené stavy filtrovat.
Běžné filtry na bázi dolńı propusti přináš́ı do procesu měřeńı zpožděńı, které může mı́t
za následek až kmitáńı soustavy. Kalman̊uv filtr může být tedy vhodná alternativa. Pro
jeho aplikaci můžeme použ́ıt připravený blok v Simulinku.

2.2.0.2 Řı́zeńı inverzńıho kyvadla z dolńı rovnovážné polohy

Inverzńı kyvadlo má 2 rovnovážné polohy - jedna stabilńı, v dolńı poloze, druhá labilńı,
v horńı. Pohyb z dolńı do horńı je specifický problém, náročněǰśı než pouhé udržováńı
rovnováhy nahoře, v angličtině je nazývaný swing-up. Existuje několik možných př́ıstup̊u,
které jsme prozkoumali pro možnou aplikaci v této práci:

� Energetický př́ıstup

� Rozhoupáńı

� Pomoćı PID nebo LQ regulátoru

� Zpětnovazebná linearizace [7]

Při energetickém př́ıstupu pracujeme s přeměnou hybnosti setrvačńıku na hybnost celé
soustavy - prudkým zabržděńım. Rozhoupáńı je řešeńı použ́ıváné při r̊uzných variantách
inverzńıho kyvadla - kyvadlo je buzené bĺızko rezonančńı frekvence, přičemž jeho výchylka
stále roste. Až se přibĺıž́ı horńı rovnovážné poloze, algoritmus přepne na jiné ř́ızeńı, které
už kyvadlo stabilizuje. Kyvadlo je možné zvednout i pomoćı běžných regulátor̊u, vyžaduje
to ale obrovský akčńı zásah - od jisté t́ıhy kyvadla je to nemožné. Zpětnovazebná li-
nearizace uplatněná v [7] je př́ıstup, kdy je nelineárńı pohyb kyvadla během swing-upu
kompenzován funkćı, která upravuje velikost akčńıho zásahu. Potom je možné použ́ıt PID

2.2.0.3 PID regulátor

Akčńı zásah je tvořen jako součet tř́ı veličin - násobek chyby, integrál chyby a změna
chyby. Koeficienty P,I,D před jednotlivými veličinami určuj́ı jeho chováńı. V tomto př́ıpadě
je aplikace jednoduchého PID regulátoru velmi komplikovaná. Jedná se totiž o systém
s jedńım vstupem a několika výstupy, které všechny potřebujeme ř́ıdit k nule. Existuj́ı
práce, které se t́ımto problémem zabývaj́ı, avšak neńı to součást́ı zadáńı naš́ı práce.
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2.2. VYUŽITÉ ALGORITMY A FUNKCE V PRÁCI

2.2.0.4 Lineárńı kvadratický regulátor

. Jedná se o algoritmus, který minimalizuje váhovou funkci značenou:

J =

∫
(x′Qx+ u′Ru)dt (2.9)

Kde x,u jsou matice stav̊u a vstup̊u, a Q, R váhovaćı matice. Ty reprezentuj́ı cenu za jed-
notlivé stavy a vstupy. Matici N, která vyjadřuje závislost x′Nu zanedbáme. Řešeńım mi-
nimalizace J pro stavový model daného systému źıskáme matici ześıleńı K. Z té poč́ıtáme
akčńı zásah:

u = −Kx (2.10)

Regulátor má znalost systému a minimalizuje všechny stavy (i akčńı zásah) současně. Je
využitý v praćıch [2], [7].

2.2.0.5 Prediktivńı ř́ızeńı na základě modelu

Podle zadáńı hledáme daľśı metodu ř́ızeńı kromě LQR. Zvolili jsme Prediktivńı ř́ızeńı
na základě modelu. Jeho implementace nemá v programech Matlab a Simulink předlohu
ani automatické algoritmy. Pro studium a vlastńı vývoj jsme vycházeli zejména z knihy
Základy predikt́ıvneho riadenia od G. Takácse, [10].

Prektivńı ř́ızeńı na základě modelu (MPC z angl. Model-predictive control) funguje tak,
že podobně jako LQR v 2.9 minimalizuje váhovou funkci J, avšak matice x,u nepředstavuj́ı
jen aktuálńı stav a možný akčńı zásah, nýbrž celou řadu budoućıch stav̊u a optimálńıch
akčńıch zásah̊u v jednotlivých kroćıch běhu zař́ızeńı až do délky np - predikčńı horizont.
Zohledňuje také stav za horizontem, který poč́ıtá zjednodušeně pomoćı LQR - to je také
nutno nastavit. Budoućı stavy algoritmus źıskává na základě predikčńıch matic M, N.
Optimálńı budoućı akčńı zásah potom vycháźı z řešeńı účelové funkce.

Predikce budoućıch stav̊u provedeme pomoćı matic M a N:

−→xk = Mxk +N−→uk (2.11)

Predikčńı matice M, N, kde np je délka horizontu a A,B matice ze stavového modelu
systému, definujeme podle [10] takto:

M =


A1

A2

...
Anp

 (2.12)
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2.2. VYUŽITÉ ALGORITMY A FUNKCE V PRÁCI

N =


B 0 0 ... 0 0 0
AB B 0 ... 0 0 0
A2B AB B ... 0 0 0

: : : : : :
Anp−2B Anp−3B Anp−4B ... A1B B 0
Anp−1B Anp−2B Anp−3B ... A2B AB B

 (2.13)

Z [10] můžeme použ́ıt kód pro výpočet těchto matic:

Účelová funkce:

Jk =

np−1∑
i=0

(
xTk+iQxk+i + uTk+iRuk+i

)
+ xT k+iPxk+i (2.14)

Kde matice P je váhovaćı matice koncového stavu (ř́ızeńı za horizontem).

Pro reálnou aplikaci MPC je nutné definovat hranice, na základě kterých budeme op-
timálńı akčńı zásah hledat. Definujeme povolený rozsah stav̊u a akčńıho zásahu. Na
základě těchto omezeńı vypoč́ıtáme matice H, G a F. Uprav́ıme účelovou funkci do kom-
paktńıho tvaru:

Jk = −→x T
kH−→x k + uTkGT−→u k + xT kFxk (2.15)

Hesián:

H =

np−1∑
i=0

NT
i QNi +NT

npPNnp +R (2.16)

Gradient:

G =

np−1∑
i=0

MT
i QNi +MT

npPNnp (2.17)
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2.2. VYUŽITÉ ALGORITMY A FUNKCE V PRÁCI

Matice F:

F =

np−1∑
i=0

MT
i QMi +MT

npPMnp (2.18)

Pro výpočet H,G,F a Jk v Matlabu můžeme opět použ́ıt kód z knihy Základy pre-
dikt́ıvneho riadenia [10].

Pro řešeńı kvadratické účelové funkce s omezeńımi existuje odvětv́ı matematiky, tzv. kva-
dratické programováńı. v Simulinku funkce na řešeńı neńı, v Matlabu existuje řešič
Quadprog. Tuto lze ze Simulinku zavolat pomoćı mFunction, avšak nelze ji zkompilovat
do kódu C, přeložit do exekutivńı podoby, (je nutné nastavit vynecháńı při kompilaci),
což může zpomalit řešeńı úlohy (viz [10], strana 362).

2.2.0.6 Daľśı metody ř́ızeńı

� Fuzzy ř́ızeńı rozš́ı̌rené o neuronovou śıt’ [8]

– Zař́ızeńı je ř́ızeno fuzzy regulátorem, před kterým je řazena neuronová śıt’, ta
upravuje parametry regulovaných veličin pro dosažeńı co nejlepš́ıho výsledku.

� Inverzńı ř́ızeńı [9]

– Jde o zvláštńı druh ř́ızeńı, při kterém je ve zpětné vazbě pośılán převrácený
model soustavy. Implementace i teorie je značně komplikovaná. V práci [9] má
lepš́ı výsledky než LQ regulátor i lepš́ı než neuronová śıt’. Ani jedno z těchto
ř́ızeńı nebudeme implementovat v této práci.
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2.3. VYUŽITÝ A DOSTUPNÝ HARDWARE

2.3 Využitý a dostupný hardware

2.3.0.1 Karta MF624

Multifunkčńı karta of firmy Humusoft pro PC. Umožňuje ř́ıdit a pracovat s exterńımi
zař́ızeńımi. Disponuje A/D,D/A převodńıky, 4 enkoderovými vstupy, 4 výstupy pro pulsńı
š́ı̌rkovou modulaci, časovači, vše popsané v manuálu na [12]. Jej́ı velkou výhodou je
možnost snadného a rychlého programováńı přes modul Simulink Real Time, kdy je kód
vytvářen pomoćı blok̊u a potom kompilován do C. V naš́ı aplikaci z karty vede 74 pin̊u
rozdělených na dva 37-mi pinové konektory CAN 37, tzv. x1 a x2. K dispozici máme svor-
kovnice, které umožňuj́ı připojovat na piny exterńı vodiče a vytvořit libovolné zapojeńı.

2.3.0.2 Výukový modul ”Double drive”

Školńı výukový modul pro ř́ızeńı motor̊u. Obsahuje 2 H-můstky a proudové převodńıky pro
měřeńı. Uživateli dává signalizaci d́ıky LED. Disponuje dvěma motory, které lze odpojit,
sejmout a modul využ́ıt pro ř́ızeńı jiného stejnosměrného motoru. Je kompatibilńı s kartou
MF624, kterou lze př́ımo připojit, vyžaduje také śıt’ové napájeńı.

Obrázek 2.6: Modul double drive, bez motor̊u

2.3.0.3 Stejnosměrný motor s kartáči

Při vývoji zař́ızeńı budeme pracovat se stejnosměrnými motory pro jejich dostupnost
a jednoduchost. Zanedbáme indukčnost, potom definujeme jejich chováńı pomoćı rovnic:

U = Ri (t) + cφ.ω (2.19)

Mi = cφi (t) (2.20)

Kde: R ... elektrický odpor motoru
cφ ... konstanta motoru
Mi ... indukovaný moment motoru
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2.3. VYUŽITÝ A DOSTUPNÝ HARDWARE

U ... napět́ı na kotvě motoru
i ... proud protékaj́ıćı kotvou motoru

Z charakteristiky stejn. motoru vyplývá, že s rostoućımi otáčkami klesá napět́ı na kotvě
a tedy i indukovaný moment. Největš́ı moment, který může být největš́ım akčńım zásahem,
je při nulových otáčkách. Bude tedy vhodné při budoućım ř́ızeńım pracovat v ńızkých
otáčkách motoru, a zároveň tento záběrný moment (angl. stall torque) bude rozhoduj́ıćı
pro výběr konkrétńıho typu.

Obrázek 2.7: Závislosti popisuj́ıćı chováńı DC motoru]
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Kapitola 3

Postup a výsledky řešeńı

3.1 Analýza problému a metody řešeńı

Po provedeńı rešerše a podrobném zkoumáńı podobných problémů a výsledk̊u nacháźıme
r̊uzná řešeńı a př́ıstupy. Je v́ıce zp̊usob̊u, jak můžeme źıskat rovnice systému - Lagran-
geovy rovnice, metoda úplného uvolněńı, (někdy taky zvaná metoda uvolňováńı), metoda
redukce, nebo prosté využit́ı již publikovaných rovnic. Ve zkoumaných praćıch byly také
zvoleny r̊uzné konvence úhl̊u - v kladném nebo záporném smyslu otáčeńı, a zda úhel
otáčeńı motoru ztotožnit s otáčeńım setrvačńıku, nebo definovat otáčeńı setrvačńıku po-
moćı součtu s otáčeńım kyvadla. Jelikož se jedná o složený pohyb, volba úhl̊u ovlivńı,
jak definovat momenty setrvačnosti. Výsledné rovnice se od sebe mohou na prvńı po-
hled lǐsit, ale jsou platné. Při návrhu zař́ızeńı lze zvolit konstrukci úplného kyvadla, které
se může protáčet, nebo částečného, které má úhel výchylky z horńı rovnovážné polohy
omezený (jako kostka Cubli nebo práce [1]). To ovlivńı možnost vedeńı vodič̊u, hmot-
nosti, rozměr̊u, a taky náročnost ř́ızeńı a realizaci vyhoupnut́ı (swing-upu). Úhel natočeńı
je v praćıch sńımán bud’ enkoderem, nebo jednotkou pro měřeńı zrychleńı. Ve zkoumané
práci [1] autoři nepřistupuj́ı k identifikaci parametr̊u systému, ale použ́ıvaj́ı přesně změřené
a vypoč́ıtané hodnoty hmotnost́ı, rozměr̊u a moment̊u setrvačnosti.

Rešeršńı část práce nám pomůže vyhnout se úplně slepým možnostem - i parametry
hotových zař́ızeńı napov́ı, jakou cestou se vydat. Zároveň nám nechává svobodu v po-
pisu systému, konstrukci, volbě parametr̊u a návrhu ř́ızeńı. Naš́ım ćılem z̊ustává vytvořit
funkčńı inverzńı kyvadlo ř́ızené setrvačńıkem. Tento problém rozebereme na d́ılč́ı otázky:

� Jak popsat systém? - Z hlediska matematiky a fyziky - jak zvolit značeńı úhl̊u,
moment̊u setrvačnosti, jak se dostat ke správným rovnićım?

� Jak vytvořit simulaci? - Co z dynamiky systému zanedbat, jakým zp̊usobem mode-
lovat třeńı?

� Jak navrhnout konstrukci a mechanické části - uchyceńı senzor̊u, tvar kyvadla, osa
otáčeńı?

� Jak navrhnout elektroniku - ovládáńı motoru, kabely, uživatelské rozhrańı?
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3.1. ANALÝZA PROBLÉMU A METODY ŘEŠENÍ

� Jak vyřešit ř́ızeńı - jakým algoritmem? Jak zabezpečit plynulý chod včetně vyhoup-
nut́ı?

3.1.1 Popis soustavy

Systém inverzńıho kyvadla se setrvačńıkem děĺıme na několik těles:

� Základna

� Hlavńı těleso

� Motor

� Setrvačńık

� Protizávaž́ı (volitelné)

Základna je pevná podložka a konstrukce, ke které je uchycena hlavńı osa otáčeńı - O1.
Hlavńı těleso je rameno kyvadla s rotačńı vazbou, dále také těleso 1, hlavńı těleso nebo
prostě kyvadlo. Jako setrvačńık bude sloužit kruh o velkém poloměru, dále ozn. jako
těleso 2 nebo setrvačńık. Motor je pevně spojen s tělesem 1, z hlediska dynamiky je
to hmotný bod v určité vzdálenosti od hlavńı osy otáčeńı. Jeho rotor je pevně spojen
se setrvačńıkem. Protizávaž́ı je hmotný bod, umı́stěný na opačném konci tělesa 1 v určité
vzdálensti od osy otáčeńı - usnadňuje chod kyvadla a návrh ř́ızeńı. Když mluv́ıme o rotaci
tělesa 1 okolo O1, vždy se jedná také o pohyb těles s ńım pevně spojených.

Obrázek 3.1: Schéma soustavy
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3.1. ANALÝZA PROBLÉMU A METODY ŘEŠENÍ

3.1.1.1 Fyzikálńı popis chováńı

Pro řešeńı problému voĺıme metodu uvolněńı. Jak je popsáno v [5] na straně 94, tato
metoda vycháźı z druhého Newtonova pohybového zákona. Při analýze kinematiky a dy-
namiky zař́ızeńı napřed zkoumanou soustavu rozděĺıme z hlediska pohybu na d́ılč́ı tělesa -
dvě, která uvolńıme - poṕı̌seme samostatně. Rozpojenou vazbu nahrad́ıme ekvivalentńım
momentovým p̊usobeńım - [5]. Setrvačńık a protizávaž́ı považujeme pouze za hmotné body
na tělese 1, budeme se jimi zabývat až při podrobněǰśım pohledu.

� Těleso 1 - Rotačńı pohyb okolo osy O1

� Těleso 2 - Složený pohyb

– Relativńı - rotace tělesa 2 v̊uči motoru (a tělesu 1) v ose O2

– Unášivý - rotace tělesa 1 v̊uči základně, která p̊usob́ı i pohyb tělesa 2

Označme úhel natočeńı tělesa 1 jako ϕ1, úhel natočeńı setrvačńıku v̊uči motoru jako ϕ2rel.
Důsledkem složeného pohybu je to, že měřený úhel natočeńı setrvačńıku v̊uči motoru
ϕ2rel neńı rovný skutečnému natočeńı setrvačńıku ϕ2. Ve skutečnosti je ϕ2rel pouze
relativńı úhel natočeńı tělesa 2 v̊uči tělesu 1. Plat́ı:

ϕ2 = ϕ2rel + ϕ1 (3.1)

Toto rozděleńı úhl̊u je nezbytné a projev́ı se při zkoumáńı dynamiky soustavy. Je ale
zřejmé, že chováńı motoru (indukované napět́ı, třeńı) záviśı od relativńıch otáček mezi
rotorem a statorem, tedy změně úhlu ϕ2rel, kdežto práce pro změnu pohybu tělesa 2
se vztahuje ke skutečnému natočeńı tělesa v̊uči jeho počátečńı poloze. Všechny úhly (a
odvozené rychlosti a zrychleńı) jsou uvažovány jako kladné v kladném smyslu otáčeńı.
Momenty se symbolem ‘ označuj́ı ty, které p̊usob́ı na těleso jako reakce ze sil primárně
p̊usob́ıćıch na druhé těleso (z prvńıho newtonova zákona).

Působ́ıćı momenty:

� MG(ϕ1) ... moment t́ıhové śıly, závislý na úhlu natočeńı

� M ′
i ... indukovaný moment motoru, p̊usob́ıćı kv̊uli zákonu akce reakce

� Mt1(ϕ̇1) ... moment třećı śıly, závislý na rychlosti otáčeńı

� M ′
t2(ϕ̇2) ... reakce na moment třećı śıly v motoru

� Mi ... indukovaný moment motoru

� Mt1(ϕ̇2) ... třećı śıla motoru, závislá na rychlosti otáčeńı setrvačńıku

Vysvětleńı vzniku sil v soustavě:

� Indukovaný moment motoru p̊usob́ı na setrvačńık - reakce p̊usob́ı na hlavńı těleso
v opačném směru
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3.1. ANALÝZA PROBLÉMU A METODY ŘEŠENÍ

Obrázek 3.2: Uvolněné tělesa 1,2 s p̊usob́ıćımi momenty

� Třećı moment brzd́ı setrvačńık - reakce roztáč́ı hlavńı těleso ve smyslu otáček se-
trvačńıku

� Ze zákona akce a reakce mezi dvěma tělesy: p̊usob́ıćı momenty jsou ekvivalentńı,
opačného směru, ale udělené zrychleńı je r̊uzné (a i vykonaná práce), kv̊uli r̊uzným
moment̊um setrvačnosti

� Práce na roztočeńı setrvačńıku + práce na pohyb hlavńıho tělesa = celková práce
motoru

Proto je kĺıčová rovnice 3.1 - motor p̊usob́ı stejným momentem na těleso 2 i na těleso
1. Nekoná ale “dvojnásobnou” práci - jediná práce motoru se děĺı v poměru moment̊u
setrvačnosti těles a ud́ıĺı jim r̊uzná zrychleńı! Práce je totiž rovna: W = M.ϕ̇ - součin
momentu a otáček. Působ́ıćı momenty jsou stejné, ale skutečné otáčky setrvačńıku se lǐśı
od relativńıch otáček motoru - jsou menš́ı o otáčky hlavńıho tělesa ϕ̇1.

Momenty setrvačnosti:

I1
1
12
m1(2L)2 m. setr. tělesa 1 v̊uči ose O1

Im mmL
2 m. setr. motoru v̊uči ose O1

Ip mpL
2 m. setr. protizávaž́ı v̊uči ose O1

I2
1
2
m2R

2 m. setr. setrvačńıku v̊uči ose O2

I21 m2L
2 m. setr. setrvačńıku v̊uči ose O1

I1c
∑
Ii celkový m.s. t. 1 a těles připojených, k O1

I1c = I1 + Im + Ip + I21 (3.2)
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3.1. ANALÝZA PROBLÉMU A METODY ŘEŠENÍ

Obrázek 3.3: Zař́ızeńı jako soustava těles s p̊usob́ıćımi silami

Protizávaž́ı tedy zvyšuje moment setrvačnosti při otáčeńı tělesa 1. Moment setrvačnosti
pohyblivých část́ı motoru při výpočtech zanedbáme.

3.1.1.2 Odvozeńı matematického modelu

Podle metody úplného uvolněńı seṕı̌seme momentovou rovnici pro každé z těles.

Momenty p̊usob́ıćı na těleso 1:

I1cϕ̈1 = MG(ϕ1)−M ′
i −Mt1(ϕ̇1) +M ′

t2(ϕ̇2rel) (3.3)

Kde:
MG(ϕ1) ... moment t́ıhové śıly, závislý na úhlu natočeńı
M ′

i ... reakčńı moment na indukovaný moment motoru
Mt1(ϕ̇1) ... třećı śıla, závislá na rychlosti
M ′

t2(ϕ̇2rel) ... reakce na třećı śılu v motoru

Momenty p̊usob́ıćı na těleso 2:

I2ϕ̈2 = Mi −Mt2( ˙ϕ2rel) (3.4)

Kde:
Mi ... indukovaný moment motoru
Mt1(ϕ̇2rel) ... třećı śıla motoru, závislá na rychlosti otáčeńı setrvačńıku
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Dosad́ıme do obou rovnic:

J1cϕ̈1 =
(m1

2
+m2 +mm −mp

)
Lg sin(ϕ1)− cφ.i(t)− b1ϕ̇1 + b2ϕ̇2rel (3.5)

J2ϕ̈2 = cφ.i(t)− b2.ϕ̇2rel (3.6)

Jelikož je proud závislý na napět́ı a otáčkách, vyjádř́ıme jej z rovnice 2.19:

i =
U − cφ.ϕ̇2rel

R
(3.7)

Výsledné rovnice:

J1cϕ̈1 =
(m1

2
+m2 +mm −mp

)
Lg sin(ϕ1)−

cφ

R
U +

cφ2

R
ϕ̇2rel − b1ϕ̇1 + b2ϕ̇2rel (3.8)

J2ϕ̈2 =
cφ

R
U − cφ2

R
ϕ̇2rel − b2.ϕ̇2rel (3.9)

Kde:

- b1 ... koeficient třećı śıly při otáčeńı zákl. tělesa

- b2 ... koeficient třećı śıly při otáčeńı motoru a setrvačńıku

- L ... poloměr ramene tělesa 1

- g ... t́ıhové zrychleńı

- m1 ... hmotnost tělesa 1

- m2 ... hmotnost tělesa 2

- mm ... hmotnost motoru

- mp ... hmotnost protizávaž́ı

Tyto rovnice budou sloužit při návrhu simulace zař́ızeńı v Simulinku a Simmechanics a pro
odvozeńı stavových rovnic.

3.1.1.3 Stavové rovnice

Stavový model slouž́ı k “matematickému popisu systému soustavou diferenciálńıch rov-
nic prvńıho řádu, s využit́ım stavových proměných,” podle [6]. Tzv. stavové proměné
jsou proměné, jejichž budoućı hodnota záviśı na jejich předchoźıch hodnotách, ne jen
na vstupńıch veličinách systému. U stavového systému tedy rozlǐsujeme vstupńı veličiny,
vnitřńı stavy, a výstupńı veličiny .

Náš systém se skládá ze dvou těles, přičemž zkoumáme jejich rotačńı pohyby. Obě
maj́ı 2 vnitřńı stavy: polohu (natočeńı) a rychlost (otáčeńı). Úhlové zrychleńı těles neńı
vnitřńı stav, jelikož jej považujeme za úměrné okamžitým p̊usob́ıćım silám. Ve fungováńı
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stejnosměrného motoru se objevuje indukované napět́ı p̊usob́ıćı proti napájećımu napět́ı,
avšak tento “stav” motoru je př́ımo úměrný okamžitým relativńım otáčkám, a ty jsou
rovny rozd́ılu skutečných otáček obou těles. Protože zanedbáváme jeho indukčnost, proud
motorem je také př́ımo úměrný p̊usob́ıćımu napět́ı a nepovažujeme jeho chováńı za “sta-
vové”. Relativńı otáčky mezi motorem a tělesem 2 také nepovažujeme za stav, protože
jsou pouze součtem ostatńıch veličin (stav̊u).

Ze 4 stav̊u systému; ϕ1, ϕ̇1, ϕ2 a ϕ̇2 dále nebudeme uvažovat třet́ı stav - natočeńı se-
trvačńıku, které nijak nesledujeme, nemá žádný vliv na funkci ani chod zař́ızeńı - jedná se o
opakuj́ıćı se proměnou, nemá smysl ji ř́ıdit. Připomı́náme, že proměné ϕ2 a ϕ̇2 źıskáváme
jako součet relativńıho natočeńı a natočeńı tělesa 1 podle rovnice 3.1.

Definujeme tedy tyto tři stavy:

x1 =ϕ1

x2 =ϕ̇1

x3 =ϕ̇2

Diferenciálńı rovnice prvńıho řádu źıskáme vyjádřeńım derivaćı jednotlivých stav̊u:

ẋ1 = ϕ̇1 (3.10)

ẋ2 = ϕ̈1 (3.11)

ẋ3 = ϕ̈2 (3.12)

Z rovnic 3.8 a 3.9 osamostatńıme ϕ̈1 a ϕ̈2 a dosad́ıme:

ẋ1 = x2 (3.13)

ẋ2 =
mc

J1c
Lg sin(x1)−

cφ

RJ1c
U +

cφ2

RJ1c
x3 −

b1x2
J1c

+
b2x3
J1c

(3.14)

ẋ3 =
Ucφ

RJ2
−
(
cφ2

RJ2
+
b2
J2

)
x3 (3.15)

Provedeme linearizaci systému v okoĺı rovnovážné polohy; funkci sin(ϕ1) v rovnici 3.14
můžeme pro malé úhly (±5°) nahradit pouhým ϕ1. Při výchylkách do 90° docháźı k větš́ımu
zkresleńı, potom už k selháńı - funkce sinus nad 90° zpátky klesá.

ẋ1 = x2 (3.16)

ẋ2 =
mc

J1c
Lgx1 −

cφ

RJ1c
U +

cφ2

RJ1c
x3 −

b1x2
J1c

+
b2x3
J1c

(3.17)

ẋ3 =
Ucφ

RJ2
−
(
cφ2

RJ2
+
b2
J2

)
x3 (3.18)
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Kde: mc ... celková hmotnost zař́ızeńı v těžǐsti

Stavový model má obecně tvar:

ẋ = Ax+Bu (3.19)

y = Cx+Du (3.20)

Po uspořádáńı rovnic můžeme přepsat do maticového tvaru:ẋ1ẋ2
ẋ3

 =

 0 1 0
mc

J1c
Lg b1

J1c

cφ2

RJ1c
+ b2

J1c

0 0 −
(
cφ2

RJ2
+ b2

J2

)

x1x2
x3

+

 0
cφ
RJ2

− cφ
RJ1c

 [U] (3.21)

y1y2
y3

 =

1 0 0
0 1 0
0 0 1

+

0
0
0

 [U] (3.22)

Stavové matice A B C D :

A =

 0 1 0
mc

J1c
Lg b1

J1c

cφ2

RJ1c
+ b2

J1c

0 0 −
(
cφ2

RJ2
+ b2

J2

)
 B =

 0
cφ
RJ2

− cφ
RJ1c



C =

1 0 0
0 1 0
0 0 1

 D =

0
0
0



3.1.2 Zvolené metody řešeńı a postup

Po analýze systému zvoĺıme d́ılč́ı metody řešeńı a prvńı kroky pro zahájeńı řešeńı:

� Simulace systému na základě matem. popisu

� Volba rozměr̊u zař́ızeńı a motoru na základě simulace

� Stavebnice Merkur pro konstrukci prototypu

� Návrh ř́ızeńı pomoćı estimace zobecněných parametr̊u (ne výpočtem z naměřených
rozměr̊u a hmotnost́ı)

� Prediktivńı ř́ızeńı na zákl. modelu jako alternativa LQ ř́ıd́ıćıho algoritmu

� Finálńı zař́ızeńı nebude mı́t vlastńı mikrokontroler, ale vždy bude ř́ızeno z poč́ıtače
přes kartu MF624
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Daľśı metody a řešeńı budeme volit v pr̊uběhu. Pro návrh zař́ızeńı budeme postupovat
těmito kroky:

1. Simulace

2. Prototyp

3. Finálńı zař́ızeńı

1. Simulace

Systém budeme simulovat v Simmechanics a Simulinku. Pro výpočet je Simulink otevřeněǰśı
- máme naprostou kontrolu a přehled nad t́ım, co se během výpočtu děje. Simmechanics
naproti tomu umožňuje snadno vykreslit pohybuj́ıćı se těleso. Na základě simulace se ite-
rativně přibĺıž́ıme optimálńım parametr̊um zař́ızeńı - volba motoru, rozměry, hmotnosti.

2. Prototyp

Pro vývoj prototypu využijeme výukový modul Doubledrive, který bude napájet motor
zař́ızeńı. Samotnou konstrukci vytvoř́ıme ze stavebnice Merkur, která umožňuje rych-
lou a flexibilńı stavbu. Ćılem stavby prototypu je ověřit vhodnost zvolených parametr̊u
a vyřešit všechny technické problémy, mechanické spojeńı a zvláštńı d́ıly, a odhalit všechny
překážky na cestě k hotovému zař́ızeńı. Zvláštńı d́ıly můžeme źıskat pomoćı 3D tisku. Na-
vrhneme také prvńı verzi LQ ř́ızeńı a vyzkouš́ıme, jaká je jeho odezva na prototypu.

3. Finálńı zař́ızeńı

Hotové zař́ızeńı bude krok k vyřešeńı všech př́ıpadných závad na prototypu a ke zdo-
konaleńı toho, co už funguje. Budeme navrhovat co nejlepš́ı LQ regulaci a co nejlepš́ı pre-
diktivńı ř́ızeńı. Ćılem bude źıskat robustńı zař́ızeńı schopné spolehlivě plnit svoji úlohu.
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3.2 Prvńı fáze vývoje

Prvńı fáze obsahuje celkový návrh zař́ızeńı, řešeńı mechanických problémů a volbu para-
metr̊u d́ıky simulaci. Vycháźıme z popisu zař́ızeńı v předchoźı kapitole a v požadavćıch
ze zadáńı.

3.2.1 Simulace a volba vlastnost́ı

Simulace umožňuje měnit vlastnosti systému a zkoumat reakci. Potřebujeme sestavit co
nejpřesněǰśı model. Také nám může pomoci odhalit chyby, kterých jsme se mohli při
popisu soustavy dopustit. Vyjdeme z rovnic 3.13, 3.14, 3.15. Voĺıme počátečńı parametry
soustavy:

L 0.1 m ... délka ramene tělesa 1
m1 0.08 kg ... hmotnost tělesa 1
mm 0.15 kg ... hmotnost motoru
m2 0.2 kg ... hmotnost setrvačńıku
R2 0.08 m ... poloměr setrvačńıku

Ćılem návrhu bylo, aby zař́ızeńı bylo sṕı̌se menš́ı - tzn. rozměry v centimetrech, hmotnosti
v deśıtkách gramů, a aby bylo možné použ́ıt některý z motor̊u dostupných v laboratoři.

Pro simulaci voĺıme dvě podobná prostřed́ı:

� SimMechanics (1. generace)

� Simulink

1. Model systému v Simmechanics

SimMechanics je vhodný pro sestaveńı modelu i bez přesné znalosti rovnic - nejv́ıce jej
využijeme na začátku řešeńı úlohy. Umožňuje vykresleńı simulovaného systému v animaci.

Model se skládá ze dvou těles spojených rotačńı vazbou. Do obou vazeb jsou přes blok
Joint Stiction Actuator zavedeny p̊usob́ıćı śıly - viskozńı třeńı s parametry b1 = 0.0001
a b2 = 0.00005, a moment indukovaný na motoru pro pohyb tělesa 2. Zákon akce a re-
akce se uplatňoval automaticky, nebylo nutné zavést p̊usob́ıćı śıly do těles manuálně.
Pro přesněǰśı chod jsme vytvořili model motoru, jehož vstupem je napět́ı z regulátoru
a výstupem indukovaný moment.

2. Model systému v simulinku

Podle rovnic 3.13, 3.14, 3.15 byl navržen model systému v Simulinku, složený z jednot-
livých subsystémů:

� PID regulátor

◦ Pro swing-up (maximálńım ak. zásahem)
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Obrázek 3.4: Model systému v Simmechanics

Obrázek 3.5: Model systému v Simulinku

◦ Nedokonalé ř́ızeńı - stabilńı jen na chv́ıli při malé výchylce

� Motor

◦ Zanedbaná indukčnost a zjednodušené chováńı proudu

◦ Nejd̊uležitěǰśı parametr - konstanta cϕ

◦ Výstupem indukovaný moment mı́nus třećı moment - oba závislé na relativńıch
otáčkách ϕ̇2rel

� Těleso 1 - Kyvadlo
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◦ Nelineárńı - realistické - chováńı (včetně funkce sinus)

◦ Možnost měnit hmotnost tělesa, protizávaž́ı, i rozměry

◦ Vstupem je záporná hodnota moment̊u, které jsou výstupem z motoru - tedy
reakce na tyto momenty

� Těleso 2 - Setrvačńık

◦ Jeho setrvačnost - funkce rozměr̊u a hmotnosti

◦ Působ́ıćı śıly jej roztáč́ı na skutečné otáčky ϕ̇2

◦ Relativńı otáčky źıskáme po odečteńı otáček tělesa 1, ϕ̇1

Obrázek 3.6: Schéma subsystému tělesa 1, model v Simulinku

Obrázek 3.7: Schéma subsystému tělesa 2, model v Simulinku

Výsledky simulace, aplikace PID:

Výsledky simulace v SimMechanics se mı́rně lǐsily od výsledk̊u v Simulinku. Druhé jsme
brali jako směrodatné. Bylo zjǐstěno, že PID regulátor neńı schopný dobře zvládnout
ř́ızeńı soustavy. I při kompenzaci vlivu indukovaného napět́ı se soustava dostala do stavu
vysokých otáček, při kterých skutečný akčńı zásah - indukovaný proud - klesl na hodnotu,
která vytvářela moment rovný třećımu momentu, přičemž třećı moment p̊usobil na těleso
1, jako reakce, v opačném směru než bylo nutné, jak je vidět na schématu p̊usob́ıćıch
moment̊u v obrázku 3.1.1.1. Na ř́ızeńı p̊usobilo negativně i to, že při snižováńı výchylky
klesal potřebný akčńı zásah, z pohledu regulátoru tedy došlo ke sńıžeńı proudu, což mělo
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ale za následek oddáleńı od žádáné polohy. Toto se nepodařilo zcela vykompenzovat. A
posledńı problém: regulátor ř́ıdil pouze jednu proměnou - výchylku kyvadla z rovnovážné
polohy. Nestaral se však o otáčky setrvačńıku, které při chodu zař́ızeńı neúměrně nar̊ustaly.
I při použit́ı kaskádńı regulace se nikdy nepodařilo nastavit ř́ızeńı tak, aby bylo dlouho-
době stabilńı. Stability bylo dosaženo pouze při velmi malých výchylkách, a na několik
vteřin.

Při volbě parametr̊u jsme nejprve zvolili dostupný motor PG220, také kv̊uli jeho ńızké
hmotnosti. Tento motor jsme uvažovali bez převodovky. Na základě jeho maximálńıho
výkonu a velké hmotnosti byla zvolena co nejmenš́ı délka ramene tělesa 1. Jako setrvačńık
jsme zvolili vhodnou kruhovou součástku ze stavebnice Merkur - kolo o poloměru R. Pro
návrh zař́ızeńı byl d̊uležitý parametr:
Maximálńı t́ıhová śıla p̊usob́ıćı na kyvadlo v úhlu ϕ1 = ±90

Mmax = mcgLsin(90) (3.23)

Zvolené parametry:

L 0.035 m ... délka ramene tělesa 1
m1 0.010 kg ... hmotnost tělesa 1
mm 0.062 kg ... hmotnost motoru
m2 0.04 kg ... hmotnost setrvačńıku
R2 0.03 m ... poloměr setrvačńıku

Po dosazeńı do rovnice 3.23:

Mmax = (m2 +mm)gLsin(90) (3.24)

Hmotnost tělesa 1, m1, neuvažujeme, protože těleso je symetrické podél osy otáčeńı O1.

Mmax = (0.04 + 0.062)kg9.81ms−20.035m (3.25)

Mmax = 0.035Nm = 356.9gcm (3.26)

Z charakteristiky motoru 3.2.2.1, kterému se budeme v́ıce věnovat dále, jsme vyčetli, že
maximálńı moment motoru: Mstall = 133gcm. Abychom umožnili hladkou funkčnost
zař́ızeńı i s rezervou v silách motoru a snadné vyhoupnut́ı, můžeme přidat protizávaž́ı,
které sńıž́ı maximálńı nutný moment. Rozd́ıl moment̊u je:

Mdif = Mmax −Mstall = 356.9gcm− 133gcm = 223.9gcm = 0.02196Nm (3.27)

Tedy hmotnost protizávaž́ı bude přibližně:

mp =
Mdif

gLsin(90)
=

0.02196Nm

9.81ms−20.035m
= 0.06396kg = 64g (3.28)

Protizávaž́ı o takovéto hmotnosti sńıž́ı maximálńı záběrný moment o tolik, že motor bude
schopný zvednout se z klidové polohy prostým maximálńım akčńım zásahem, a dokonce
zvládnout i krajńı situaci pod úhlem 90°.
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3.2.2 Vývoj prototypu zař́ızeńı

Na základě parametr̊u źıskaných v simulaci byl navržen prototyp. Ćılem bylo co nejdř́ıve
a nejjednodušeji vyzkoušet fungováńı konceptu zař́ızeńı.

Důležitá byla pevnost - aby zař́ızeńı nezp̊usobilo škodu při poruše, a aby jeho chod nebyl
ovlivněný kmitáńım nebo otřesy konstrukce. Zař́ızeńı se skládá z:

� Základna - dřevěná deska

� Konstrukce ze stav. Merkur ve tvaru A - dvě stěny konstrukce naproti sobě

� Hř́ıdel pro otáčeńı hlavńıho tělesa v O1 - ve výšce 65 mm

� Optický enkodér HEDL uchycený na vněǰśı straně k hř́ıdeli a ke konstrukci - sńımá
natočeńı tělesa 1

� Protizávaž́ı o hmotnosti 40 g

Obrázek 3.8: Prototyp zař́ızeńı
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Vodiče enkoderu nezasahuj́ı do konstrukce. Vodiče k tělesu 1 a motoru chováńı zař́ızeńı
a volnost pohybu systému ovlivňuj́ı. Kv̊uli lepš́ı manipulaci jsme ve druhé fázi změnili
rozměry zař́ızeńı - hlavńı stěny byly zvýšeny o asi 5 cm (tato verze už neńı na fotografii).
Prototyp jsme z počátku ř́ıdili PID regulátorem, ale z d̊uvod̊u popsaných v 3.2.1 se i
na skutečném zař́ızeńı potvrdilo, že to neńı vhodná metoda ř́ızeńı.

3.2.2.1 Využitý motor

Obrázek 3.9: Použitý kartáčový stejnosměrný motor - PG220. [11]

Pro zař́ızeńı jsme zvolili motor Transmotec PG220, variantu s maximálńım napájećım
napět́ım 24V. Motor je s převodovkou 14:1 - nejdostupněǰśı varianta. Nejd̊uležitěǰśı para-
metry lze vyč́ıst v charakteristice 3.2.2.1. Z charakteristiky vyplývá, že nejvěťśı moment
se v motoru indukuje při nulových (a ńızkých) otáčkách. Při vyšš́ıch indukovaný moment
klesá a převládá třećı moment, který p̊usob́ı opačným směrem.

Obrázek 3.10: Charakteristika použitého DC motoru [11]

Vliv převodovky - s poměrem 14:1, (k = 14). Uvažujme pouze rotaci setrvačńıku v̊uči
motoru, a kyvadlo zafixované: moment p̊usob́ıćı na setrvačńık je d́ıky převodovce k-krát
větš́ı, maximálńı otáčky, kterých setrvačńık dosáhne, k-krát menš́ı. Výkon P = M.ω
z̊ustává stejný na straně motoru i setrvačńıku. Nárust rychlosti motoru je podmı́něný
roztáčeńım zátěže na jeho rotoru, s rostoućımi otáčkami klesá indukovaný moment dle jeho
charakteristiky. Jelikož d́ıky převodovce p̊usob́ıme na zátěž větš́ım momentem, a otáčky,
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kterých chceme dosáhnout jsou nižš́ı, plat́ı, že s využit́ım převodovky bude děj roztáčeńı
mnohem rychleǰśı. Motor mnohem rychleji dosáhne maximálńıch otáček a jeho induko-
vaný moment rychle klesá k nule, ř́ızeńı je ochromeno. Proto převodovku odstrańıme.

Dynamiku motoru ovlivňuje jeho suché třeńı - pokud motor stoj́ı, existuje třećı śıla,
která bráńı rozjezdu a později klesá. Jedná se o reprezentaci Pacejkovy magické křivky,
použ́ıvané např́ıklad pro popis chováńı pneumatik na silnici - viz graf na stránce [13].
Naměřená hodnota napět́ı, při kterém se motor rozjede: Ust = 2, 2V , poté velikost suchého
třeńı klesá. Tuto nelinearitu budeme při ř́ızeńı kompenzovat.

3.2.2.2 Speciálńı konstrukčńı prvky

Na těleso 1 jsou kladeny zvláštńı požadavky - nese v sobě pevně uchycený motor,
na opačném konci protizávaž́ı. Bylo tedy navrženo a vyrobeno na 3D tiskárně z lehkého
plastu, navrženo v programu Solidworks. Detailńı výkresy jsou v př́ıloze.

� Motor je uchycen sevřeńım do tvarované drážky - držen druhou část́ı, přitáhnutou
šrouby

� Protizávaž́ı je ve formě tlustého ocelového šroubu s matkami, který procháźı otvorem

� Spojeńı s hř́ıdeĺı je přes náboj ze stavebnice Merkur - přes šroub připevněný k tělesu
1

� Vzdálenost osy motoru od osy otáčeńı je stejná jako vzd. osy otáčeńı od protizávaž́ı
a je rovna parametru L, který jsme dř́ıve zvolili jako 3,5 cm

Obrázek 3.11: Hlavńı těleso - prvńı a druhá část, 3D tisk (model)

Spojeńı motoru a setrvačńıku

� Po odejmut́ı převodovky z̊ustává na výstupu motoru nevhodná hř́ıdel s malým ozu-
beným kolem, které nelze odstranit bez poškozeńı

� Potřebujeme pevně připojit setrvačńık s d́ırou o pr̊uměru 4 mm, vněǰśı pr̊uměr
náboje je 8 mm

� Navržena spojka - k nasazeńı na hř́ıdel motoru s ozubeným kolečkem a vněǰśı
pr̊uměr náboje - vytvarovaná pro ozubené kolo, drž́ı d́ıky tlaku
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Obrázek 3.12: Spojka mezi motorem a setrvačńıkem, 3D tisk (schéma)

3.2.3 Měřeńı stav̊u systému

Pro źıskáńı všech tř́ı stav̊u systému z reálné soustavy využijeme dvou r̊uzných senzor̊u.
Z optického enkoder HEDL 5540 źıskáme stav 1 - polohu kyvadla. Z magnetického
enkoderu motoru PG220 vyčteme otáčky motoru. Stav 2- rychlost otáčeńı kyvadla -
źıskáme derivaćı stavu 1 pomoćı př́ıkazu numerické derivace. Stav 3 - skutečné otáčky
setrvačńıku - źıskáme jako součet stavu 2 a měřených otáček motoru, podle rovnice 3.1.

Obrázek 3.13: Použitý enkoder HEDL 5540, zdroj dokumentace součástky

Optický enkoder HEDL 5540

� Rozlǐseńı 2000 hran na otáčku = ±0.18 = ±0.00314rad

� Přesný, spolehlivý

� Napájeńı 5V př́ımo z karty MF624

� Komunikuje přes kanály A,B - kvadratický režim

� Mechanické spojeńı s měřenou osou otáčeńı - hř́ıdel je vsunuta dovnitř a přichycena
šroubem

Nevýhodou enkoderu je jeho problematické uchyceńı k zař́ızeńı - při drobné odchylce od
uchyceńı tak, aby jeho osa otáčeńı byla totožná s uchycenou hř́ıdeĺı, nar̊ustá suché třeńı.
Jeho stavy sńımáme v prostřed́ı Simulink nač́ıtáńım z enkodérového vstupu karty MF624.
Neńı nutná filtrace, pouze přepočet na radiány. Enkodér inicializujeme v dolńı poloze
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Obrázek 3.14: Zpracováńı stav̊u 1,2 a 3

kyvadla, kde je nastavena nula. Výchylka kyvadla, stav 1, je potom uvažovaná od horńı
nestabilńı polohy, proto odeč́ıtáme 1000.

Enkoder motoru PG220
Součást́ı motoru je enkodér s Hallovými sondami.

� Rozlǐseńı 12 hran na otáčku

� Napájeńı 5V z karty MF624

� Dva kanály - A,B

� Integrovaný na konci motoru, vodiče vedou spolu s napájeńım

Kv̊uli pot́ıž́ım s kartou MF624 nebylo možné nač́ıtat jeho hodnoty př́ımo přes enkode-
rový vstup. Vytvořili jsme tedy vlastńı algoritmus pro zpracováńı signálu z enkoderu,
který běž́ı s frekvenćı 10kHz. Signál z jeho kanál̊u A,B přivád́ıme na digitálńı vstupy
karty, kde sńımáme jejich logickou hodnotu. Poté navržený algoritmus detekuje náběžné
či sestupné hrany a integruje jejich celkové počty. Součást́ı algoritmu je funkce napsaná
v Matlabu, integrovaná přes blok mFunction, která na základě pořad́ı náběžných hran
A,B urč́ı směr otáčeńı. Poté docháźı k vlastńı numerické derivaci, kdy odeč́ıtáme 2000
vzork̊u starou hodnotu, tedy rozd́ıl mezi současným momentem a počtem sepnut́ı enko-
deru před 0,2 sekundami. Pro počet otáček za celou sekundu násob́ıme zlomkem: 1

0,2
= 5.

Poté přepoč́ıtáme hodnotu na minuty a vyděĺıme počtem sepnut́ı na otáčku. Źıskáme
otáčky za minutu. Následuje filtrace, zaokrouhleńı a převzorkováńı na pomaleǰśı frekvenci
zbytku programu.
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Obrázek 3.15: Algoritmus na měřeńı otáček motoru z náběžných hran enkoderu
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3.3 Návrh hlavńıho zař́ızeńı

Návrh finálńıho zař́ızeńı vycháźı z prototypu. Jeho schéma je na obrázku 3.3

� Provedeme změny v konstrukci - Merkur nahrad́ıme hlińıkovými profily

� Opust́ıme výukový modul Double drive a použijeme vlastńı elektroniku

� Navrhneme finálńı ř́ızeńı s využit́ım LQR a MPC

� Využitý motor a senzory z̊ustávaj́ı

Obrázek 3.16: Schéma návrhu finálńı konstrukce

3.3.1 Konstrukce

Podstavcem pro finálńı zař́ızeńı bude ocelová př́ıstrojová krabice. Tato ukryje elektro-
niku zař́ızeńı tak, aby bylo zvenč́ı možné zapojit pouze izolované napájećı nebo datové
kabely - ochráńı př́ıpadné uživatele. Bude opatřena vyṕınačem, a bude stejná jako pro
ostatńı modely v Mechatronické laboratoři.

Nová konstrukce je vytvořena z hlińıkových profil̊u firmy Item (v ČR Haberkorn). Pro-
fily maj́ı drážky a př́ıslušenstv́ı (šrouby, matky), pro snadné, přesné a pevné spojováńı.
Použijeme profily o řezu tvaru čtverce se stranou 20 mm. Tvar konstrukce je obrácené T,
v jehož vrcholu je hř́ıdel na které je těleso 1. Konstrukci k podstavci uchyt́ıme pomoćı
4 šroub̊u, v podstavci vyvrtáme d́ıry. Všechny hrany profil̊u zakryjeme plastovými kryt-
kami.

Hlavńı hř́ıdel - pr̊uměr D = 4 mm, délku 170 mm. Původně je ze stavebnice Merkur,
zvolili jsme ji pro dostatečnou délku a dostupnost. Neńı nesena ložisky, ale pouze umı́stěna
v úchytu na levém vertikálńım sloupu zař́ızeńı. Na pravém sloupu pak procháźı skrz d́ırou,
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Obrázek 3.17: Schéma, detaily a rozměry konstrukce

na jej́ımž konci vstupuje do optického enkoderu HEDL (3.2.3). Enkoder je k pravému
sloupu zař́ızeńı uchycený pomoćı matek a šroub̊u v pohyblivé drážce hlińıkového profilu.
Jeho uchyceńı, natočeńı a přesná poloha maj́ı obrovský vliv na třeńı soustavy.

Obrázek 3.18: Detail na uchyceńı hř́ıdele v levém sloupu

Vedeńı vodič̊u - jejich umı́stěńı přináš́ı do soustavy p̊usobeńı malého rušivého momentu
na hlavńı těleso. Prosté vedeńı vodič̊u vzduchem jsme nahradili složitěǰśı cestou - z motoru
jsou vodiče připevněny k hlavńı hř́ıdeli, na jej́ım konci jsou několikrát omotány do prs-
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tenc̊u o š́ı̌rce několik centimetr̊u, tvoř́ı tvar velmi slabé torzńı pružiny. Takto jejich vliv
neńı náhodný, ale konstantńı, a při správném zacházeńı se zař́ızeńım bĺızký nule.

Obrázek 3.19: Detail na řešeńı namotáńı vodič̊u na konci hř́ıdele

3.3.2 Elektronika a komunikace

Finálńı zař́ızeńı má vlastńı elektroniku - H-m̊ustek pro ř́ızeńı motoru a enkodery pro
měřeńı dat. Důležitou roli hraje karta MF624 od firmy Humusoft, popsaná v rešeršńı
části. Skrze kartu komunikujeme s ostatńımi systémy na zař́ızeńı.

Obrázek 3.20: H-můstek s modulem pro ř́ızeńı motoru

3.3.2.1 Motorový modul s H-můstkem BTS7960B

Jedná se o výkonný motorový modul, který umožňuje obousměrný chod. Jeho logika
má vlastńı napájeńı, a pro motor vyžaduje exterńı, které je sṕınáno tranzistory. Exterńı
napájeńı H-m̊ustku je źıskáno pomoćı adaptéru, který ze śıt’ového napět́ı vytvář́ı 24V
a připojuje se přes oboustraný konektor. Modul má 8 vstup̊u. Funkci detekce nadproudu
nevyuž́ıváme. V okoĺı výstupu 0-6 V vykazuje nelineárńı chováńı, které jsme naměřili -
obr. 3.3.2.1 a kompenzujeme jej ve výpočtu akčńıho zásahu - viz dále obr. 3.4.

37
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Napájeńı ... +5V Zem ... GND
Detekce nadproudu Ris Det. nadpr. - levá Lis

Povoleńı, vpravo Ren Povoleńı, vlevo Len
Stř́ıda PWM, vpravo Rpwm Stř́ıda PWM, vlevo Lpwm

Tabulka 3.1: Zapojeńı vstup̊u a výstup̊u motorového modulu

Obrázek 3.21: Naměřená nelinearita H-můstku

3.3.2.2 Nastaveńı karty MF624

Obrázek 3.22: Nastaveńı výstup̊u MF624 na H-můstek

Kartu MF624 ovládáme z prostřed́ı Simulink pomoćı Simulink Real Time toolboxu.
Pomoćı jednoduchých blok̊u můžeme vyč́ıtat nebo odeśılat digitálńı i analogové hodnoty,
a nastavit základńı parametry.

� Frekvence sńımáńı dat z optického enkoderu (a chodu programu): f2 = 100Hz

� Frekvence sńımáńı dat z motorového enkoderu: f2 = 10kHz
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� 2 PWM výstupy - každý pro jeden směr otáčeńı - aktivuj́ı se na zákl. polarity žádané
stř́ıdy

� Oba směry neustále povoleny (1), viz obrázek 3.3.2.2

Obrázek 3.23: Nastaveńı nač́ıtáńı dat z enkoderu přes MF624

3.3.2.3 Vstupy a výstupy zař́ızeńı

Zař́ızeńı je s poč́ıtačem spojeno přes dvě rozhrańı typu CAN-37, která označujeme jako
X1 a X2, každé s 37 piny. Piny na obou konektorech znač́ıme podle schématu: Piny jsou

Obrázek 3.24: Č́ıslováńı can-37 konektor̊u při pohledu na zař́ızeńı

na konektory vyvedeny tak, aby při př́ımém zapojeńı na X1,X2 karty MF624 souhlasily
se zapojeńım jej́ıch konektor̊u podle manuálu dostupném na [12].
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Tabulka 3.2: Pin-out konektoru X1
1 20
2 21
3 22
4 23
5 24
6 25
7 26
8 27
9 28 enk. motoru, Hbridge .. +5V
10 29 enk. motoru, Hbridge ... GND
11 30 PWM - Pravá - povoleńı

Enkoder motoru ... A 12 31
Enkoder motoru ... B 13 32 PWM - Levá - povoleńı

14 33
15 34
16 35
17 36
18 37
19

Tabulka 3.3: Pin-out konektoru X2
1 20 Opt. enkoder ... A+
2 21 Opt. enkoder ... A-
3 22 Opt. enkoder ... B+
4 23 Opt. enkoder ... B-
5 24
6 25
7 26
8 27
9 28 Opt. enkoder ... +5V
10 29 Opt. enkoder ... GND
11 30 PWM - Pravá - hodnota
12 31
13 32 PWM - Levá - hodnota
14 33
15 34
16 35
17 36
18 37
19
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3.4 Návrh ř́ızeńı systému

Navržený program v prostř. Simulink pro ř́ızeńı systému obsahuje 5 základńıch krok̊u
na schématu:

Krok 1. - měřeńı stav̊u jsme již popsali. Krok̊um 2-3 - filtraci a regulátoru - se bu-
deme věnovat v samostatných sekćıch. Krok 4-5 je pouze jednoduchý výpočet, kdy veli-
kost napět́ı z regulátoru děĺıme 24V - maximálńı napět́ı. Źıskáváme hodnotu v rozmeźı
< −1, 1 > a na zákl. jej́ı polarity urč́ıme směr otáčeńı. Vliv suchého třeńı motoru
kompenzujeme jednoduchým blokem, který źıskává akčńı zásah Ua úpravou výstupńıho
napět́ı z regulátoru, Ur, dle rovnice:

Ua = (Ur + 0.8) ∗ 0, 93 (3.29)

Suché třeńı nekompenzujeme celou hodnotou 2,2V, ale pouze 0,8V, jelikož v chodu je
suché třeńı menš́ı, než naměřené 2,2V při spuštěńı, a menš́ı hodnota má př́ıznivý vliv
na kmitáńı. Systém má jeden vstup a tři výstupy - SIMO. Je třeba minimalizovat v́ıce

Obrázek 3.25: Výpočet stř́ıdy PWM a nastaveńı H-můstku

stav̊u. Akčńım zásahem v soustavě je indukovaný moment, který vzniká nepř́ımo z proudu
motorem, který záviśı na napět́ı a otáčkách - s rostoućımi otáčkami motoru se indukuje
napět́ı opačné polarity a indukovaný moment zaniká. Dále proti akčńımu zásahu p̊usob́ı
značný třećı moment motoru. Jednoduchý ani kaskádńı PID regulátor nedokáže splnit
tuto úlohu, jak jsme popsali dř́ıve. Pokroč́ıme tedy k návrhu LQR a MPC algoritmů,
které maj́ı znalost systému.

Pro využit́ı LQR a MPC neńı vhodné použ́ıt naměřené a odhadnuté fyzikálńı rozměry
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systému - hmotnosti, momenty setrvačnosti, třećı konstanty. Na mı́̌re znalosti systému
záviśı i mı́ra efektivity ř́ızeńı. Můžeme dosáhnout lepš́ıch výsledk̊u, pokud parametry
systému odhadneme z měřeńı. Při procesu odhadu - estimace parametr̊u napřed na-
hrad́ıme všechny veličiny ve stavových rovnićıch systému obecnými parametry a2, b2, c2, d2
a a3, b3 - zastupuj́ı potom č́ıselné hodnoty. Parametry s indexem dva patř́ı tělesu 1 (druhá
stavová rovnice), parametry s indexem 3 patř́ı tělesu 2 (třet́ı stavová rovnice). Úprava
stavových rovnic pro estimaci:

ẋ1 = x2 (3.30)

ẋ2 = a2U + b2x1 + c2x2 + d2x3 (3.31)

ẋ3 = a3U + b3x3 (3.32)

Poté měř́ıme chováńı systému a jeho odezvu, a hledáme takové parametry, které při simu-
laci stejného vstupu budou odpov́ıdat naměřenému výstupu. Na tuto d̊uležitou součást
návrhu ř́ızeńı se zaměř́ıme v daľśı podsekci.

3.4.1 Estimace parametr̊u

Obrázek 3.26: Zobecněný model systému pro estimaci parametr̊u

Máme obecné parametry: a2, b2, c2, d2 a a3, b3, jejichž hodnotu budeme zjǐst’ovat. Každý
z nich přináš́ı do chováńı systému určitý vliv:

� Parametr a2 - Vliv napět́ı motoru na zrychleńı kyvadla - zásadńı pro regulaci -
určuje śılu akčńıho zásahu na nejd̊uležitěǰśı stavovou veličinu (polohu kyvadla)

� Parametr b2 - Vliv polohy kyvadla na jeho zrychleńı zrychleńı - určuje velikost t́ıhové
śıly p̊usob́ıćı na kyvadlo v záv. na poloze - hmotnost a moment setrvačnosti kyvadla
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� Parametr c2 - Vliv rychlosti otáčeńı kyvadla na jeho zrychleńı - třećı śıla - konstanta
visk. třeńı

� Parametr d2 - Vliv rychlosti otáčeńı motoru na zrychleńı kyvadla - záporný efekt
vyšš́ıch otáček na regulaci - třećı śıla a ztráta napět́ı v d̊usl. indukovaného

� Parametr a3 - Vliv napět́ı na zrychleńı motoru - konstanta motoru, jeho moment
setrvačnosti

� Parametr b3 - Vliv otáček motoru na jeho zrychleńı - třećı śıla, indukované napět́ı
(konstanta motoru)

Pro výpočet parametr̊u a sledováńı procesu estimace využ́ıváme nástroj Parameter Es-
timation v Simulinku. Data měř́ıme na reálném zař́ızeńı - jeho stavy, vstupy a výstupy.
Pro estimaci je kĺıčový zp̊usob měřeńı - zejména jak zař́ızeńı bud́ıme. Parametry rozděĺıme
do tř́ı podskupin, pro každou zkoumáme jiný druh chováńı s jiným buzeńım zař́ızeńı.

Naměřená data jsou vykreslena (modré křivky), poté program iteračńım výpočtem hledá
vhodné parametry a vykresluje simulované chováńı soustavy (červené křivky), dokud cel-
ková odchylka nedosáhne minima podle nastavených kritéríı. Celý proces běž́ı na druhém,
zobecněném modelu systému. Je vhodné proces estimace zahájit s vhodným počátečńım
odhadem parametr̊u a sledovat pr̊uběh. Může doj́ıt k zastaveńı estimace v lokálńım mi-
nimu. Pokud mysĺıme, že k tomu došlo, můžeme algoritmu pomoci např́ıklad manuálńı
změnou parametru a opětovným spuštěńım. 1. Rozběh DC motoru
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Obrázek 3.27: Estimace chováńı motoru, otáčky a napět́ı

Estimujeme pouze parametry a3, b3, které popisuj́ı chováńı motoru - jeho reakci na napět́ı,
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a jeho třeńı a indukované napět́ı. Ostatńı parametry při tomto měřeńı nehraj́ı roli, chováńı
motoru je nezávislé, proto ho provedeme jako prvńı.

Problematické je suché třeńı - rozhodli jsme se při měřeńı jeho vliv nekompenzovat,
protože to přinášelo nežádoućı zvýšeńı napět́ı v celém rozsahu. Chceme, aby se regulátor
snažil ř́ıdit motor lineárně, a suché třeńı budeme kompenzovat až za jeho výstupem.
Abychom změnšili vliv suchého třeńı na estimaci, budili jsme motor rostoućımi a kle-
saj́ıćımi schody napět́ı. I tak neodpov́ıdalo chováńı motoru úplně přesně matem. model̊um.
Během měřeńı bylo kyvadlo zafixováno proti pohybu.

2. Volný pád kyvadla

Estimujeme pouze parametry b2, c2, které popisuj́ı chováńı kyvadla - tělesa 1 - vliv t́ıhové
śıly a viskozńı třeńı.

Parametry źıskáme pohybem kyvadla ve volném pádu z počátečńı polohy 90°. Poté tlu-
meně kmitá až do spodńı ustálené polohy, ve které je pro účely estimace parametr̊u zvolený
stav 1 = 0. Z kmitáńı můžeme velmi přesně určit oba parametry. Pro použit́ı při reálném
chováńı kyvadla muśıme však změnit u b2 znaménko na opačné! Při ř́ızeńı kyvadla jako
inverzńıho, kdy je stav 1 = 0 v horńı nestabilńı poloze, p̊usob́ı t́ıhová śıla na kyvadlo
obráceně - tak, že roste se vzdálenost́ı od bodu 0. Graf zobrazuje pr̊uběh stavu 1 a 2.
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Obrázek 3.28: Estimace kmitáńı kyvadla, poloha a rychlost otáčeńı

Napět́ı motoru je rovno 0, stejně tak otáčky setrvačńıku.

3. Reakce kyvadla na akceleraci motoru
V posledńım měřeńı estimujeme parametry a2, d2, které jsou velmi d̊uležité pro regulaci

44



3.4. NÁVRH ŘÍZENÍ SYSTÉMU
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Obrázek 3.29: Pozn: Napět́ı U se v čase t = 4 s změńı z 0 na 14 V.

- ukazuj́ı vliv akčńıho zásahu - napět́ı na motoru - na změnu stav̊u u tělesa 1. Zároveň
ukazuj́ı, jaký vliv má ve skutečnosti velikost otáček motoru na zrychleńı hlavńıho tělesa
(tento vliv je pravděpodobně negativńı). Jejich estimace vyžaduje znalost všech ostatńıch
parametr̊u.

Ke vhodné simulaci procesu jsme napřed zkoušeli buzeńı funkćı sinus. Nakonec se ukázalo
nejvhodněǰśı buzeńı skokovou změnou napět́ı. V čase t = 4s jsme zvýšili napět́ı z 0
na 10V a nechali p̊usobit až do konce měřeńı. Prudká změna napět́ı zp̊usob́ı velký akčńı
zásah, který postupně klesá s rostoućımi otáčkami. Než dojde k nárustu otáček, můžeme
v krátkém časovém okamžiku sledovat odezvu soustavy na akčńı zásah. Poté už se kv̊uli
výchylce z rovnovážné polohy přidá i t́ıhová śıla. Estimace ukázala přesnou shodu s naměřenými
daty.

Výsledné parametry:

Po opakovaném procesu estimace a měřeńı co nejlepš́ıch vzork̊u chováńı soustavy jsme
dospěli k těmto parametr̊um:

a2 ... −3.019 c2 ... −1.650 a3 ... 244.500
b2 ... 70.000 d2 ... 0.007556 b3 ... −0.5075
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3.4.2 Filtrace stav̊u

Pro filtraci stav̊u využijeme Kalman̊uv filtr, popsaný v 2.2.0.1. Mı́ra filtrace ovlivňuje
chováńı systému, může sńıžit akčńı zásahy (menš́ı pr̊uměrná odchylka), nebo zahladit
skutečnou variaci veličin. Po iteraćıch měřeńı a sledováńı odezvy zař́ızeńı na aplikovanou
filtraci jsme dospěli ke vhodným hodnotám. Vycházeli jsme z vlastnost́ı měřených stav̊u:

� Stav 1 - velmi dobré měřeńı, přesná hodnota př́ımo z enkoderu, bez šumu, schodovitý
tvar - 2000 hran na otáčku

� Stav 2 - derivace stavu 1 - velký šum - nutné filtrovat

� Stav 3 - nepřesné měřeńı, velký šum - koĺısaj́ıćı hodnota - nutné filtrovat nejv́ıce

Obrázek 3.30: Porovnáńı měřeného a filtrovaného signálu.

Stav 3 filtrujeme nav́ıc pomoćı dolńı propusti s časovou konstantou T = 0.002s, už při
zpracováńı signálu z motoru a před převzorkováńım na frekvenci hlavńıho chodu pro-
gramu. Poč́ıtáme zde derivaci náběžných hran motorového enkoderu, a nechceme aby
se rychlost měnila skokově.

Nastaveńı Kalmanova filtru:

Q =

800 0 0
0 0.14 0
0 0 0.04

R =

1 0 0
0 1 0
0 0 1

 (3.33)

N =

0 0 0
0 0 0
0 0 0

x0 =
[
0 0 0

]
(3.34)
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3.4.3 Návrh LQR

Návrh linárńıho kvadratického regulátoru je jedńım z hlavńıch bod̊u zadáńı práce. Jeho
matici ześıleńı K źıskáváme minimalizaćı váhovaćı funkce J (viz. 2.2.0.4. Výpočet prove-
deme v programu Matlab pomoćı př́ıkazu dlqr(), což je varianta pro diskrétńı systém. Do
výpočtu zadáváme matice systému A,B v diskrétńı podobě. Ty źıskáme z modelu systému
tak, že celý spojitý systém převedeme na diskrétńı pomoćı př́ıkazu c2d.

Aplikace LQR a poznatky

Kvalitu regulátoru a jeho chováńı určujeme nastaveńım parametr̊u regulátoru pomoćı
váhovaćıch matic Q a R. V našem př́ıpadě maj́ı velikost 3∗3 a 1∗1. Lad́ıme regulátor tak, že
hledáme nejvhodněǰśı velikost hodnot na diagonále matice Q a hodnotu R. Pro každou je-
jich změnu provedeme sérii měřeńı chováńı reálného zař́ızeńı. Zkoumáme několik kĺıčových
parametr̊u a vyhodnocujeme, zda je ř́ızeńı lepš́ı než předchoźı verze. Všechny výsledky
uchováváme a hledáme nejlepš́ı variantu. Měřené parametry jsou: celková práce zař́ızeńı
během časového úseku, pr̊uměrný výkon motoru, středńı kvadratická chyba (RMSE - root
mean square error) polohy kyvadla, RMS rychlosti otáčeńı kyvadla, pr̊uměrné otáčky mo-
toru.

RMS rychlosti otáčeńı kyvadla vypov́ıdá o schopnosti algoritmu udržet kyvadlo stabilńı -
č́ım nižš́ı, t́ım méně kmitá. RMS polohy kyvadla zase o schopnosti regulátoru přivést ky-
vadlo přesně do rovnovážného bodu. Pr̊uměrné otáčky nejsou tak d̊uležité, systém dokáže
fungovat v rozmeźı 0 - 3000 ot/min. Vypov́ıdaj́ı o výkonové náročnosti, ale o té ještě v́ıce
hodnota pr̊uměrného výkonu.

Rozhoduj́ıćı vněǰśı faktory

Několik vněǰśıch faktor̊u se ukázalo být velmi d̊uležité pro efektivitu ř́ızeńı.

� Vliv vodič̊u vedoućıch k motoru - při nadměrném přetáčeńı kyvadla (o několik celých
otoček, v obou směrech), nar̊ustá rušivý moment, kterým namotané vodiče p̊usob́ı
na hlavńı těleso - o tom mluv́ı i práce [7]. Pro správnou funkci je nutné zač́ınat vždy
z jediné vhodné polohy, kdy je tvar vodič̊u takový, že je śıla bĺızká nule.

� Počátečńı poloha - jelikož se senzor polohy kyvadla inicializuje po spuštěńı, poloha
kyvadla muśı být přesně v dolńım rovnovážném bodu. V opačném př́ıpadě docháźı
při hledáńı horńıho rovnovážného bodu k výchylce, kdy t́ıhová śıla p̊usob́ıćı na ky-
vadlo neodpov́ıdá očekáváné

� Uchycený optický enkodér - bohužel kv̊uli nedokonalému uchyceńı optického enko-
deru mohlo během návrhu regulátoru docházet k nadměrnému suchému třeńı, které
někdy vedlo až k tomu, že se kyvadlo v horńı rovnovážné poloze ustálilo bez potřeby
daľśı regulace - ne d́ıky dokonalému nalezeńı rovnovážné polohy, ale protože třećı
śıly přesáhly v té chv́ıli śılu t́ıhovou.
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Stav 2 - úhlová rychlost kyvadla
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Obrázek 3.31: Pr̊uběh ř́ızeńı LQR včetně swing-upu

Laděńı regulátoru

Při návrhu regulátoru se postupně uplatnily následuj́ıćı zákonitosti: vyšš́ı penalizace akčńıho
zásahu pomoćı matice R vedla k menš́ımu kmitáńı v ustálené poloze a větš́ı stabilitě sou-
stavy. Postupně jsme tedy matici R zvyšovali. Dále, vyšš́ı penalizace stavu 3, otáček mo-
toru, v matici Q, se ukázala být méně vhodná - při konstantńıch otáčkách totiž docházelo
k menš́ımu kmitáńı. Bylo vhodné penalizovat stav 3 málo a dovolit systému nenulové
otáčky, za cenu vyšš́ı stability a menš́ı odchylky kyvadla od rovnovážné polohy. Celkově
se při návrhu prokázalo, že př́ılǐs velký akčńı zásah LQR vedl ke kmitáńı.

Nejlepš́ı výsledek:

Po opakovaném měřeńı a procesu hledáńı jsme nejlepš́ıch výsledk̊u dosáhli s těmito hod-
notami:

Q =

30 0 0
0 0.1 0
0 0 0.0001

 (3.35)

R =
[
20
]

(3.36)
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3.4.4 Návrh prediktivńıho ř́ızeńı

Prediktivńı ř́ızeńı na základě modelu, angl. “Model predictive control”, použijeme jako
druhý algoritmus pro ř́ızeńı kyvadla. Zdrojem pro jeho návrh je text [10], ve kterém
se nacháźı i ukázky vhodného kódu pro výpočet všech potřebných matic a rovnic, jak
jsme již naznačili v rešeršńı části v 2.2.0.5.

Aplikace v úloze inverzńıho kyvadla

Všechny potřebné matice - M,N,P a H,G,F,A0, B0, vypoč́ıtáme v programu Matlab přesně
podle krok̊u popsaných v 2.2.0.5 a [10]. Nastav́ıme vhodné matice horńıch a dolńıch ome-
zeńı stav̊u a vstupu Xoh, Xod, Uoh, Uod na počátečńı hodnoty - omezeńı napět́ı necháme
na 24V - maximum. Omezeńı stav̊u nastav́ıme na řádově větš́ı velikosti, než k jakým
se reálně bĺıž́ı. Poté je regulátor připraven pracovat v prostřed́ı Simulink, odkud pouze
volá exterńı funkci Quadprog.
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Stav 2 - úhlová rychlost kyvadla
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Obrázek 3.32: Pr̊uběh ř́ızeńı MPC včetně swing-upu

Hlavńı výhoda tohoto ř́ızeńı spoč́ıvá v možnosti omezit stavy a vstupy, regulátor se poté
snaž́ı pracovat pouze ve vymezeném rozsahu. To je současně i nevýhoda, protože při
překročeńı omezeńı (i jen předpov́ıdaném) řešič havaruje. Z̊ustává možnost omezeńı měnit
v pr̊uběhu, což přináš́ı jistou flexibilitu do návrhu.
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3.4. NÁVRH ŘÍZENÍ SYSTÉMU

Funkci Quadprog voláme pro hledáńı minima s omezeńımi - výpočet vhodných akčńıch
zásah̊u. Jej́ımi vstupy jsou matice H,G,F, současné stavy, a matice A0, B0 vyjadřuj́ıćı
omezeńı. Tento proces je náročný na výpočetńı výkon, proto program v Simulinku co
nejv́ıce zjednoduš́ıme - odstrańıme všechny bloky Scope,Display a pod. Program bu-
deme spouštět v Accelerator módu, a s maximálńı vzorkovaćı frekvenćı 100 Hz.

Poznatky při návrhu MPC

U tohoto algoritmu jsou stejné vněǰśı vlivy jako při návrhu LQR - popsané v předchoźı
podkapitole. V návrhu MPC je také integrovaný a d̊uležitý LQ regulátor. Vyjdeme z nej-
lepš́ıho nalezeného LQR. Důležitá je délka predikčńıho horizontu. Při frekvenci 100 Hz
znamená jeden krok pohled dopředu o 0,1 sekundy. Volili jsme délku pred. horizontu
np = 5 − 25 krok̊u. Př́ılǐs dlouhý horizont přináš́ı nestabilitu - systém očekává vlastńı
selháńı a zastavuje řešeńı. Př́ılǐs krátký se zase svým chováńım bĺıž́ı pouhému integro-
vanému LQR. Použ́ıváme 2 druhy omezeńı - prvńı na swing-up a čas stabilizace, druhý
na zbytek ř́ızeńı.

Postup a sledované parametry chováńı soustavy byly stejné jako u LQR. Sledovali jsme
vliv délky predikčńıho horizontu na kvalitu ř́ızeńı, poté i vliv omezeńı. Nalezli jsme nej-
vhodněǰśı regulátor. Matice Xo1,2 jsou matice omezeńı stav̊u, horńı a spodńı řádek repre-
zentuj́ı horńı a spodńı mez, sloupce 1-3 stavy 1-3.Uo1,2 je velikost omezeńı vstupu.

Parametry regulátoru:

np = 10

Xo1 =

[
3 ∗ pi 1500 3000
−3 ∗ pi −1500 −3000

]
;Uo1 = ±24 (3.37)

Xo2 =

[
pi 100 1800
−pi −100 −1800

]
;Uo2 = ±20 (3.38)

3.4.5 Pohyb z klidové polohy

Jedná se o nelineárńı problém, popsaný v 2.2.0.2, jak dostat kyvadlo z viśıćı polohy
do horńı. Pro řešeńı jsme zvolili dvě r̊uzné metody, které porovnáme.

1. varianta - Rozhoupáńı

V této variantě rozkmitáme těleso 1 frekvenćı bĺızkou jeho rezonanci. Jakmile se přibĺıž́ı
horńı poloze, přepneme ve vhodné chv́ıli na LQR/MPC regulaci. Při návrhu na reálné
soustavě dojde k přepnut́ı již v čase 0,6s, jednom kmitu, jelikož je ř́ızeńı výkoné. Ne-
muśıme tedy věnovat hodně času na rozhoupáńı soustavy, algoritmus by ale umožnil vy-
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3.4. NÁVRH ŘÍZENÍ SYSTÉMU

houpnut́ı i při obt́ıžněǰśım ř́ızeńı (např. bez pomoci protizávaž́ı). Tento algoritmus jeméně
energeticky a mechanicky náročný, nedocháźı při něm k prudkým změnám v otáčkách
setrvačńıku.

Rozhoupáńı - pr̊uběh

2. varianta - Přeměna energíı

Při této variantě vycháźıme z přeměny kinetické energie roztočeného setrvačńıku na ki-
netickou energii celého kyvadla, která se přeměńı na potenciálńı a zp̊usob́ı žádaný po-
sun těžǐstě k horńı rovnovážné poloze. Dojde k tomu tak, že těleso 2 plynulo roztoč́ıme
do žádaných otáček, a poté prudce zabrzd́ıme p̊usobeńım maximálńıho opačného napět́ı
po dobu 0,3s. Plat́ı:

Ek >= Ep (3.39)

1/2Iωsw >= mcg(2L) (3.40)

Ve skutečnosti p̊usobeńım třećıch sil a nelinearitou p̊usobeńı gravitačńı śıly je potřebná
kinetická energie přibližně dvojnásobná. Kyvadlo po zabržděńı let́ı vzh̊uru, a ve vhodné
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3.4. NÁVRH ŘÍZENÍ SYSTÉMU

chv́ıli opět přepneme na LQR/MPC ř́ızeńı. Přesný časový pr̊uběh je:

Tato varianta v́ıce zatěžuje motor prudkým bržděńım. Je také náročněǰśı naj́ıt správnou
velikost otáček - nejvhodněǰśı se ukázalo źıskat ji experimentálně.

Bilance energíı - pr̊uběh

Daľśı varianty algoritmů nebyly realizovány. Prosté zvednut́ı maximálńım akčńım zásahem
soustava nedokáže. Zvolené protizávaž́ı má hmotnost pouze 40 g (3.2.2), což neńı do-
statečné zlehčeńı úlohy pro to, aby to motor zvládl, jak je vypoč́ıtáno v rovnici 3.28.

Porovnáńı algoritmů

Poč́ıtali jsme opět s vykonanou praćı, pr̊uměrným výkonem, RMS stav̊u 1,2 a pr̊uměrnými
otáčkami. Algoritmy jsme porovnali měřeńım prvńıch 3 sekund běhu zař́ızeńı (jak efektivńı
swingup je):

52



3.5. VÝSLEDNÉ ZAŘÍZENÍ

Práce Pr. výkon RMS st.1 RMS st.2 Pr. st.3 Délka [s]
Rozhoupáńı: 428 1, 43 1, 26 11, 44 394 3
Energie: 641 2, 14 1, 93 11, 47 531 3

A měřeńım v čas. intervalu 2,5 - 10 s běhu zař́ızeńı (jaký vliv má swingup na následnou
stabilitu):

Práce Pr. výkon RMS st.1 RMS st.2 Pr. st.3 Délka [s]
Rozhoupáńı: 33, 3 0, 0443 0, 024 0, 129 236 7, 5
Energie: 36, 2 0, 0483 0, 026 0, 137 248 7, 5

3.4.6 Výsledný program pro ř́ızeńı

Schéma celého algoritmu v Simulinku pro LQR a MPC variantu:

� Filtrace stav̊u - Kalman̊uv filtr

� Výpočet akčńıho zásahu v regulátoru - LQR nebo MPC

� Kompenzace suchého třeńı a saturace napět́ı

� Sekce pro úvodńı swing-up algoritmus

� Výstup napět́ı (dále pro přepočet na stř́ıdu a nastaveńı stř́ıdy - popsáno na zač.
podkap. 3.4, na obr. 3.4)

Obrázek 3.33: Schéma celého algoritmu pro ř́ızeńı, LQR varianta
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Obrázek 3.34: Schéma celého algoritmu pro ř́ızeńı, MPC varianta

Obrázek 3.35: Výsledné zař́ızeńı

3.5 Výsledné zař́ızeńı

Po dokončeńı analyzujeme vlastnosti zař́ızeńı, jeho schopnost plnit požadavky plynoućı
ze zadáńı. Obrázky ńıže doplńıme popisem hotového stavu:
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3.5. VÝSLEDNÉ ZAŘÍZENÍ

� Hotová konstrukce s podstavcem

� Inverzńı kyvadlo se setrvačńıkem na hř́ıdeli, součásti z 3D tisku, setrvačńık ze stav.
Merkur, nastavitelné protizávaž́ı

� Stavy sńımané pomoćı enkoderu motoru a optického enkoderu

� Navrženo ř́ızeńı LQR, MPC a dvě možnosti swing-upu

� Zař́ızeńı je možné ovládat přes Simulink, s nastaveńım parametr̊u ve skriptu v Matlabu

Rozměry zař́ızeńı:
š́ı̌rka: délka: výška:

230 mm 210 mm 375 mm
Součást́ı zař́ızeńı, tělesa 1, je protizávaž́ı o hmotnosti 40 g, parametry systému a ř́ızeńı jsou

Obrázek 3.36: Výsledné zař́ızeńı - detail 1

nastaveny pro tuto velikost. Protizávaž́ı je nastavitelné, lze jej úplně odebrat. Z hlediska
odolnosti má zař́ızeńı několik slabin. Při nevhodné manipulaci a přenášeńı může hlavńı
hř́ıdel vypadnout ze svého držáku na levém sloupci. Dále - vodiče vedoućı k motoru stále
ovlivňuj́ı chováńı soustavy. Při špatném zacházeńı může jejich vliv překrýt rozd́ıly mezi
LQR / MPC ř́ızeńım, př́ıpadně mezi nejlepš́ım a horš́ım algoritmem. Je vhodné zař́ızeńı
vracet do tzv. nulté polohy, ve které je mı́ra namotáńı vodič̊u “neutrálńı”. Zař́ızeńı tedy
nelze libovolně přetáčet. Zař́ızeńı lze aktivovat připojeńım napájećıho kabelu adaptéru.
Pro aktivaci je také nutné připojit zař́ızeńı k poč́ıtači přes CAN konektor a kartu MF624.

3.5.1 Kvalita ř́ızeńı

V následuj́ıćı části se zaměř́ıme na kvalitu navržených ř́ıd́ıćıch algoritmů a také je vzájemně
porovnáme. Pro hodnoceńı kvality budeme 5 sekund měřit chováńı zař́ızeńı v ustáleném
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Obrázek 3.37: Výsledné zař́ızeńı - detail 2

stavu přibližně 25 sekund po swing-upu. Data pro porovnáńı voĺıme manuálně a sle-
dujeme je, abychom se vyhnuli hrubým chybám (některá měřeńı jsme vyloučili kv̊uli
špatným podmı́nkám běhu zař́ızeńı - vliv vodič̊u, špatně nastavená počátečńı poloha -
které zp̊usobili výraznou odchylku v kvalitě ř́ızeńı od ostatńıch vzork̊u.) Hledali jsme
nejlepš́ı možné chováńı, ale bylo provedeno postupně několik deśıtek měřeńı, přičemž zob-
razené výsledky jsou pr̊uměrem 5-ti posledńıch měřeńı s již nalazenými regulátory.

3.5.1.1 Chováńı soustavy s použit́ım LQR

Pr̊uměrné výsledky v ustáleném stavu:

P [W] X1 [rad] X2 [rad/s] X3 [rad/s] t [s]
0,0348 0,0079 0,0911 137 5

Kde: P.. pr̊uměrný výkon, X1,X2 - RMS stav̊u
- X3 - Pr̊uměrné otáčky, t - délka časového úseku

3.5.1.2 Chováńı soustavy s použit́ım MPC

Pr̊uměrné výsledky v ustáleném stavu:

P [W] X1 [rad] X2 [rad/s] X3 [rad/s] t [s]
0,0389 0,0086 0,1047 154 5

Kde: P.. pr̊uměrný výkon, X1,X2 - RMS stav̊u
- X3 - Pr̊uměrné otáčky, t - délka časového úseku
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18 18.2 18.4 18.6 18.8 19 19.2 19.4 19.6 19.8 20
-0.1

-0.05

0

0.05

0.1

V
ý
c
h
y
lk

a
 [
ra

d
],

p
ro

u
d
 [
A

]

Error - poloha

18 18.2 18.4 18.6 18.8 19 19.2 19.4 19.6 19.8 20
-0.4

-0.2

0

0.2

0.4

ú
h
lo

v
á

ry
c
h
lo

s
t 
[r

a
d
/s

]

Stav 2 - úhlová rychlost kyvadla

18 18.2 18.4 18.6 18.8 19 19.2 19.4 19.6 19.8 20
400

420

440

460

480

ú
h
lo

v
á

ry
c
h
lo

s
t 
[r

a
d
/s

]

Obrázek 3.38: Detail pr̊uběhu - stavy a akčńı zásah v ústáleném stavu při ř́ızeńı LQR

3.5.1.3 Srovnáńı algoritmů LQR a MPC

1. Ustálený stav

Porovnáme výsledky obou algoritmů v ustáleném stavu - měř́ıme 5 sekund po 25 sekundách
na ustáleńı. I po dokončeńı soustava neńı prostá negativńıch vliv̊u. Suché třeńı hlavńı
hř́ıdele, zp̊usobené zejména enkoderem, a vliv vodič̊u p̊usob́ı, že kyvadlo neńı schopné do-
konale a trvale dosáhnout nulové polohy natočeńı. Proto je d̊uležitá co nejmenš́ı výchylka
stavu 2 - rychlosti kyvadla - to znač́ı stabilitu - kyvadlo nekmitá, i když je nedosahuje
žádané polohy o několik desetin stupně. Vliv vodič̊u na chybu ř́ızeńı zmiňuj́ı i autoři
v práci [7], viz 2.1.3.

Pr̊uměrné hodnoty pro LQR a MPC:
Bylo provedeno v́ıce než 10 měřeńı pro oba algoritmy.

Algoritmus P [W] X1 [rad] X2 [rad/s] X3 [ot/min] t [s]
LQR: 0,0348 0,0079 0,091 137 5
MPC: 0,0389 0,0086 0,105 154 5

Kde W.. práce, P.. pr̊uměrný výkon, X1,X2 - RMS stav̊u
- X3 - Pr̊uměrné otáčky, t - délka časového úseku
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Obrázek 3.39: Detail pr̊uběhu - stavy a akčńı zásah v ústáleném stavu při ř́ızeńı MPC

Z měřeńı vycháźı, že lineárńı kvadratický regulátor má v ustáleném stavu o trochu lepš́ı
výsledky než prediktivńı ř́ızeńı na základě modelu. Nemuśı to platit pro jednotlivé pokusy
měřeńı, ale je to výsledek pr̊uměru mnoha měřeńı.

2. Zvládnut́ı malého vněǰśıho zásahu

V tomto př́ıpadě je zař́ızeńı vystaveno přerušeńı ř́ızeńı na 0,3 sekundy. Regulátor po tu
dobu dál běž́ı. Ćılem je simulovat drobný vněǰśı impulz śıly na zař́ızeńı, které se ono po-
kuśı zvládnout a vyrovnat zař́ızeńı zpět do rovnovážné polohy. Měř́ıme vynaloženou práci
na vyvážeńı a ostatńı stavy jako v před. př́ıpadech. Rychlost návratu do p̊uvodńı polohy
se promı́tne ve velikosti RMS stavu 1 - výchylky.

Pr̊uměrné hodnoty pro LQR a MPC:
Měřeno od chv́ıle vypnut́ı a 3 sekundy dál, tedy pr̊uběh stabilizace. Přerušeńı se děje 15
sekund po swing-upu.

Algoritmus W [J] P [W] X1 [rad] X2 [rad/s] X3 [ot/min] t [s]
LQR: 32 0,108 0,0420 0,265 277 3
MPC: 33 0,110 0,0370 0,266 222 3
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Kde W.. práce, P.. pr̊uměrný výkon, X1,X2 - RMS stav̊u
- X3 - Pr̊uměrné otáčky, t - délka časového úseku

Po sérii měřeńı se pr̊uměrné výsledky lǐśı jen nepatrně. LQR je méně energeticky náročné,
ale má vyšš́ı pr̊uměrné otáčky a vyšš́ı odchylku od žádané polohy. Na následuj́ıćıch gra-
fech, i když reprezentuj́ı jen jedno z mnoha měřeńı, lze vidět, že LQR vykazuje drobné
kmitáńı, zat́ımco MPC se rychleji stabilizuje. MPC má za mı́rně nižš́ıch otáček podobné
výsledky, menš́ı odchylku, větš́ı energetickou náročnost.

Obrázek 3.40: Ukázka porovnáńı odchylky při přerušeńı ř́ızeńı

Obrázek 3.41: Ukázka porovnáńı akčńıho zásahu při přerušeńı ř́ızeńı
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3.5.2 Využit́ı zař́ızeńı a daľśı výzkum

Využit́ı zař́ızeńı

Hotové zař́ızeńı je použitelné v Mechatronické laboratoři na VUT v Brně pro práci stu-
dent̊u a výuku v rámci modelováńı a ř́ızeńı systémů. Je vhodné pro pochopeńı kinematiky
(složený pohyb), dynamiky (akce a reakce, setrvačnost), i ř́ıd́ıćıch algoritmů. Po mecha-
nické a elektronické stránce zař́ızeńı funguje podobně jako modul Double drive, popsaný
v 2.3.0.2 - s možnost́ı připojeńı k poč́ıtači přes MF624 a napájeńı ze śıtě. Přiložený zdroj
napět́ı 24V je kategorie SELV a zař́ızeńı je bezpečné.

Možnosti daľśıho rozvoje

Daľśı rozvoj je možný v oblasti konstrukce a řešeńı vlivu vodič̊u - pokud by byla potřeba
vodič̊u úplně anulována, přineslo by to velkou výhodu v možnosti kyvadlo protáčet. Pro
dokonaleǰśı ř́ızeńı by bylo výhodou rozš́ıřeńı měřeńı stav̊u 1 a 2 o IMU jednotku - čip
sńımaj́ıćı úhlové a t́ıhové zrychleńı. Momentálńı źıskáváńı stavu 2 pomoćı derivace neńı op-
timálńı. Bylo by nutné ji umı́stit př́ımo na hlavńı těleso kyvadla, což by vyžadovalo drobné
změny tvaru, př́ıpadně kompenzaci nevývahy. Zároveň by jednotka umožnila přesněǰśı od-
had výchylky, nezávislý na počátečńım natočeńı kyvadla. Zpřesněńı odhadu výchylky ky-
vadla můžeme dosáhnout i výměnou optického enkoderu za přesněǰśı, s vyšš́ım rozlǐseńım.
Nový setrvačńık s větš́ım momentem setrvačnosti by pravděpodobně přispěl ke stabilitě
ř́ızeńı a rozš́ı̌ril celkovou ř́ıditelnost a schopnosti systému reagovat.

Pro vytvořeńı 3D kostky podobné Cubli by bylo nutné provést zásadńı změny v oblasti
konstrukce. Také by bylo vhodné poř́ıdit dražš́ı a kvalitněǰśı motor s lepš́ım poměrem
výkon/hmotnost, nejlépe bezkartáčový. Považujeme tedy za vhodné pro stavbu kostky
zahájit úplně nový projekt, který pouze využije znalosti, zkušenosti a př́ıp. software z této
práce. Na druhou stranu by při úpravě na 3D kostku u této práce nebylo dále nutné řešit
uchyceńı vodič̊u ani otáčeńı hř́ıdele a optický enkoder, a kvalita zař́ızeńı by vzrostla už
spojeńım všech část́ı konstrukce a systému, kromě setrvačńıku, do jednoho hlavńıho tělesa.
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Kapitola 4

Závěr

V rámci práce byla provedena rešerše literatury a praćı v oblasti ř́ızeńı inverzńıho kyva-
dla. Dle zadáńı byl vytvořen simulačńı model s nástroji SimMechanics a Simulink. Byly
zvoleny vhodné parametry pro reálné zař́ızeńı. Prototyp a výsledné zař́ızeńı bylo navrženo
a postaveno dle zformulovaného postupu, tak aby splnilo body zadáńı. Hotové zař́ızeńı
je funkčńı, dostatečně pevné a bezpečné pro běžného uživatele. Je použitelné ve výuce
a kompatibilńı s poč́ıtačem skrze kartu MF624, lze jej ř́ıdit z programu Simulink a nápájet
z elektrické śıtě.

Byly navrženy dvě metody, jak provést swing-up - nelinárńı pohyb kyvadla z dolńı
do horńı rovnovážné polohy. Obě metody - na základě bilance energíı a metoda rozhoupáńı
v rezonančńı frekvenci, byly v rámci práce porovnány z hlediska výkonové náročnosti
a vlivu na stabilitu ř́ızeńı. V okoĺı horńı, nestabilńı rovnovážné polohy dojde ke přepnut́ı
na lineárńı ř́ızeńı.

V rámci práce byly navrženy dva zp̊usoby ř́ızeńı - lineárńım kvadratickým regulátorem,
a prediktivńım ř́ızeńım na základě modelu. Kaskádńı PID regulátor se ukázal jako nevy-
hovuj́ıćı. Oba funkčńı algoritmy ř́ızeńı vycháźı ze znalosti modelu a předpokládaj́ı jeho
linearizaci v okoĺı horńı nestabilńı polohy. Byl vytvořen stavový model a byla provedena
estimace parametr̊u ve stavových rovnićıch.

V závěru práce byly oba algoritmy porovnány z hlediska stability a výkonové náročnosti.
Srovnávali jsme zejména středńı kvadr. odchylku kyvadla od žádané polohy, jeho středńı
kvadr. odchylka rychlosti kmitáńı, pr̊uměrné otáčky setrvačńıku, pr̊uměrný výkon motoru.
Odchylka od žádané polohy a odchylka rychlosti byly nejd̊uležitěǰśı, velikost prvńı popi-
suje schopnost kyvadla dosáhnout rovnovážné polohy a druhá stabilitu. Hodnotili jsme
kyvadlo 1) v ustáleném stavu, 2) při malé ř́ızené poruše systému.

Bylo provedeno opakované měřeńı a porovnány pr̊uměrné výsledky. V ustáleném stavu
dosahuje lepš́ıch výsledk̊u algoritmus LQR. Při ř́ızené poruše jsou oba algoritmy srovna-
telné, ale Prediktivńı ř́ızeńı má d́ılč́ı výsledky lepš́ı, i když je rozd́ıly jsou velmi malé
- středńı kvadratická chyba výchylky kyvadla je nižš́ı, stejně tak pr̊uměrné otáčky. I
na hotovém zař́ızeńı se nepodařilo odstranit nadměrný vliv třećıch sil v otáčeńı kyva-
dla, ani úplně eliminovat vliv vodič̊u k motoru, které vytvář́ı torzńı pružinu, která na
zař́ızeńı p̊usob́ı silou. Při pohledu do budoucna lze mechaniku zař́ızeńı vylepšit, stejně
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tak sńımáńı stav̊u přidáńım daľśıch senzor̊u. Předpokládáme, že ř́ızeńı soustavy by bylo
schopné dosáhnout lepš́ıch výsledk̊u zejména po mechanických úpravách, v́ıce než daľśım
úsiĺım vylepšit algoritmy ř́ızeńı.
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96 stran. Bakalářská práce. University of Malta. Faculty of Engineering. Vedoućı
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3.13 Použitý enkoder HEDL 5540, zdroj dokumentace součástky . . . . . . . . . 32
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3.25 Výpočet stř́ıdy PWM a nastaveńı H-můstku . . . . . . . . . . . . . . . . . 41
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