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Uvod

V nasledujicim textu jsem se zabyvala integralnim poctem funkei vice promén-
nych. Snazila jsem se podat prehled téch zédkladnich poznatki, které se vyuzivaji
nejen v matematice, ale i v dalsich disciplindch — napt. v mechanice, geometrii,
matematické fyzice apod.

Bakalarska prace se sklada ze tii kapitol. Prvni kapitola je vénovana zaklad-
nim poznatkiim integralniho poc¢tu funkci vice proménnych, pojmim dtlezitym
pro definici integralu funkei vice proménnych. Je to pfedevsim métitelnost mnozin
(jak zméfit interval ve vicerozmérném prostoru a jak zméfit mnozinu) a métitel-
nost funkei (jakou vlastnost musi funkce mit, abychom ji mohli integrovat).

Druh4 kapitola je jiz vénovana integralim funkci vice proménnych — je zde
zminén Lebesguetiv—Stieltjestv integral, Lebesguetiv integral, Riemanniv inte-
gral. Dvojny a trojny Riemanntv integral se ¢asto pouziva pii vypoctech v tech-
nickych védach.

Prvni dvé kapitoly shrnuji zakladni teoretické poznatky, vztahujici se k inte-
gralnimu poctu funkci vice proménnych. Véty jsou uvadény bez dikazu, pouze
s odkazem na jeho provedeni ve zvolené literatuie [3].

Ve tteti kapitole, pojmenované Nékteré aplikace, jsem se snazila ukazat né-
kolik oblasti, kde se s integraly funkci vice proménnych mizeme setkat — i kdyz
je to jen nepatrna ukazka vSech moznosti jejich uplatnéni. Jsou zde uvedeny pii-
klady tykajici se vypoc¢tu objemu koule nebo objemu valce, aplikace Riemannava

integralu v pravdépodobnosti a statistice, a také aplikace integralu v mechanice.



Pouzité oznaceni

A(A, B) — symetricka diference mnozin A a B, tj. A(A, B) = (A\ B)U(B\ A)

IC,- — systém vSech mnozin, které vzniknou sjednocenim kone¢ného poc¢tu ome-
zenych intervali v R”

P, — systém vsech mnozin, které vzniknou sjednocenim spocetného systému
omezenych intervali v R”

I — interval v R"

7 — interval v R

wu(I), resp. p,.(I) — aditivni funkce intervalu v R”

1(1) — aditivni funkce intervalu v R

Xnm — charakteristickd funkce mnoziny M

M ~, N, M ~ N —mnoziny M, N ekvivalentni ve vyznamu p(A(M,N)) =0

f~ug M), f~g(M)— funkee f,g ekvivalentni v M (f(x) = g(z) skoro
viude v M)



1. Zakladni poznatky
Pro pochopeni teorie uvedené v bakalarské praci je tfeba znat nasledujici
pojmy.

Definice 1. Necht S je neprazdny systém mnozin, U a \ mnoZinové operace

sjednoceni a rozdil.

e Systém S se nazyva aditivni, plati-i A€c SABeS = AUBEe€S,

Systém S se nazyva o-aditivng, plati-li Vn € N A, € § = [J,cn An € S;

Trojice (S,U, \) se nazyva (mnozinovym) okruhem, je-li
(1) aditivni,

(2)AeSABeS=A\BeS (atedy ANB=A\(A\B)€S);

Okruh (S,U,\) se nazyva o-okruhem, je-li o-aditivni;

Je-li v okruhu (o-okruhu) ,nejvétsi prvek |J, g A (sjednoceni vSech mno-

Zin systému), fikdme okruhu téleso (o-téleso), resp. algebra (o-algebra).
Definice 2. Rikame, Ze I je interval v R", jestlize
I =11 Xig X -+ X iy,
kde i1, 19, ...,1, jsou intervaly v R.

Oznaceni 1. Systém vSech mnozin A, které vzniknou sjednocenim konec¢ného

poc¢tu omezenych intervalti v R”, oznac¢ime /C,. Tj.
n
Aek, = A=JIL
i=1

Systém vsSech mnozin A, které vzniknou sjednocenim spocetného systému

omezenych intervali v R", oznac¢ime P,. Tj.

AeP = A:GL.

1=1



Poznamka 1. Plati K, C P,. (Sjednoceni koneéného poétu omezenych intervalti

Ize doplnit prazdnymi mnozinami, tj. A, = Ao =+ =10.)

Véta 1. Kazdou mnoZinu A z IC, lze vyjadrit jako sjednocent konecného poctu
po dvou disjunktnich omezenych intervali, tzv. disjunktni sjednoceni kone¢ného
poc¢tu omezenych intervali.

Kazdou mnoZinu A z P, lze vyjadrit jako sjednocent spocetného systému po
dvou disjunktnich omezenych intervali, tzv. disjunktni sjednoceni spocetného sys-

tému omezenych intervalt.
Dikaz: Viz 3, str. 33, d. v. 5]

Definice 3. Definujeme charakteristickou funkci xr mnoZiny M C R" takto:

(z) = 1, prox e M,
Xt = 0, prox ¢ M.

1.1. Konecéna aditivni funkce intervalu

V praxi se omezenym intervaliim pfitazuje ¢iselna hodnota. Mluvime o obsahu
obdélnika, délce tsecky, objemu kvadru. Pfitom je prirozené, Ze napi. obdélnik,
ktery vznikne ze dvou stejnych vedle sebe umisténych obdélniki, ma také dvojna-
sobny obsah. Tuto skutec¢nost vystihuje aditivni funkce intervalu. Pozdéji budeme
chtit zjistit také napt. obsah elipsy, objem koule — ,miru“ komplikovanéjsich mno-

7in nez interval.

Definice 4. Necht 7,J, K jsou omezené disjunktni intervaly v R" takové, Zze
I = JU K. Funkci pu, kterd kazdému omezenému intervalu pritadi realné cislo,
nazveme konecnou aditivni funkei intervalu v R”, plati-li u(I) = pu(J) + p(K).
Funkeci p nazveme nezapornou, jestlize VI pu(I) > 0. Definujeme () = 0.

Poznamka 2. Nechf 7 je omezeny interval v R s krajnimi body a,b. MuZeme
definovat konec¢nou aditivni funkci intervalu p; takto:

pi1(i) =b—aprob>a

p1(i) = 0 pro b = a (interval degenerovany v bod)

7



Véta 2. Necht I je interval v R", I = iy X iy X -+ X i, kde iy,19,...,1, jsou
omezené intervaly v R. Pak p(I) = pi(iq)p(iz) ... pa(in) je koneénd aditivni

funkce intervalu v R".
Dukaz: Viz (3, str. 36, pi. 4 a 5]

Definice 5. Mira u(I) z véty 2 a poznamky 2 se nazyva Lebesgueova mira.

Rikdme také, ze Lebesgueova mira udava ,objem* intervalu I.
7 véty 2 plyne nasledujici disledek:

Dusledek 1. Je-li I omezeny interval v R" a J omezeny interval v R®, pak

:ur-i-s(l X J) = MT(I)MS(‘])

Poznamka 3. Pro konecnou aditivni funkei intervalu ziejmé plati p,.(Is) = 0

pro r > 5. (Usecka nemé obsah, étverec nemé objem.)
Nyni nejprve rozsitime defini¢ni obor funkce p na KC,.
Véta 3. Necht i je koneénd aditivni funkce intervalu a necht

q p
U Jm = U Ina
n=1

m=1
kde na obou strandch rovnosti je disjunktni sjednoceni. Potom

q P

Z p(Jm) = Z p(1n).

m=1 n=1
Dukaz: Viz 3, str. 39, d. v. 6]

Dusledek 2. Necht i je koneénd aditivni funkce intervalu a plati

kde na prave strané rovnosti je disjunktni sjednoceni. Potom

p(A) = u(I).
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Protoze chceme ,zmérit“ libovolnou mnozinu z P,, musime aditivni funkci
dodat jistou vlastnost, ve shodé s [3] ji nazveme S a opatiime indexem odpovi-

dajicim dimenzi méfené mnoziny.
Definice 6. [3, str. 40-41, vlastnost S,] Rekneme, Ze funkce y mé vlastnost S,,
jestlize:

1. u je kone¢nd nezaporna aditivni funkce intervalu v R”

2. Pro libovolny omezeny interval I v R" je p(I)

a) rovno infimu ¢isel (/1) pro vSechny omezené oteviené intervaly I; O I

a zaroven

b) rovno supremu ¢isel u(lz) pro vSechny omezené uzaviené intervaly

LI

Ma-li funkce tuto vlastnost, pak naleznem-li infimum ¢isel p(/;) pro vSechny
omezené oteviené intervaly I; D I, nemusime se jiz zabyvat hledanim suprema
z bodu 2b).

Nésledujici véty rozsiti definiéni obor funkce p na P,, to nam da pozdéji

moznost mérit libovolné mnoziny.

Véta 4. Necht ji: P, — R md vlastnost S, a necht |J,, I, U,, Jm jsou sjednocent
spocetného systemu omezenych intervali. Potom

1. je-li
Uz cl7m

a sjednocent vlevo je disjunktni, je

2. je-ly



a sjednoceni na obou strandch rovnosti je disjunktni, je
> L) = ().

Dukaz: Viz [3, str. 42, d. v. 8. K tomuto diikazu je nutny predpoklad, Ze p ma

vlastnost S,.

Kazdou mnozinu C' € P, lze vyjadiit jako disjunktni sjednoceni spocetného

systému omezenych intervala C' = |, I,,. Toho vyuzijeme k jejimu zméfeni.

Definice 7. Necht C' =, I,, je disjunktni sjednoceni spoc¢etného systému ome-

zenych intervali. Definujeme

p(C) = 3 (L),

Poznamka 4. Cislo ;(C) mtize byt ovSem oo, pokud fada vpravo diverguje.
Napft. Lebesgueova mira neomezeného intervalu v R je +o00. Ma-li i tak platit

tvrzeni y,.(I;) = 0 pro r > s z poznamky 3, je nutné definovat oo - 0 = 0.

Véta 5. Necht 1 md vlastnost S,. Necht C' € P, a Cy,Cs, ... je spocetny systém

mnozin z P.. Potom plati:

1. Je-i C C U, C,, pak
W) < 30 u(C)

2. Je-li C =, C, a sjednocend je disjunktni, pak

p(C) = 3" u(Cu).

3. Specialné, je-li C C Cy, pak p(C) < p(Ch).

Dukaz: Viz [3, str. 44, d. v. 9]
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1.2. Vnéjsi mira
Nyni se uz miizeme pokusit zméfit (miru nemusime najit) libovolnou mnozinu:

Definice 8. Necht aditivni funkce g ma vlastnost S,. Necht M je mnozina v R”
(M C R"). Definujeme
pe(M) = inf pu(C),

McCCePy

te(M) nazveme vnéjsi p-mirou (vnéjsi mirou) mnoziny M.
(Miru p(M) najdeme takto: Sestrojime mnozinu ¢isel 1(C') pro v8echny mnoziny

C' € P, obsahujici M a najdeme infimum této mnoziny.)
Definice 9. Rikdme, Ze systém intervalti (I3, I, . . .) pokryvd mnozinu M, jestlize
MchLULU...
Véta 6. Necht S = (11, I, ...) je spocetny systém omezenych intervali a
ANS) = p(h) + p(l2) + -+
Necht
1. oy = inf u(C), kde C' probihd vsechny oteviené mnoziny obsahugjici M ;
2. oy = inf \(S), pro vSechny systémy S pokrgvajici M ;
3. o3 = inf A(S), pro vdechny disjunktni systémy S pokryjvajici M ;
4. 04 = inf X\(S), pro vSechny systémy otevienych intervali pokryjvajici M.
Potom p.(M) = 01 = 09 = 03 = 04.

Dikaz: Viz (3, str. 47, d. v. 10]

Miizeme si tedy vybrat, jak budeme miru mnoziny pocitat. Véta skryté rika,
Ze nemuzeme pouzit vsechny disjunktni systémy otevienych intervalii pokryvajici
M — takové systémy by M nepokryly.

Dale budeme misto oznaceni p,. uzivat jen p.
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Véta 7. Necht p md vlastnost S,. Necht M C \J,, M,,, M,, jsou mnoZiny v R".

Potom

(M) < 3 (M),

Je-li M C My, je pe(M) < pe(M).

Dikaz: Viz (3, str. 47, d. v. 11]

1.3. Meéritelné mnoziny

Doposud bylo vysvétleno, jak se méfi mnoziny. Neni ale vzdy nutné znat miru
mnoziny, staci jen mit jistotu, ze se zmérit da — je méritelna. Které mnoziny tedy
muzeme zmeérit?
Definice 10. Necht p ma vlastnost S,. Necht M je mnozina v R"™ (M C R").
Mnozinu M nazveme p-méfitelnou, jestlize ke kazdému ¢ > 0 existuje mnozina
C € P, tak, ze

B A(M, C)) < e.

Cislo ji(M) nazveme p-mirou mnoziny M, o mnoziné M fikame, ze je p-mévitelnd
(kratce méritelnd). p-miru p-méfitelné mnoziny M oznacime p(M).

Mnozinu M nazveme p-nulovou, jestlize pu(M) = 0.

Poznamka 5. Kazdd mnozina z P, je p-méfitelna. Je-li M € P,, polozime

C=MaAM,C)=0.

Véta 8. Necht i ma vlastnost S,. Vsechny p-méritelné mnoziny tvoii o-téleso M,

ktere obsahuje vsechny mnoziny otevrené, mnoZiny uzaviené a mnoziny j-nulove.

Dikaz: Viz (3, str. 52, d. v. 14]

Jsou-li M,,, n =1,2,..., p-méfitelné mnoziny, je p-méfitelné i jejich sjedno-
ceni, prinik i rozdil kazdych dvou.
Véta 9. Necht M je p-méritelnd a pe(A(M, N)) = 0. Potom i N je u-méritelnd
a p(M) = p(N).
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Dukaz: Viz [3, str. 53, d. v. 16]
Véta 10. Necht p md vlastnost S,. Jsou-li M, M,, n = 1,2,..., u-méritelné
mnoZiny a je-li M = J,, M,,, potom

p(M) < 37 p(0My)

n

Je-li M C My, je (M) < u(M,).
Dikaz: Viz (3, str. 53, d. v. 17]

Poznamka 6. Rovnost u(M) = > u(M,) v predchazejici vété 10 plati, je-li
sjednoceni | J, M,, disjunktni. (p je o-aditivni funkci méfitelné mnoziny, viz [3,

str. 54, d. v. 18]).

Jako u intervali, tak i u mnozin tedy plati: Jestlize mnozina M je podmnozi-
nou M7, pak mira mnoziny M je mensi, nez mira mnoziny M;. A je-li M je rovno
sjednoceni méfitelnych mnozin M,,, n = 1,2,..., pak i mira mnoziny M je mensi
nebo rovna sou¢tu mér mnozin M,, n=1,2,...

Dale budeme casto fikat, ze néco plati ,,skoro vS§ude“ nebo ,,skoro pro vsechna“.

Definice 11. Rikame, Ze vlastnost V(z) bodu x plati p-skoro vsude v M (skoro
vSude), jestlize mnozina bodu M, které nemayji vlastnost V' (x) je nulova, tj. plati

uw({x e M: =V(z)}) = 0. (Mira mnoziny bodi nemajicich danou vlastnost je 0.)

1.4. Méritelné funkce

Chceme-li definovat integral funkci vice proménnych, musi tato funkce rovnéz
mit jisou vlastnost — byt méritelna. O méfitelnosti funkci pojednava tato cast.

Necht dale p mé vzdy vlastnost S, a uvazované mnoziny jsou v R”.

Definice 12. Mnoziny M, N nazveme p-ekvivalentni (ekvivalentni), jestlize plati
u(A(M, N)) = 0. Zapisujeme M ~, N (kratce M ~ N). Funkce f, g nazveme
w-ekvivalentni (ekvivalentn?) v M, jestlize plati f(x) = g(x) skoro vsude v M.
Zapisujeme f ~, g (M) (kratce f ~ g (M)).
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Definice 13. Rikdme, Ze funkce f je u-meévitelnd (méritelnd) v mnozing M,

jestlize plati
1. M je méfitelna;
2. f je definovana skoro vsude v M;
3. Pro kazdé ¢ € R je mnozina {x € M: f(z) > ¢} méfitelna.
Véta 11. Podminku 3 definice 13 lze nahradit kteroukoliv z téchto podminek:
32 Pro kazdé c € R je mnozina {x € M: f(x) > ¢} méritelnad.
33 Pro kazdé c € R je mnozina {x € M: f(x) < ¢} méritelnad.
34 Pro kazdé c € R je mnozina {x € M: f(x) < ¢} méritelnad.
(Plati bud vsechny ¢étyri podminky, anebo Zadnd.)
Dikaz: Viz (3, str. 72, d. v. 33]
Véta 12. Je-li funkce f spojita v méritelné mnozine M, pak je meritelna v M.
Dikaz: Viz (3, str. 70, d. v. 32

Véta 13. Necht f a g jsou méritelné v M, k € [—00,00|. Pak také funkce kf(x),
max(f(z), g(x)), min(f(z), g(x)), f(x)g(x), jsou méritelné v M. V mnoziné bodi
x € M, v nich jsou definovany, jsou méritelné f(xz) + g(x), resp. f(x): g(x).

Dukaz: Viz [3, str. 74, d. v. 34]

Pro pozdéjsi definici itegralu funkce vice proménnych budeme potiebovat,
aby integrovana funkce byla nezaporna. Funkci, kterd nabyva jak kladnych, tak

zapornych hodnot, budeme muset rozlozit na funkce dvé, f* a f~.

Definice 14. Nechf f je redlnéd funkce na M. Definujeme
[ (x) = max(f(x),0);
f™(2) = max(—f(x),0).

Poznamka 7. Funkce f je mé&fitelnd, praveé kdyz f* i f~ jsou méFitelné.
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Déle je nutné definovat rozklad mnoziny M, kterym rozumime systém ne-

prazdnych po dvou disjunktnich podmnozin, jejichz sjednoceni je mnozina M.

Definice 15. Necht M C R" je méfitelnd mnozina. Necht 90 je disjunktni ko-
nec¢ny systém meértitelnych mnozin My, Ms, . .., M, takovych, ze M = M,U. ..UM,
(pokryvajicich M). Rikdme, Ze 9 je rozklad mnoziny M.

Rozklad@ mize byt libovolny pocet. Nas budou zjimat takové, které rozklady
dale ,rozkladaji“ — zjemnuji.
Definice 16. Necht M C R" je méfitelnd mnozina. Necht 9t a 91 jsou dva roz-
klady M, ..., M, a Ny, ..., N,, mnoziny M. Rikdme, ze N je zjemnénim rozkladu
N jestlize kazda N;, i = 1,...,m, je ¢asti nékteré M;, 1 =1,...,n.
Definice 17. Necht M C R" je méfitelnd mnozina a 9 je jeji rozklad. Necht

f je redlna funkce definovana skoro vsude v M, N je mnozina x v nichz f neni

definovana. Definujeme

sep (M) = s(M) = Zviu(Mi), v; = inf f(x),

CCEMi\N
Sy (9 ZVM Vi= sup f(2),
xEMi\N

a fikame, ze s(9M) je dolni soucet prislusny rozkladu 9t mnoziny M a k funkci f

a S(M) je horni soucet prislusny rozkladu 9T mnoziny M a k funkci f.

Poznamka 8. Je-li 91 zjemnénim rozkladu 91, pak Ize D1 sestavit z mnozin My,

i1=1,....,m, k=1,...,r, jejichz sjednocenim dostaneme M. Pfitom
sea (N sz,u ZZUZkN(Mzk) >
i=1 k=1
Z sz M(Mzk) = ZUZM(MZ) = Sf,M(g‘n)7
i=1 k=1 i=1

nebot v, > v;.

Analogicky Sy (91) < Spar(9).
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Specialnim prikladem rozkladu je tzv. déleni prostoru R":

Definice 18. Necht jsou dana ¢isla a;; e R,i=1,...,r, j =0,1,-1,2,-2,...

tak, ze pro kazdé i je
e <y < Q1 < Qo < G < Qi <,

lim a;; = —o0, lim a;; = oo.
j——o0 j—oo

Rikéme, Ze tato délici ¢isla a; ; uréuji déleni D prostoru R”
Interval
I3 = [ay g1, a15,) X -+ X [arj,-1, Q)
nazveme bunkou déleni D.
Cislo
D[ = sup (@i — aij-1)

i=1,...,r
j=...,—2,—-1,0,1,2,...

nazveme normou deéeleni D.
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2. Integral

2.1. Lebesgueuv—Stieltjesuv integral

Lebesguetiv—Stieltjestiv integral je zobecnénim Lebesgueova integralu, ktery
predvedeme pozdéji. Je charakteristicky tim, ze se k jeho definici pouziva jen

dolni soucet s(9M); nezdporné méfitelné funkce maji ¢asto horni soucet roven +oo.

Definice 19. Necht M C R” je méfitelnd mnozina, 9 jeji rozklad. Necht f je

realnd funkce méfitelna v M.

1. Jestlize pro zadné x € M neni f(z) < 0, pak definujeme integral

/fdu = sup s(M).
ot

M

2. Neplati-li bod 1, pak necht f = f* — f~ a definujeme
/fdu=/f+du—/fdu,
M M M
ma-li rozdil na pravé strané smysl. Integraly na pravé strané maji vyznam

jako v bodu 1.

2. Nemé-li rozdil na pravé strané vztahu z bodu 2 smysl, fikame, ze [ 2 du

neexistuje.

Poznamka 9. Integral mize mit hodnotu 4+oo. Ma-li integral konecnou hod-
notu, ¥ikame, ze integral konverguje. Integral [ o f dp konverguje, pravé kdyz

konverguje [,,|f|dp (mluvime o absolutni konvergenci).

Véta 14. Necht M ~ N a f ~ g (M). Potom

AlfdMZN/gdu-

(Integrdl se nezméni, nahradime-li integracni obor ekvivalentni mnoZinou nebo

integrand ekvivalentni funkci.)

Dukaz: Viz (3, str. 94, p. 10]
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2.1.1. Zavislost integralu na integra¢nim oboru

Véta 15. Necht M ~ \J;._, My, kde vpravo je disjunktni sjednoceni koneéného

poctu meritelnych mnozin. Potom
[ran=>[ran
i k=17,
ma-li leva nebo prava strana smysl (tj. prave kdyz je f méritelnd).
Dukaz: Viz [3, str. 97, d. v. 47]
Poznamka 10. Analogicka véta plati pro disjunktni sjednoceni spocetného poctu

méfitelnych mnozin. Viz [3, str. 97, d. v. 48]

2.1.2. Zavislost integralu na integrandu

Véta 16. Nechl f, g jsou meéritelné v M a f(x) < g(z) skoro vsude v M. Potom

A[fdMS/gdu,

M
maji-li oba integraly smysl.
Dukaz: Viz [3, str. 95, d. v. 43]
Véta 17. Necht k € R, k # 0. Potom

[rrau=r [ ra,

M M

ma-li aspon jedna strana smysl.

Dukaz: Viz [3, str. 107, d. v. 54]

/(f+g)du=/fdu+/gdu,

M M M

Véta 18. Plati

ma-li pravd strana smysl.

Dukaz: Viz [3, str. 112, d. v. 58]
18



2.1.3. Fubiniova véta

Véta 19 (Fubiniova véta). Necht funkce p,. mad vlastnost S,, s ma vlastnost Sg

a frs, kde p,s(1. X Is) = (1) - ps(Is), ma vlastnost S,,s. Pak
[ raum.= | ( /fdﬂs) = | ( /fdnr> s,
Rr+s Rr  Re Rs Rr
jestlize integrdal na levé strané existuje.

Dukaz: Viz [3, str. 147

Poznamka 11. Fubiniova véta pojednava o prevedeni r 4+ s rozmérné integrace
na sled dvou integraci, r rozmérné a s rozmérné. Indukci ,,podle slozitosti“ lze
postupovat dale az ke sledu r + s jednorozmérnych integraci.

2.2. Lebesgueuv integral

Lebesguetv integral oznacuje v matematice definici urcitého integralu zaloze-

nou na teorii miry, konkrétné miry Lebesgueovy.

Definice 20. Lebesguetiv—Stieltjestiv integral v némz u je Lebesgueova mira

z definice 5 se nazyva Lebesgueiiv integral. Znacime:

/f(xl,...,xr)dxl...dxr nebo //---/f(xl,...,m)dxl...dxr
M M

Poznamka 12. Puvodni definice Lebesgueova integralu je tato ([3, str. 105-106,
v. 53]): Necht M C R" je méfitelnd mnozina, (M) < +oo. Necht f je funkce
meétitelnd v M a skoro v§ude konecné. Uvazujme vsechna mozna déleni intervalu

(—00,0), kde délici body jsou
Lo o<ar<ayp<ar<az<...,

lim a;, = —oco, lim a; = oco.
1——00 1—>00
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Necht dale

| D = sup (@, — ap-1) < +00,
n==2,-1,0,1,2,...

M, ={z € M; a,—1 < f(x) < an}

a = je libovolny systém cisel
<€ g <E <& <L <L <

takovych, ze a,, 1 <&, < a,. Ozna¢me

+00
pak
1. Jestlize S(D, =) konverguje absolutné pro jednu volbu D, Z=, konverguje
absolutné pro vsechny volby D, =.

2. Jestlize S(D, E) konverguje absolutng, pak [ fdu konverguje a
M

/fd,u = lim S(D,E).
M

|D[|—0

Tzn. Ve > 0 36 > 0 tak, ze VD ||D|| < 6 a VE plati

[ du—S(D,Z2)| <e.
M

P1i konstrukci Lebesgueova integralu tedy postupujeme tak, ze rozdélime obor
hodnot méfitelné funkce f a pro kazdy interval [a,_i,a,) tohoto déleni urcime
mnozinu M téch argumentt x, pro néz f(z) patii do tohoto intervalu. Protoze
je f métitelnd, je méfitelna i M. Rozklad 90t mnoziny M je tak pro kazdé déleni

generovan funkei f.

Definice 21. Zobrazeni f: R” — R", dané rovnicemi

€ :fl(ula"'aUQ)a ceey Ly :fr(ula--'7u2)7

kde fi,..., f. jsou konecné realné funkce v mnoziné P C R" je regularni v P,
jestlize
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1. P je oteviena,
2. derivace gj:; (1,7 =1,...,7) jsou konetné a spojité v P,

3. Jakobian

ofn ofr

dui’ " O
J(fiu)=1] ..., # 0.

of ofr

dur? T Dur

Véta 20 (o substituci). Necht f je zobrazeni oteviené mnoZiny P C R" na
R C R". Necht f je requldrni a prosté v P s determinantem J(f,w). Necht ddle
M CR a F je redlnd funkce. Potom

[F@ar= [ F) 1)

M fH (M)
jestlize existuje jeden z integrdli na levé nebo pravé strané této rovnice.

Dukaz: Viz [3, str. 220, d. v. 103]

2.3. Lebesguetuv integral v R

Fubiniova véta a poznamka 11 umoznuje pro vypocet Lebesgueova integralu

v R” vyuzit integralu v R.
Definice 22. Kazdou funkci
F(z) = / f(t)dt+ C,
kde a <x < b, C' € R je konstanta a fab f(t) dt konverguje, nazyvame neurcitym
(Lebesgueovym) integralem funkce f v [a, b].

Poznamka 13. Je-li F' v [a,b] neuréitym (Lebesgueovym) integralem funkce f,

pak
b
/ f(t)dt = F(b) — F(a).
Je totiz F(a) = [ f(t)dt + C = C, protoze [ f(t)dt = 0.
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Véta 21. Necht ff f(t) dt konverguje a necht

Flz) = / F()dt.
Potom F'(x) = f(x) skoro vsude v [a, b].
Dukaz: Viz 3, str. 190, d. v. 93]

Véta 22 (o substituci). Necht funkce ¢ je spojitd a ryze monotonni v intervalu

(o, B) a necht limy_,o+ p(t) = a a lim;_,5_ p(t) = b. Potom

b B
/ f(z)dr = / Fo(t) £ (8)dt,

jestlize existuji integraly na levé i pravé strané této rovnice a

©(8") g
| t@de= [ re)doa

(o) o
kde o < o/ < 3 < f3.
Dikaz: Viz [3, str. 144, d. p. 4]

Véta 23 (integrace per partes). Necht funkce f a g jsou absolutné spojité v in-

tervalu [a, b]. Potom

[ @)@ s = (@], - [ gt dr
Dikaz: Viz (3, str. 196, d. v. 98]

2.4. Riemannuv integral

V porovnani s Lebesgueovym—Stieltjesovym integralem vyzaduje Riemanniiv
integral, aby integrovana funkce méla navic dalsi vlasnost, byla omezena. K jeho

definici je vyuzit jak dolni, tak horni integralni soucet.
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Definice 23. Nechf je dano déleni D a (1) f je redlné funkce o r proménnych

omezend v R", (2) existuje omezeny interval I tak, Ze pro x € R"\ I je f(z) = 0.

Definujeme
+00
D)= S BT )
mi,...,Mp=—00 z€lp
+00
D= Y VERTAIE, VR = sw f(a)
M7 yeeeyMp=—00 -’EGIDl ~~~~~ T

a fikame, ze sp je dolni soucet piislusny déleni D a funkci f a Sp je horni soucet
prislusny déleni D a funkci f.
Oznacime s(f) supremum s(D, f) pro vSechna mozna déleni D a &(f) infi-

mum S (D, f) pro vSechna mozné déleni D.

Poznamka 14. Piedpoklad omezenosti funkce f zarucuje existenci infima a
v s v ’ . v . . s vy M,y My MY yeeny M
suprema funkce v buiikach déleni D, tj. zarucuje existenci Cisel v}, aVp

pro kazdou bunku.

Véta 24. Necht funkce f md vlastnosti (1) a (2) z definice 23 a s(f) = S(f).

Potom ezistuje Lebesquetv integrdl [ f(x)dz a
RT‘

/f@Nmzdﬁ-

Dukaz: Viz [3, str. 438, d. v. 155]

Poznamka 15. Jestlize plati pro charakteristickou funkci mnoziny M vztah
s(xar) = &(xar), pak je M omezend. Cislo s(x ;) se nazyva vnitini objem mno-
ziny M a ¢islo &(xy) se nazyva vnéjsi objem mnoziny M. Rovnaji-li se tyto
objemy, fikdme ze M mé Jordan—Peantiv objem m(M).

Jordan—Peantiv objem ma kazdy omezeny interval (tj. vlastnost
s(xym) = 6(xum) = m(M) méa charakteristickd funkce kazdého omezeného in-

tervalu).
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Jordan—Peaniiv objem neni totéz co Lebesgueova mira. Vztah mezi nimi vy-
jadiuje nasledujici véta.
Véta 25. Necht M ma Jordan—Peaniv objem m(M). Pak existuje i Lebesgueova
mira (M) a plati m(M) = p(M).

Ditkaz plyne z véty 24 a predpokladu o M. Plati
/ dr = /XM(x) dz =s(xn) = m(M).
M R

Definice 24. Nechf mnozina M C R" ma Jordan-Peantv objem (tj. je ome-
zend). Necht funkce f je omezend v M a v M \ R" je f(x) = 0 (nebo lze takto
dodefinovat — m4 vlastnosti (1) a (2) z definice 23). Cislo s(f) nazveme dolnim
Riemannovym integrdlem a ¢islo &( f) nazveme hornim Riemannovym integralem
funkce f na M.

Jestlize s(f) = &(f), pak toto ¢islo nazveme Riemannovym integralem funkce

f na M. Znacime ho

/f(xl,...,xr)dxl...d:cr nebo //~-~/f(x1,...,x,.)dx1...dxr
M M

Pomoci Riemannova integralu tedy miizeme pocitat objem mnozin, jak uvadi

nasledujici véta.

Véta 26. Mnozina M ma Jordan—Peaniv objem m(M) pravé kdyz existuje Rie-

manniv integrdl [ dz a
M

/ dz = m(M)

M

Dukaz: Viz [3, str. 440, d. v. 158]

Lebesguetiv integral je obecnéjsi nez integral Riemanniiv. Existuje-li Lebes-
guelv integral, nemusi Riemanntv integral existovat.

Nésledujici véta umoznuje pouzit vSechny postupy pro vypocet Lebesgueova
integralu i pro integral Riemanntv.
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Véta 27. Jestlize existuje Riemanniv integrdl funkce f na M, pak existuje také

Lebesgueuv integrdal funkce f na M a oba integrdly se rovnagi.
Dukaz: Viz [3, str. 440, d. v. 157]

Véta 28 (o existenci). Necht mnozina M C R" je omezend, f je redlnd funkce
omezend v M. Pak Riemanniv integral funkce f na M ezistuje, pravé kdyz

1. Hranice mnoziny M ma Lebesgueovu miru 0.

2. Mnozina vsech vnitrnich bodi mnoZiny M, ve kterych f meni spojitd, mad

Lebesgueovu miru 0.

Dukaz: Viz [3, str. 447, d. v. 161]

2.5. Dvojny a trojny Riemanniiv integral

V technicky aplikacich i pfirodnich védach (o matematice nemluvé) hraji
dvojné a trojné Riemannovy integraly dilezitou roli. Napi. ve fyzice téméf ne-
existuje obor, kde by nebyly vyuzivany, najdeme je v teorii relativity, kvantové

fyzice, teorii elektromagnetického pole, optice, ..., mechanikou konce.

Poznamka 16. Riemanntiv integral v R? nazveme dvojnym integrdlem, znacime

// fr,y)dedy, K €R2
K

Riemanniiv integral v R3 nazveme trojnym integrdlem, znacime

f(z,y,2)dedydz, Hc R
il

Poznamka 17. Jak bylo uvedeno, oborem integrace musi byt méfitelnd mnozina.
V praxi se ale s jinymi nez méritelnymi mnozinami témér nesetkdvame, udélame
tedy jen logickou chybu, kdyz toto budeme u integra¢niho oboru praktickych

aplikaci pfedpokladat bez ovéreni.
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Je-li mnozina K € R? méfitelna, pak existuje jeji obsah, tj. existuje integral
//XKd:cdy = // dedy = p(K) € R.
R2 K

Cislo u(K) je Lebesgueova mira mnoziny K.

Poznamka 18. Z véty 8 plyne: Omezen4 mnozina K C R? je méfitelnd prave
tehdy, kdyz je jeji hranice tvofena grafy spojitych funkci jedné proménné defino-

vanych na uzavienych intervalech.

Poznamka 19. Nejcastéji se budeme setkavat s méritelnymi mnozinami, které

se nazyvaji elementarni. Rozdélujeme je na tii zakladni typy:

1. Elementdrni mnoZina vzhledem k proménné x je mnozina tvaru
K ={(z,y) € R% = € [a,b], g(x) <y < h(z)},

kde g a h jsou funkce jedné realné proménné spojité na [a, b] takové Ze pro

v8echna z € (a,b) plati g(x) < h(x).

2. Elementarni mnoZina vzhledem k promenné y je mnozina tvaru

K ={(x,y) eR% y € [c,d], p(y) <z <Y(y)},

kde ¢ a 1 jsou funkce jedné redlné proménné spojité na [c, d| takové Ze pro

v8echna y € (¢, d) plati ¢(y) < ¥(z).

3. Elementarni mnoZina je uzaviena mnozina, kterou lze vyjadrit jako sjed-
noceni konec¢né mnoha disjunktnich elementarnich mnozin vzhledem k z

nebo y.

Nékdy mame vice moznosti jak integracni obor rozdélit na elementarni mno-
ziny vzhledem k x nebo y. Stanoveni funkci g a h, resp. ¢ a 1, je pro dany
integracni obor velmi dulezité, nebot tyto funkce budou mezemi dvojnésobného

integralu.
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Poznamka 20. Dvojny (stejné jako trojny integral) nelze prakticky pocitat podle
definice. Proto se vypocet dvojného integralu prevadi na vypocet dvou jedno-
rozmérnych integralt, na tzv. dvojndsobny integrdal (resp. trojndsobny integrdl).
Pouzije se pritom Fubiniova véta. Z ni je patrné, ze misto dvojného integralu

pocitame dva jednorozmeérné integraly.

1. Necht je funkce f spojitd na uzaviené elementdrni mnoziné K vzhledem

k proménné z, tj. K = {(z,y) € R*; a <z <b, g(z) <y < h(z)}. Potom

4 [ remards= | b ( / (h()) F) dy) dr.

2. Necht je funkce f spojitd na uzaviené elementarni mnoziné K vzhledem

k proménné y, tj. K = {(z,y) € R*, ¢ <y < d, o(y) <y <1(y)}. Potom

fepardy= [ ([ feyde) ay.
/I I (L,

Poradi integrace na elementarni mnoziné je tieba volit tak, aby meze v po-

plati

plati

slednim integralu byly konstanty.

Nejdiive integrujeme podle jedné z proménnych (druhou pfitom povazujeme
za konstantu) — vysledek potom zintegrujeme podle zbyvajici proménné. Poradi
integrovani je mozno zvolit libovolné, vysledek se nebude lisit. Volba poradi ale
muze hrat zasadni roli pro samotny vypocet, protoze pti ,,nevhodné“ volbé potadi
integrace muzeme dospét bud k dosti slozitému integralu nebo dokonce k tako-

vému, ktery neumime vypocitat.

Teoretické poznatky dale vyuzijeme pii feseni prikladii.
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3. Neékteré aplikace
3.1. Riemannuv integral a vypocet miry mnoZiny

Priklad 1. Vypocitejte objem koule.
Reseni: Nechf ma koule stfed v po¢atku soustavy soufadnic a polomér r. Rovnice
kulové plochy (hranice koule) je 2? 4+ y* 4+ 22 = r2. Podle poznamky 17 je objem
koule
V= /// drdydz.
22 4y2422<r?

Podminky véty o existenci Riemannova integralu jsou splnény, protoze koule
22+ y? + 22 <r? je v R? omezen4, jeji hranice (kulova plocha) méa Lebesgueovu
miru 0. Funkce f(z,y,z) =1 je omezena a spojita.

Pro vypocet tohoto integralu je vyhodné pouzit napt. substituci

x =pcosycosp, y=pcosysing, z= psiniy.

(takovy integral se obvykle prevadi do sférickych souradnic x = psin cos g,
y = psinysin g, z = pcos), tj. thel ¢ je méfen od kladného sméru osy z).

Vypocteme Jakobian:

cos 1) cos cossing  siny
J = |—psinycosp —psinysing pcosyy| =
—pcosysinp pcosicosp 0
= —p? cos® 1 sin? o — psin® ¥ cos 1 cos® p—p? sin® 1) cos 1 sin? ¢ — p® cos® 1 cos® p =

= —p” (cos® ip[cos® p + sin® @] + cos 1 sin® ¢h[cos®  + sin® ¢]) =

= —p” (cos Y[cos® ¥ + sin® ¢]) = —p® cos ¢
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Podle véty 22 o substituci

V= /// dxdydz:///p%ouﬁd@bdgpdp:

T24y2+22=r2 0<p<r
~p<u<si
0<p<2m

L (o)) [ ([ e

0
us 27 5
— lr?’/z / cospdyp | dy = 277'7“3/2 costp dyp = g7r7“3[sin1/)}57r = %m‘?’.
3 J- 0 3 _ 3 -3 3

Priklad 2. Vypocitejte objem vélce.

SIE]

(VB

Reseni: Nechf mé valec stfed dolni podstavy v poc¢atku soustavy soufadnic,

polomér r a vysku h. Valcova plocha je dana vztahy

x2+y2:r2, 0<z<h.

V= /// dz dydz.

22 4y <r2
0<z<h

Objem valce je

Podminky véty o existenci Riemannova integralu jsou splnény.

v [ff asapa= [ ( /; ([ ) dgc) Gy

x2+y2§r2
0<z<h
r = r
:h/ (/ dx dy:2h/ V2 —y?dy =
_r —\/r2_y2 _r

(po substituci y(¢) = rsing, tj. dy = rcospdyp, a pfepo¢tu mezi dostaneme:)

arcsin(1) 5
—2h/ \/72 — r2sin? ¢r cos o dp = 2hr? / cos® pdp =

rcsin(—1)

[SIE]

3 71 2 in2p] 2
= 2hr2/ cos? pdyp = 2h7‘2/ w dy = 2hr? [g + 51n4 cp] = 1r2h.
,% —

s
2
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Integral lze rovnéz prevést do cylindrickych soutradnic
r=pcosy, y=psing, z=z.

Vypocteme Jakobian:
cosep sing 0

J=|—psing pcosp 0| = pcos’y + psin®p = p.
0 0 1

Podle véty 22 o substituci

v [[[ asayas= [[[ papapa: -

24y <r? 0<p<r
0<z<h 0<p<2m
0<z<h

L) ([ 50)e

1 h
= —7’2/ 2w dz = 7rh.
2 Jo

Priklad 3. Vypocitejte ojem télesa vznilého rotaci plochy omezené osou x, pfim-

kami z = a a x = b, a < b, a grafem funkce y = f(z), kolem osy z.

Reseni: Hledané téleso miizeme povazovat za ,valec s proménlivym polomérem*,
jehoZ osa lezi na ose x. Rovnice valcové plochy s osou z je y? + 22 = r?, z € R.

Nase téleso je tedy uré¢eno podminkami

a jeho objem je

V= /// dzdydz

22 4y? <f(x)?
a<z<b

(predpokladéame splnéni podminek véty o existenci Riemannova integralu).
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Dostavame

22442 < f(x)? a<z<b
a<z<b —f(z)<y<f(z

=/ [(@)2 =2 <2</ f(z)2—y?

b f(2) V(@) —y?
:/ / / dz | dy | dz.
a —f(@) \/=/f(x)?—y?

V= /// drdydz = // drdydz =

Vypocteme

f(x) fa)?2—y? f(x)
/ / dz dy:2/ Vf(x)?—y?dy =
- —f(x)

—f(=@) f(@)2—y? [z

(po substituci y(¢) = f(z)sing, tj. dy = f(x) cos p dp, a pFepo¢tu mezi:)

™

=2 / VI @) = f@)?sin? o f (2) cos p dp = 2/ (x)? / " cos? pdyp = 7 f(a)?

T
2

(SIE]

s

(s vyuzitim vypoctu [ 2 cos? ¢dy = % z piedeslého piikladu). Objem rota¢niho

us
2

télese je tedy
b
V= / 7 f(z)? du,

coz je znamy vzorec integralniho poctu jedné promeénné.

Priklad 4. Vypocitejte obsah elipsy dané rovnici

.172 ,y2
StE=1
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Reseni: Obsah elipsy je

P= [ aay

a? | y?
a2+b2§1

Podminky véty o existenci Riemannova integralu jsou splnény.

a —2VaT=2Z
P = // dzdy:/ (/ dy)dx:
—a \/-2VaZ=2?

a? | y?
a2+b2§1

:2;/ Va2 —22dx =

(po substituci z(¢) = asin g, tj. dz = acosp dp, a prepoctu mezi dostaneme:)

™

= 2ab/2 cos? pdy = mab.

us
2

s vyuzitim vipoctu [ 2 cos? pdyp = T).
2

i
2

Poznamka 21. Casto uzivany vzorec pro vypocet plochy omezené nezdpornou

funkci y = f(z), osou x a piimkami x = a, z = b, a < b je

p= [ wa-[ ( / dy) = [ sy

a<z<b
0<y<f(z)

3.2. Riemannuv integral funkce f na M

T
//dedy,

K

Priklad 5. Vypocitejte

kde mnozina K je urcena vztahem 1 <z <y < 3.
Reseni: Mnozina K C R? je omezend, jeji hranice (intervaly v R) mé4 Lebes-

gueovu miru 0.
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Y

Funkece f(x,y) = y% je omezend v K a ve vSech vnitifnich bodech mnoziny K

je f spojita. Nésledujici obrazek ukazuje graf funkce f(z,y) = y% na intervalu

[1,3] x [1,3] D K vygenerovany programem Matlab.

Riemannuv integral funkce f na K tedy existuje. Vypocet predvedeme na uza-
viené elementarni mnoziné K (1) jak vzhledem k proménné z, (2) tak vzhledem

k proménné y.
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1) K={(r,y) eR* 1<z <3, z<y<3}L

- 3 3
//—2dzdy:/ (/ xy2dy) dr =
Yy 1 T

K

31278 3 122 59
— ] de=— (P o) dr=— |2 ] =2
/1 [yL ! /1(3 ) ! [32 41 3

2) K={(z,y) €R* 1<y <3, 1<z <y}

3 y
[ o= [ ([ )
) 1 1 Y
K
1 [3[22]Y 1 /3 1 1 112 2
ol s [ () =g ey =3

Priklad 6. Vypocitejte

//(2z+3y+1)dxdy,

M

kde mnozina M je ohrani¢end parabolou y* = 2z a jeji tétivou AB, A = [2, —2],
B =[8,4].

Reseni: Mnozina M C R? je omezend, jeji hranice ma Lebesgueovu miru 0.

y? = 2x
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Funkce f(z,y) = 22+3y+1 je omezend v M a ve vSech vnitinich bodech K je
f spojita, viz nasledujici obrazek, na némz je vidét graf funkce f(x,y) = 224+3y+1
na intervalu [0, 8] x [-2,4] D M vygenerovany programem Matlab.

=
oS S
ISR

o

<O S
SRR SRS R SIS ERSSIIITEIISIERS
‘ LERCIREIRERLIRER SIS ISREIEIS

R

SIS E ISR

Riemanntv integral funkce f na M tedy existuje. Vypocet predvedeme na

uzaviené elementarni mnoziné M vzhledem k proménné y.

2
M={(ey)eR: L <o<y+s, —2<y<4

4 y+4
//(Zx—l-?)y—{—l)dxdy:/ /2 (2r+3y+1)dz | dy =

2
M

4
:/ [a:2+3xy+a:}‘£4 dy =
_9 3
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* 1 3 1
=/ ((y+4)2+3y(y+4)+(y+4)——y4——y3+—y2) dy =
—2

4”7 27 T2

4
14 33 72

= — oyt S 221y 20 ) dy =
/_2( Uy gy 2Ly y
1 . 3, 74 21, !

= |’ — Syt P P20y =187,2
{QOy 8y+6y+2y+ y_2 )

Priklad 7. Vypocitejte

//xy dx dy,

K
kde mnozina K = [0,1] x [1, 2].
Reseni: Mnozina K C R? je omezena, jeji hranice (intervaly v R) ma Lebes-
gueovu miru 0.

Funkce f(x,y) = 2¥ je omezend v K a ve vSech vnitinich bodech K je
f spojita, jak je zfejmé z nasledujiciho obrazku, na némz je vidét graf funkce

f(z,y) = x¥ na intervalu [0, 1] x [1,2] vygenerovany programem Matlab.
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Riemannuv integral funkce f na K tedy existuje. Vypocet predvedeme na

obou moznych variantach pouziti Fubiniovy véty.

// xydxdy:/12 (/leydx) dy =

[0,1]x[1,2]

2 y+1 71 2 y+1 71 2 4
:/ * dy:/ ’ dy:/ —y:[ln|y+1|]?:ln3—ln2
1 Ly +1], 1 Ly +1], 1 y+1

1 2 1r 72 1.2
rdrdy = x/dy | dox = L de = T "%
1
0 1 o nz], o Inz

[0,1]x[1,2]

a posledni integral symbolicky vyfesit nedokiZeme.?

3.3. Riemanniv integral v pravépodobnosti a statistice

Priklad 8. Spojita ndhodna veli¢ina X ma hustotu rozdéleni pravdépodobnosti

~ Jaxr, pro0<ux<l1,
fla) = {O, jinde.

Urcete konstantu a a vypocitejte pravdépodobnost P (% < X< %)
Reseni: Teorie pravdépodobnosti pozaduje, aby fR f(x)dx = 1. Proto musi pla-

tit (s vyuzitim véty 15 a toho, ze mimo interval [0,1) je f(z) = 0)

1 22718
/axdx:a/ xdx:a[—} =1,
0 2]

R

tj. a = 2.

!Je mozna numerické integrace, Simpsonova metoda (napf. £=@(x) (x.~2-x)./log(x);
g=quad(f,0,1); v Matlabu) d4 hodnotu 0,4055, coZ odpovida hodnoté In3 — In 2.
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Protoze z teorie vime, 7ze P(X < k) = fio f(z)dz, je
2

p<§<xg§)=/_32xdx:m

3

41
99

o
ol Wl

Priklad 9. Necht ndhodny vektor X mé rovnomérné rozdéleni na G, kde
G={(r1,1) €R} 0<2; <1, 0< 25 <1—m}.

Rozhodnéte, zda jsou jeho slozky w1, x5 stochasticky nezavislé.
Reseni: Teorie matematické statistiky iika:

Spojité nahodné veliciny X, ..., X,, jsou nezavislé, pravé kdyz pro hustotu
fx(x1,...,x,) ndhodného vektoru X = (Xj,...,X,) a marginalni hustoty f;(z)
nahodnych veli¢in X, j =1,...,n, plati

fx(x1,...,z,) = fi(z1) - fu(x,) pro skoro vsechna (zy,...,x,) € R".

(Neplatit mize na mnoziné Lebesgueovy miry 0.)

Pro marginalni hustotu plati

fl(:cl):/-~-/f(:c1,t2...,tn)dt2...dtn,

Rn—1

pro skoro viechna z; € R'. V bodech, kde nelze f;(x;) uréit, protoZe v nich ne-
existuje derivace distribuc¢ni funkce, 1ze hustotu f; libovolné dodefinovat, obvykle

v téchto bodech pokladdme hustotu za nulovou. (Analogicky pro fo(z2) atd.)

Nejprve urc¢ime hustotu rozdéleni pravdépodobnosti ndhodného vektoru X.

é/f(xl,@) dedy =1

a f(r1,79) = k € R v G (a zvolime f(z1,29) = 0 v R* \ G), nebot X méa

Musi platit

rovnomérné rozdéleni na G.
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Tedy
1
kdxdy = 5]{: = 1.

0<z1<1
0<zo<l—z1

Nahodny vektor X ma hustotu rozdéleni pravdépodobnosti

2, pro (z1,19) € G,
f(“"l’@):{o jl[;ndé.l ?

Pro marginalni hustoty fi(z1) a fa(x2) plati

fl('rl) = /Olzl 2dl’2 = 2(1 — .Tl), fg(l’g) = /O‘lx2 2dl‘1 = 2(1 — .172).

Mimo obor integrace jsou fi(z1) i fa(x2) rovny 0.

Slozky x1, x5 jsou stochasticky nezavislé, jestlize plati

f(x1,22) = fi(21) fa(w2)

skoro ve vSech bodech G. Mame

2= f(w1,m2) = fi(z1) fa(za) = 4(1 — 21)(1 — 72),

rovnost nastane pro
1

To =1 2
2 +l’1—1

(hyperbola v roving), tj. pro vSechny zbyvajici body rovnost neplati. Lebesgueova
mira této mnoziny je vétsi jak 0. Rovnost f(x1,22) = fi(x1)f2(22) neplati pro

skoro vSechna (1, x2) € G, proto nejsou slozky x1, x5 stochasticky nezavislé.
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Piiklad 10. Spojity ndhodny vektor (X;, X5) mé hustotu rozdéleni pravdé-
podobnosti

[ 2423x5(1 —21), pro0 <z <1, 0< a9 <1,
flwr, @2) = {0, jinde.

Rozhodnéte, zda jsou veliciny X, X5 stochasticky nezavislé.
Reseni: Postupujeme analogicky jako v pfedchozim piikladu.

Pro marginalni hustoty fi(z1) a fa(xz) plati

1 1
fi(xy) = / 241375 (1 — 21) dag = 2427 (1 — xl)/ Ty day = 1203 (1 — 1),
0 0

1 1

1 1
fa(xe) = /0 2473 5(1 — 11) doy = 24x2/0 r} — 23 dry = 24w, (g — Z) = 219.

Mimo obor integrace jsou fi(x1) i fo(x2) rovny 0.
Vidime, Ze na [0,1)? plai rovnost

fl(l’l)fg(l’g) = 121’?(1 — 1‘1) . 21‘2 = 2437%372(1 — 1‘1) = f(l’l, .CL’Q)

pro viechny body (z1,z3). Pro (x1,22) ¢ [0,1)? plati rovnost samoziejmé.

Néahodné veliciny X, X5 jsou nezavislé.

Priklad 11. Sdruzena hustota ndhodnych velicin X a Y je

_ Ja+y, pro(z,y) € 0,17
flay) = {0, jinde.
Urcete korelacni koeficient ox y .
Reseni: Teorie matematické statistiky iika:
Maji-li ndhodné veli¢iny (X, Y") spojité rozdéleni pravdépodobnosti s hustotou

f(z,y), pak jejich korela¢ni koeficient ox y je ¢islo definované vztahem

_ cov(X,Y)
Vvar(X) - var(Y)

[2'8%
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kde rozptyl var(X) = E(X — E(X))? = E(X?) — (E(X))*, E(X) = [g zfx(z)dx,

fx(z) je hustota X, kovariance

cov(X,Y) = / / [ — ECOly — (V)] (2, ) dz dy =

= E(X-Y) - E(X)-E(Y).

Nejprve urc¢ime hustoty fx(z) a fy(y).

1 _
fX(x):/O(fB+y)dy= oy+ L =z 2

1 F2 .
@) = [[@ryde= T ray| —y+3
0

Mimo [0, 1] jsou fx(x) i fy(y) rovny 0.

Déle vypocteme potiebné stfedni hodnoty:

[0,1]x[0,1]

1 23 yx21 1 1 y y2 y31 1
_ Y gy = 42 )dy= |2 +Z| ===E(Y?
[ol ) o= v(5+3) o= [5+5], =520

Je tedy
5 49 11

Var(X) = Var(Y) = E — m = m,

takze

1

1
Ox)y = o /1 = —ﬁ-
\/ 124\ 144
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3.4. Riemannuv integral v mechanice
3.4.1. Vypocet téziste

Vv

Pritom budeme predpokladat, ze uvazované téleso je v homogennim tithovém poli
a na téleso neptsobi zadna jina sila.
Pripomenme si zakladni poznatky souvisejici s vypoctem tézisté télesa. Roz-

délme téleso o hmotnosti m na n elementtt o hmotnosti mq, ..., m, tak, ze

n
i=1

Pak plati:

1. Vysledna sila piisobici na téleso je dana souc¢tem sil ptisobicich na jednotlivé
elementy, tj. v piipadé tithové sily dostaneme (smér a orientace vSech sil je

stejnd)
i=1

kde g je tihové zrychleni.

2. Moment sily ptisobici na téleso vzhledem k libovolné svislé ose? je roven
sou¢tu momentu sil pisobicich na jednotlivé elementy vzhledem k této ose

(momentova véta), tj. v piipadé tithové sily dostaneme
n
mgro = Z mqrig,
i=1
kde r; je vzdalenost ptisobisté tihové sily na element m; od osy otaceni a rg

je vzdalenost ptisobisté vysledné sily od osy otaceni.

3. Pusobistém tihové sily je tézisté. (A moment tihové sily vzhledem k ose

jdouci tézistém je roven nule.)

2Myslena je osa lezici v roviné rovnobézné se smérem tihové sily a kolmé na smér tihové
sily. Nemé-li osa tuto vlastnost, 1ze vektor sily rozlozit na vhodné slozky, tak aby pouze jedna
z nich méla otacivé ucinky, ostatni slozky pak maji snahu téleso deformovat.
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7 podminek 1 a 2 dostavame

DT o M
To = Zn m = m .
=1 1

vvvvvvvv

zvolené osy.

Uvazujeme-li homogenni téleso, mame

frdm frdm

Tozfdm: m
m

kde r je vzdalenost elementu o hmotnosti dm od osy otaceni.
Pro vypocty je pohodlnéjsi vektor rg rozepsat po slozkach, tj.

Jxdm [ydm [ zdm

m
To = ) resp. Yo = ) 20 =
m m

m

vy

Reseni: Kruhovou vyse¢ budeme povazovat za homogenni téleso, jehoz hmotnost

je piimo timérnd jeho plose, m = kS, k je koeficient p¥imé timérnosti, S = ar?.

Je tedy
fzdm fde .
To = 2 =5 = — [ xdS.

m S ar?
S

Vv

vysec¢ tak, aby jeji osa lezela na ose x.
Vypocet provedeme dvéma zptisoby.
1. Rozdélime kruhovou vyse¢ na dvé ¢asti: trojiuhelnik o obsahu S a kruhovou

use¢ o obsahu Ss, tak, ze S = 57 U Ss.
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Pro element dS plochy S; (,,obdélnik“ o strandch dz a 2tga - x) dostaneme

dS =2ztgadz.
Pro element dS plochy Ss (,,obdélnik* o strandch dz a 2v/7? — 22?) dostaneme

dS = 2v/r? — z2dx.

Je tedy
1 1 1
xoz—/dez—/de—l——/de:
ar? ar? ar?
S1US2 S1 Sa
1 T COoSs 1 '
= — z-2rtgadr + — x-2Vr?2 —ax?dx =
ar 0 ar T CoS v
zt T COS (x 1 T
= gzaz/ 22 dr + — Vr2 —z2d(2?) =
ar 0 ar T CoS Qv
:2tga.r3cos3a_ 1 /T 2R — ) =
ar? 3 ar? [, cosa
~ 2tga oo 2 1 [(r2 x2)%y B
a 067’2 3 3 067’2 T COS (v N
2 tgacosa 2 (1—costa)?
=-r——+<r =
3 « 3 «
2 tgacos’a+sinfa 2 . cosfa+sin’a 2 sina
=-r = —r sina ==
3 « 3 « 3 «

Vzhledem k umisténi osy soumérnosti kruhové vysec je yo = 0.
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2. Rozdélime kruhovou vysec¢ ,trojuhelnikové elementy“ o obsahu

Te&ziste je pusobisté tihy, takze veskerou hmotnost (reprezentovanou plochou)

trojuhelnikového elementu vysece si miizeme predstavit ,soustfedénou” v jejim

vvvvvvvv

vy

2
T = =T CoS Y,
3 2

protoze se délici pomér rovnobéznym promitanim zachovava. Mame tedy opét

1 1 [*2 1,
To =3 de—W/_agrcosgo-gr dp =

17"[, ]a 2 sino
= —— |sin =—_r
3o Ploa 3 o
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3.4.2. Vypocet momentu setrvac¢nosti

V této casti ukdzeme, jak lze pocitat moment setrvacnosti télesa vzhledem
k dané ose otaceni.
Rozdélme téleso o hmotnosti m na n elementti o hmotnosti mq, ..., m, tak,

ze m =Yy ., m;. Moment setrvacnosti J télesa vzhledem k dané ose otaceni je

n
- 2
J = E mr;,
i=1

kde r; jsou vzdalenosti jednotlivych elementii od osy otaceni. Uvazujeme-li ho-

J:/'r’2dm,

m

mogenni téleso, mame

kde r je vzdalenost elementu o hmotnosti dm od osy otaceni.

Poznamka 22. Zname-li moment setrvacnosti Jy vzhledem k volné ose (ose

Vv

ose vzdalené od volné osy a plati Steinerova véta: J = Jy + ma?.

Priklad 13. Vypocitejte moment setrvac¢nosti tenké homogenni tyce délky [ a

hmotnosti m vzhledem k ose kolmé na osu tyce (a) prochazejici koncem tyce,

Vv

Y = Oq Op

A

>
T

e

Reseni: Umistime ty¢ tak, aby jeji osa leZela na soufadnicové ose x a pocatek
soustavy soutadnic lezel v ose otaceni. Protoze je ty¢ homogenni, je hmotnost jeji
¢asti pfimo umérna délce této c¢asti, tj.

dm m

dz 1
46



Takze

(a) Hmotnost tyce je rozlozena od z = 0 po z = [.

9 l2 m m[23]" 1 9
J= [ rdm= ¢ —doe=— | —| = -—ml*.
0 l I 13], 3

m

Vv

S - L
odr=—5por=3.

: 3] BBl 1
_ [,24 :/2 2 Mo _mila)r _m it P L,
Jo /r m= T T I l2a Tag| T 2™

m

Obé osy jsou od sebe skutecné vzdaleny é
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Zavér

Jednim z cilti vypracovani bakalarské prace je nastudovani teorie, které neni
pri studiu vénovano mnoho c¢asu, jeji zpracovani a pouziti v aplikacich. K tomu je
potieba sehnat vhodnou literaturu. Zvolila jsem knihu [3], pfestoze jeji studium
bylo pro mé obtizné a stale jsem se musela vracet k tomu, co uz jsem jednou
nastudovala, davala vSak podrobné odpovédi na moje otazky.

Aplikace, které jsem zvolila v tieti ¢asti prace, jsou pak jen malym vybérem
z toho, co vsechno se nabizelo. Zvolila jsem ty nejzakladnéjsi priklady nejen proto,
ze mi pomohly pochopit jak s integraly pracovat a ziskané vysledky slo snadno
overit, ale ze také ukazuji souvislost s poznatky o integralech ve stiedoskolské
matematice.

V neposledni fadé jsem se naucila pracovat s programem KTEX, v némz je
vysazena tato prace.

Zkusenosti ziskané pfi psani bakaldrské prace se mi budou jisté hodit pfi

dalsim studiu nebo v praxi.
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