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Abstrakt

Tato bakalarska prace se zabyva odvozenim barycentrického tvaru polynomialni interpo-
lace a néasledné pak barycentrického tvaru raciondlni interpolace. Déle ukazuje nevyhody
klasické racionalni interpolace a zabyva se eliminaci téchto nevyhod v jejim barycen-
trickém tvaru. Také ukazuje nékteré konkrétni metody feSeni barycentrické racionalni
interpolace.

Summary

This bachelor thesis deals with deducing of barycentric form of polynomial interpolation
and then barycentric form of rational interpolation. It shows disadvantages of classic
rational interpolation and deals with elimination of these disadvantages in its barycentric
form. It also shows some specific methods of barycentric rational interpolation.
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1. UVOD

1. Uvod

V ivodu budou uvedeny nékteré zakladni pojmy. Povime si néco o aproximaci a inter-
polaci, ukazeme vyznam polynomu a provedeme konstrukeci Lagrangeova interpola¢niho
polynomu. Nakonec si predstavime ruzné uspotradani uzlovych bodu a fekneme si, jak
ovliviiuji interpolaci.

1.1. Aproximace
Ukolem aproximace je najit pro danou funkei f z prostoru X funkei ¢ z & C X tak, aby
v pozadovaném smyslu byla ¢ blizka f. Rikame pak, ze ¢ je aproximaci f, nebo ze ¢
aproximuje f. Prostor X je Banachuv prostor funkci. V nasem piipadé pak X = C(A),
tedy mnozina vSech funkci definovanych a spojitych v kazdém bodé mnoziny A, kde v
nasem piipadé A = (a, b).
1.2. Interpolace
Ukolem interpolace je najit funkci ¢ takovou, aby na ni lezely dané fixni body

[Ii7yi]7 7::0717"'ana IZ%LUJPI'OZ#]
Tyto body nazyvame uzlové body nebo také uzly interpolace. Plati

o(x;) = yi, 1=0,1,...,n.

V nasem piipadé budeme interpolaci pouzivat k aproximovani funkce f na intervalu
(a,b). Uzlovymi body interpolace pak jsou body

[xzvyz]:[xuf(xz)L Z.:Oa]-w"vnv $27éx] prOi%j7
a pro zjednoduseni budeme navic uvazovat
a=Tg< T < -+ <x, =0
Soutadnice z;, « = 1,2...,n — 1 pak jsou obvykle takové, aby uzlové body méli fad a v
nejlepsim pripadé byli vhodné pro interpolaci. K uspotadani uzlovych bodu se vratime
pozdéji.
1.3. Interpolace polynomem

Funkci f na intervalu (a,b) budeme aproximovat pomoci interpolace polynomem. Vez-
meme ¢ = P,, kde P, je mnozina vSech polynomu p stupné nejvyse n,

k=0

11



1.4. LAGRANGEUV INTERPOLACNI POLYNOM
Polynom p se nazyva interpolacni polynom a spliuje interpolacni podminky

p(i) =vi = f(xy), i=0,1,...,n. (1.2)

Existence takového polynomu bude dokézana konstrukei Lagrangeova interpola¢niho
polynomu. Jeho jednoznacnost dokédzeme nyni.

Véta 1.1. Pron + 1 danych bodu
[z, vi], 1=0,1,...,n, T Fx; proi #j

existuje nejuyse jeden polynom p € P, takovy, Ze

p(xi) = i, i=0,1,...,n.
Dukaz. Predpokladejme, ze existuji dva interpola¢ni polynomy p, q € P, které splnuji

p(zi) = q(z;) = yi, 1=0,1,...,n.

Polozme r(z) = p(z) — q(x). Ztejmé plati r(z) € P, a

r(z;) =0, i=0,1,...,n.
Tedy polynom r je stupné nejvyse n a soucasné ma alespon n + 1 kofenu = r(z) =0,
tedy p(z) = q(z). O
1.4. Lagrangeuv interpolacni polynom
Lagrangeuv interpola¢ni polynom je vyznamnym zastupcem interpolace polynomem. Pro

praktické ucely neni ptilis vhodny, ale je hojné vyuzivan v teoretickych tvahach.
Definujme Lagrangeuv interpola¢ni polynom vztahem

p(x) = yolo(x) + yili () + - + yaln(x) = Y yili(w),
i=0
kde tzv. fundamentdlni polynomy l;, i = 0,1,...,n budou stupné nejvyse n (aby i in-

terpolacni polynom byl stupné nejvyse n) a budou mit nésledujici vlastnosti (aby byly
splnény interpolaéni podminky (1.2)):

li(z;) =

1 pro:=yj.

{O pro i # j

Uvazujme fundamentalni polynomy ve tvaru

Clen A;(z) je stanoven tak, aby platilo A;(z;) = 0 pro i # j. Mame

Aix) = (z—x0) ... (x = 2i1) (@ — Tip1) .- (x = 2) = [[(@ = 2y).

12



1. UVOD

Fundamentdlni polynomy tedy jsou stupné n (protoze ¢len B; nezavisi na x) a plati
li(x;) = 0 pro i # j. Nyni je ¢len B; stanoven tak, aby byla splnéna podminka /;(z;) = 1.
Mame

(ZL‘Z‘ — 370) Ce (l’z — xi—l)(xi — xi—i—l) Ce (I’Z — l‘n)

Konecny tvar Lagrangeova interpola¢niho polynomu tedy je

@)=Y L= 13)
g szo(mi - 95j)y

i=0
JFi

Takto definovany Lagrangeuv interpola¢ni polynom spliiuje interpolacni podminky
(1.2) a protoze je linedrni kombinaci polynomu stupné n, je sim stupné nejvyse n.

Zhodnotme nyni ndro¢nost na pocet operaci. Kazdé vyéisleni p(z) v ngjakém x € (a, b)
vyzaduje v uvedeném tvaru O(n?) operaci.

1.5. Usporadani uzlovych bodu

Nyni se vratme ke zminénému uspotraddni uzlovych bodu (sekce 1.2).

1.5.1. Ekvidistantni uzly

Usporadani uzli muze byt napt. ekvidistantni, tj. existuje takové nenulové realné ¢islo h,
ze plati

T, =T;_1+ h.
Snadno nahlédneme, ze

) " b—a
T, =xo+th=a+1 )
n

Ekvidistantni uzly vSak nejsou pro interpolaci vhodné. Pii aproximovani nékterych
funkci totiz na okrajich intervalu, v némz aproximujeme, roste chyba interpolace s ros-
toucim n. Tuto situaci ilustruje interpolace Rungeovy fukce

1

R@) =55

Jak muzeme vidét na obrazku (obr. 1.1), chyba interpolace na okrajich intervalu (—1, 1)
je znacnd a s rostoucim n pak déle poroste.

13



1.5. USPORADANI UZLOVYCH BODU

1 "f‘“‘ —RK) :,"‘.I‘

° 7:: ll", """ p(x), p(X) = R(X), p(x) P10 :,' :E*
(R P H
141 1 P
121 i

1
0.8
06|
0.4}
02f 1}
of : ]
020 A NS
41 08 06 04 02 0 02 04 06 08 1

Obrazek 1.1: Rungeova funkce aproximovand interpolaci polynomem tadu n = 10 na
ekvidistantnich uzlech.

1.5.2. Cebysevovy uzly

Dalsf moznost{ uspofadan{ uzlovych bodi jsou Cebysevovy uzly (budeme se zabyvat pouze
Cebysevovymi uzly druhého druhu). Pro ty na intervalu (—1, 1) plati

i

T; = cos —.

n
Cebysevovy uzly na libovolném intervalu pak ziskdme prostou linedrni transformaci. Pro
zajimavost se na soutadnice z; podivejme na obrazku (obr. 1.2). Vsimnéme si, Ze se jedna
o prumeéty bodu rozmisténych ekvidistantné na kruznici.

(b-a) / 2 —pa ]
7 sy

e AN

7 N

Obrézek 1.2: Cebysevovy uzly.

Toto usporadani uzlu je pro interpolaci velmi vhodné. Opét ilustrujme na interpolaci
Rungeovy funkce. Jak vidime na obrazku (obr. 1.3), chyba interpolace na okrajich inter-
valu byla minimalizovana. Celkové pak chyba interpolace bude s rostoucim n klesat. V
tabulce (tab. 1.1) pak muzeme vidét, jak s rostoucim n klesa fad max. chyby interpolace.

14



1. UVOD

1o TR 7
| — P(x), p(X) ~ R(x), p(x) € P,
1 L

0.8r

06F

04+

0.2+

O 08 06 04 02 0 02 04 06 08 1

Obrazek 1.3: Rungeova funkce aproximovand interpolaci polynomem tadu n = 10 na
Cebysevovych uzlech.

n 10 20 50 100 | 150 170
iad max. chyby interpolace || 10=' | 1072 [ 107° | 107? | 10~ | 1071°
Tabulka 1.1: Zavislost poctu uzlu n a fadu max. chyby interpolace Rungeovy funkce
polynomem na Cebysevovych uzlech.

1.5.3. Zaver

Polynomiéln{ interpolace poskytuje pomérné dobré vysledky na Cebysevovych (a sa-
moziejmé i dalsich) uzlech, které vlastné byly zkonstruovany pravé za timto ucelem.
Pfechod na tyto body vsak nemusi byt vzdy mozny. Na ekvidistantnich (respektive
obecnych) uzlech pak muze dojit k situaci, kdy chyba interpolace roste s rostoucim n,
coz je jednoznacné velkou nevyhodou polynomidalni interpolace.

15



2. Barycentricky tvar Lagrangeovy
interpolace

V této kapitole si ukdzeme, jak z Lagrangeova interpola¢niho polynomu upravami
ziskame barycentricky tvar Lagrangeovy interpolace. Povime si néco o barycentrickych
vahach a nakonec zhodnotime vyhody oproti klasické Lagrangeové interpolaci.

2.1. ijrava Lagrangeovy interpolace

Budeme vychézet z Lagrangeova interpolacniho polynomu (sekce 1.4).
Nejprve definujme

l(x)=(x —zo)(x —21) ... (T — )
a vsimnéme si, ze kazdy citatel A;(z) fundamentalniho polynomu [/;(x) lze nyni zapsat
jako

Ai(x)=(x—mg) ... (r —xi1)(x —2i31) ... (x — ) =

Clen B; fundamentélniho polynomu l;(z) oznac¢me jako w;,

n
i=0
J#

1

Ii—l’j

(2.1)

Fundamentdlni polynom mé opét tvar [;(x) = A;(x)B; a interpolacni polynom p(z) tak
ma tvar

p(e) = 1() ) -— i (2.2)

Toto samozfejmeé plati pouze pro x # x;, coz ovSem nepredstavuje zadny problém, protoze
pro x = x; je p(x;) = y;. Musi pak ale platit

li = ;.

AR =

Tato podminka je splnéna, protoze tvar (2.2) je pouze jiny zapis interpola¢niho polynomu
(1.3).

2.2. Barycentricka Lagrangeova interpolace

Rozvinme tpravu Lagrangeovy formule jesté ddle. Predpokladejme, zZe interpolacnim po-
lynomem (2.2) aproximujeme funkci f(z) =1 (tedy y; = 1 proi =0,1,...,n), pficemz n
a soufadnice x; ponechdme beze zmén, nezméni se tedy ani ¢leny w;. Podle véty (véta 1.1)
musi platit

16



2. BARYCENTRICKY TVAR LAGRANGEOVY INTERPOLACE

Nyni interpola¢ni polynom (2.2) podélme touto jednickou. Protoze ¢leny [(x) se vzajemné
krati, dostavame

(2.3)

Toto je barycentricky tvar Lagrangeovy interpolace. Vsimnéme si zmény v narocnosti na
pocet operaci. Nyni potfebujeme O(n?) operaci k vyéisleni koeficientii w; nezavislych na
z a nésledné pak uz pouze O(n) operaci k vy¢cisleni celého p(z) v x € (a,b).

2.3. Barycentrické vahy

Koeficienty w; nazyvame barycentrické vahy. V uvedeném tvaru zavisi pouze na poctu
uzlovych bodu a jejich souradnicich na ose x. To znamen4, ze jestlize ¢asto pouzivame
nékteré konfigurace uzlovych bodu, muzeme hodnoty w; uchovavat a nacitat je z paméti.
Pro jisté konfigurace je pak také mozné najit pro w; explicitni formuli. Tomu se nyni
vénujme pro zminénd usporadani uzlovych bodu (sekce 1.5).

2.3.1. Ekvidistantni uzly

Pro ekviditantni uzly, kde
plati

Pocitejme w; z vzorce (2.1).

Po dosazeni do formule (2.3), se ¢leny nezavislé na i vzjemné zkréti. Ve tvaru (2.3) tak
muzeme pracovat se zjednodusenym tvarem barycentrickych vah

P1i vyuziti Pascalova trojuhelniku pak docilime zkraceni vypocetni doby. Protoze je ale
polynomialni interpolace na ekvidistantnich uzlech Spatné podminéna, nema toto prilis
velky vyznam.

17



2.4. PRIKLAD

2.3.2. Cebysevovy uzly

Pro Cebysevovy uzly plati (po vypusténi élenti nezavislych na 1)

prot=0neboi=n

1
w; = (=1)"4;, 61:{ . (2.4)

pro zbyvajici 4.

Diikaz této vlastnosti je uveden v [9]. Je pomérné dlouhy a néroény a opira se o fakta,
ktera by vyzadovala dalsi dukazy. Proto ho zde neuvedeme.

Algoritmus pro barycentrickou Lagrangeovu interpolaci na Cebysevovych uzlech na-
jdeme v [2] na strané 507.

2.4. Priklad

Zamérme se nyni na aproximaci Rungeovy funkce barycentrickou Lagrangeovou interpo-
laci na Cebysevovych uzlech. Pro mald n je tato aproximace totozné s aproximaci pomoci
klasické Lagrangeovy interpolace, viz. obrézek (obr. 1.3). Ackoliv i f4d maximdlni chyby
interpolace odpovidd klasické Lagrangeové interpolaci, viz. tabulka (tab. 1.1), pron = 170
je jiz chyba interpolace témér dvakrat nizsi. Tento rozdil muzeme vidét v tabulce (tab.
2.1). Pro vyssi n je potom vypocetni doba klasické Lagrangeovy interpolace znatelné delsi.

n 170
max. chyba barycentrické Lagrangeovy interpolace | 3% 1071
max. chyba klasické Lagrangeovy interpolace 5,6% 1071

Tabulka 2.1: Maximélni chyba barycentrické a klasické Lagrangeovy interpolace pii apro-
ximaci Rungeovy funkce na CebySevovych uzlech.

2.5. Zavér

Z teoretického hlediska poskytuje barycentrickd Lagrangeova interpolace stejné vysledky
jako klasickd Lagrangeova interpolace (protoze je pouze jejim jinym zapisem). Na ekvi-
distantnich uzlech bude zifejmé déle dochazet k chybam jako u klasické Lagrangeovy
interpolace. Jestlize ale méame moznost provadét interpolaci napf. na Cebysevovych uz-
lech, docilime pak podstatné lepsich vysledku. Studium numerické stability barycentrické
Lagrangeovy interpolace najdeme v [5].

V prvé fadé zndme pro barycentrické vahy Cebysevovych uzli jednoduchou explicitni
formuli a muzeme tak docilit velkého snizeni naroku na pocet operaci. Déale pak porov-
nejme vycislovani polynomu ve tvaru (1.1) a tvaru (2.3). Vyéisleni polynomu ve tvaru
(1.1) je pro vysoka n obtizné a hrozi preteceni. Naopak, vycisleni polynomu ve tvaru (2.3)
s barycentrickymi véhami Cebysevovych uzli (2.4) je snadno proveditelné i pro velmi
vysoka n.

Za zminku pak urcité stoji projekt Chebfun [13]. Jednd se o projekt pod vedenim
Lloyda N. Trefethena z University of Oxford. Chebfun je soubor funkci do MATLABu
umoznujici provadét mnozstvi matematickych operaci pomoci numerickych metod, jejichz
jednim ze zakladnich kamenu je pravé barycentrickd Lagrangeova interpolace.

18



3. RACIONALNI INTERPOLACE

3. Racionalni interpolace

V této kapitole se seznamime s racionalni interpolaci véetné nékterych algoritmu pro
jeji vypocet a ukdzeme si také jeji nevyhody. Tato kapitola c¢erpd z [11].
3.1. Racionalni interpolace obecné
Ukolem raciondln{ interpolace je najit r € Ry v, respektive p € Py a ¢ € Py piicemz

r(z) = p(z)

T(SL’) _ p($> . aMﬁL'M + aM_lfol +-HFag

pro kazdé [z;, y;] tak mame rovnici

aprM +ay x4+ ag
bvaN + by gzt by

i

Yi

a mame tedy n + 1 rovnic. Rovnici upravme

CLMIfW + CLM—1$ZM_1 + -t ag=1y; (bNva + bN_lxﬁv—l + o4 bp)
CLMI'?/[ + GM—l.TM_l + - 4+ag— Yi (le’iV —+ bN_leN_l e bO) = 0. (31)

i

Rovnice zapisme do systému linedrnich rovnic.

am
arr-1
M M-1 N N-1 .
Ty X o 1 —yory  —yox, S Yo : 0
M .M-1 N N-1
R Y 1 —wpz] —nix) cee =Y ao B 0
: : : : : : by
M o M-1 N N-1
x, T, o 1 =y =y, cee = Un by—1 0
bo

Mame tedy systém n + 1 linearnich rovnic o M + N + 2 nezndmych. Protoze je ale v
r(x) podil, ndsobnd feseni urcuji pouze jedno r(x). Z nasobnych feseni tak muzeme jedno
feSeni vybrat, a to zvolenim konkrétni hodnoty pro jeden z nenulovych koeficientu. Pocet
koeficientu, které r(z) jednoznacéné urcuji, je tak pouze M+ N +1. Pro jednozna¢né urceni
r(z) tak mezi M, N, n musi ziejmé platit vztah n = M + N. (Pro vylouceni polynomialn{
interpolace jako specidlniho ptipadu raciondlni interpolace volme N # 0.)

19



3.2. ALGORITMUS PRO VYPOCET
3.2. Algoritmus pro vypocet

Uz jsme si tekli, ze problém lze feSit pomoci systému linedrnich rovnic. Jeho nevyhodou
vsak je obecné spatna podminénost matice. Pro velké hodnoty n jsou matice casto témeér
singularni a vypocet je tak nestabilni. Z tohoto duvodu se toto feSeni v praxi nepouziva.
Ukazme si proto alespon jeden algoritmus pro vypocet racionalnich interpolantt, ktery je
jiny nez systém linearnich rovnic. Existuje jich samoziejmeé vice.

3.2.1. Metoda inverznich diferenci

V této metodé se nejprve spocita tabulka tzv. inverznich diferenci 1, vidime v tabulce
(tab. 3.1).

0| x| Yo

1l | wn ¢(1’0,$1)

2 T2 Yo w(x[))xQ) @b(l’o,l‘l,.fg)

gz |y || Yo, x;) Y(ro,z1,25) ... Y(xo,...,Tj_1,7))

N o | Yn || V(xo,xn)  V(xo,x1,20) .. Y(Tos.. ., Tim1,Tn) .. Y(Toy...,Th)

Tabulka 3.1: Tabulka inverznich diferenci

Hodnoty inverznich diferenci ziskdme pomoci rekurzivnich vzorcu

T —x

’l/)(fl'(),mi): Z -

Yi — Yo

Ty — T
U(wo, 21, 2;) = Z
(07 1 2) w(mo,l’i)—ﬂ)(fbo,xl)
Ti — X

gﬁx e, i1, X5,X4) = '
( 0> »vi—l s Z) Qﬂ(xo,...,wj—l;xi)_w(x()a'-'?xj*l’xj)

Nyni se snazme vyuzit téchto inverznich diferenci k uréeni r(x). Vychazejme z toho,
zeproi=0,1,... n plati

Nejprve stanovme r(x) tak, aby platilo 7(zg) = yo a soucasné byl v r(x) pritomny prvek
(oznac¢me jej pi(z)/qy(z)), s kterym budeme moci déle pracovat, ale pro x = zo bude
tento prvek nasoben nulou. Dostavame

B o PO@)
T =t =)
Upravme B
=t G
po()
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3. RACIONALNI INTERPOLACE

Stanovme prvek g;(z)/py(z) tak, aby platilo 7(z1) = y; a abychom opét ponechali prvek
(tentokrat p)(z)/qi(z)) pro nésledujici praci. Mame

T — X
7“(33) = Yo+ 7 .
1 — o pi(x)
+ (IL‘ - .171) /
Y1 — Yo ¢ (z)
Vsimnéme si, ze
T — T
- S = ¥(zo, 1),
Y1 — Yo
s jesté jednou tupravou tak mame
T — X
r(x) =yo + P
Y(xo, 1) +
o)+ )
Pi(x)

Stanovme q)(z)/p)(x), aby platilo r(z3) = ya, ponechme ph(z)/¢y(x) pro dalsi préci

r—x
r(z) = yo + Ox —
1
(o, 1) + ]
T2 — I Ph(x)
Ty — Tg ) g5 ()
— ¢(x0, 21) 2
Y2 — Yo
Vsimnéme si, ze
To— X
: S = (o, T2),
Y2 — Yo
Ty — I
= Y(xg, 1, x2).
77D('ZE07$2) - 77Z}('1107'1’71) w( 0 ! 2)
S upravou tak dostavame
r—x
r(z) =yo + Ox —
1
¢<$07 xl) + T — 7
¢(IO,[E17[L'2) + 7 2
% ()
Ph(x)
Takto pokracujeme ddle. Vysledny vzorec pro r(x) pak je
r—x
r(z) =yot (?,,5 —
1
¢($0, xl) + T —7x
¢($07$17$2) + 2
Y(xo, 71, T2, T3) +
T — Tn-1
+ - -
W(zo, ..., x)
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3.3. NEVYHODY RACIONALNI INTERPOLACE

Nevyhodou této metody je, ze muze dojit k vynulovani jmenovatele jednotlivych in-
verznich diferenci. Déle také samoziejmé trpi neduhy, kterymi trpi racionalni interpolace
obecné. Co se tyce ndrocénosti na pocet operaci, je potieba fadové O(n?) operaci pro
vypoéitani inverznich diferenci a pak fddové O(n) operaci pro vyéisleni interpolantu v
libovolném .

Tuto metodu jsem také naprogramoval v MATLABu. Soubor metinvdif.m obsa-
huje stejnojmennou funkci a je pirilohou k bakalarské praci. Dokumentace k nému je
vytvotena prikazem publish a je dostupna ve slozce html v souboru metinvdif.html
nebo z MATLABu pomoci ptikazu showdemo metinvdif.

3.3. Nevyhody racionalni interpolace

P1i uzivani raciondlni interpolace 1ze narazit na problémy, které jeji pouzivani ztézuji. Na
tyto jeji nevyhody se nyni podivame.

3.3.1. Body nespojitosti druhého druhu

Body nespojitosti druhého druhu zpusobuji velkou nepfesnost aproximace a predstavuji
tak problém. Tyto body se v interpolantu vyskytnou, pravé kdyz ma polynom ¢ (jmenova-
tel r(x)) alesponi jeden kofen uvniti intervalu, ve kterém provadime aproximaci. Ukazme
si nyni takovou situaci.

Racionalni interpolaci interpolujme body

2 2

3737 Y y xz

XTi = _27
Pracujme s M =2 a N = 1. Podle (3.1) dostdvame rovnice

4a2—2a1+a0—16b1+60:0

4 2 16

—y — — ——b+b=0
9a2 3a1+a0 31 1+ 0o

4 2 16

- - ——b+b=0
9a2+3a1+a0 811+ 0

4a2+2a1+a0—16 b1+bozo
Snadno ovérime, ze témto rovnicim vyhovuje feseni

a2:1 CL1:O CL():—O,4
by = 0,225 by =

tedy
B 2?2 —0,4
r@) = G 225

Vysledek této interpolace muzeme vidét na obrazku (obr. 3.1). Jak vidime, v interpolantu
se v bodé x = 0 vyskytuje bod nespojitosti druhého druhu, coz je ziejmé zpusobeno tim,
ze polynom ¢ ma v tomto bodé svuj koten.

Abychom se bodu nespojitosti zbavili, muzeme zménit konfiguraci uzlovych bodt inter-
polace. Nic nam ale nazajisti, ze v nové konfiguraci uzlovych bodu, se bod nespojitosti jiz
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3. RACIONALNI INTERPOLACE
nebude vyskytovat. Raciondlni interpolace tak ztraci svou efektivitu. V tomto konkrétnim
piipadé pak sta¢i napf. zvétsit pocet uzlu interpolace. Méjme nyni

ri=-2,-1,0,1,2; y =z

Tomuto zadani pak bude vyhovovat interpolant
—4dx

Vysledek interpolace muzeme vidét na obrazku (obr. 3.2).

15H X3 :'} g

------ r(x), r(x) ~ X°

-5

10- :." i

15} ﬁ
-2 -2/3 0 2/3 2

Obrazek 3.1: Funkce 2® aproximovand raciondlni interpolaci na étyfech ekvidistantnich
uzlech.

_X3

| 1), 1) = X

-2 -1 0 1 2

Obrazek 3.2: Funkce 2® aproximovan4 racionéln{ interpolaci na péti ekvidistantnich uzlech.
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3.4. ZAVER

3.3.2. Neexistence reSeni

Problém si ilustrujme na ptikladu. Interpolujme body

r; =1,2,3; Yi = _(xl - 2)2 + 2, tedy
Yi = 17271

Ziejmé n = 2. Pracujme s M = N = 1. Podle (3.1) ziskdvame tyto rovnice

a1+a0—b1—b0:()
2a1+a0—4b1—2b020
3a1—|—a0—3b1—bon.

Snadno ovérime, ze témto rovnicim vyhovuje feseni

Cl1:1 b1:1
CLO:—Q b0:—2

a dostavame tak

x—2
r(r) = 5=
Vysledek muzeme vidét na obréazku (obr. 3.3). Tento vysledek ov§em neinterpoluje bod
[2,2]. Pozorujeme, Ze zatimco nase feseni vyhovuje homogennimu systému rovnic (3.1), jiz
nevyhovuje interpola¢nim podminkdm. Bodu [2, 2] se v takovém pripadé fikd nedosazitelny
bod a pro dana M, N a n pak neexistuje raciondlni funkce, jez by interpolovala vSechny
uzly interpolace. Jesté uvedme, ze pro M = 0, N = 2 m4 pifslusny systém rovnic pouze
trividlni Teseni ag = by = by = by = 0. Tato situace tak neméa feSeni ani pro libovolnou
kombinaci M, N (za predpokladu N # 0, abychom vylouéili polynomidlni interpolaci).

Obecné tedy lze tici, ze pri racionalni interpolaci neni zarucena existence reseni.

1.

3.4. Zaveér

Nejprve se podivejme na interpolaci Rungeovy funkce pomoci metody inverznich diferenci
na obrézku (obr. 3.4). Muzeme ho porovnat s obrazkem (obr. 1.3).

Raciondlni interpolace poskytuje dobré vysledky, aniz by vyzadovala néjakou specialni
polohu uzlu interpolace.

Na druhou stranu vsak trpi dvéma velkymi nevyhodami. V interpolantu se obcasné
vyskytuji body nespojitosti druhého druhu a neni zarucena existence reseni.
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3. RACIONALNI INTERPOLACE

5| T H0=-(x-2)%+2 |
------ r(x), rx) ~ f(x)

1.8¢ -

16¢ .

1.4F -

1.2} -
1

1 2 3

Obrézek 3.3: Funkce f(x) aproximovand raciondlni interpolaci na tiech uzlech.

" RK)

109, 169 ~ R 1
0.8 ]
0.6 i
0.4" 1

i i i i

0 H i
-1 -08 -06 -04 -02 0 02 04 06 08 1

Obrazek 3.4: Rungeova funkce aproximovand metodou inverznich diferenci na ekvi-
distantnich uzlech (max. chyba interpolace je fddové 107!2 a nelze ji tak rozeznat).
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4. Racionalni interpolace v
barycentrickém tvaru

V této kapitole si ukazeme barycentricky tvar racionalni interpolace a zamétfime se na
eliminaci nevyhod klasické raciondlni interpolace. Pak si predstavime nékteré konkrétni
metody.

4.1. Barycentricky tvar racionalni interpolace

Nejprve se zamysleme, jak bude raciondalni interpolace v barycentrickém tvaru vypadat.
Dokazme si tuto vétu.

Véta 4.1. Kazdy raciondlni interpolant r € R, , bodi [z;,y;], i = 0,1,...,n lze pro
néjakd a; € R zapsat ve tvaru

(4.1)
Diukaz. Mame

—=, reE€R,,tedypqch,.
Polynomy p a ¢ muzeme na zdkladé véty o jednoznacnosti polynomu (véta 1.1) a nasi

znalosti konstrukce Lagrangeova interpola¢niho polynomu zapsat nejprve ve tvaru (1.3)
a nasledné pak ve tvaru (2.2), tedy

Protoze

musi platit, ze p(x;) = y;q(x;). Dostdvame

§ :n wig(zs)

izo_7—3 i

§ :n wig(ws)
i=0 T

Tedy pro a; = w;q(z;) byla véta dokazéana. ]

r(z) =

Barycentricky tvar racionélni interpolace je tedy tvar (4.1). V§imnéme si jeho podob-
nosti s (2.3), ziejmé se lisi pouze barycentrickymi vdhami. Barycentrickd Lagrangeova
interpolace je tak specialnim ptipadem barycentrické raciondlni interpolace, kdy jsou ba-
rycentrické vihy takové, ze q(z) = 1. Zamysleme se nyni nad barycentrickymi vahami pro
barycentrickou racionalni interpolaci.
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4. RACIONALNI INTERPOLACE V BARYCENTRICKEM TVARU

4.2. Barycentrické vahy

Dokazme si, ze barycentrické vahy a; splnuji interpolacni podminky. Respektive spliuji,
ze limy, ., r(x) = vy;, jelikoz r(z;) = y; je preddefinovano.

Véta 4.2. Necht r € R,,,, je raciondlni interpolant bodi [x;,y;], 1 = 0,1,...,n ve tvaru
(4.1), pak pro viechna a; # 0 plati, Ze

lim r(x) = ys.
T—T}

Diikaz. Upravujme r.

n
g ) . a a a
o mflxi Yi 0Y0 + 191 4+ .. 4 nYn

T—x0 r—x] T—Tp

Z” a0 % 4 @ .4 Gn

) —— T—x0 T—x1 T—Tn
i=0 T

aoyo(z—z1)...(x—xn)+a1yi (x—zo) (z—x2)...(x—xn)+ - +anyn(z—20)...(x—Tpn_1)
(z—z0)(x—21)...(T—2n)
ao(z—x1)...(x—xpn)+a1 (z—x0)(x—22)...(z—Tn)++an(x—x0)...(T—Tp_1)
(z—z0)(xz—21)...(T—2n)

Zj:o aiYi H;L;o(f — ;)
= J v .
Zj:o @i Hg;?(x — ;)

Vsimnéme si, ze pro k # i je

H(:ck —xz;) =0.
=0
i

Nyni vypocitejme limitu

Zio a;y; H;l:q(xk —a;) e [ [rmo(an — )

e s A AP
o Zz‘zo @i HJ“:Q(JC’“ — ) % Hﬂjzo(fck — ;)
JFi ik
Véta tak byla dokazéana. -

Z této vety tedy vyplyva, ze pro libovolné barycentrické vahy a; # 0 budou splnény
interpola¢ni podminky. Nemuze tak dojit k situaci, kdy by neexistovalo feSeni jako v
piripadé racionalni interpolace. Toto ziejmé souvisi s tim, Ze raciondlni funkce je ted z
mnoziny R, ,. Zaroven muzeme barycentrické vahy libovolné navrhnout, pokud dodrzime
a; # 0. Samoziejmé je pak podstatné navrhnout je tak, aby se interpolant choval dobte
mezi uzly interpolace. Napft. tak, aby se v r(x) nevyskytovaly body nespojitosti druhého
druhu.

4.3. Body nespojitosti druhého druhu

Jak jsme uvedli v (subsekce 3.3.1), body nespojitosti druhého druhu se v racionalnim
interpolantu vyskytuji v bodech, kde se jmenovatel racionalniho interpolantu ¢(z) = 0.
Ukazme si zpusob, jak navrhnout barycentrické vahy tak, aby se v r(x) nevyskytovaly
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4.4. BERRUT

body nespojitosti druhého druhu. Vychazejme z tvaru pro g(z) (presnéji pro lim, ., ¢(x)),
ktery je uveden v (4.2).

n

xllgclk q(x) = ag jl:[o(xk — ;).

J#k
Odtud pak mame
lim, ., q(z)

ap = ) .
szo(zk - ;)
J#k
Oznacme
n
sk =] J (@ — )
7=0
j#k

a vSimnéme si, ze za predpokladu zo < 1 < --- < x,, plati
sign(si) = — sign(sis1).

Déle si vSimnéme, ze aby r(z) nemélo na intervalu (zy, zx+1) body nespojitosti druhého
druhu, je nutnou (ale ne dostacujici) podminkou, ze

sign | lim ¢(z) | =sign | lim g¢(x) | .
z%mz TTy

Z toho vyplyva, ze aby r(z) nemélo na intervalu (xy,zj+1) body nespojitosti druhého
druhu, je pro barycentrické vahy nutnou (ale ne dostacujici) podminkou
sign(ay) = — sign(ag41).

Tuto myslenku pfedstavili Schneider a Werner v [10].

4.4. Berrut

J. P. Berrut navrhl barycentrické vdhy a; = (—1)". (Publikaci se nepodafilo ziskat, cerpéno
z [4] a [6]). Dokazme, Ze tyto barycentrické vahy nemaji zadné body nespojitosti pro
x € (xo, Tpn) — {®0, 21, ..., 2, }. Funkce ¢(z) vypada

o (=
q(x) = Z—x o
=0
Polozme x € (xoy, Togr1). Ziejmé plati
r—x; >0 proi <2k
r—x; <0 proi>2k+1.

Maéame tak
1 -1 1 —1 1
q(x) = +--+ + + + +....
T — Zo LT —Tog—1 T — T2k L — Tok+1 T — T2k42
N—— —_———  ~— ~ ~ ~ v
>0 <0 >0 >0 <0
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4. RACIONALNI INTERPOLACE V BARYCENTRICKEM TVARU
Dale plati

Top > Toj—1
T— X9 < T — T
1 1
>
T — T T — Tor—1

1 1
— > 0.
X — T T — Toi—1

Dostavame tak bud’

(z) I S e B
q(z) = e e
T -y N7 T —Top1 T —Top T —Toppl T — Topps VT
H,_/ >0 N - v N -~ / >0
>0 >0 >0
nebo
(z) e S e U U
q(z) = . e
r—xy 7 X —Top 1 X —Top T —Topyl T — Topra T T — Ty
>0 X -~ RN -~ > >0 =
>0 >0 >0 >0

a plati tak, ze pro x € (zog, Tors1) je q(z) > 0. Analogicky bychom dokéazali, Zze pro
x € (Tog—1,Tox) je q(z) < 0. Na obrdzku (obr. 4.1) pak muzeme vidét jak ¢(z) pfiblizné
vypada. Plati, ze q(x) # 0 pro vSechna x € (zg, x,) — {x0,Z1,...,2n}.

X0 X 1 X2 X3 X 4

Obréazek 4.1: Jmenovatel g(z) raciondlni funkce r(z) pro barycentrické véhy a; = (—1)°.
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4.5. FLOATER A HORMANN

4.5. Floater a Hormann

Nésledujici podkapitola ¢erpd z [4]. Floater a Hormann tam navrhli celou skupinu ra-

cionalnich interpolantu

S @)

r(z) = e :

kde

A — (=)’ B Gl
i (:E—l’i)“'(x_‘ri+d) H2+d($—x])

a p;(z) je polynom stupné d, ktery interpoluje d+1 bodu [z;, yi], . . .
pak dostavame Berrutovu interpolaci.

4.5.1. Body nespojitosti druhého druhu

(4.3)

NTivd, Yival- Prod =0

Ukazme si, ze tato interpolace také neobsahuje body nespojitosti druhého druhu. Rozsitme

r(z) na

0

CRVE | BRCEED IS SN

n—d

CHE | BRCEE OIS SN

Upravme soucin ve jmenovateli ¢(x). (Prazdné produkty jsou samoziejmé rovny jedné.)

n n—d
dl) = <—1>”-dH<as -2,) ZAxx) -

_ ndz _

I
i
Is9
Qu
—
|
—_
N—"
<

o
= pi(),
kde us() = (Hu—xn) ( 11 <xl—x))
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4. RACIONALNI INTERPOLACE V BARYCENTRICKEM TVARU
Citatel p(x) upravime obdobné a r(z) pak ziejmé vypada

Z_:nd = . (4.4)
0 i\ T

Pro zminény tvar ¢(z) nyni dokazeme, ze ¢(x) > 0 pro vSechna x € (zg, z,) a pro véechna
d = 0,1,...,n. Nejprve zvazme situaci, kdy = = . Mnozinu I = {0,1,...,n — d}
rozdélme na tii podmnoziny.
L ={0,....k—d—1}
L ={k—d,.. Lk}
Iy={k+1,...,n—d}

pro k < d je tato mnozina prazdna.
tato mnozina vzdy obsahuje alespon prvek k.

pro k > n — d je tato mnozina prazdna.

Plati
iel|iely |iel;
7—1
E[j=0(xk — %) >0 | >0 | 0
Hl=i+d+1<xl — @) 0 >0 >0
Tedy

n—d

ZM(%) > 0.

i=0

Déle zvazme situaci, kdy x € (xg, zx4+1). Opét rozdélme mnozinu I na tii podmnoziny,
tentokrat ale s drobnou zménou.

[1:{0,,]€—d}
L={k—d+1,...,k}
]3:{k’+1,,n—d}

pro k < d — 1 je tato mnozina prazdna.
pro d = 0 je tato mnozina prazdna.
pro k > n — d je tato mnozina prazdné.

Nejprve si vSimnéme, ze

pi(r) >0  proi € Is.
Dale se zaméime na i € I;. Plati

pr—q(z) = (x —x0) ... (x — xk_d_l)A(ka —z)... (v, —x

) >0,
>0 >0
fr—d-1(x) = (x —20) ... (T — Tp—g_2) (vpg — ) (Th1 — ) ... (T, — ) <O,
-~ H,—/\ ~ v
>0 <0 >0
pr—d—2(x) = (x — x0) ... (T — Tp—g—3) (Tp—1 — @) (2 — ) (Tpg1 — ) ... (x, — ) > 0,
~ ~ ~~ A/_/\ ~~ 7
>0 <0 <0

>0
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4.5. FLOATER A HORMANN

Tedy
Prk—d—21(x) >0

P—d—21—1(x) < 0.
Vsimnéme si, ze
7 — Tp—aa| > |7 — 2],
tedy
|bk—al > |ptr—d-1]
@4—@ > 0.

>0 <0

Tato nerovnice pak plati pro vSechny dvojice k —d — 2I, k — d — 2] — 1. Plati tak
pi(xr) >0  proi € I.
Obdobné bychom dokazali, ze
pi(z) >0 proi€ Is.
Protoze alespon jedna z mnozin Iy, I, I3 je neprazdna, plati ze

pi(xr) >0 proiel.

4.5.2. Barycentricky tvar

Podle tvaru (4.4) je r(x) € Rnyn-a & lze tedy zapsat v barycentrickém tvaru. Nejprve
zapiSme polynom p;(x) v Lagrangeové tvaru (1.3). Pfipomenme, ze polynom p;(x) inter-
poluje body [z, ¥, - - -, [Tivd, Yirdl-

i+d
pl<x) = Z Z’+dj Yj-
J=i Hk:i (; — k)

K]

Toto nyni dosadme do tvaru (4.3). V ¢itateli dostdvdme

n—d i+d n i+d 1
_ 7 J _
i=0 j=i J 1}5;; J
n y J i+d 1
= J —1) =
S eIl
7=0 i=j—d k;a_é;
- ra———h
§=0 J
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4. RACIONALNI INTERPOLACE V BARYCENTRICKEM TVARU

kde
J itd 1
b, — —1)i .
- 2 le=
i=j—d k=i
k]
Pro jmenovatel pak mame (protoze y; =1 pro j =0,1,...,n)
n—d n b
Ai(z) = .
IR o
= 7=0
Interpolant r(z) tak mé opét tvar (4.1) s tim, ze
i jrd
ai=> ][+ (4.5)
= - Ly — T
Jj=i—d k=j
ki

4.5.3. Barycentrické vahy

Podivejme se nyni na barycentrické védhy (4.5). Zkusme pro né stanovit explicitni for-
muli pro ekvidistantni uzly. Vychézejme ze subsekce (subsekce 2.3.1). Stejnym postupem

dojdeme k A
ﬁ 1 (=i g
k:j(i—k)h— hdd  \i—j)

J#i

Dosad'me a dostdvame

e (Y ()

j=i—d j=i—d

Protoze po dosazeni do formule (4.1) se ¢leny nezavislé na ¢ zkrati, muzeme pracovat se
zjednoduSenymi vahami
i
; d
a; = (—1)° E < )
= =]
j=i—d

Podivejme se jak vypadaji hodnoty |a}| pro ruznd d. Pro urceni hodnot téchto bary-
centrickych vah pak muzeme ziejmé vyuzit Pascaluv trojuhelnik, ktery vidime na pravé
strane.

d=0 1L1,...,1,1 1
d=1 1,2,2,...,2,2,1 11
d=2 1,3,4,4,...,4,4,3,1 121
d=3 1,4,7,8,8,...,8,8,7,4,1 1331
d=4 1,5,11,15,16,16,...,16,16,15,11,5, 1 14641
d="5 1,6,16,26,31,32,32,...,32,32,31,26, 16,6, 1 15101051

Jak jiz bylo feceno, pro d = 0 dostavame véahy, jak je navrhl Berrut. Pro d = 1 pak mame
de facto vdhy (2.4), samoziejmé ale na ekvidistantnich bodech.
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4.5. FLOATER A HORMANN

4.5.4. Priklad

Ukazme si nyni priklad.

Algoritmus pro vypocet je opét z [2], strana 507, pouze zménime barycentrické vahy.
Toto jsem naprogramoval v MATLABu. Soubor barint.m obsahuje stejnojmennou funkci
a je ptilohou k bakalarské praci. Dokumentace k nému je opét vytvorena piikazem publish
a je dostupna ve slozce html v souboru barint.html nebo z MATLABu pomoci piikazu
showdemo barint. Program barint.m pak pracuje s vétsim mnozstvim barycentrickych
vah, viz. jeho dokumentace.

Aproximujme Rungeovu funkci R(z) a pro kazdé n vyberme nejlepsi d, vysledky vidime
v tabulce (tab. 4.1). Tabulku muzeme porovnat s obdobnou tabulkou pro Lagrangeovu
interpolaci na Cebysevovych uzlech, kterd odpovida i barycentrické Lagrangeové inter-
polaci (tab. 1.1). Uvidime, ze jsme dosdhli podobnych vysledku bez pouziti specidlnich
bodu. Interpolaci pro n = 10, d = 0 pak muzeme vidét na obrazku (obr. 4.2).

n | d | fdd max. chyby interpolace
10 | O 1072
20 | 1 1073
50 | 4 1077
100 | 9 10712
150 | 10 1071

Tabulka 4.1: Zavislost po¢tu uzlu n a fadu max. chyby interpolace Rungeovy funkce ba-
rycentrickou racionalni interpolaci na ekvidistantnich uzlech. Pro dané n je vzdy vybrano

cvv s

T T T

— R

1.2H
______ r(x), r(x) =~ R(x), r(x) e R

10,10

0.8

0.6

0.4

0.2

-1 -08 -06 -04 -02 0 02 04 06 08 1

Obréazek 4.2: Rungeova funkce aproximovana barycentrickou racionalni interpolaci na
ekvidistantnich uzlech.
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4. RACIONALNI INTERPOLACE V BARYCENTRICKEM TVARU
4.6. Zaver

Barycentrickd racionalni interpolace v podobé metody od Floatera a Hormanna nabizi
dobré vysledky bez nutnosti pouzivat specidlni body. Soucasné v interpolantu nemuze
dojit k vyskytu bodu nespojitosti druhého druhu nebo neexistenci feseni. Priklady pak
naznacuji, ze metoda se bude chovat stabilné, i kdyz prace tykajici se studia stability
dosud nevznikla.
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5. Zaver

Cilem bakalarské prace bylo nastudovat zékladni fakta o barycentrické racionalni in-
terpolaci a jejim specialnim piipadé — barycentrické Lagrangeové interpolaci. Tato fakta
byla nastudovana.

Barycentrickda Lagrangeova interpolace se ukazuje jako dobry kandidat pro jedno-
rozmeérnou interpolaci a dokonce jiz nasla uplatnéni v projektu Chebfun spadajicim pod
University of Oxford.

Barycentrickd raciondlni interpolace se také jevi jako dobra volba pro jednorozmérnou
interpolaci, ackoliv jesté nebylo provedeno dukladné studium jeji numerické stability.

Dalsim cilem bakalaiské prace pak byla elementarni implementace barycetrické ra-
cionédlni interpolace v MATLABu. V prtiloze bakalaiské préce je pak soubor barint.m
obsahujici stejnojmennou funkci a také jeho dokumentace ve formétu html.

Pro tucely bakalarské prace pak byla také naprogramovana metoda inverznich diferenci,
spadajici do klasické raciondlni interpolace. Ptilohou bakaléiské je proto také soubor
metinvdif.m, obsahujici stejnojmennou funkei, a opét jeho dokumentace v html forméatu.
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LITERATURA

Seznam priloh

1. CD s bakalafskou praci (pdf), programy metinvdif.m a barint.m (oboji function
m-file do MATLABu) a slozkou html obsahujici dokumentaci ke zminénym programum
ve formatu html.

2. CD s programy metinvdif.m a barint.m (oboji function m-file do MATLABu) a
slozkou html obsahujici dokumentaci ke zminénym programtum ve formatu html.
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