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Abstrakt
Tato bakálářská práce se zabývá odvozeńım barycentrického tvaru polynomiálńı interpo-
lace a následně pak barycentrického tvaru racionálńı interpolace. Dále ukazuje nevýhody
klasické racionálńı interpolace a zabývá se eliminaćı těchto nevýhod v jej́ım barycen-
trickém tvaru. Také ukazuje některé konkrétńı metody řešeńı barycentrické racionálńı
interpolace.

Summary
This bachelor thesis deals with deducing of barycentric form of polynomial interpolation
and then barycentric form of rational interpolation. It shows disadvantages of classic
rational interpolation and deals with elimination of these disadvantages in its barycentric
form. It also shows some specific methods of barycentric rational interpolation.
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3.3.1 Body nespojitosti druhého druhu . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 22
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1. ÚVOD

1. Úvod
V úvodu budou uvedeny některé základńı pojmy. Pov́ıme si něco o aproximaci a inter-

polaci, ukážeme význam polynomů a provedeme konstrukci Lagrangeova interpolačńıho
polynomu. Nakonec si představ́ıme r̊uzná uspořádáńı uzlových bod̊u a řekneme si, jak
ovlivňuj́ı interpolaci.

1.1. Aproximace

Úkolem aproximace je naj́ıt pro danou funkci f z prostoru X funkci φ z Φ ⊂ X tak, aby
v požadovaném smyslu byla φ bĺızká f . Ř́ıkáme pak, že φ je aproximaćı f , nebo že φ
aproximuje f . Prostor X je Banach̊uv prostor funkćı. V našem př́ıpadě pak X = C(A),
tedy množina všech funkćı definovaných a spojitých v každém bodě množiny A, kde v
našem př́ıpadě A = 〈a, b〉.

1.2. Interpolace

Úkolem interpolace je naj́ıt funkci φ takovou, aby na ńı ležely dané fixńı body

[xi, yi], i = 0, 1, . . . , n, xi 6= xj pro i 6= j.

Tyto body nazýváme uzlové body nebo také uzly interpolace. Plat́ı

φ(xi) = yi, i = 0, 1, . . . , n.

V našem př́ıpadě budeme interpolaci použ́ıvat k aproximováńı funkce f na intervalu
〈a, b〉. Uzlovými body interpolace pak jsou body

[xi, yi] = [xi, f(xi)], i = 0, 1, . . . , n, xi 6= xj pro i 6= j,

a pro zjednodušeńı budeme nav́ıc uvažovat

a = x0 < x1 < · · · < xn = b.

Souřadnice xi, i = 1, 2 . . . , n − 1 pak jsou obvykle takové, aby uzlové body měli řád a v
nejlepš́ım př́ıpadě byli vhodné pro interpolaci. K uspořádáńı uzlových bod̊u se vrát́ıme
později.

1.3. Interpolace polynomem

Funkci f na intervalu 〈a, b〉 budeme aproximovat pomoćı interpolace polynomem. Vez-
meme Φ = Pn, kde Pn je množina všech polynomů p stupně nejvýše n,

p(x) = cnx
n + cn−1x

n−1 + · · ·+ c0 =
n∑
k=0

ckx
k, ck ∈ R. (1.1)
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1.4. LAGRANGEŮV INTERPOLAČNÍ POLYNOM

Polynom p se nazývá interpolačńı polynom a splňuje interpolačńı podmı́nky

p(xi) = yi = f(xi), i = 0, 1, . . . , n. (1.2)

Existence takového polynomu bude dokázána konstrukćı Lagrangeova interpolačńıho
polynomu. Jeho jednoznačnost dokážeme nyńı.

Věta 1.1. Pro n+ 1 daných bod̊u

[xi, yi], i = 0, 1, . . . , n, xi 6= xj pro i 6= j

existuje nejvýše jeden polynom p ∈ Pn takový, že

p(xi) = yi, i = 0, 1, . . . , n.

D̊ukaz. Předpokládejme, že existuj́ı dva interpolačńı polynomy p, q ∈ Pn, které splňuj́ı

p(xi) = q(xi) = yi, i = 0, 1, . . . , n.

Položme r(x) = p(x)− q(x). Zřejmě plat́ı r(x) ∈ Pn a

r(xi) = 0, i = 0, 1, . . . , n.

Tedy polynom r je stupně nejvýše n a současně má alespoň n+ 1 kořen̊u =⇒ r(x) = 0,
tedy p(x) = q(x).

1.4. Lagrange̊uv interpolačńı polynom

Lagrange̊uv interpolačńı polynom je významným zástupcem interpolace polynomem. Pro
praktické účely neńı př́ılǐs vhodný, ale je hojně využ́ıván v teoretických úvahách.

Definujme Lagrange̊uv interpolačńı polynom vztahem

p(x) = y0l0(x) + y1l1(x) + · · ·+ ynln(x) =
n∑
i=0

yili(x),

kde tzv. fundamentálńı polynomy li, i = 0, 1, . . . , n budou stupně nejvýše n (aby i in-
terpolačńı polynom byl stupně nejvýše n) a budou mı́t následuj́ıćı vlastnosti (aby byly
splněny interpolačńı podmı́nky (1.2)):

li(xj) =

{
0 pro i 6= j

1 pro i = j.

Uvažujme fundamentálńı polynomy ve tvaru

li(x) = Ai(x)Bi.

Člen Ai(x) je stanoven tak, aby platilo Ai(xj) = 0 pro i 6= j. Máme

Ai(x) = (x− x0) . . . (x− xi−1)(x− xi+1) . . . (x− xn) =
n∏
j=0
j 6=i

(x− xj).

12



1. ÚVOD

Fundamentálńı polynomy tedy jsou stupně n (protože člen Bi nezáviśı na x) a plat́ı
li(xj) = 0 pro i 6= j. Nyńı je člen Bi stanoven tak, aby byla splněna podmı́nka li(xi) = 1.
Máme

Bi =
1

(xi − x0) . . . (xi − xi−1)(xi − xi+1) . . . (xi − xn)
=

n∏
j=0
j 6=i

1

(xi − xj)
.

Konečný tvar Lagrangeova interpolačńıho polynomu tedy je

p(x) =
n∑
i=0

∏n

j=0
j 6=i

(x− xj)∏n

j=0
j 6=i

(xi − xj)
yi. (1.3)

Takto definovaný Lagrange̊uv interpolačńı polynom splňuje interpolačńı podmı́nky
(1.2) a protože je lineárńı kombinaćı polynomů stupně n, je sám stupně nejvýše n.

Zhodnot’me nyńı náročnost na počet operaćı. Každé vyč́ısleńı p(x) v nějakém x ∈ 〈a, b〉
vyžaduje v uvedeném tvaru O(n2) operaćı.

1.5. Uspořádáńı uzlových bod̊u

Nyńı se vrat’me ke zmı́něnému uspořádáńı uzlových bod̊u (sekce 1.2).

1.5.1. Ekvidistantńı uzly

Uspořádáńı uzl̊u může být např. ekvidistantńı, tj. existuje takové nenulové reálné č́ıslo h,
že plat́ı

xi = xi−1 + h.

Snadno nahlédneme, že

xi = x0 + ih = a+ i
b− a
n

.

Ekvidistantńı uzly však nejsou pro interpolaci vhodné. Při aproximováńı některých
funkćı totiž na okraj́ıch intervalu, v němž aproximujeme, roste chyba interpolace s ros-
toućım n. Tuto situaci ilustruje interpolace Rungeovy fukce

R(x) =
1

1 + 25x2
.

Jak můžeme vidět na obrázku (obr. 1.1), chyba interpolace na okraj́ıch intervalu 〈−1, 1〉
je značná a s rostoućım n pak dále poroste.
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1.5. USPOŘÁDÁNÍ UZLOVÝCH BODŮ

Obrázek 1.1: Rungeova funkce aproximovaná interpolaćı polynomem řádu n = 10 na
ekvidistantńıch uzlech.

1.5.2. Čebyševovy uzly

Daľśı možnost́ı uspořádáńı uzlových bod̊u jsou Čebyševovy uzly (budeme se zabývat pouze
Čebyševovými uzly druhého druhu). Pro ty na intervalu 〈−1, 1〉 plat́ı

xi = cos
iπ

n
.

Čebyševovy uzly na libovolném intervalu pak źıskáme prostou lineárńı transformaćı. Pro
zaj́ımavost se na souřadnice xi pod́ıvejme na obrázku (obr. 1.2). Všimněme si, že se jedná
o pr̊uměty bod̊u rozmı́stěných ekvidistantně na kružnici.

Obrázek 1.2: Čebyševovy uzly.

Toto uspořádáńı uzl̊u je pro interpolaci velmi vhodné. Opět ilustrujme na interpolaci
Rungeovy funkce. Jak vid́ıme na obrázku (obr. 1.3), chyba interpolace na okraj́ıch inter-
valu byla minimalizována. Celkově pak chyba interpolace bude s rostoućım n klesat. V
tabulce (tab. 1.1) pak můžeme vidět, jak s rostoućım n klesá řád max. chyby interpolace.

14



1. ÚVOD

Obrázek 1.3: Rungeova funkce aproximovaná interpolaćı polynomem řádu n = 10 na
Čebyševových uzlech.

n 10 20 50 100 150 170
řád max. chyby interpolace 10−1 10−2 10−5 10−9 10−13 10−15

Tabulka 1.1: Závislost počtu uzl̊u n a řádu max. chyby interpolace Rungeovy funkce
polynomem na Čebyševových uzlech.

1.5.3. Závěr

Polynomiálńı interpolace poskytuje poměrně dobré výsledky na Čebyševových (a sa-
mozřejmě i daľśıch) uzlech, které vlastně byly zkonstruovány právě za t́ımto účelem.
Přechod na tyto body však nemuśı být vždy možný. Na ekvidistantńıch (respektive
obecných) uzlech pak může doj́ıt k situaci, kdy chyba interpolace roste s rostoućım n,
což je jednoznačně velkou nevýhodou polynomiálńı interpolace.
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2. Barycentrický tvar Lagrangeovy
interpolace

V této kapitole si ukážeme, jak z Lagrangeova interpolačńıho polynomu úpravami
źıskáme barycentrický tvar Lagrangeovy interpolace. Pov́ıme si něco o barycentrických
váhách a nakonec zhodnot́ıme výhody oproti klasické Lagrangeově interpolaci.

2.1. Úprava Lagrangeovy interpolace

Budeme vycházet z Lagrangeova interpolačńıho polynomu (sekce 1.4).
Nejprve definujme

l(x) = (x− x0)(x− x1) . . . (x− xn)

a všimněme si, že každý čitatel Ai(x) fundamentálńıho polynomu li(x) lze nyńı zapsat
jako

Ai(x) = (x− x0) . . . (x− xi−1)(x− xi+1) . . . (x− xn) =
l(x)

x− xi
.

Člen Bi fundamentálńıho polynomu li(x) označme jako wi,

wi = Bi =
n∏
j=0
j 6=i

1

xi − xj
. (2.1)

Fundamentálńı polynom má opět tvar li(x) = Ai(x)Bi a interpolačńı polynom p(x) tak
má tvar

p(x) = l(x)
n∑
i=0

wi
x− xi

yi. (2.2)

Toto samozřejmě plat́ı pouze pro x 6= xi, což ovšem nepředstavuje žádný problém, protože
pro x = xi je p(xi) = yi. Muśı pak ale platit

lim
x→xi

p(x) = yi.

Tato podmı́nka je splněna, protože tvar (2.2) je pouze jiný zápis interpolačńıho polynomu
(1.3).

2.2. Barycentrická Lagrangeova interpolace

Rozviňme úpravu Lagrangeovy formule ještě dále. Předpokládejme, že interpolačńım po-
lynomem (2.2) aproximujeme funkci f(x) = 1 (tedy yi = 1 pro i = 0, 1, . . . , n), přičemž n
a souřadnice xi ponecháme beze změn, nezměńı se tedy ani členy wi. Podle věty (věta 1.1)
muśı platit

1 = l(x)
n∑
i=0

wi
x− xi

.
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2. BARYCENTRICKÝ TVAR LAGRANGEOVY INTERPOLACE

Nyńı interpolačńı polynom (2.2) podělme touto jedničkou. Protože členy l(x) se vzájemně
krát́ı, dostáváme

p(x) =

∑n

i=0

wi

x−xiyi∑n

i=0

wi

x−xi

. (2.3)

Toto je barycentrický tvar Lagrangeovy interpolace. Všimněme si změny v náročnosti na
počet operaćı. Nyńı potřebujeme O(n2) operaćı k vyč́ısleńı koeficient̊u wi nezávislých na
x a následně pak už pouze O(n) operaćı k vyč́ısleńı celého p(x) v x ∈ 〈a, b〉.

2.3. Barycentrické váhy

Koeficienty wi nazýváme barycentrické váhy. V uvedeném tvaru záviśı pouze na počtu
uzlových bod̊u a jejich souřadnićıch na ose x. To znamená, že jestliže často použ́ıváme
některé konfigurace uzlových bod̊u, můžeme hodnoty wi uchovávat a nač́ıtat je z paměti.
Pro jisté konfigurace je pak také možné naj́ıt pro wi explicitńı formuli. Tomu se nyńı
věnujme pro zmı́něná uspořádáńı uzlových bod̊u (sekce 1.5).

2.3.1. Ekvidistantńı uzly

Pro ekviditantńı uzly, kde
xi − xi−1 = h

plat́ı
xi − xj = (i− j)h.

Poč́ıtejme wi z vzorce (2.1).

wi =
n∏
j=0
j 6=i

1

(i− j)h
=

1

hn

n∏
j=0
j 6=i

1

i− j
=

1

hn

(
i−1∏
j=0

1

i− j

)(
n∏

k=i+1

1

i− k

)
=

=
1

hn

(
1

i

1

i− 1
. . .

1

1

) (
1

−1

1

−2
. . .

1

−(n− i)

)
=

1

hn
1

i!

(−1)n−i

(n− i)!
=

=
(−1)n−i

hn i! (n− i)!
n!

n!
=

(−1)n−i

hn n!

(
n

i

)
.

Po dosazeńı do formule (2.3), se členy nezávislé na i vzjemně zkrát́ı. Ve tvaru (2.3) tak
můžeme pracovat se zjednodušeným tvarem barycentrických vah

w′i = (−1)i
(
n

i

)
.

Při využit́ı Pascalova trojúhelńıku pak doćıĺıme zkráceńı výpočetńı doby. Protože je ale
polynomiálńı interpolace na ekvidistantńıch uzlech špatně podmı́něna, nemá toto př́ılǐs
velký význam.

17



2.4. PŘÍKLAD

2.3.2. Čebyševovy uzly

Pro Čebyševovy uzly plat́ı (po vypuštěńı člen̊u nezávislých na i)

w′i = (−1)iδi, δi =

{
1
2
, pro i = 0 nebo i = n

1, pro zbývaj́ıćı i.
(2.4)

Důkaz této vlastnosti je uveden v [9]. Je poměrně dlouhý a náročný a oṕırá se o fakta,
která by vyžadovala daľśı d̊ukazy. Proto ho zde neuvedeme.

Algoritmus pro barycentrickou Lagrangeovu interpolaci na Čebyševových uzlech na-
jdeme v [2] na straně 507.

2.4. Př́ıklad

Zaměřme se nyńı na aproximaci Rungeovy funkce barycentrickou Lagrangeovou interpo-
laćı na Čebyševových uzlech. Pro malá n je tato aproximace totožná s aproximaćı pomoćı
klasické Lagrangeovy interpolace, viz. obrázek (obr. 1.3). Ačkoliv i řád maximálńı chyby
interpolace odpov́ıdá klasické Lagrangeově interpolaci, viz. tabulka (tab. 1.1), pro n = 170
je již chyba interpolace téměř dvakrát nižš́ı. Tento rozd́ıl můžeme vidět v tabulce (tab.
2.1). Pro vyšš́ı n je potom výpočetńı doba klasické Lagrangeovy interpolace znatelně deľśı.

n 170
max. chyba barycentrické Lagrangeovy interpolace 3 ∗ 10−15

max. chyba klasické Lagrangeovy interpolace 5, 6 ∗ 10−15

Tabulka 2.1: Maximálńı chyba barycentrické a klasické Lagrangeovy interpolace při apro-
ximaci Rungeovy funkce na Čebyševových uzlech.

2.5. Závěr

Z teoretického hlediska poskytuje barycentrická Lagrangeova interpolace stejné výsledky
jako klasická Lagrangeova interpolace (protože je pouze jej́ım jiným zápisem). Na ekvi-
distantńıch uzlech bude zřejmě dále docházet k chybám jako u klasické Lagrangeovy
interpolace. Jestliže ale máme možnost provádět interpolaci např. na Čebyševových uz-
lech, doćıĺıme pak podstatně lepš́ıch výsledk̊u. Studium numerické stability barycentrické
Lagrangeovy interpolace najdeme v [5].

V prvé řadě známe pro barycentrické váhy Čebyševových uzl̊u jednoduchou explicitńı
formuli a můžeme tak doćılit velkého sńıžeńı nárok̊u na počet operaćı. Dále pak porov-
nejme vyč́ıslováńı polynomů ve tvaru (1.1) a tvaru (2.3). Vyč́ısleńı polynomu ve tvaru
(1.1) je pro vysoká n obt́ıžné a hroźı přetečeńı. Naopak, vyč́ısleńı polynomu ve tvaru (2.3)
s barycentrickými váhami Čebyševových uzl̊u (2.4) je snadno proveditelné i pro velmi
vysoká n.

Za zmı́nku pak určitě stoj́ı projekt Chebfun [13]. Jedná se o projekt pod vedeńım
Lloyda N. Trefethena z University of Oxford. Chebfun je soubor funkćı do MATLABu
umožňuj́ıćı provádět množstv́ı matematických operaćı pomoćı numerických metod, jejichž
jedńım ze základńıch kamen̊u je právě barycentrická Lagrangeova interpolace.
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3. RACIONÁLNÍ INTERPOLACE

3. Racionálńı interpolace
V této kapitole se seznámı́me s racionálńı interpolaćı včetně některých algoritmů pro

jej́ı výpočet a ukážeme si také jej́ı nevýhody. Tato kapitola čerpá z [11].

3.1. Racionálńı interpolace obecně

Úkolem racionálńı interpolace je naj́ıt r ∈ RM,N , respektive p ∈ PM a q ∈ PN přičemž

r(x) =
p(x)

q(x)
,

tak, aby funkce r procházela body [xi, yi], i = 0, 1, . . . , n. Plat́ı

r(xi) =
p(xi)

q(xi)
= yi.

Připomeňme, že

r(x) =
p(x)

q(x)
=
aMx

M + aM−1x
M−1 + · · ·+ a0

bNxN + bN−1xN−1 + · · ·+ b0
,

pro každé [xi, yi] tak máme rovnici

aMx
M
i + aM−1x

M−1
i + · · ·+ a0

bNxNi + bN−1x
N−1
i + · · ·+ b0

= yi

a máme tedy n+ 1 rovnic. Rovnici upravme

aMx
M
i + aM−1x

M−1
i + · · ·+ a0 = yi (bNx

N
i + bN−1x

N−1
i + · · ·+ b0)

aMx
M
i + aM−1x

M−1
i + · · ·+ a0 − yi (bNx

N
i + bN−1x

N−1
i + · · ·+ b0) = 0. (3.1)

Rovnice zapǐsme do systému lineárńıch rovnic.


xM0 xM−10 . . . 1 −y0xN0 −y0xN−10 . . . −y0
xM1 xM−11 . . . 1 −y1xN1 −y1xN−11 . . . −y1
...

...
. . .

...
...

...
. . .

...
xMn xM−1n . . . 1 −ynxNn −ynxN−1n . . . −yn





aM
aM−1

...
a0
bN
bN−1

...
b0


=


0
0
...
0

 .

Máme tedy systém n+ 1 lineárńıch rovnic o M +N + 2 neznámých. Protože je ale v
r(x) pod́ıl, násobná řešeńı určuj́ı pouze jedno r(x). Z násobných řešeńı tak můžeme jedno
řešeńı vybrat, a to zvoleńım konkrétńı hodnoty pro jeden z nenulových koeficient̊u. Počet
koeficient̊u, které r(x) jednoznačně určuj́ı, je tak pouze M+N+1. Pro jednoznačné určeńı
r(x) tak mezi M , N , n muśı zřejmě platit vztah n = M +N . (Pro vyloučeńı polynomiálńı
interpolace jako speciálńıho př́ıpadu racionálńı interpolace volme N 6= 0.)
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3.2. ALGORITMUS PRO VÝPOČET

3.2. Algoritmus pro výpočet

Už jsme si řekli, že problém lze řešit pomoćı systému lineárńıch rovnic. Jeho nevýhodou
však je obecně špatná podmı́něnost matice. Pro velké hodnoty n jsou matice často téměř
singulárńı a výpočet je tak nestabilńı. Z tohoto d̊uvodu se toto řešeńı v praxi nepouž́ıvá.
Ukažme si proto alespoň jeden algoritmus pro výpočet racionálńıch interpolant̊u, který je
jiný než systém lineárńıch rovnic. Existuje jich samozřejmě v́ıce.

3.2.1. Metoda inverzńıch diferenćı

V této metodě se nejprve spoč́ıtá tabulka tzv. inverzńıch diferenćı ψ, vid́ıme v tabulce
(tab. 3.1).

i xi yi
0 x0 y0
1 x1 y1 ψ(x0, x1)
2 x2 y2 ψ(x0, x2) ψ(x0, x1, x2)
...

...
...

...
...

. . .

j xj yj ψ(x0, xj) ψ(x0, x1, xj) . . . ψ(x0, . . . , xj−1, xj)
...

...
...

...
...

. . .
...

. . .

n xn yn ψ(x0, xn) ψ(x0, x1, xn) . . . ψ(x0, . . . , xj−1, xn) . . . ψ(x0, . . . , xn)

Tabulka 3.1: Tabulka inverzńıch diferenćı

Hodnoty inverzńıch diferenćı źıskáme pomoćı rekurzivńıch vzorc̊u

ψ(x0, xi) =
xi − x0
yi − y0

ψ(x0, x1, xi) =
xi − x1

ψ(x0, xi)− ψ(x0, x1)
...

ψ(x0, . . . , xj−1, xj, xi) =
xi − xj

ψ(x0, . . . , xj−1, xi)− ψ(x0, . . . , xj−1, xj)
.

Nyńı se snažme využ́ıt těchto inverzńıch diferenćı k určeńı r(x). Vycházejme z toho,
že pro i = 0, 1, . . . , n plat́ı

r(xi) =
p(xi)

q(xi)
= yi.

Nejprve stanovme r(x) tak, aby platilo r(x0) = y0 a současně byl v r(x) př́ıtomný prvek
(označme jej p′0(x)/q′0(x)), s kterým budeme moci dále pracovat, ale pro x = x0 bude
tento prvek násoben nulou. Dostáváme

r(x) = y0 + (x− x0)
p′0(x)

q′0(x)
.

Upravme

r(x) = y0 +
x− x0
q′0(x)

p′0(x)

.
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3. RACIONÁLNÍ INTERPOLACE

Stanovme prvek q′0(x)/p′0(x) tak, aby platilo r(x1) = y1 a abychom opět ponechali prvek
(tentokrát p′1(x)/q′1(x)) pro následuj́ıćı práci. Máme

r(x) = y0 +
x− x0

x1 − x0
y1 − y0

+ (x− x1)
p′1(x)

q′1(x)

.

Všimněme si, že
x1 − x0
y1 − y0

= ψ(x0, x1),

s ještě jednou úpravou tak máme

r(x) = y0 +
x− x0

ψ(x0, x1) +
x− x1
q′1(x)

p′1(x)

.

Stanovme q′1(x)/p′1(x), aby platilo r(x2) = y2, ponechme p′2(x)/q′2(x) pro daľśı práci

r(x) = y0 +
x− x0

ψ(x0, x1) +
x− x1

x2 − x1
x2 − x0
y2 − y0

− ψ(x0, x1)
+ (x− x2)

p′2(x)

q′2(x)

.

Všimněme si, že

x2 − x0
y2 − y0

= ψ(x0, x2),

x2 − x1
ψ(x0, x2)− ψ(x0, x1)

= ψ(x0, x1, x2).

S úpravou tak dostáváme

r(x) = y0 +
x− x0

ψ(x0, x1) +
x− x1

ψ(x0, x1, x2) +
x− x2
q′2(x)

p′2(x)

.

Takto pokračujeme dále. Výsledný vzorec pro r(x) pak je

r(x) = y0+
x− x0

ψ(x0, x1) +
x− x1

ψ(x0, x1, x2) +
x− x2

ψ(x0, x1, x2, x3) +

.

...

+
x− xn−1

ψ(x0, . . . , xn)
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3.3. NEVÝHODY RACIONÁLNÍ INTERPOLACE

Nevýhodou této metody je, že může doj́ıt k vynulováńı jmenovatele jednotlivých in-
verzńıch diferenćı. Dále také samozřejmě trṕı neduhy, kterými trṕı racionálńı interpolace
obecně. Co se týče náročnosti na počet operaćı, je potřeba řádově O(n2) operaćı pro
vypoč́ıtáńı inverzńıch diferenćı a pak řádově O(n) operaćı pro vyč́ısleńı interpolantu v
libovolném x.

Tuto metodu jsem také naprogramoval v MATLABu. Soubor metinvdif.m obsa-
huje stejnojmennou funkci a je př́ılohou k bakalářské práci. Dokumentace k němu je
vytvořena př́ıkazem publish a je dostupná ve složce html v souboru metinvdif.html

nebo z MATLABu pomoćı př́ıkazu showdemo metinvdif.

3.3. Nevýhody racionálńı interpolace

Při už́ıváńı racionálńı interpolace lze narazit na problémy, které jej́ı použ́ıváńı ztěžuj́ı. Na
tyto jej́ı nevýhody se nyńı pod́ıváme.

3.3.1. Body nespojitosti druhého druhu

Body nespojitosti druhého druhu zp̊usobuj́ı velkou nepřesnost aproximace a představuj́ı
tak problém. Tyto body se v interpolantu vyskytnou, právě když má polynom q (jmenova-
tel r(x)) alespoň jeden kořen uvnitř intervalu, ve kterém provád́ıme aproximaci. Ukažme
si nyńı takovou situaci.

Racionálńı interpolaćı interpolujme body

xi = −2,−2

3
,
2

3
, 2; yi = x3i .

Pracujme s M = 2 a N = 1. Podle (3.1) dostáváme rovnice

4 a2 − 2a1 + a0 − 16 b1 + b0 = 0

4

9
a2 −

2

3
a1 + a0 −

16

81
b1 + b0 = 0

4

9
a2 +

2

3
a1 + a0 −

16

81
b1 + b0 = 0

4 a2 + 2a1 + a0 − 16 b1 + b0 = 0

Snadno ověř́ıme, že těmto rovnićım vyhovuje řešeńı

a2 = 1 a1 = 0 a0 = −0, 4

b1 = 0, 225 b0 = 0

tedy

r(x) =
x2 − 0, 4

0, 225x
.

Výsledek této interpolace můžeme vidět na obrázku (obr. 3.1). Jak vid́ıme, v interpolantu
se v bodě x = 0 vyskytuje bod nespojitosti druhého druhu, což je zřejmě zp̊usobeno t́ım,
že polynom q má v tomto bodě sv̊uj kořen.

Abychom se bodu nespojitosti zbavili, můžeme změnit konfiguraci uzlových bod̊u inter-
polace. Nic nám ale nazajist́ı, že v nové konfiguraci uzlových bod̊u, se bod nespojitosti již
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3. RACIONÁLNÍ INTERPOLACE

nebude vyskytovat. Racionálńı interpolace tak ztráćı svou efektivitu. V tomto konkrétńım
př́ıpadě pak stač́ı např. zvětšit počet uzl̊u interpolace. Mějme nyńı

xi = −2,−1, 0, 1, 2; yi = x3i .

Tomuto zadáńı pak bude vyhovovat interpolant

r(x) =
−4x

x2 − 5
.

Výsledek interpolace můžeme vidět na obrázku (obr. 3.2).

Obrázek 3.1: Funkce x3 aproximovaná racionálńı interpolaćı na čtyřech ekvidistantńıch
uzlech.

Obrázek 3.2: Funkce x3 aproximovaná racionálńı interpolaćı na pěti ekvidistantńıch uzlech.
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3.4. ZÁVĚR

3.3.2. Neexistence řešeńı

Problém si ilustrujme na př́ıkladu. Interpolujme body

xi = 1, 2, 3; yi = −(xi − 2)2 + 2, tedy

yi = 1, 2, 1

Zřejmě n = 2. Pracujme s M = N = 1. Podle (3.1) źıskáváme tyto rovnice

a1 + a0 − b1 − b0 = 0

2a1 + a0 − 4b1 − 2b0 = 0

3a1 + a0 − 3b1 − b0 = 0.

Snadno ověř́ıme, že těmto rovnićım vyhovuje řešeńı

a1 = 1 b1 = 1

a0 = −2 b0 = −2

a dostáváme tak

r(x) =
x− 2

x− 2
= 1.

Výsledek můžeme vidět na obrázku (obr. 3.3). Tento výsledek ovšem neinterpoluje bod
[2, 2]. Pozorujeme, že zat́ımco naše řešeńı vyhovuje homogenńımu systému rovnic (3.1), již
nevyhovuje interpolačńım podmı́nkám. Bodu [2, 2] se v takovém př́ıpadě ř́ıká nedosažitelný
bod a pro daná M , N a n pak neexistuje racionálńı funkce, jež by interpolovala všechny
uzly interpolace. Ještě uved’me, že pro M = 0, N = 2 má př́ıslušný systém rovnic pouze
triviálńı řešeńı a0 = b2 = b1 = b0 = 0. Tato situace tak nemá řešeńı ani pro libovolnou
kombinaci M , N (za předpokladu N 6= 0, abychom vyloučili polynomiálńı interpolaci).

Obecně tedy lze ř́ıci, že při racionálńı interpolaci neńı zaručena existence řešeńı.

3.4. Závěr

Nejprve se pod́ıvejme na interpolaci Rungeovy funkce pomoćı metody inverzńıch diferenćı
na obrázku (obr. 3.4). Můžeme ho porovnat s obrázkem (obr. 1.3).

Racionálńı interpolace poskytuje dobré výsledky, aniž by vyžadovala nějakou speciálńı
polohu uzl̊u interpolace.

Na druhou stranu však trṕı dvěma velkými nevýhodami. V interpolantu se občasně
vyskytuj́ı body nespojitosti druhého druhu a neńı zaručena existence řešeńı.
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3. RACIONÁLNÍ INTERPOLACE

Obrázek 3.3: Funkce f(x) aproximovaná racionálńı interpolaćı na třech uzlech.

Obrázek 3.4: Rungeova funkce aproximovaná metodou inverzńıch diferenćı na ekvi-
distantńıch uzlech (max. chyba interpolace je řádově 10−12 a nelze ji tak rozeznat).
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4. Racionálńı interpolace v
barycentrickém tvaru

V této kapitole si ukážeme barycentrický tvar racionálńı interpolace a zaměř́ıme se na
eliminaci nevýhod klasické racionálńı interpolace. Pak si představ́ıme některé konkrétńı
metody.

4.1. Barycentrický tvar racionálńı interpolace

Nejprve se zamysleme, jak bude racionálńı interpolace v barycentrickém tvaru vypadat.
Dokažme si tuto větu.

Věta 4.1. Každý racionálńı interpolant r ∈ Rn,n bod̊u [xi, yi], i = 0, 1, . . . , n lze pro
nějaká ai ∈ R zapsat ve tvaru

r(x) =

∑n

i=0

ai
x−xiyi∑n

i=0

ai
x−xi

. (4.1)

D̊ukaz. Máme

r(x) =
p(x)

q(x)
, r ∈ Rn,n tedy p, q ∈ Pn.

Polynomy p a q můžeme na základě věty o jednoznačnosti polynomů (věta 1.1) a naš́ı
znalosti konstrukce Lagrangeova interpolačńıho polynomu zapsat nejprve ve tvaru (1.3)
a následně pak ve tvaru (2.2), tedy

r(x) =
l(x)

∑n

i=0

wi

x−xip(xi)

l(x)
∑n

i=0

wi

x−xi q(xi)
.

Protože

r(xi) =
p(xi)

q(xi)
= yi, i = 0, 1, . . . , n,

muśı platit, že p(xi) = yiq(xi). Dostáváme

r(x) =

∑n

i=0

wiq(xi)
x−xi yi∑n

i=0

wiq(xi)
x−xi

.

Tedy pro ai = wiq(xi) byla věta dokázána.

Barycentrický tvar racionálńı interpolace je tedy tvar (4.1). Všimněme si jeho podob-
nosti s (2.3), zřejmě se lǐśı pouze barycentrickými váhami. Barycentrická Lagrangeova
interpolace je tak speciálńım př́ıpadem barycentrické racionálńı interpolace, kdy jsou ba-
rycentrické váhy takové, že q(x) = 1. Zamysleme se nyńı nad barycentrickými váhami pro
barycentrickou racionálńı interpolaci.
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4. RACIONÁLNÍ INTERPOLACE V BARYCENTRICKÉM TVARU

4.2. Barycentrické váhy

Dokažme si, že barycentrické váhy ai splňuj́ı interpolačńı podmı́nky. Respektive splňuj́ı,
že limx→xi r(x) = yi, jelikož r(xi) = yi je předdefinováno.

Věta 4.2. Necht’ r ∈ Rn,n je racionálńı interpolant bod̊u [xi, yi], i = 0, 1, . . . , n ve tvaru
(4.1), pak pro všechna ai 6= 0 plat́ı, že

lim
x→xk

r(x) = yk.

D̊ukaz. Upravujme r.

r(x) =

∑n

i=0

ai
x−xiyi∑n

i=0

ai
x−xi

=

a0y0
x−x0 + a1y1

x−x1 + · · ·+ anyn
x−xn

a0
x−x0 + a1

x−x1 + · · ·+ an
x−xn

=

=

a0y0(x−x1)...(x−xn)+a1y1(x−x0)(x−x2)...(x−xn)+···+anyn(x−x0)...(x−xn−1)
(x−x0)(x−x1)...(x−xn)

a0(x−x1)...(x−xn)+a1(x−x0)(x−x2)...(x−xn)+···+an(x−x0)...(x−xn−1)
(x−x0)(x−x1)...(x−xn)

=

=

∑n

i=0
aiyi

∏n

j=0
j 6=i

(x− xj)∑n

i=0
ai
∏n

j=0
j 6=i

(x− xj)
.

Všimněme si, že pro k 6= i je
n∏
j=0
j 6=i

(xk − xj) = 0.

Nyńı vypoč́ıtejme limitu

lim
x→xk

r(x) =

∑n

i=0
aiyi

∏n

j=0
j 6=i

(xk − xj)∑n

i=0
ai
∏n

j=0
j 6=i

(xk − xj)
=

akyk
∏n

j=0
j 6=k

(xk − xj)

ak
∏n

j=0
j 6=k

(xk − xj)
= yk. (4.2)

Věta tak byla dokázána.

Z této věty tedy vyplývá, že pro libovolné barycentrické váhy ai 6= 0 budou splněny
interpolačńı podmı́nky. Nemůže tak doj́ıt k situaci, kdy by neexistovalo řešeńı jako v
př́ıpadě racionálńı interpolace. Toto zřejmě souviśı s t́ım, že racionálńı funkce je ted’ z
množiny Rn,n. Zároveň můžeme barycentrické váhy libovolně navrhnout, pokud dodrž́ıme
ai 6= 0. Samozřejmě je pak podstatné navrhnout je tak, aby se interpolant choval dobře
mezi uzly interpolace. Např. tak, aby se v r(x) nevyskytovaly body nespojitosti druhého
druhu.

4.3. Body nespojitosti druhého druhu

Jak jsme uvedli v (subsekce 3.3.1), body nespojitosti druhého druhu se v racionálńım
interpolantu vyskytuj́ı v bodech, kde se jmenovatel racionálńıho interpolantu q(x) = 0.
Ukažme si zp̊usob, jak navrhnout barycentrické váhy tak, aby se v r(x) nevyskytovaly
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body nespojitosti druhého druhu. Vycházejme z tvaru pro q(x) (přesněji pro limx→xk q(x)),
který je uveden v (4.2).

lim
x→xk

q(x) = ak

n∏
j=0
j 6=k

(xk − xj).

Odtud pak máme

ak =
limx→xk q(x)∏n

j=0
j 6=k

(xk − xj)
.

Označme

sk =
n∏
j=0
j 6=k

(xk − xj)

a všimněme si, že za předpokladu x0 < x1 < · · · < xn plat́ı

sign(sk) = − sign(sk+1).

Dále si všimněme, že aby r(x) nemělo na intervalu (xk, xk+1) body nespojitosti druhého
druhu, je nutnou (ale ne dostačuj́ıćı) podmı́nkou, že

sign

(
lim
x→x+k

q(x)

)
= sign

(
lim

x→x−k+1

q(x)

)
.

Z toho vyplývá, že aby r(x) nemělo na intervalu (xk, xk+1) body nespojitosti druhého
druhu, je pro barycentrické váhy nutnou (ale ne dostačuj́ıćı) podmı́nkou

sign(ak) = − sign(ak+1).

Tuto myšlenku představili Schneider a Werner v [10].

4.4. Berrut

J. P. Berrut navrhl barycentrické váhy ai = (−1)i. (Publikaci se nepodařilo źıskat, čerpáno
z [4] a [6]). Dokažme, že tyto barycentrické váhy nemaj́ı žádné body nespojitosti pro
x ∈ 〈x0, xn〉 − {x0, x1, . . . , xn}. Funkce q(x) vypadá

q(x) =
n∑
i=0

(−1)i

x− xi
.

Položme x ∈ (x2k, x2k+1). Zřejmě plat́ı

x− xi > 0 pro i ≤ 2k

x− xi < 0 pro i ≥ 2k + 1.

Máme tak

q(x) =
1

x− x0︸ ︷︷ ︸
>0

+ · · ·+ −1

x− x2k−1︸ ︷︷ ︸
<0

+
1

x− x2k︸ ︷︷ ︸
>0

+
−1

x− x2k+1︸ ︷︷ ︸
>0

+
1

x− x2k+2︸ ︷︷ ︸
<0

+ . . . .
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Dále plat́ı

x2l > x2l−1

x− x2l < x− x2l−1
1

x− x2l
>

1

x− x2l−1
1

x− x2l
− 1

x− x2l−1
> 0.

Dostáváme tak bud’

q(x) =
1

x− x0︸ ︷︷ ︸
>0

+ . . .︸︷︷︸
>0

+
−1

x− x2k−1
+

1

x− x2k︸ ︷︷ ︸
>0

+
−1

x− x2k+1

+
1

x− x2k+2︸ ︷︷ ︸
>0

+ . . .︸︷︷︸
>0

,

nebo

q(x) =
1

x− x0︸ ︷︷ ︸
>0

+ . . .︸︷︷︸
>0

+
−1

x− x2k−1
+

1

x− x2k︸ ︷︷ ︸
>0

+
−1

x− x2k+1

+
1

x− x2k+2︸ ︷︷ ︸
>0

+ . . .︸︷︷︸
>0

+
−1

x− xn︸ ︷︷ ︸
>0

a plat́ı tak, že pro x ∈ (x2k, x2k+1) je q(x) > 0. Analogicky bychom dokázali, že pro
x ∈ (x2k−1, x2k) je q(x) < 0. Na obrázku (obr. 4.1) pak můžeme vidět jak q(x) přibližně
vypadá. Plat́ı, že q(x) 6= 0 pro všechna x ∈ 〈x0, xn〉 − {x0, x1, . . . , xn}.

Obrázek 4.1: Jmenovatel q(x) racionálńı funkce r(x) pro barycentrické váhy ai = (−1)i.
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4.5. Floater a Hormann

Následuj́ıćı podkapitola čerpá z [4]. Floater a Hormann tam navrhli celou skupinu ra-
cionálńıch interpolant̊u

r(x) =

∑n−d

i=0
λi(x)pi(x)∑n−d

i=0
λi(x)

, (4.3)

kde

λi =
(−1)i

(x− xi) . . . (x− xi+d)
=

(−1)i∏i+d

j=i
(x− xj)

a pi(x) je polynom stupně d, který interpoluje d+1 bod̊u [xi, yi], . . . , [xi+d, yi+d]. Pro d = 0
pak dostáváme Berrutovu interpolaci.

4.5.1. Body nespojitosti druhého druhu

Ukažme si, že tato interpolace také neobsahuje body nespojitosti druhého druhu. Rozšǐrme
r(x) na

r(x) =
(−1)n−d

∏n

j=0
(x− xj)

(−1)n−d
∏n

j=0
(x− xj)

∑n−d

i=0
λi(x)pi(x)∑n−d

i=0
λi(x)

.

Upravme součin ve jmenovateli q(x). (Prázdné produkty jsou samozřejmě rovny jedné.)

q(x) = (−1)n−d
n∏
j=0

(x− xj)
n−d∑
i=0

λi(x) =

= (−1)n−d
n−d∑
i=0

(−1)i
∏n

j=0
(x− xj)∏i+d

k=i
(x− xk)

=

= (−1)n−d
n−d∑
i=0

[
(−1)i

(
i−1∏
j=0

(x− xj)

)(
n∏

l=i+d+1

(x− xl)

)]
=

= (−1)n−d
n−d∑
i=0

[
(−1)i

(
i−1∏
j=0

(x− xj)

)
(−1)n−i−d

(
n∏

l=i+d+1

(xl − x)

)]
=

=
n−d∑
i=0

[(
i−1∏
j=0

(x− xj)

)(
n∏

l=i+d+1

(xl − x)

)]
=

=
n−d∑
i=0

µi(x),

kde µi(x) =

(
i−1∏
j=0

(x− xj)

)(
n∏

l=i+d+1

(xl − x)

)
.
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Čitatel p(x) uprav́ıme obdobně a r(x) pak zřejmě vypadá

r(x) =

∑n−d

i=0
µi(x)pi(x)∑n−d

i=0
µi(x)

. (4.4)

Pro zmı́něný tvar q(x) nyńı dokážeme, že q(x) > 0 pro všechna x ∈ 〈x0, xn〉 a pro všechna
d = 0, 1, . . . , n. Nejprve zvažme situaci, kdy x = xk. Množinu I = {0, 1, . . . , n − d}
rozdělme na tři podmnožiny.

I1 ={0, . . . , k − d− 1} pro k ≤ d je tato množina prázdná.

I2 ={k − d, . . . , k} tato množina vždy obsahuje alespoň prvek k.

I3 ={k + 1, . . . , n− d} pro k ≥ n− d je tato množina prázdná.

Plat́ı

i ∈ I1 i ∈ I2 i ∈ I3∏i−1

j=0
(xk − xj) > 0 > 0 0∏n

l=i+d+1
(xl − xk) 0 > 0 > 0

µi(xk) 0 > 0 0

Tedy

n−d∑
i=0

µi(xk) > 0.

Dále zvažme situaci, kdy x ∈ (xk, xk+1). Opět rozdělme množinu I na tři podmnožiny,
tentokrát ale s drobnou změnou.

I1 ={0, . . . , k − d} pro k ≤ d− 1 je tato množina prázdná.

I2 ={k − d+ 1, . . . , k} pro d = 0 je tato množina prázdná.

I3 ={k + 1, . . . , n− d} pro k ≥ n− d je tato množina prázdná.

Nejprve si všimněme, že
µi(x) > 0 pro i ∈ I2.

Dále se zaměřme na i ∈ I1. Plat́ı

µk−d(x) = (x− x0) . . . (x− xk−d−1)︸ ︷︷ ︸
>0

(xk+1 − x) . . . (xn − x)︸ ︷︷ ︸
>0

> 0,

µk−d−1(x) = (x− x0) . . . (x− xk−d−2)︸ ︷︷ ︸
>0

(xk − x)︸ ︷︷ ︸
<0

(xk+1 − x) . . . (xn − x)︸ ︷︷ ︸
>0

< 0,

µk−d−2(x) = (x− x0) . . . (x− xk−d−3)︸ ︷︷ ︸
>0

(xk−1 − x)︸ ︷︷ ︸
<0

(xk − x)︸ ︷︷ ︸
<0

(xk+1 − x) . . . (xn − x)︸ ︷︷ ︸
>0

> 0,

...

31



4.5. FLOATER A HORMANN

Tedy
µk−d−2l(x) > 0

µk−d−2l−1(x) < 0.

Všimněme si, že
|x− xk−d−1| > |x− xk| ,

tedy

|µk−d| > |µk−d−1|
µk−d︸︷︷︸
>0

+µk−d−1︸ ︷︷ ︸
<0

> 0.

Tato nerovnice pak plat́ı pro všechny dvojice k − d− 2l, k − d− 2l − 1. Plat́ı tak

µi(x) > 0 pro i ∈ I1.

Obdobně bychom dokázali, že

µi(x) > 0 pro i ∈ I3.

Protože alespoň jedna z množin I1, I2, I3 je neprázdná, plat́ı že

µi(x) > 0 pro i ∈ I.

4.5.2. Barycentrický tvar

Podle tvaru (4.4) je r(x) ∈ Rn,n−d a lze tedy zapsat v barycentrickém tvaru. Nejprve
zapǐsme polynom pi(x) v Lagrangeově tvaru (1.3). Připomeňme, že polynom pi(x) inter-
poluje body [xi, yi], . . . , [xi+d, yi+d].

pi(x) =
i+d∑
j=i

∏i+d

k=i
k 6=j

(x− xk)∏i+d

k=i
k 6=j

(xj − xk)
yj.

Toto nyńı dosad’me do tvaru (4.3). V čitateli dostáváme

n−d∑
i=0

λi(x)pi(x) =
n−d∑
i=0

(−1)i∏i+d

k=i
(x− xk)

i+d∑
j=i

∏i+d

k=i
k 6=j

(x− xk)∏i+d

k=i
k 6=j

(xj − xk)
yj =

=
n−d∑
i=0

(−1)i
i+d∑
j=i

yj
x− xj

i+d∏
k=i
k 6=j

1

(xj − xk)
=

=
n∑
j=0

yj
x− xj

j∑
i=j−d

(−1)i
i+d∏
k=i
k 6=j

1

xj − xk
=

=
n∑
j=0

bj
x− xj

yj,
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kde

bj =

j∑
i=j−d

(−1)i
i+d∏
k=i
k 6=j

1

xj − xk
.

Pro jmenovatel pak máme (protože yj = 1 pro j = 0, 1, . . . , n)

n−d∑
i=0

λi(x) =
n∑
j=0

bj
x− xj

.

Interpolant r(x) tak má opět tvar (4.1) s t́ım, že

ai =
i∑

j=i−d

(−1)j
j+d∏
k=j
k 6=i

1

xi − xk
. (4.5)

4.5.3. Barycentrické váhy

Pod́ıvejme se nyńı na barycentrické váhy (4.5). Zkusme pro ně stanovit explicitńı for-
muli pro ekvidistantńı uzly. Vycházejme ze subsekce (subsekce 2.3.1). Stejným postupem
dojdeme k

j+d∏
k=j
j 6=i

1

(i− k)h
=

(−1)j+d−i

hd d!

(
d

i− j

)
.

Dosad’me a dostáváme

ai =
i∑

j=i−d

(−1)j
(−1)j+d−i

hd d!

(
d

i− j

)
=

(−1)d−i

hd d!

i∑
j=i−d

(
d

i− j

)
.

Protože po dosazeńı do formule (4.1) se členy nezávislé na i zkrát́ı, můžeme pracovat se
zjednodušenými váhami

a′i = (−1)i
i∑

j=i−d

(
d

i− j

)
.

Pod́ıvejme se jak vypadaj́ı hodnoty |a′i| pro r̊uzná d. Pro určeńı hodnot těchto bary-
centrických vah pak můžeme zřejmě využ́ıt Pascal̊uv trojúhelńık, který vid́ıme na pravé
straně.

d = 0 1, 1, . . . , 1, 1 1

d = 1 1, 2, 2, . . . , 2, 2, 1 1 1

d = 2 1, 3, 4, 4, . . . , 4, 4, 3, 1 1 2 1

d = 3 1, 4, 7, 8, 8, . . . , 8, 8, 7, 4, 1 1 3 3 1

d = 4 1, 5, 11, 15, 16, 16, . . . , 16, 16, 15, 11, 5, 1 1 4 6 4 1

d = 5 1, 6, 16, 26, 31, 32, 32, . . . , 32, 32, 31, 26, 16, 6, 1 1 5 10 10 5 1

Jak již bylo řečeno, pro d = 0 dostáváme váhy, jak je navrhl Berrut. Pro d = 1 pak máme
de facto váhy (2.4), samozřejmě ale na ekvidistantńıch bodech.
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4.5.4. Př́ıklad

Ukažme si nyńı př́ıklad.
Algoritmus pro výpočet je opět z [2], strana 507, pouze změńıme barycentrické váhy.

Toto jsem naprogramoval v MATLABu. Soubor barint.m obsahuje stejnojmennou funkci
a je př́ılohou k bakalářské práci. Dokumentace k němu je opět vytvořena př́ıkazem publish

a je dostupná ve složce html v souboru barint.html nebo z MATLABu pomoćı př́ıkazu
showdemo barint. Program barint.m pak pracuje s větš́ım množstv́ım barycentrických
vah, viz. jeho dokumentace.

Aproximujme Rungeovu funkci R(x) a pro každé n vyberme nejlepš́ı d, výsledky vid́ıme
v tabulce (tab. 4.1). Tabulku můžeme porovnat s obdobnou tabulkou pro Lagrangeovu
interpolaci na Čebyševových uzlech, která odpov́ıdá i barycentrické Lagrangeově inter-
polaci (tab. 1.1). Uvid́ıme, že jsme dosáhli podobných výsledk̊u bez použit́ı speciálńıch
bod̊u. Interpolaci pro n = 10, d = 0 pak můžeme vidět na obrázku (obr. 4.2).

n d řád max. chyby interpolace
10 0 10−2

20 1 10−3

50 4 10−7

100 9 10−12

150 10 10−15

Tabulka 4.1: Závislost počtu uzl̊u n a řádu max. chyby interpolace Rungeovy funkce ba-
rycentrickou racionálńı interpolaćı na ekvidistantńıch uzlech. Pro dané n je vždy vybráno
d s nejnižš́ı max. chybou interpolace.

Obrázek 4.2: Rungeova funkce aproximovaná barycentrickou racionálńı interpolaćı na
ekvidistantńıch uzlech.
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4.6. Závěr

Barycentrická racionálńı interpolace v podobě metody od Floatera a Hormanna nab́ıźı
dobré výsledky bez nutnosti použ́ıvat speciálńı body. Současně v interpolantu nemůže
doj́ıt k výskytu bod̊u nespojitosti druhého druhu nebo neexistenci řešeńı. Př́ıklady pak
naznačuj́ı, že metoda se bude chovat stabilně, i když práce týkaj́ıćı se studia stability
dosud nevznikla.
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5. Závěr
Ćılem bakalářské práce bylo nastudovat základńı fakta o barycentrické racionálńı in-

terpolaci a jej́ım speciálńım př́ıpadě – barycentrické Lagrangeově interpolaci. Tato fakta
byla nastudována.

Barycentrická Lagrangeova interpolace se ukazuje jako dobrý kandidát pro jedno-
rozměrnou interpolaci a dokonce již našla uplatněńı v projektu Chebfun spadaj́ıćım pod
University of Oxford.

Barycentrická racionálńı interpolace se také jev́ı jako dobrá volba pro jednorozměrnou
interpolaci, ačkoliv ještě nebylo provedeno d̊ukladné studium jej́ı numerické stability.

Daľśım ćılem bakalářské práce pak byla elementárńı implementace barycetrické ra-
cionálńı interpolace v MATLABu. V př́ıloze bakalářské práce je pak soubor barint.m

obsahuj́ıćı stejnojmennou funkci a také jeho dokumentace ve formátu html.
Pro účely bakalářské práce pak byla také naprogramována metoda inverzńıch diferenćı,

spadaj́ıćı do klasické racionálńı interpolace. Př́ılohou bakalářské je proto také soubor
metinvdif.m, obsahuj́ıćı stejnojmennou funkci, a opět jeho dokumentace v html formátu.
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č. 2, s. 315–331. ISSN 0029-599X. DOI 10.1007/s00211-007-0093-y.

[5] HIGHAM, Nicholas J. The numerical stability of barycentric Lagrange interpolation.
IMA Journal of Numerical Analysis. 2004, roč. 24, č. 4, s. 547–556. ISSN 0272-4979.
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ve formátu html.

2. CD s programy metinvdif.m a barint.m (oboj́ı function m-file do MATLABu) a
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