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lace a nás ledně pak barycent r ického tvaru racionální interpolace. Dále ukazuje nevýhody 
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t r ickém tvaru. Také ukazuje některé konkré tn í metody řešení barycentr ické racionální 
interpolace. 
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1. ÚVOD 

1. Úvod 
V úvodu budou uvedeny někte ré základní pojmy. Povíme si něco o aproximaci a inter­

polaci, ukážeme v ý z n a m po lynomů a provedeme konstrukci Lagrangeova interpolačního 
polynomu. Nakonec si p ředs tav íme různá u spo řádán í uzlových b o d ů a řekneme si, jak 
ovlivňují interpolaci. 

1.1. Aproximace 
Úkolem aproximace je nají t pro danou funkci / z prostoru X funkci 0 z $ C X tak, aby 
v požadovaném smyslu byla 0 blízká / . Ř íkáme pak, že 0 je aproximací / , nebo že 0 
aproximuje / . Prostor X je B a n a c h ů v prostor funkcí. V našem př ípadě pak X = C (A), 
tedy množ ina všech funkcí definovaných a spoj i tých v každém b o d ě množiny A, kde v 
našem př ípadě A = {a,b). 

1.2. Interpolace 
Úkolem interpolace je nají t funkci 0 takovou, aby na ní ležely dané fixní body 

[XÍ, yi], i = 0 , 1 , . . . , n, Xi ^ Xj pro i ^ j. 

Tyto body nazýváme uzlové body nebo t aké uzly interpolace. P l a t í 

4>{XÍ) = y i y i = 0 , 1 , . . . ,n. 

V našem př ípadě budeme interpolaci používat k aproximování funkce / na intervalu 
(a, b). Uzlovými body interpolace pak jsou body 

[XÍ, yi] = [XÍ, ffa)], i = 0 , 1 , . . . , n, Xi^Xj pro i ^ j , 

a pro z jednodušení budeme navíc uvažovat 

a = xo < x\ < • • • < xn = b. 

Souřadnice 1 pak jsou obvykle takové, aby uzlové body měli ř á d a v 
nejlepším př ípadě byl i vhodné pro interpolaci. K uspo řádán í uzlových b o d ů se v rá t íme 
později. 

1.3. Interpolace polynomem 
Funkci / na intervalu (a, b) budeme aproximovat pomocí interpolace polynomem. Vez­
meme $ = Pn, kde Pn je množ ina všech po lynomů p s tupně nejvýše n, 

n 

p(x) = cnxn + c n _ i x n _ 1 + • • • + c 0 = ckxk, cfc e R. (1.1) 
fc=0 
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1.4. LAGRANGEUV INTERPOLAČNÍ POLYNOM 

Polynom p se nazývá interpolační polynom a splňuje interpolační podmínky 

p(xi) = yi = ffa), i = 0,l,...,n. (1.2) 

Existence takového polynomu bude dokázána konstrukcí Lagrangeova interpolačního 
polynomu. Jeho jednoznačnos t dokážeme nyní. 

V ě t a 1.1. Pro n + 1 daných bodů 

[XÍ, yi], i = 0 , 1 , . . . , n, Xi^ Xj pro i ^ j 

existuje nejvýše jeden polynom p G Pn takový, že 

p(xi) =yi, i = 0 , 1 , . . . 

Důkaz. P ředpokláde jme , že existují dva in terpolační polynomy p, q G P„ , k teré splňují 

P(XÍ) = q(xi) = VÍ, i = o, i , . . . ,7i. 

Položme r(x) = — Zřejmě p la t í r (x) G P„ a 

r(xj) = 0 , i = 0 , 1 , . . . ,7i. 

Tedy polynom r je s tupně nejvýše n a současně m á alespoň n + 1 kořenů =>- r(x) = 0, 
tedy = • 

1.4. Lagrangeův interpolační polynom 
Lagrangeův interpolační polynom je v ý z n a m n ý m zás tupcem interpolace polynomem. Pro 
prakt ické účely není příliš vhodný , ale je hojně využíván v teoret ických úvahách. 

Definujme Lagrangeův interpolační polynom vztahem 

n 

p(x) = y0l0(x) + yih(x) H h yJn(x) = ^yjkjx), 
i=0 

kde tzv. fundamentální polynomy liy i = 0,1,... ,n budou s tupně nejvýše n (aby i in­
te rpolační polynom byl s tupně nejvýše n) a budou mí t následující vlastnosti (aby byly 
splněny interpolační p o d m í n k y (1.2)): 

li^Xj) 
0 pro i j 

1 pro i = j. 

Uvažujme fundamentá ln í polynomy ve tvaru 

k(x) = AÍ(X)BÍ. 

Clen Ai(x) je stanoven tak, aby platilo AÍ(XJ) = 0 pro i ^ j. M á m e 

n 

Ai(x) = (x - x0)... (x - Xi-i){x - Xi+i) ... (x - xn) = Y\(x - xj)-
3=0 
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1. ÚVOD 

F u n d a m e n t á l n í polynomy tedy jsou s tupně n (protože člen Bi nezávisí na x) a p la t í 
h(xj) = 0 pro i j. Nyní je člen Bi stanoven tak, aby byla splněna p o d m í n k a h(xi) = 1. 
M á m e 

1 n 1 
B , = i = J J 1 

(Xj Xg) . . . (Xj Xj_i)(Xj Xj_|_i) . . . (Xj xn) (Xj Xj) 
i=o 

Konečný tvar Lagrangeova interpolačního polynomu tedy je 

nn 

j=o(x ~ xj) 

p(x) = J 2 Y r L t \ V i - ( L 3 ) 

i=0 \_\_j=o{xi xj) 

Takto definovaný Lagrangeův interpolační polynom splňuje interpolační p o d m í n k y 
(1.2) a protože je l ineární kombinací po lynomů s tupně n, je s ám s t u p n ě nejvýše n. 

Zhodnoťme nyní náročnost na počet operací . Každé vyčíslení p(x) v ně jakém x G (a, b) 
vyžaduje v uvedeném tvaru 0(n2) operací . 

1.5. Uspořádání uzlových bodů 

Nyní se v raťme ke zmíněnému uspo řádán í uzlových b o d ů (sekce 1.2). 

1.5.1. Ekvidistantní uzly 
Uspořádán í uzlů může být např . ekvidistantní, tj. existuje takové nenulové reálné číslo h, 
že pla t í 

$i X"i—i ~~\~ h. 

Snadno nah lédneme, že 
b — a 

Xi = XQ + ih = a + % . 
n 

Ekvid i s t an tn í uzly však nejsou pro interpolaci vhodné . P ř i aproximování některých 
funkcí to t iž na okrajích intervalu, v němž aproximujeme, roste chyba interpolace s ros­
touc ím n. Tuto situaci ilustruje interpolace Rungeovy fukce 

R{x) 
1 + 25x 2 

Jak můžeme vidět na obrázku (obr. 1.1), chyba interpolace na okrajích intervalu (—1,1) 
je značná a s ros toucím n pak dále poroste. 
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1.5. USPOŘÁDÁNÍ UZLOVÝCH BODŮ 
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Obrázek 1.1: Rungeova funkce aproximovaná interpolací polynomem ř á d u n = 10 na 
ekvidis tantních uzlech. 

1.5.2. Cebyševovy uzly 
Další možnost í u spo řádán í uzlových b o d ů jsou Cebyševovy uzly (budeme se zabývat pouze 
Cebyševovými uzly d ruhého druhu). Pro ty na intervalu (—1,1) pla t í 

in 
Xi = cos — . 

n 

Cebyševovy uzly na l ibovolném intervalu pak získáme prostou l ineární t ransformací . Pro 
zajímavost se na souřadnice X{ podívejme na obrázku (obr. 1.2). Vš imněme si, že se j edná 
o p r ů m ě t y b o d ů rozmís těných ekvid is tan tně na kružnici . 

(b-a)/2 

0 
B ' b 
" Obrázek 1.2: Cebyševovy uzly. 

Toto uspo řádán í uzlů je pro interpolaci velmi vhodné . Opě t ilustrujme na interpolaci 
Rungeovy funkce. Jak vidíme na obrázku (obr. 1.3), chyba interpolace na okrajích inter­
valu byla minimal izována. Celkově pak chyba interpolace bude s ros toucím n klesat. V 
tabulce (tab. 1.1) pak můžeme vidět , jak s ros toucím n klesá ř ád max. chyby interpolace. 
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1. ÚVOD 

1.2 
•R(x) 
• p ( x ) , p ( x ) « R ( x ) , p ( x ) e P 1 0 

Obrázek 1.3: Rungeova funkce aproximovaná interpolací polynomem ř á d u n 
Cebyševových uzlech. 

10 na 

n 10 20 50 100 150 170 
řád max. chyby interpolace IQ" 1 Í O " 2 10" 5 10" 9 Í O " 1 3 Í O " 1 5 

Tabulka 1.1: Závislost poč tu uzlů n a ř á d u max. chyby interpolace Rungeovy funkce 
polynomem na Cebyševových uzlech. 

1.5.3. Závěr 
Polynomiáln í interpolace poskytuje poměrně dobré výsledky na Cebyševových (a sa­
mozřejmě i dalších) uzlech, k teré v las tně byly zkons t ruovány právě za t ímto účelem. 
P řechod na tyto body však nemusí být vždy možný. N a ekvidis tantn ích (respektive 
obecných) uzlech pak může dojít k situaci, kdy chyba interpolace roste s ros toucím n, 
což je j ednoznačně velkou nevýhodou polynomiá ln í interpolace. 
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2. Barycentrický tvar Lagrangeovy 
interpolace 

V t é t o kapitole si ukážeme, jak z Lagrangeova interpolačního polynomu úpravami 
získáme barycentr ický tvar Lagrangeovy interpolace. Povíme si něco o barycentr ických 
váhách a nakonec zhodno t íme výhody oproti klasické Lagrangeově interpolaci. 

2.1. Úprava Lagrangeovy interpolace 
Budeme vycházet z Lagrangeova interpolačního polynomu (sekce 1.4). 

Nejprve definujme 
l{x) = (x - XQ){X - Xi) . . . (x - xn) 

a vš imněme si, že každý či tatel Ai(x) fundamentá ln ího polynomu h(x) lze nyní zapsat 
jako 

l(x) 
Ai(x) = (X - X0) . . . (X - Xi-i)(x - Xi+i) . . . (X - Xn) = - _ ^ • 

Člen Bi fundamentá ln ího polynomu U(x) označme jako Wi, 

n 

B = \ [ • (2.1) 
3=0 

F u n d a m e n t á l n í polynom m á opět tvar k(x) = AÍ(X)BÍ a in terpolační polynom p(x) tak 
m á tvar 

n 

P W = ^ ) E r z ^ w - (2-2) 
x — x 

i=0 
Toto samozřejmě p la t í pouze pro x ^ Xi, což ovšem nepředs tavuje žádný problém, protože 
pro x = Xi je p(xi) = yi. Musí pak ale platit 

l im p(x) = y i. 

Tato podmínka je splněna, protože tvar (2.2) je pouze j iný zápis in terpolačního polynomu 

(1-3). 

2.2. Bary centrická Lagrangeova interpolace 
Rozviňme úp ravu Lagrangeovy formule ješ tě dále. P ředpokláde jme , že in terpolačním po­
lynomem (2.2) aproximujeme funkci f(x) = 1 (tedy y^ — 1 pro i — 0,1,... ,n), př ičemž n 
a souřadnice X{ ponecháme beze změn, nezmění se tedy ani členy W{. Podle věty (věta 1.1) 
musí platit 

1 = l{x) £ 
n 

i=0 *^ 
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2. BARYCENTRICKÝ TVAR LAGRANGEOVY INTERPOLACE 

Nyní in terpolační polynom (2.2) podě lme touto jedničkou. Pro tože členy l{x) se vzájemně 

krá t í , dos t áváme 

Toto je bary centrický tvar Lagrangeovy interpolace. Vš imněme si změny v náročnost i na 
počet operací . Nyní po t řebu jeme 0(n2) operací k vyčíslení koeficientů Wi nezávislých na 
x a nás ledně pak už pouze 0(n) operací k vyčíslení celého p(x) v x E {a, b). 

2.3. Bary centrické váhy 
Koeficienty Wi n azýváme barycentrické váhy. V uvedeném tvaru závisí pouze na p o č t u 
uzlových b o d ů a jejich souřadnicích na ose x. To znamená , že jestl iže často použ íváme 
některé konfigurace uzlových bodů , můžeme hodnoty Wi uchovávat a nač í t a t je z pamět i . 
Pro j is té konfigurace je pak t aké možné nají t pro Wi explici tní formuli. Tomu se nyní 
věnujme pro zmíněná uspo řádán í uzlových b o d ů (sekce 1.5). 

2.3.1. Ekvidistantní uzly 
Pro ekv id i tan tn í uzly, kde 

pla t í 
Xi — Xj = {i — j)h. 

Počí te jme Wi z vzorce (2.1). 

f r ^ - = - T T — = - Í T T — \ ( f í -
1 1 (i _ ň\h h n 1 1 i — i h n \ 1 1 i — i / \ 1 1 i — 

Wi . 
i — 7 / \ ± ± % — k 

3=0 y •" j=0 J \j=0 J / \k=i+l 
3+i 
1 / 1 1 \ \ ( 1 1 1 \ 1 1 

% -
j=0 

-J 

M ( 1 

v {• ̂ 1 

_ ( - i 
hn 

hn \i \ - \ -2"' -(n-i) J hn i\ (n - i)\ 
(_l)n-i n \ (-l)n-i frf 

hn i\ (n — i)\ n\ hn n\ \i 

Po dosazení do formule (2.3), se členy nezávislé na i vzjemně zkrát í . Ve tvaru (2.3) tak 
můžeme pracovat se z jednodušeným tvarem barycentr ických vah 

Př i využi t í Pascalova t ro júhe ln íku pak docílíme zkrácení výpoče tn í doby. P ro tože je ale 
polynomiální interpolace na ekvidis tantních uzlech špa tně podmíněna , n e m á toto příliš 
velký význam. 
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2.4. PŘÍKLAD 

2.3.2. Čebyševovy uzly 
Pro Čebyševovy uzly p la t í (po vypuš těn í členů nezávislých na i) 

\ , pro i = 0 nebo i = n , 
, ( 2-4) 

1, pro zbývající i. 

Důkaz t é to vlastnosti je uveden v [9]. Je poměrně d louhý a ná ročný a opírá se o fakta, 
k te rá by vyžadovala další důkazy. Proto ho zde neuvedeme. 

Algoritmus pro barycentrickou Lagrangeovu interpolaci na Cebyševových uzlech na­
jdeme v [2] na s t raně 507. 

2.4. Příklad 
Zaměřme se nyní na aproximaci Rungeovy funkce barycentrickou Lagrangeovou interpo­
lací na Cebyševových uzlech. Pro ma lá n je tato aproximace to tožná s aproximací pomocí 
klasické Lagrangeovy interpolace, viz. obrázek (obr. 1.3). Ačkoliv i ř ád max imáln í chyby 
interpolace odpov ídá klasické Lagrangeově interpolaci, viz. tabulka (tab. 1.1), pro n = 170 
je již chyba interpolace t éměř dvakrá t nižší. Tento rozdíl můžeme vidět v tabulce (tab. 
2.1). Pro vyšší n je potom výpoče tn í doba klasické Lagrangeovy interpolace znate lně delší. 

n 170 
max. chyba barycentr ické Lagrangeovy interpolace 3 * 1 0 " 1 5 

max. chyba klasické Lagrangeovy interpolace 5 ,6* 1 0 " 1 5 

Tabulka 2.1: Maximáln í chyba barycentr ické a klasické Lagrangeovy interpolace při apro­
ximaci Rungeovy funkce na Cebyševových uzlech. 

2.5. Závěr 
Z teoret ického hlediska poskytuje barycent r ická Lagrangeova interpolace stejné výsledky 
jako klasická Lagrangeova interpolace (protože je pouze jej ím j i ným zápisem). N a ekvi-
d is tan tn ích uzlech bude zřejmě dále docházet k chybám jako u klasické Lagrangeovy 
interpolace. Jestl iže ale m á m e možnos t p rovádě t interpolaci např . na Cebyševových uz­
lech, docílíme pak p o d s t a t n ě lepších výsledků. Studium numerické stability barycentr ické 
Lagrangeovy interpolace najdeme v [5]. 

V prvé řadě známe pro barycentr ické váhy Cebyševových uzlů jednoduchou explicitní 
formuli a můžeme tak docílit velkého snížení ná roků na počet operací . Dále pak porov­
nejme vyčíslování po lynomů ve tvaru (1.1) a tvaru (2.3). Vyčíslení polynomu ve tvaru 
(1.1) je pro vysoká n obt ížné a hrozí přetečení . Naopak, vyčíslení polynomu ve tvaru (2.3) 
s barycent r ickými v á h a m i Cebyševových uzlů (2.4) je snadno proveditelné i pro velmi 
vysoká n. 

Za zmínku pak urči tě stojí projekt Chebfun [13]. J e d n á se o projekt pod vedením 
Lloyda N . Trefethena z University of Oxford. Chebfun je soubor funkcí do M A T L A B u 
umožňující p rovádě t množs tv í ma tema t i ckých operací pomoc í numerických metod, jejichž 
j edn ím ze základních kamenů je p rávě barycent r ická Lagrangeova interpolace. 

-1)% 
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3. RACIONÁLNÍ INTERPOLACE 

3. Racionální interpolace 
V té to kapitole se seznámíme s racionální interpolací včetně některých a lgor i tmů pro 

její výpočet a ukážeme si t aké její nevýhody. Tato kapitola čerpá z [11]. 

3.1. Racionální interpolace obecně 
Úkolem racionální interpolace je naj í t r G RM N, respektive p G PM a q G Pjq př ičemž 

r(x) 
p(x) 

q(x) 

tak, aby funkce r procházela body [XÍ,yj\, i — 0,1,... ,n. P l a t í 

p(Xi) 
ríxj) 

P ř i p o m e ň m e , že 

rlx) 
p(x) _ aMxM + aM-ixM 1 H h a 0 

q(x) ~~ bNxN + b N - ^ - 1 + • • • + b0 ' 

pro každé [xj,yj] tak m á m e rovnici 

+ a0 

bNxf + b N . l X f - 1 + • + b0 

Ui 

a m á m e tedy n + 1 rovnic. Rovnici upravme 

+ a0 = yi {bNxf + b N - i X ? _ 1 

aM%; i aM—lxi i + a 0 - y i {bNxf + 6at_iX JV-1 
+ 

+ • + b0) 0. 

Rovnice zapišme do sys tému lineárních rovnic. 

íxM 

X 
o 
M 

M-l 
'0 
.M-l 

X M X M-l 

N 
-yoxo 

N 
-yixi 

• N  
1 Un-^n Vn-E 

-yoxo 1 

-yixN,-1 

JV-1 

-yo\ 
-yi 

-Vnj 

( aM \ 
« M - 1 

O.Q 
bN 

V b0 J 

M 
o 

w 

(3.1) 

M á m e tedy sys tém n + 1 lineárních rovnic o M + iV + 2 neznámých. P ro tože je ale v 
r(x) podí l , ná sobná řešení určují pouze jedno r(x). Z násobných řešení tak můžeme jedno 
řešení vybrat, a to zvolením konkré tn í hodnoty pro jeden z nenulových koeficientů. Počet 
koeficientů, k teré r(x) j ednoznačně určují, je tak pouze M+N+l. Pro jednoznačné určení 
r(x) tak mezi M, N, n musí zřejmě platit vztah n = M + N. (Pro vyloučení polynomiální 
interpolace jako speciálního p ř ípadu racionální interpolace volme N 0.) 
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3.2. ALGORITMUS PRO VÝPOČET 

3.2. Algoritmus pro výpočet 
Už jsme si řekli, že p rob lém lze řešit pomoc í sys tému lineárních rovnic. Jeho nevýhodou 
však je obecně š p a t n á podmíněnos t matice. Pro velké hodnoty n jsou matice často t éměř 
s ingulární a výpočet je tak nestabi lní . Z tohoto d ů v o d u se toto řešení v praxi nepoužívá . 
Ukažme si proto alespoň jeden algoritmus pro výpočet racionálních in te rpolan tů , k t e rý je 
j iný než sys tém lineárních rovnic. Existuje j ich samozřejmě více. 

3.2.1. Metoda inverzních diferencí 
V t é t o m e t o d ě se nejprve spočí tá tabulka tzv. inverzních diferenci ip, vidíme v tabulce 
(tab. 3.1). 

i Xí V* 
0 XQ yo 
1 Xl yi Xl) 
2 X2 ll)(x0 x2) 1p{x0,X! x2) 

3 Xj Vi Í>(x0 Xj) Xj) .. ip(x0,.. 

n ip(x0, •&n) xn) .. ip(x0,.. • i %n) .. ip(x0,.. • 5 ^n) 
Tabulka 3.1: Tabulka inverzních diferencí 

Hodnoty inverzních diferencí z ískáme pomoc í rekurzivních vzorců 

Xi - XQ 
1p(x0,Xi 

Í'(x0,x1,xi 

y i - y o 
Xi X\ 

ip(x0,Xi) - ^ ( x 0 , x i ) 

V'( '̂O) • • • j xj—lj •Eji xi) 
Xi f Xj n 

1p(x0, . . .,Xj-i,Xi) - 1p(x0, . . .,Xj-x,Xj)' 

Nyní se snažme využí t t ěch to inverzních diferencí k určení r(x). Vycházejme z toho, 
že pro i = 0 , 1 , . . . , n p la t í 

r { x t ) = = * 
Nejprve stanovme r(x) tak, aby platilo r(xo) = yo a současně byl v r(x) p ř í t o m n ý prvek 
(označme jej p'Q(x)/q'Q(x)), s k t e r ý m budeme moci dále pracovat, ale pro x = x0 bude 
tento prvek násoben nulou. Dos t áváme 

Upravme 

f \ / \ Po \X) 
r{x) =y0 + {x- x0)-— 

q'Q(x) 

x - x 0 

r{x) =y0+ r • 

p'0{x) 
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3. RACIONÁLNÍ INTERPOLACE 

Stanovme prvek q'0(x)/p'0(x) tak, aby platilo r{x\) — y\ a abychom opět ponechali prvek 
( ten tokrá t Pi{x)/q[(x)) pro následující práci . M á m e 

X-XQ 
r(x) =y0 + 

+ {X-Xi)^— 
Vi-Vo Qi{x) 

Všimněme si, že 
Xl — XQ , . 

= 1p{x0,Xi), 
yi -yo 

s ješ tě jednou úpravou tak m á m e 

r ( x ) = + x - a r i • 

Stanovme q[(x)/p'1(x), aby platilo r(x-i) = y2, ponechme p'2{x)/q'2(x) pro další práci 

X — XQ 
r(x) = y0 + 

ip(x0,xi) + 
X — X\ 

x 2 - x 1 p2{x) 
+ {x- x2) — 

Všimněme si, že 

ž/2 - y o 

X2 ~ XQ 

1/2 - yo 

x2 - X\ 

1p{x0,x2) 

^2—^1 , / x 
— = ý{x0,x1,x2). 
V{xo,x2) - 1p{Xo,Xi) 

S úpravou tak dos t áváme 

X — XQ 
r(x) =y0 + 

ip(x0,xi) + 
X — X\ 

X — X2 

Takto pokračujeme dále. Výsledný vzorec pro r(x) pak je 

X — XQ 
r(x) = y 0 4 

p'2{x) 

ý(xQ,xl)+ "' ' r i 

X — X2 
^ ( x 0 , x i , x 2 ) + — — 

ip(x0,x1,x2,x3) + 

X Xn—\ 

ip(x0, ...,xn) 
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3.3. NEVÝHODY RACIONÁLNÍ INTERPOLACE 

Nevýhodou t é t o metody je, že může dojít k vynulování jmenovatele jednot l ivých in­
verzních diferencí. Dále t aké samozřejmě t rp í neduhy, k te rými t rp í racionální interpolace 
obecně. Co se týče náročnost i na počet operací , je p o t ř e b a řádově 0 ( n 2 ) operací pro 
vypoč í tán í inverzních diferencí a pak řádově 0(n) operací pro vyčíslení interpolantu v 
libovolném x. 

Tuto metodu jsem také naprogramoval v M A T L A B u . Soubor m e t i n v d i f .m obsa­
huje stejnojmennou funkci a je př í lohou k bakalářské práci . Dokumentace k němu je 
vy tvořena př íkazem p u b l i s h a je dos tupná ve složce h tml v souboru m e t i n v d i f . h t m l 
nebo z M A T L A B u pomocí příkazu showdemo m e t i n v d i f . 

3.3. Nevýhody racionální interpolace 
Př i užívání racionální interpolace lze narazit na problémy, k teré její použ ívání ztěžují. Na 
tyto její nevýhody se nyní pod íváme . 

3.3.1. Body nespojitosti druhého druhu 
Body nespojitosti d ruhého druhu způsobují velkou nepřesnost aproximace a představuj í 
tak problém. Tyto body se v interpolantu vyskytnou, p rávě když m á polynom q (jmenova­
tel r(x)) a lespoň jeden kořen uvn i t ř intervalu, ve k t e r ém provád íme aproximaci. Ukažme 
si nyní takovou situaci. 

Racionální interpolací interpolujme body 

2 2 3  
xi 2, —, —, 2; %)i xi. 

Pracujme s M = 2 a 7 V = l . Podle (3.1) dos t áváme rovnice 

4 a 2 — 2ai + a 0 — 16 b\ + b0 = 0 

-a2 - - c i i + a0 - —bx + b0 = 0 
y o o i 
4 2 16, 
- « 2 + ~ai + a 0 - — O i + Oo = 0 
y o o i 

4 02 + 2ai + ao — 16 6i + 6o = 0 

Snadno ověříme, že t ě m t o rovnicím vyhovuje řešení 

a2 — 1 a i = 0 a 0 = —0,4 
6i = 0, 225 6 0 = 0 

tedy 
x 2 - 0 , 4 

r { x ) = ~ô^25x-

Výsledek t é t o interpolace můžeme vidět na obrázku (obr. 3.1). Jak vidíme, v interpolantu 
se v bodě x = 0 vyskytuje bod nespojitosti d ruhého druhu, což je zřejmě způsobeno t ím, 
že polynom q m á v tomto bodě svůj kořen. 

Abychom se bodu nespojitosti zbavili , můžeme změni t konfiguraci uzlových b o d ů inter­
polace. Nic n á m ale nazajis t í , že v nové konfiguraci uzlových bodů , se bod nespojitosti již 
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3. RACIONÁLNÍ INTERPOLACE 

nebude vyskytovat. Racionální interpolace tak z t rác í svou efektivitu. V tomto konkré tn ím 
př ípadě pak stačí např . zvětši t počet uzlů interpolace. Mějme nyní 

Xi = - 2 , - 1 , 0 , 1 , 2 ; yi = x\. 

Tomuto zadán í pak bude vyhovovat interpolant 

( \ ~ 4 x  

x — 5 

Výsledek interpolace můžeme vidět na obrázku (obr. 3.2). 

15 i 1 

3 X ; 
r(x), r(x) ~ x 3 i 

10 -

5 i 

s 
U s 

/ 

-5 / -

10 / -

15 -

-2 -2/3 0 2/3 2 

Obrázek 3.1: Funkce x3 aproximovaná racionální interpolací na čtyřech ekvidis tantn ích 
uzlech. 

Obrázek 3.2: Funkce x3 aproximovaná racionální interpolací na pět i ekvidis tantn ích uzlech. 



3.4. ZÁVĚR 

3.3.2. Neexistence řešení 
Prob lém si ilustrujme na př ík ladu. Interpolujme body 

^ = 1,2,3; V I = -(XÍ-2)2 + 2, tedy 

Vi = 1,2,1 

Zřejmě n = 2. Pracujme s M = TV = 1. Podle (3.1) z ískáváme tyto rovnice 

o>i + ao — °i — b0 = 0 

2ai + a0 - 46i - 26 0 = 0 

3ai + a 0 — 36i — 6 0 = 0. 

Snadno ověříme, že t ě m t o rovnicím vyhovuje řešení 

Oi = 1 &i = 1 

OQ = —2 6 0 = — 2 

a dos t áváme tak 
x - 2 

r(x) = = 1. 
v 1 x - 2 

Výsledek můžeme vidět na obrázku (obr. 3.3). Tento výsledek ovšem neinterpoluje bod 
[2, 2]. Pozorujeme, že za t ímco naše řešení vyhovuje homogenn ímu sys tému rovnic (3.1), již 
nevyhovuje in terpolačním p o d m í n k á m . B o d u [2, 2] se v takovém př ípadě ř íká nedosažitelný 
bod a pro d a n á M, N a, n pak neexistuje racionální funkce, jež by interpolovala všechny 
uzly interpolace. Ješ tě uveďme, že pro M = 0, 7V = 2 m á přís lušný sys tém rovnic pouze 
tr iviální řešení ao = &2 — &i — &o — 0. Tato situace tak n e m á řešení ani pro libovolnou 
kombinaci M, N (za p ředpok ladu N ^ 0, abychom vyloučili polynomiáln í interpolaci). 

Obecně tedy lze říci, že při racionální interpolaci není za ručena existence řešení. 

3.4. Závěr 
Nejprve se podívejme na interpolaci Rungeovy funkce pomocí metody inverzních diferencí 
na obrázku (obr. 3.4). Můžeme ho porovnat s obrázkem (obr. 1.3). 

Racionální interpolace poskytuje dobré výsledky, aniž by vyžadovala nějakou speciální 
polohu uzlů interpolace. 

N a druhou stranu však t rp í d v ě m a velkými nevýhodami . V interpolantu se občasně 
vyskytuj í body nespojitosti d ruhého druhu a není za ručena existence řešení. 
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3. RACIONÁLNÍ INTERPOLACE 

i i i 
1 2 3 

Obrázek 3.3: Funkce f(x) aproximovaná racionální interpolací na t řech uzlech. 

R(x) 

Obrázek 3.4: Rungeova funkce aproximovaná metodou inverzních diferencí na ekvi-
d is tan tn ích uzlech (max. chyba interpolace je řádově 10~ 1 2 a nelze j i tak rozeznat). 
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4. Racionální interpolace v 
barycentrickém tvaru 

V té to kapitole si ukážeme barycent r ický tvar racionální interpolace a zaměř íme se na 
eliminaci nevýhod klasické racionální interpolace. Pak si p ředs tav íme některé konkré tn í 
metody. 

4.1. Barycentrický tvar racionální interpolace 
Nejprve se zamysleme, jak bude racionální interpolace v barycent r ickém tvaru vypadat. 
Dokažme si tuto větu . 

V ě t a 4 .1 . Každý racionálni interpolant r G Rn,n bodů [xi,yi], i = 0 , 1 , . . . , n lze pro 
nějaká aj e M zapsat ve tvaru 

En 

nx)= *z°x~Xl • (4.i) 
\ Qá 
Z-~*i=0 X—XÍ 

Důkaz. M á m e 
p(x) 

r(x) = -—, r G i?„,n tedy p, q G Pn. 
q{x) 

Polynomy p a, q můžeme na základě věty o jednoznačnos t i po lynomů (věta 1.1) a naší 
znalosti konstrukce Lagrangeova interpolačního polynomu zapsat nejprve ve tvaru (1.3) 
a nás ledně pak ve tvaru (2.2), tedy 

r(x) = • 

Pro tože 

r{xi) = — - = yi) i = 0 , l , . . . , n , 

musí platit, že p(xi) = yiq(xi). Dos t áváme 

E n Wjq(xi) 
i=0 x~xi 

r\x) Wiq(xj) 
_Q X-Xi 

Tedy pro Oj = Wiq(xi) byla vě ta dokázána . • 

Barycentr ický tvar racionální interpolace je tedy tvar (4.1). Vš imněme si jeho podob­
nosti s (2.3), zřejmě se liší pouze barycent r ickými váhami . Barycent r ická Lagrangeova 
interpolace je tak speciálním p ř í p a d e m barycentr ické racionální interpolace, kdy jsou ba-
rycentrické váhy takové, že q(x) = 1. Zamysleme se nyní nad barycent r ickými v á h a m i pro 
barycentrickou racionální interpolaci. 
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4. RACIONÁLNI INTERPOLACE V BARYCENTRICKEM TVARU 

4.2. Bary centrické váhy 
Dokažme si, že barycentr ické váhy Oj splňují in terpolační podmínky. Respektive splňují, 
že \imx^x. r (x) = i/i, jelikož r (x j) = yi je předdefinováno. 

V ě t a 4 .2. Necht r G Rn,n je racionální interpolant bodů [xi,yi], i — 0 , 1 , . . . , n ve tvaru 
(4-i), Pdk pro všechna a* ^ 0 piati, že 

l im r (x) = yk-

Důkaz. Upravujme r . 

En 
-Jh—y^ apyo i a i j / i i . . . i ««S>n 

r x — — E" a ž

 a 0 _|_ _ £ ] 1 |_ a " 

a o S > o ( x - x i ) . . . ( x - x , Q + a i S > l ( x - x o ) ( x - X 2 ) • • • ( £ - £ « ) - ! \-anyn(x-xo) ...(x—xn-l) 
(x-xo)(x-xi)...(x-xn)  

ao(x—xi)...(x-Xn)+ai(x-xo)(x-X2)...(x-xn)-\ \-a,n(x-xo)...(x-xn-i) 
(x-xo)(x-xi)...(x-xn) 

aiVi [[j=Q(x - Xj) 
j ť ^  

En "TTn 

.=Qai ll^oix-Xj) 

Všimněme si, že pro k ^ i je 
n 

xj, 
j=0 

Nyní vypočí te jme l imi tu 

•l:'h 

hm r{x) = — n — # ^ = — # ^ = y f c . (4.2) 

n

 a * I I j=0 C37 fc — xj) ak I lj=o(a ;fc — xj) 

V ě t a tak byla dokázána . • 

Z t é t o věty tedy vyplývá, že pro libovolné barycentr ické váhy a* 7̂  0 budou splněny 
interpolační podmínky. Nemůže tak dojít k situaci, kdy by neexistovalo řešení jako v 
př ípadě racionální interpolace. Toto zřejmě souvisí s t ím, že racionální funkce je teď z 
množiny Rn^n. Zároveň můžeme barycentr ické váhy libovolně navrhnout, pokud dodrž íme 
Oj 7̂  0. Samozřejmě je pak p o d s t a t n é navrhnout je tak, aby se interpolant choval dobře 
mezi uzly interpolace. Např . tak, aby se v r(x) nevyskytovaly body nespojitosti d ruhého 
druhu. 

4.3. Body nespojitosti druhého druhu 
Jak jsme uvedli v (subsekce 3.3.1), body nespojitosti d ruhého druhu se v racionálním 
interpolantu vyskytuj í v bodech, kde se jmenovatel racionálního interpolantu q(x) = 0. 
Ukažme si způsob, jak navrhnout barycentr ické váhy tak, aby se v r(x) nevyskytovaly 
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4.4. BERRUT 

body nespojitosti d ruhého druhu. Vycházejme z tvaru pro q(x) (přesněji pro l i m ^ ^ q(x)), 
který je uveden v (4.2). 

n 

l im q(x) = ak T T ( x f c - x3). 

Odtud pak m á m e 

Označme 

X—tXk 
3=0 
3+k 

\\mx^Xh q(x) 

na 

n 

Sk = Y\.(xk - xj) 
3=0 
3+k 

a vš imněme si, že za p ředpok ladu x0 < X\ < • • • < xn p la t í 

sign(s f c) = - s i g n ( s f e + i ) . 

Dále si vš imněme, že aby r(x) nemělo na intervalu (xk,Xk+i) body nespojitosti d ruhého 
druhu, je nutnou (ale ne dostačující) podmínkou , že 

sign I l im q{x) 1 = sign I l im q{x) 
\x^x+ J \x^x~+1 

Z toho vyplývá, že aby r(x) nemělo na intervalu (xk,Xk+i) body nespojitosti d ruhého 
druhu, je pro barycentr ické váhy nutnou (ale ne dostačující) podmínkou 

sign(a f c) = - s i g n ( a f c + i ) . 

Tuto myšlenku představi l i Schneider a Werner v [10]. 

4.4. Berrut 
J . P. Berrut navrhl barycentr ické váhy a, = (—1)*. (Publikaci se nepodař i lo získat, čerpáno 
z [4] a [6]). Dokažme, že tyto barycentr ické váhy nemaj í žádné body nespojitosti pro 
x G (xo,xn) — {XQ,XI, ... , i n } . Funkce q(x) v y p a d á 

Z—/ T r iyx) ^ ľ _ r 

i=0 ' 

Položme x G (x2k, #2fc+i)- Zřejmě pla t í 

x — Xi > 0 pro i < 2k 

x — Xi < 0 pro i > 2k + 1. 

M á m e tak 

. . 1 - 1 1 - 1 1 
q{x) = + • • • + + + + + 

X — XQ^ X — X2k-1^ X ~x2kj X — X2k+1^ X — X2k+2y 

>0 <0 >0 >0 <0 
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4. RACIONÁLNÍ INTERPOLACE V BARYCENTRICKÉM TVARU 

Dále p la t í 

X21 > X21-1 

x - x2i < x - X21-1 

1 1 
> 

x -X21 x - X21-1 

1 
> 0. 

x -X21 x - X21-1 

Dos táváme tak buď 

1 - 1 1 - 1 1 
q{x) = + ^ - ^ + + + + + 0 ^ , ' 

X — XQ x — X2k-1 X — X2k X — X2k+1 X — X2k+2 
s v ' > ° S v ' s v ' > 0 

>0 >0 >0 

nebo 

1 - 1 1 - 1 1 - 1 
q{x) = +^-^+ + + + +^-^+ 

XJ-JCQ^ X - X2k-1 X - X2kj X - X2k+1 X - X2k+2y Xj-JC^ 

>0 >0 >0 >0 

a p la t í tak, že pro x G (x2k, X2k+i) je q(x) > 0. Analogicky bychom dokázali , že pro 
x G (x2k-i,X2k) je q(x) < 0. N a obrázku (obr. 4.1) pak můžeme vidět jak q{x) přibližně 
vypadá . P la t í , že q(x) 7̂  0 pro všechna x G {XQ, xn) — {XQ, X \ , ..., xn}. 

Obrázek 4.1: Jmenovatel q(x) racionální funkce r(x) pro barycentr ické váhy cij 
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4.5. FLOATER A HORMANN 

4.5. Floater a Hormann 
Následující podkapitola čerpá z [4]. Floater a Hormann tam navrhli celou skupinu ra­
cionálních in te rpo lan tů 

En—d 

7 = 0 r x 
x 

E n—d 
A 

i.=n 

(4.3) 

i=0 
X 

kde 

(x — Xi) . . . (x — Xi+d) ni+d 

7=7. '•3=1 

a Pi(x) je polynom s tupně d, k te rý interpoluje d+1 b o d ů [XÍ, yi],..., [xj+d, 2/i+d]- Pro d — 0 
pak dos t áváme Berrutovu interpolaci. 

4.5.1. Body nespojitosti druhého druhu 
Ukažme si, že tato interpolace t aké neobsahuje body nespojitosti d ruhého druhu. Rozšiřme 
r(x) na 

( - i ) - d n ; 
r x 

L i=o 
X - Xj) E n—d 

. n Ai(x)p ť x 

- 1 m—d 
n En—d 

A 
i = 0 i=o 

X - Xj) x 
i=0 

Upravme součin ve jmenovateli g(x). (P rázdné produkty jsou samozřejmě rovny jedné.) 

n—d 

q[x) - 1 

- 1 

iti- d x 
j=0 

n—d 

7=0 

in—d 

S říj.- (x ~ Xk"> 

n—d 
\n—d 

\n—d 

n—d 

E 
i=0 
n—d 

^2 mix 

E 
i=0 
n—d 

E 
i=0 

'i-l Y[(X - Xj) 

3=0 

i=0 
'i-l 

kde Hi(x) = ( Y\(x ~ xj) 
Kj=0 

'i-l 

R 
Kj=0 

'i-l 

n < 

n (*> 

vZ=i+d+l 

n (*i 

vZ=j+d+l 

n (x - x z ; 
v/=i+d+l 

\n—i—d 
n 

vZ=i+d+l 

(X; - XJ 

X 

X 
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4. RACIONÁLNÍ INTERPOLACE V BARYCENTRICKEM TVARU 

Čita te l p(x) up rav íme obdobně a r(x) pak zřejmě v y p a d á 

E n—d 

t=0 
x 

r x E n—d 

i=0 

(4.4) 
x 

Pro zmíněný tvar q(x) nyní dokážeme, že q(x) > 0 pro všechna x G (x0, xn) a pro všechna 
d = 0 , 1 , . . . , n. Nejprve zvažme situaci, kdy x = x&. Množinu I = { 0 , 1 , . . . , n — d} 
rozdělme na t ř i podmnožiny. 

h ={Q,...,k-d-l} 

h ={k — d,...,k} 

h ={k + l,...,n — d} 

pro k < d je tato množ ina p rázdná . 

tato množ ina vždy obsahuje alespoň prvek k. 

pro k > n — d je tato množ ina p rázdná . 

P l a t í 

i G J i i G I2 i G J 3 

•L.;=o 
> 0 > 0 0 

0 > 0 > 0 

0 > 0 0 

Tedy 

n—d 

i=0 

Dále zvažme situaci, kdy x G (x*;, x ^ + i ) . Opě t rozdělme množinu I na t ř i podmnožiny, 
t en tok rá t ale s drobnou změnou. 

li = { 0 , . . . , k — d} pro k < d — 1 je tato množ ina p rázdná . 

h —{k — d + 1 , . . . , k} pro d = 0 je tato množ ina p rázdná . 

^3 ={k + 1, • • •, n — d} pro k > n — d je tato množ ina p rázdná . 

Nejprve si vš imněme, že 

fj,i(x) > 0 pro i G -?2-

Dále se zaměřme na i G I\. P la t í 

(JLk-d{x) = (x - x0). ..(x - x f c _ d _ i ) ( x f c + i - x ) . . . (xn - x) > 0, 
V v ' V v ' 

>0 >0 

/ i f c _ d - i ( x ) = (x - x 0 ) . . . (x - Xk-d-2){Xk - x) ( x f c + i - x ) . . . (x w - x)^ < 0, 

>0 <0 >0 

fj,k-d-2(x) = ( X - X 0 ) • • • ( X - X f c - d _ 3 ) (Xfc-1 - x) (x f c - x) ( x f c + i - x ) . . . (x„ - x) > 0, 
v v v v 
>0 <0 <0 >0 

31 



4.5. FLOATER A HORMANN 

• 

Tedy 

(Jik-d-2l{x) > O 

fj,k-d-2l-l(x) < 0. 

Všimněme si, že 

\x - Xk-d-l\ > \x - xk\ 

tedy 

\fl>k-d\ > l/^fc-d-ll 

Hk-d + Hk-d-1 > 0. 

>0 <0 

Tato nerovnice pak p la t í pro všechny dvojice k — d — 21, k — d — 21 — 1. P l a t í tak 

lii(x) > 0 pro i G I\. 

O b d o b n ě bychom dokázali , že 

lii(x) > 0 pro i G I3. 

Pro tože alespoň jedna z množin I\, I2,13 je neprázdná , p la t í že 

(J>i(x) > 0 pro i E I. 

4.5.2. Bary centrický tvar 
Podle tvaru (4.4) je r (x) G Rn,n-d a lze tedy zapsat v barycent r ickém tvaru. Nejprve 
zapišme polynom Pi(x) v Lagrangeově tvaru (1.3). P ř i p o m e ň m e , že polynom Pi(x) inter­
poluje body [XÍ,VÍ],..., [ x i + d , y i + d \ . 

ni+d 
k = i ( x - x k ) 

i=i [[k=ÁxJ-xk) 
k+j 

Toto nyní dosaďme do tvaru (4.3). V čitateli dos t áváme 

n—d n—d , . i+d _|_fe=j i.X Xk) 

E WMx) = E E Trží V* = 
i=0 i=0 (x-xk)j=i \ \ k = i ( X j - X k ) 

-L-Lfc=í í x k r i 
n—d i+d i+d 

Y(-iyY Vj TT -
i=0 j=i J fc=i 1 J fcj 

E — E í - ^ n ^ — 
7=U J t=i—d k=% J 

k+j 
n ^ 

E % - X

VJ'' 
3=0 ' "J 
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kde 
3 i+d 1 

"ľ 30 j X k 

Pro jmenovatel pak m á m e (protože yj = 1 pro j — 0 , 1 , . . . , n) 

n—d n , 

i=0 i=0 J 

Interpolant r (x) tak m á opět tvar (4.1) s t ím, že 

Xi Xfc 

i j+d 1 

j=i-d k=j 

(4.5) 

4.5.3. Bary centrické váhy 
Podívejme se nyní na barycentr ické váhy (4.5). Zkusme pro ně stanovit explici tní for­
muli pro ekvid is tan tn í uzly. Vycházejme ze subsekce (subsekce 2.3.1). S te jným postupem 
dojdeme k 

n 
k=j 
3+i 

Dosaďme a dos t áváme 

i. 

j= i -d 

hd d\ 
d 

i- j 

d 

i - j hd d\ E 
j=i-d 

d 

i- j 

Pro tože po dosazení do formule (4.1) se členy nezávislé na i zkrá t í , můžeme pracovat se 
zjednodušenými v á h a m i 

d E 
j=i-d 

J 

Podívejme se jak vypada j í hodnoty |aj| pro různá d. Pro určení hodnot těch to bary-
centrických vah pak můžeme zřejmě využí t Pasca lův t rojúhelník , k te rý vidíme na pravé 
s t raně . 

d = 0 1,1, 

d = l 1,2,2, 

d = 2 1,3,4,4, 

d = 3 1,4,7,8,8, 

d = 4 1,5,11,15,16,16, 

d = 5 1,6,16,26,31,32,32, 

,1,1 
,2 ,2 ,1 

,4 ,4 ,3 ,1 

,8 ,8 ,7 ,4 ,1 

,16,16,15,11,5,1 

,32,32,31,26,16,6,1 

1 

1 1 

1 2 1 

1 3 3 1 

1 4 6 4 1 

1 5 10 10 5 1 

Jak již bylo řečeno, pro d — 0 dos t áváme váhy, jak je navrhl Berrut. Pro d — 1 pak m á m e 
de facto váhy (2.4), samozřejmě ale na ekvidis tantn ích bodech. 
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4.5.4. Příklad 
Ukažme si nyní příklad. 

Algoritmus pro výpočet je opět z [2], strana 507, pouze změníme barycentr ické váhy. 
Toto jsem naprogramoval v M A T L A B u . Soubor b a r i n t .m obsahuje stejnojmennou funkci 
a je př í lohou k bakalářské práci . Dokumentace k němu je opět vy tvořena př íkazem p u b l i s h 
a je d o s t u p n á ve složce html v souboru b a r i n t .html nebo z M A T L A B u pomocí př íkazu 
showdemo barint. Program barint.m pak pracuje s vě tš ím množs tv ím barycentr ických 
vah, viz. jeho dokumentace. 

Aproximujme Rungeovu funkci R(x) a pro každé n vyberme nejlepší d, výsledky vidíme 
v tabulce (tab. 4.1). Tabulku můžeme porovnat s obdobnou tabulkou pro Lagrangeovu 
interpolaci na Cebyševových uzlech, k t e r á odpov ídá i barycentr ické Lagrangeově inter­
polaci (tab. 1.1). Uvidíme, že jsme dosáhli podobných výsledků bez použi t í speciálních 
bodů . Interpolaci pro n = 10, d = 0 pak můžeme vidět na obrázku (obr. 4.2). 

n d ř ád max. chyby interpolace 
10 0 Í O " 2 

20 1 10" 3 

50 4 Í O " 7 

100 9 Í O " 1 2 

150 10 Í O " 1 5 

Tabulka 4.1: Závislost p o č t u uzlů n a ř á d u max. chyby interpolace Rungeovy funkce ba-
rycentrickou racionální interpolací na ekvidis tantn ích uzlech. Pro dané n je vždy vybráno 
d s nejnižší max. chybou interpolace. 
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4. RACIONÁLNÍ INTERPOLACE V BARYCENTRICKÉM TVARU 

4.6. Závěr 
Barycentr ická racionální interpolace v podobě metody od Floatera a Hormanna nabízí 
dobré výsledky bez nutnosti používat speciální body. Současně v interpolantu nemůže 
dojít k výsky tu b o d ů nespojitosti d ruhého druhu nebo neexistenci řešení. P ř ík lady pak 
naznačují , že metoda se bude chovat s tabi lně, i když práce týkající se studia stability 
dosud nevznikla. 
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5. Závěr 
Cílem bakalářské práce bylo nastudovat základní fakta o barycentr ické racionální in­

terpolaci a jej ím speciálním př ípadě - barycentr ické Lagrangeově interpolaci. Tato fakta 
byla nas tudována . 

Barycentr ická Lagrangeova interpolace se ukazuje jako dobrý kand idá t pro jedno­
rozměrnou interpolaci a dokonce již našla up la tněn í v projektu Chebfun spadaj íc ím pod 
University of Oxford. 

Barycentr ická racionální interpolace se t aké jeví jako dobrá volba pro j ednorozměrnou 
interpolaci, ačkoliv ješ tě nebylo provedeno důk ladné studium její numerické stability. 

Dalš ím cílem bakalářské práce pak byla e lementárn í implementace barycetr ické ra­
cionální interpolace v M A T L A B u . V příloze bakalářské práce je pak soubor barint.m 
obsahující stejnojmennou funkci a t aké jeho dokumentace ve formátu html. 

Pro účely bakalářské práce pak byla t aké n a p r o g r a m o v á n a metoda inverzních diferencí, 
spadaj ící do klasické racionální interpolace. Př í lohou bakalářské je proto t aké soubor 
metinvdif .m, obsahující stejnojmennou funkci, a opět jeho dokumentace v html formátu . 
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