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Abstrakt

Tato bakalarska prace se zabyva odvozenim barycentrického tvaru polynomidlni interpo-
lace a néasledné pak barycentrického tvaru racionalni interpolace. Dale ukazuje nevyhody
klasické racionalni interpolace a zabyva se eliminaci téchto nevyhod v jejim barycen-
trickém tvaru. Také ukazuje nékteré konkrétni metody feSeni barycentrické raciondlni
interpolace.

Summary

This bachelor thesis deals with deducing of barycentric form of polynomial interpolation
and then barycentric form of rational interpolation. It shows disadvantages of classic
rational interpolation and deals with elimination of these disadvantages in its barycentric
form. It also shows some specific methods of barycentric rational interpolation.

Klicova slova
barycentricka racionalni interpolace, barycentricka Lagrangeova interpolace, raciondlni
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1. UVOD

1. Uvod

V vodu budou uvedeny nékteré zakladni pojmy. Povime si néco o aproximaci a inter-
polaci, ukdzeme vyznam polynomu a provedeme konstrukci Lagrangeova interpolacniho
polynomu. Nakonec si predstavime ruznd usporadani uzlovych bodu a fekneme si, jak
ovliviuji interpolaci.

1.1. Aproximace

Ukolem aproximace je najit pro danou funkci f z prostoru X funkci ¢ z & C X tak, aby
v pozadovaném smyslu byla ¢ blizka f. Rikame pak, ze ¢ je aproximaci f, nebo ze ¢
aproximuje f. Prostor X je Banachuv prostor funkci. V nasem piipadé pak X = C(A),

tedy mnozina vSech funkci definovanych a spojitych v kazdém bodé mnoziny A, kde v
nasem pripadé A = (a,b).

1.2. Interpolace

Ukolem interpolace je najit funkci ¢ takovou, aby na ni lezely dané fixni body
(i, vi), 1=0,1,...,n, x; # T pro i # j.

Tyto body nazyvame uzlové body nebo také uzly interpolace. Plati

o(zi) = yi, 1=0,1,...,n.

V nasem pripadé budeme interpolaci pouzivat k aproximovani funkce f na intervalu
(a,b). Uzlovymi body interpolace pak jsou body

(@i, yi]) =[x, f3)], 1=0,1,...,n, x; # xj pro i # j,
a pro zjednoduseni budeme navic uvazovat
a=To <1 <---<x, =0
Soutadnice z;, 1 = 1,2...,n — 1 pak jsou obvykle takové, aby uzlové body méli fad a v
nejlepsim pripadé byli vhodné pro interpolaci. K usporaddni uzlovych bodu se vratime
pozdéji.
1.3. Interpolace polynomem

Funkci f na intervalu (a,b) budeme aproximovat pomoci interpolace polynomem. Vez-
meme ¢ = B, kde P, je mnozina vSech polynomu p stupné nejvyse n,

p(l’) = Cnxn + Cn—lxn_l + - Fco = Z Ckxka Cr € R. (11)

11



1.4. LAGRANGEUV INTERPOLACNI POLYNOM
Polynom p se nazyva interpolacni polynom a spliuje interpolacni podminky

Existence takového polynomu bude dokazana konstrukci Lagrangeova interpolacniho
polynomu. Jeho jednoznac¢nost dokazeme nyni.

Véta 1.1. Pron + 1 danych bodu
[z, yi), 1=0,1,...,n, Ty Fx; proi #j

existuje nejuyse jeden polynom p € P, takovy, Ze

p(zi) = i, 1=0,1,...,n.
Diikaz. Predpokladejme, Ze existuji dva interpola¢ni polynomy p,q € P,, které splnuji

p(z;) = q(x;) = yi, 1=0,1,...,n.

Polozme r(z) = p(x) — q(x). Ztejmeé plati r(z) € P, a

r(x;) =0, i=0,1,...,n.
Tedy polynom r je stupné nejvyse n a soucasné ma alespon n + 1 korenu — r(z) =0,
tedy p(z) = q(x). O
1.4. Lagrangetv interpola¢ni polynom
Lagrangeuv interpola¢ni polynom je vyznamnym zastupcem interpolace polynomem. Pro

praktické tcely neni prilis vhodny, ale je hojné vyuzivan v teoretickych tivahach.
Definujme Lagrangeuv interpola¢ni polynom vztahem

p(z) = yolo(x) + y1li(z) + - + ynln(x) = Zyzlz($)>

kde tzv. fundamentdlni polynomy I;, i = 0,1,...,n budou stupné nejvyse n (aby i in-
terpolaéni polynom byl stupné nejvyse n) a budou mit nasledujici vlastnosti (aby byly
splnény interpolacni podminky (1.2)):

li(x;) =

0 proi#j
1 proi=j.

Uvazujme fundamentalni polynomy ve tvaru

Clen A;(z) je stanoven tak, aby platilo A;(z;) = 0 pro ¢ # j. Mame

Ai(z) = (z—x0) ... (r — zim)(@ — 1) . (7 — ) = [ (2 — ).

12



1. UVOD

Fundamentédlni polynomy tedy jsou stupné n (protoze ¢len B; nezavisi na x) a plati
li(z;) = 0 pro i # j. Nynf je ¢len B; stanoven tak, aby byla splnéna podminka /;(z;) = 1.
Mame

1 - 1
Bi = ZHF-

(x; —x) .. (x; — 1) (x; — xig1) .- (w5 — )

Konec¢ny tvar Lagrangeova interpolacniho polynomu tedy je

@)=Y 1Lzt (13
x) = g7 1.3
g i=0 Hj'zg(iﬁi_xj)y

Takto definovany Lagrangeuv interpolacni polynom spliuje interpola¢ni podminky
(1.2) a protoze je linedrni kombinaci polynomu stupné n, je sém stupné nejvyse n.

Zhodnotme nynf ndro¢nost na pocet operaci. Kazdé vyéislen{ p(z) v néjakém x € (a, b)
vyzaduje v uvedeném tvaru O(n?) operaci.

1.5. Usporadani uzlovych bodu

Nynf se vratme ke zminénému uspoiadani uzlovych bodu (sekce 1.2).

1.5.1. Ekvidistantni uzly

Usporadani uzlu muze byt napt. ekvidistantni, tj. existuje takové nenulové realné ¢islo h,
ze plati

T, = Ti1+ h.
Snadno nahlédneme, ze

. . b—a
T =x0+1th=a+1

Ekvidistantni uzly vsak nejsou pro interpolaci vhodné. Pfi aproximovani nékterych
funkei totiz na okrajich intervalu, v némz aproximujeme, roste chyba interpolace s ros-
toucim n. Tuto situaci ilustruje interpolace Rungeovy fukce

1

Rz) = —— .
() = o5

Jak muzeme vidét na obrdzku (obr. 1.1), chyba interpolace na okrajich intervalu (—1,1)
je znacna a s rostoucim n pak déale poroste.

13



1.5. USPORADANI UZLOVYCH BODU

\ —R(x) ,
1'87." ----- P(X), P(X) =~ R(x), p(x) € P, *
160 | H
14 1 &
12

1
0.8
06¢
04r
0.2r

0

-0.2

i i i i i

-1 -08 -06 -04 -02 0 02 04 06 038 1

Obrazek 1.1: Rungeova funkce aproximovand interpolaci polynomem ifadu n = 10 na
ekvidistantnich uzlech.

1.5.2. Cebysevovy uzly

Dalsf moznosti uspofadan{ uzlovych bodi jsou Cebysevovy uzly (budeme se zabyvat pouze
Cebysevovymi uzly druhého druhu). Pro ty na intervalu (—1, 1) plati

s

T; = Cos —.

n
Cebysevovy uzly na libovolném intervalu pak ziskdme prostou linedrni{ transformaci. Pro
zajimavost se na souradnice x; podivejme na obrazku (obr. 1.2). Vsimnéme si, Ze se jednd
o pruméty bodu rozmisténych ekvidistantné na kruznici.

(b-a) /2

Obrézek 1.2: Cebysevovy uzly.

Toto uspotradédni uzlu je pro interpolaci velmi vhodné. Opét ilustrujme na interpolaci
Rungeovy funkce. Jak vidime na obrazku (obr. 1.3), chyba interpolace na okrajich inter-
valu byla minimalizovana. Celkové pak chyba interpolace bude s rostoucim n klesat. V
tabulce (tab. 1.1) pak muzeme vidét, jak s rostoucim n klesd fad max. chyby interpolace.

14



1. UVOD

12| R |
| P(x), p() = R(X), p(x) € P, |
| |
0.8F |
0.6 |
04 |
0.2+ |

O 08 06 04 02 0 02 04 06 08 1

Obrazek 1.3: Rungeova funkce aproximovand interpolaci polynomem ifadu n = 10 na
Cebysevovych uzlech.

n 10 20 50 100 | 150 170
iad max. chyby interpolace || 10~' | 1072 | 107° [ 107? | 10~ | 107°
Tabulka 1.1: Zavislost po¢tu uzlu n a Ffadu max. chyby interpolace Rungeovy funkce
polynomem na Cebysevovych uzlech.

1.5.3. Zavér

Polynomialn{ interpolace poskytuje pomérné dobré vysledky na Cebysevovych (a sa-
moziejmeé i dalsich) uzlech, které vlastné byly zkonstruovany pravé za timto ucelem.
Prechod na tyto body vsak nemusi byt vzdy mozny. Na ekvidistantnich (respektive
obecnych) uzlech pak muze dojit k situaci, kdy chyba interpolace roste s rostoucim n,
coz je jednoznacné velkou nevyhodou polynomialni interpolace.

15



2. Barycentricky tvar Lagrangeovy
interpolace

V této kapitole si ukazeme, jak z Lagrangeova interpolacniho polynomu tpravami
ziskame barycentricky tvar Lagrangeovy interpolace. Povime si néco o barycentrickych
vahéach a nakonec zhodnotime vyhody oproti klasické Lagrangeové interpolaci.

2.1. prrava Lagrangeovy interpolace

Budeme vychézet z Lagrangeova interpolacniho polynomu (sekce 1.4).
Nejprve definujme
l(x)=(r—xo)(x —x1) ... (T — )
a vsimnéme si, ze kazdy citatel A;(z) fundamentdlniho polynomu I;(x) lze nyni zapsat
jako

Ai(z) = (x — ) ... (r —xi1)(x — i) ... (x —2p) =

T —T;
Clen B; fundamentalniho polynomu /;(z) oznaéme jako w;,
w; = B; = ﬁ ! (2.1)
i — D — | z; ; . .
7=0
J#i

Fundamentélni polynom ma opét tvar [;(z) = A;(z)B; a interpola¢ni polynom p(x) tak
ma tvar

pla) =1(2) Y ——y,. (2.2)

im0 L T i
Toto samoziejmé plati pouze pro x # x;, coz ovSem nepiedstavuje zadny problém, protoze

pro x = x; je p(x;) = y;. Musi pak ale platit

lim p(z) = y;.

T—T;
Tato podminka je splnéna, protoze tvar (2.2) je pouze jiny zapis interpolacniho polynomu
(1.3).
2.2. Barycentricka Lagrangeova interpolace
Rozvinme tipravu Lagrangeovy formule jesté dale. Predpoklddejme, Ze interpolacnim po-

lynomem (2.2) aproximujeme funkci f(z) =1 (tedy y; =1 proi =0,1,...,n), pficemz n
a soutadnice x; ponechdme beze zmén, nezméni se tedy ani ¢leny w;. Podle véty (véta 1.1)

musi platit
W
1=1(x) E ——

16



2. BARYCENTRICKY TVAR LAGRANGEOVY INTERPOLACE

Nyni interpolacni polynom (2.2) podélme touto jednickou. Protoze ¢leny () se vzajemné
krati, dostavame

(2.3)

Toto je barycentricky tvar Lagrangeovy interpolace. VSimnéme si zmény v naroc¢nosti na
pocet operaci. Nyni potiebujeme O(n?) operaci k vyéisleni koeficientii w; nezavislych na
x a nasledné pak uz pouze O(n) operaci k vy¢isleni celého p(x) v x € (a, b).

2.3. Barycentrické vahy

Koeficienty w; nazyvame barycentrické vdhy. V uvedeném tvaru zavisi pouze na poctu
uzlovych bodu a jejich souradnicich na ose x. To znamenad, Ze jestlize ¢asto pouzivame
nékteré konfigurace uzlovych bodu, muzeme hodnoty w; uchovavat a nacitat je z paméti.

Pro jisté konfigurace je pak také mozné najit pro w; explicitni formuli. Tomu se nyni
vénujme pro zminéna usporadéani uzlovych bodu (sekce 1.5).

2.3.1. Ekvidistantni uzly

Pro ekviditantni uzly, kde
plati

Pocitejme w; z vzorce (2.1).

(=™t onl (=)™ (n

Al (n—4)! n!l hnnl \i)
Po dosazeni do formule (2.3), se ¢leny nezavislé na i vzjemné zkrati. Ve tvaru (2.3) tak
muzeme pracovat se zjednodusenym tvarem barycentrickych vah

Pri vyuziti Pascalova trojihelniku pak docilime zkraceni vypocetni doby. Protoze je ale
polynomialni interpolace na ekvidistantnich uzlech Spatné podminéna, nema toto prili§
velky vyznam.

17



2.4, PRIKLAD

2.3.2. Cebysevovy uzly

Pro Cebysevovy uzly plati (po vypusténi clent nezavislych na i)

proi=0neboi=mn

1

pro zbyvajici i.

Diikaz této vlastnosti je uveden v [9]. Je pomérné dlouhy a naroény a opira se o fakta,
ktera by vyzadovala dalsi dukazy. Proto ho zde neuvedeme.

Algoritmus pro barycentrickou Lagrangeovu interpolaci na Cebysevovych uzlech na-
jdeme v [2] na strané 507.

2.4. Priklad

Zaméime se nyni na aproximaci Rungeovy funkce barycentrickou Lagrangeovou interpo-
laci na Cebysevovych uzlech. Pro mald n je tato aproximace totoznd s aproximaci pomoci
klasické Lagrangeovy interpolace, viz. obrazek (obr. 1.3). Ackoliv i fad maximdlni chyby
interpolace odpovidd klasické Lagrangeové interpolaci, viz. tabulka (tab. 1.1), pron = 170
je jiz chyba interpolace témér dvakrat nizsi. Tento rozdil muzeme vidét v tabulce (tab.
2.1). Pro vyssi n je potom vypocetni doba klasické Lagrangeovy interpolace znatelné delsi.

n 170
max. chyba barycentrické Lagrangeovy interpolace | 3% 10715
max. chyba klasické Lagrangeovy interpolace 5,6 1071

Tabulka 2.1: Maximalni chyba barycentrické a klasické Lagrangeovy interpolace pii apro-
ximaci Rungeovy funkce na CebysSevovych uzlech.

2.5. Zavér

7 teoretického hlediska poskytuje barycentricka Lagrangeova interpolace stejné vysledky
jako klasicka Lagrangeova interpolace (protoze je pouze jejim jinym zapisem). Na ekvi-
distantnich uzlech bude zfejmé dale dochazet k chybam jako u klasické Lagrangeovy
interpolace. Jestlize ale mdme moznost provadét interpolaci napt. na Cebysevovych uz-
lech, docilime pak podstatné lepsich vysledku. Studium numerické stability barycentrické
Lagrangeovy interpolace najdeme v [5].

V prvé fadé zndme pro barycentrické vahy Cebysevovych uzlit jednoduchou explicitnf
formuli a muzeme tak docilit velkého snizeni naroku na pocet operaci. Dale pak porov-
nejme vyéislovani polynomu ve tvaru (1.1) a tvaru (2.3). Vyéisleni polynomu ve tvaru
(1.1) je pro vysoka n obtizné a hrozi preteceni. Naopak, vycisleni polynomu ve tvaru (2.3)
s barycentrickymi vdhami Cebysevovych uzli (2.4) je snadno proveditelné i pro velmi
vysoka n.

Za zminku pak urcité stoji projekt Chebfun [13]. Jednd se o projekt pod vedenim
Lloyda N. Trefethena z University of Oxford. Chebfun je soubor funkci do MATLABu
umoznujici provadét mnozstvi matematickych operaci pomoci numerickych metod, jejichz
jednim ze zakladnich kamenu je pravé barycentricka Lagrangeova interpolace.
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3. RACIONALNI INTERPOLACE

3. Racionalni interpolace

V této kapitole se seznamime s raciondlni interpolaci véetné nékterych algoritmu pro
jeji vypocet a ukazeme si také jeji nevyhody. Tato kapitola ¢erpd z [11].

3.1. Racionalni interpolace obecné
Ukolem racion4ln{ interpolace je najit r € Ry n, respektive p € Py a ¢ € Py piicemz

_ p(@)
’f’(l’) - Q(l')’

tak, aby funkce r prochazela body [z;,v:], i = 0,1,...,n. Plat{

r(z;) = = y;.

Pripomenme, ze

p(x)  aya™ +apy x4+ +ag
q(x)  byaN +by_qaVN 4+

pro kazdé [z;,y;] tak mame rovnici

M-1
aprM 4+ ap x4+ ag

bnaN 4+ by a4 by

=Y

a mame tedy n + 1 rovnic. Rovnici upravme

apr +ay M+ b ag =y (byaY 4 by w4 4 by)
M M—-1 N N—1 _
apT; +ay-1T + oo+ ag—y; (byz; +byax) + -+ bg) = 0. (3.1)

i

Rovnice zapisme do systému linearnich rovnic.

am
an—1
M, M-1 N N-1 )
Ty X o1 —yory  —yoxy cee =0 : 0
M, M-1 N N-1
Ty T 1 —yizy —uyixy cee T ao B 0
: : : : : : by
M M-1 N N-1
T, T, oo 1 =y —yn, e —Un bn-1 0
bo

Mame tedy systém n + 1 linearnich rovnic o M + N + 2 nezndmych. Protoze je ale v
r(x) podil, ndsobna Feseni urcuji pouze jedno r(x). Z ndsobnych feseni tak muzeme jedno
feSeni vybrat, a to zvolenim konkrétni hodnoty pro jeden z nenulovych koeficientu. Pocet
koeficientu, které r(z) jednoznacné urcuji, je tak pouze M + N +1. Pro jednoznaéné urceni
r(x) tak mezi M, N, n musi zfejmé platit vztah n = M + N. (Pro vylouceni polynomialni
interpolace jako specidlniho piipadu racionalni interpolace volme N # 0.)

19



3.2. ALGORITMUS PRO VYPOCET
3.2. Algoritmus pro vypocet

Uz jsme si fekli, ze problém lze Tesit pomoci systému linearnich rovnic. Jeho nevyhodou
vSak je obecné $patna podminénost matice. Pro velké hodnoty n jsou matice casto témér
singuldarni a vypocet je tak nestabilni. Z tohoto duvodu se toto feSeni v praxi nepouziva.
Ukazme si proto alespon jeden algoritmus pro vypocet racionalnich interpolantu, ktery je
jiny nez systém linearnich rovnic. Existuje jich samoziejmeé vice.

3.2.1. Metoda inverznich diferenci

V této metodé se nejprve spocita tabulka tzv. inverznich diferenci 1, vidime v tabulce
(tab. 3.1).

0| @0 | Yo

Lz | wn ¢(fl70>$1)

2 | 2 | Y2 || (o, w2) Y(X0,T1,72)

gLz |yl (@) Y(ve,x1,25) ... P(xo,...,75-1, 7))

n| Ty | Yn 7,0(1’0,1%) lb(l’(),l’l,l'n) ¢(x0>"'>xj—1>xn) lb(l’(),...,il?n)

Tabulka 3.1: Tabulka inverznich diferenci

Hodnoty inverznich diferenci ziskame pomoci rekurzivnich vzorcu

i — X
va(x(])xi) ==
Yi — Yo
r; — 1

¢($0>$1>$i) =

Y(zo, 2:) — (70, 71)

l’i—l'j

¢($0, sy i1, xl) - ¢($0, s L1, xj) .

7,0({[)0, P ,{L’j_l, {L’j, {L’Z) =

Nyni se snazme vyuzit téchto inverznich diferenci k uréeni r(x). Vychazejme z toho,
ze proi=0,1,...,n plati

r(z;) = @) = ;.

=

Nejprve stanovme 7(x) tak, aby platilo r(zg) = yo a soucasné byl v r(z) piitomny prvek
(oznacme jej py(x)/qh(x)), s kterym budeme moci ddle pracovat, ale pro x = z bude
tento prvek ndasoben nulou. Dostavame

B o o P(@)
Upravme B
=t
Po()
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3. RACIONALNI INTERPOLACE

Stanovme prvek ¢)(x)/py(z) tak, aby platilo r(x;) = y; a abychom opét ponechali prvek
(tentokrét p)(z)/q;(x)) pro nasledujici praci. Mame

r — X9
T’(IL’) = Yo + 7 .
T1 — o ph(z)
+ (l’ — ,171) n
Y1 — Yo ¢ ()
Vsimnéme si, ze
1 — X
= ¢($0,l’1),
Y1 — Yo
s jesté jednou tpravou tak mame
r — X9
r(z) =yo + T—21
UV(xg, 1) +
o)+ )
P ()

Stanovme ¢} (z)/p}(x), aby platilo 7(z2) = ys, ponechme p}(x)/g5(x) pro dalsi préci

r—x
r(z) =yo + Ox —
1
(o, 1) + 7
L2 — 1 ph(x)
7 = )
— (o, T1) 2
Y2 — Yo
Vsimnéme si, ze
To2 — X
= ¢($0,l’2),
Y2 — Yo
To — X1
= (xg, 1, T2).
Y(wo, 12) — (20, 71) (w0, 21, 72)
S upravou tak dostavame
r—x
r(x) =yo+ Ox —_—
1
¢($0,l’1) + T —1x
¢($0,l’1,l’2) + 7 2
()
Ph(x)
Takto pokracujeme déle. Vysledny vzorec pro r(z) pak je
r—x
r(z) = yot Ox —_—
1
¢($0,l’1) + T — 7
Q,b(l'o,l'l,l'g) + 2
Y(wo, 11, T2, T3) +
=Ty
+ -
(xg, ..., xy)
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3.3. NEVYHODY RACIONALNI INTERPOLACE

Nevyhodou této metody je, ze muze dojit k vynulovani jmenovatele jednotlivych in-
verznich diferenci. Dale také samoziejmé trpi neduhy, kterymi trpi racionalni interpolace
obecné. Co se tyte narocnosti na pocet operaci, je potieba fddové O(n?) operaci pro
vypocitani inverznich diferenci a pak tddové O(n) operaci pro vyéisleni interpolantu v
libovolném .

Tuto metodu jsem také naprogramoval v MATLABu. Soubor metinvdif.m obsa-
huje stejnojmennou funkci a je piilohou k bakalaiské praci. Dokumentace k nému je
vytvorena ptikazem publish a je dostupna ve sloZce html v souboru metinvdif.html
nebo z MATLABu pomoci piikazu showdemo metinvdif.

3.3. Nevyhody racionalni interpolace

Pri uzivani raciondlni interpolace lze narazit na problémy, které jeji pouzivani ztézuji. Na
tyto jeji nevyhody se nyni podivame.

3.3.1. Body nespojitosti druhého druhu

Body nespojitosti druhého druhu zpusobuji velkou nepfesnost aproximace a predstavuji
tak problém. Tyto body se v interpolantu vyskytnou, pravé kdyz ma polynom ¢ (jmenova-
tel r(x)) alespon jeden kofen uvniti intervalu, ve kterém provadime aproximaci. Ukazme
si nyni takovou situaci.

Raciondlni interpolaci interpolujme body

2 2 ,

i:_2>__7_72; i — Ly

Pracujme s M = 2 a N = 1. Podle (3.1) dostavame rovnice

4a2—2a1+a0—1661+60:0

4 2 16
fa— 2 — b4 by =0
9&2 3a1+a0 811+0

2 16
st Z — b4 by =0
9a2+3a1+a0 31 1+ 0o

4 as+2a1 +ag— 16 by +by =0

Snadno ovérime, Ze témto rovnicim vyhovuje feSeni

agzl a1:0 a0:—0,4
by = 0,225 by =
tedy
( )_x2—0,4
=0 0250

Vysledek této interpolace muzeme vidét na obrazku (obr. 3.1). Jak vidime, v interpolantu
se v bodé x = 0 vyskytuje bod nespojitosti druhého druhu, coz je zfejmé zpusobeno tim,
ze polynom ¢ ma v tomto bodé svuj koren.

Abychom se bodu nespojitosti zbavili, muzeme zménit konfiguraci uzlovych bodu inter-
polace. Nic nam ale nazajisti, ze v nové konfiguraci uzlovych bodt, se bod nespojitosti jiz
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nebude vyskytovat. Racionalni interpolace tak ztraci svou efektivitu. V tomto konkrétnim

3. RACIONALNI INTERPOLACE

pripadé pak stac¢i napi. zvétsit pocet uzlu interpolace. Méjme nyni
xi:_27_1707172; ;

Tomuto zadani pak bude vyhovovat interpolant
—4x
-5

Vysledek interpolace muzeme vidét na obrazku (obr. 3.2).

r(z)

xr2

15 3
------ r(x), 19 = X°
10+
5
0
-5
-10
-15 .

2

-2

Obrazek 3.1: Funkce x® aproximovand racionalni interpolaci na

uzlech.

3

X

F(x), 1(x) ~ X°

-2/3

0

2

—_

¢tytech ekvidistantnich

Obrazek 3.2: Funkce 23 aproximovana racionalni interpolaci na péti ekvidistantnich uzlech.
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3.4. ZAVER
3.3.2. Neexistence reseni
Problém si ilustrujme na prikladu. Interpolujme body

;i =1,2,3; Yi = _(xl_2)2+27 tedy
Y; = 17271

Ziejmé n = 2. Pracujme s M = N = 1. Podle (3.1) ziskdvame tyto rovnice

a1+a0—bl—b():0
2a1+a0—4bl—2b():0
3a1—l—a0—3bl—b():0.

Snadno ovérime, Ze témto rovnicim vyhovuje feSeni

a1:1 blzl
a0:—2 b():—2

a dostavame tak
(:1:) xr—2 ]
r = =1.
xr—2

Vysledek muzeme vidét na obrazku (obr. 3.3). Tento vysledek ovSem neinterpoluje bod
2, 2]. Pozorujeme, ze zatimco nase feseni vyhovuje homogennimu systému rovnic (3.1), jiz
nevyhovuje interpola¢nim podminkam. Bodu [2, 2] se v takovém piipade ika nedosazitelnyj
bod a pro dand M, N a n pak neexistuje racionalni funkce, jez by interpolovala vSechny
uzly interpolace. Jesté uvedme, Ze pro M = 0, N = 2 m4 pifslusny systém rovnic pouze
trividlni Teseni ag = by = by = by = 0. Tato situace tak neméd teSeni ani pro libovolnou
kombinaci M, N (za predpokladu N # 0, abychom vyloucili polynomiélni interpolaci).
Obecné tedy lze Tici, ze pfi racionalni interpolaci neni zarucena existence TeSeni.

3.4. Zavér

Nejprve se podivejme na interpolaci Rungeovy funkce pomoci metody inverznich diferenci
na obrazku (obr. 3.4). Muzeme ho porovnat s obrazkem (obr. 1.3).

Racionélni interpolace poskytuje dobré vysledky, aniz by vyzadovala néjakou specialni
polohu uzli interpolace.

Na druhou stranu vsSak trpi dvéma velkymi nevyhodami. V interpolantu se obcasné
vyskytuji body nespojitosti druhého druhu a neni zarucena existence reseni.
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3. RACIONALNI INTERPOLACE

| f(x)=-(x-2)%+2
------ r(x), r) = f(x)

1.8/ |

14) .

1.2} 1

1 2 3

Obrézek 3.3: Funkce f(x) aproximovana racionalni interpolaci na tfech uzlech.

—RKX
- r(x), r(x) = R(x)

i i i i i i

-1 -08 -06 -04 -02 0 02 04 06 08 1

Obrazek 3.4: Rungeova funkce aproximovana metodou inverznich diferenci na ekvi-
distantnich uzlech (max. chyba interpolace je fddové 107!2 a nelze ji tak rozeznat).
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4. Racionalni interpolace v
barycentrickém tvaru

V této kapitole si ukazeme barycentricky tvar racionalni interpolace a zamétrime se na
eliminaci nevyhod klasické raciondlni interpolace. Pak si predstavime nékteré konkrétni
metody.

4.1. Barycentricky tvar racionalni interpolace

Nejprve se zamysleme, jak bude racionalni interpolace v barycentrickém tvaru vypadat.
Dokazme si tuto vétu.

Véta 4.1. KaZdy raciondlni interpolant r € R,, bodi [z;,y;], i = 0,1,...,n lze pro
néjakd a; € R zapsat ve tvaru

(4.1)
Diukaz. Mame

= — r € Ry, tedy p,q € P,.
Polynomy p a ¢ muzeme na zakladé véty o jednoznacnosti polynomu (véta 1.1) a nasi

znalosti konstrukce Lagrangeova interpolaéniho polynomu zapsat nejprve ve tvaru (1.3)
a nasledné pak ve tvaru (2.2), tedy

Protoze

musi platit, ze p(x;) = y;q(x;). Dostdvame

E :n wig(xs) -

izo oz Ji

E :n wig(zi)
i=0 T

Tedy pro a; = w;q(z;) byla véta dokdzana. O

r(z) =

Barycentricky tvar racionalni interpolace je tedy tvar (4.1). VSimnéme si jeho podob-
nosti s (2.3), zfejmé se lis{ pouze barycentrickymi vdhami. Barycentricka Lagrangeova
interpolace je tak specialnim ptipadem barycentrické raciondlni interpolace, kdy jsou ba-
rycentrické véahy takové, ze g(x) = 1. Zamysleme se nyni nad barycentrickymi vahami pro
barycentrickou racionalni interpolaci.
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4. RACIONALNI INTERPOLACE V BARYCENTRICKEM TVARU
4.2. Barycentrické vahy

Dokazme si, ze barycentrické vahy a; spliuji interpolacni podminky. Respektive splnuji,
ze lim, . 7(z) = y;, jelikoz r(z;) = y; je preddefinovano.

Véta 4.2. Necht r € R,,,, je raciondlni interpolant bodi [x;,y;], i = 0,1,...,n ve tvaru
(4.1), pak pro viechna a; # 0 plati, Ze

lim r(x) = ys.
T—Tp

Diikaz. Upravujme r.

n
a; a
E o m—;i yl aoyo. + a1yr + + nYn

T—xQ xr— IE1 T—Tn
2 : a; g0 41 — 4+ 4 On

. . T—xTo 1 T—Tn
i=0 T %i

aoyo(z—x1)...(x—xpn)ta1yi(x—zo) (z—x2)...(x—2pn)+ - +anyn(z—x0)...(T—Tn_1)
(z—z0)(z—21)...(T—2Tn)
ao(z—x1)...(x—xpn)+a1 (x—xo)(x—22)...(x—2n)+Fan(x—x0)...(r—Tpn_1)
(z—z0)(z—21)...(T—2Tn)

Zn a;Y; H;;O(x xj)
Zz Oal HJ 0 j

Vsimnéme si, ze pro k # i je

H({Bk —z;) =0.
3=0
i

Nyni vypocitejme limitu

Zn QailY; Hn (xk - xj) Ak Yk HJ 0 j

lim r(z) = Hék = Y. (4.2)
T—TY Zz 0 a; HJ 0 j) ag Hj#g T —
J
Véta tak byla dokazana. O

Z této véty tedy vyplyva, ze pro libovolné barycentrické vahy a; # 0 budou splnény
interpola¢ni podminky. Nemuze tak dojit k situaci, kdy by neexistovalo feSeni jako v
piipadé racionalni interpolace. Toto ziejmé souvisi s tim, Ze raciondlni funkce je ted z
mnoziny R, ,,. Zaroveni muzeme barycentrické vahy libovolné navrhnout, pokud dodrzime
a; # 0. Samoziejmé je pak podstatné navrhnout je tak, aby se interpolant choval dobre
mezi uzly interpolace. Naprt. tak, aby se v r(x) nevyskytovaly body nespojitosti druhého
druhu.

4.3. Body nespojitosti druhého druhu

Jak jsme uvedli v (subsekce 3.3.1), body nespojitosti druhého druhu se v raciondlnim
interpolantu vyskytuji v bodech, kde se jmenovatel raciondlniho interpolantu ¢(z) = 0.
Ukazme si zpusob, jak navrhnout barycentrické vahy tak, aby se v r(x) nevyskytovaly
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4.4. BERRUT

body nespojitosti druhého druhu. Vychézejme z tvaru pro ¢(x) (pfesnéji pro lim, ,,, g(x)),
ktery je uveden v (4.2).

n

li_}rn q(z) = ag H({Bk — ;).
T—T) 0
J#k
Odtud pak mame
lim, ., q()

H;;o (ay — ;)

ik

Oznacme .

sk = | J (@ — ;)

Jj=0
J#k
a vSimnéme si, ze za predpokladu xq < z; < --- < x,, plati

sign(sp) = — sign(sg41)-

Déle si vSimnéme, ze aby r(z) nemélo na intervalu (zy, z1,1) body nespojitosti druhého
druhu, je nutnou (ale ne dostacujici) podminkou, ze

sign [ lim ¢(z) | =sign | lim q(x))
m—mz' m—>m;+1

Z toho vyplyva, ze aby r(r) nemélo na intervalu (xj,xr+1) body nespojitosti druhého
druhu, je pro barycentrické vahy nutnou (ale ne dostacujici) podminkou

sign(ax) = — sign(ag41).

Tuto myslenku predstavili Schneider a Werner v [10].

4.4. Berrut

J. P. Berrut navrhl barycentrické vahy a; = (—1)*. (Publikaci se nepodafilo ziskat, cerpano
z [4] a [6]). Dokazme, Ze tyto barycentrické vahy nemaji zadné body nespojitosti pro
x € (xo, n) — {x0, 21, ..., 2, }. Funkce q(z) vypada

Polozme = € (o, Tapy1). ZFejmé plati

r—x; >0 prot <2k
r—x; <0 proi>2k—+1.

Maéame tak
1 —1 1 -1 1
q(x) = +
T — Xo T —=Topg—1 T — T X — T2g41 L — T2k42
A > A >
vV vV
>0 <0 >0 >0 <0
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4. RACIONALNI INTERPOLACE V BARYCENTRICKEM TVARU
Déle plati

Loy > Top1
T =Ty < T — To—1
1 1
>
T — Tl X — Toj—1

1 1
— > 0.
T — Ty X — Tol-1

Dostdvame tak bud

() I I SR S
q(x) = e
T—Tg 7 T Tl T Top T Tokl T Dok Y
>0 =0 >0
nebo
1 ~1 1 ~1 1 ~1
q(z) = + + + + + + +

rT—xy ™ T —Tog-1 T —Tog T —Togyl L — Topyz VT T —Tp
N—_—— >0 O\ - >0 N——

(.

-~ ~"

>0 >0 >0 >0

a plati tak, ze pro z € (wox,Tor+1) je q(x) > 0. Analogicky bychom dokazali, ze pro
x € (wor—1,Tar) je q(x) < 0. Na obrazku (obr. 4.1) pak muzeme vidét jak g(x) ptiblizné
vypada. Plati, ze q(x) # 0 pro vSechna x € (xo, z,) — {xo, 21, ..., Zn}.

X0 X1 X2 X3 X4

Obrazek 4.1: Jmenovatel ¢(z) racionélni funkce r(z) pro barycentrické vahy a; = (—1)".
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4.5. FLOATER A HORMANN
4.5. Floater a Hormann

Nésledujici podkapitola ¢erpd z [4]. Floater a Hormann tam navrhli celou skupinu ra-
cionélnich interpolantu

n—d
_Ai(@)pi()
r(x) = leon_d , (4.3)
Zizo Ai()
kde . ,
N )
v — — . o i+d
(x — ) ... (x — Tiga) Hj:i (z — ;)
a pi(z) je polynom stupné d, ktery interpoluje d+1 bodu [z;, yi], . . ., [Titd, Yi+d). Prod =0

pak dostavame Berrutovu interpolaci.

4.5.1. Body nespojitosti druhého druhu

Ukazme si, ze tato interpolace také neobsahuje body nespojitosti druhého druhu. Rozsitme

r(z) na
Sk | NRCEEA I St

S | IR R ST

Upravme soucin ve jmenovateli g(x). (Prazdné produkty jsou samoziejmeé rovny jedné.)

o) = (-0 (e — ) YNt =
oed (<) [ (e 2y)

— (—1) Y [y (ﬁ(x—m)( 11 <x—xl>>] _
1=0 : jii] l=i+d+1

S <—1>i< <w—wj>> <—1>"—i—d< 11 <xl—x>>] _
i=0 | 3=0 I=it+d+1

= [(H(x—:@)) H (iﬂl—ﬂf))] =

=0 7=0 l=i+d+1
kel u(e) = (ﬁ@: —m) ( 1 —x>) |

§=0 I=itd+1
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4. RACIONALNI INTERPOLACE V BARYCENTRICKEM TVARU

Citatel p(x) upravime obdobné a r(z) pak ziejmé vypada

(4.4)

Pro zminény tvar ¢(x) nyni dokédzeme, ze ¢(z) > 0 pro vSechna x € (z¢, x,) a pro vSechna
d = 0,1,...,n. Nejprve zvazme situaci, kdy * = zx. Mnozinu I = {0,1,...,n — d}
rozdélme na tii podmnoziny.

L ={0,....k—d—1} pro k < d je tato mnozina prazdna.
L ={k—d, ... k} tato mnozina vzdy obsahuje alespon prvek k.
Iy={k+1,....,n—d} pro k > n — d je tato mnozina prazdna.
Plati
1€l |i1ely | 1€l
1—1
H,O(xk—xj) >0 | >0 0
7:
Hl:HdH(xl —ap) || 0 >0 | >0
ti(k) 0 >0 0
Tedy
n—d
Zm(%) > 0.
i=0

Dale zvazme situaci, kdy x € (zk, Tx+1). Opét rozdélme mnozinu I na t¥i podmnoziny,
tentokrat ale s drobnou zménou.

L ={0,...,k—d} pro k < d—1 je tato mnozina prazdn4.
Li={k—d+1,...,k} pro d = 0 je tato mnozina prazdna.
Iy={k+1,...,n—d} pro k > n — d je tato mnozina prazdna.

Nejprve si vsimnéme, ze
wui(x) >0 proi€ Is.

Dale se zamérme na ¢ € I,. Plati
pip—a(T) = ga: —x9) ... (x — $k-d-1l£$k+1 —x)... (T, — xz > 0,

~" -~

>0 >0

pp—d—1(z) = (x —x0) .. . (T — Tp—g—2) (xp — ) (X1 — ) ... (¥, — ) <O,

=0 <0 =0
pk—d—2(x) = (x —x0) .. . (T — Tp—a—3) (Tp—1 — @) (v — ) (X1 — ) ... (T, — ) > 0,
A" ~ AN ~- JW_/\ ~- 2
>0 <0 <0 >0
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4.5. FLOATER A HORMANN
Tedy
ph—a-2() >0
pr—d—21-1(x) < 0.

Vsimnéme si, ze

|v — zp_g_1| > |z — x|,
tedy

| r—a| > | pt—a—1]
Mr—d + pg—da—1 > 0.
—~ N —

>0 <0

Tato nerovnice pak plati pro vSechny dvojice k —d — 21,k — d — 2] — 1. Plati tak
ui(x) >0 proi€ I.
Obdobné bychom dokézali, ze
wi(x) >0 proi€ Is.
Protoze alespon jedna z mnozin I, I, I3 je neprazdna, plati ze

ui(x) >0 proi€ .

4.5.2. Barycentricky tvar

Podle tvaru (4.4) je r(x) € Ryn-a a lze tedy zapsat v barycentrickém tvaru. Nejprve
zapiSme polynom p;(x) v Lagrangeové tvaru (1.3). Pfipomernime, ze polynom p;(x) inter-
poluje body [, yil, - - -, [Tird; Yiyal-

i+d
i+d k=i (iE - in)
k=t
pZ(CII) = Z i_:flj Yj-
=i hei (T — k)
k#j

Toto nyni dosadme do tvaru (4.3). V ¢itateli dostdvdme

n—d (~1)i i+d ::i(iﬁ — k)
N(@)pi(a) = > Pp— yj =

i+d
i=0 Hk:Z(fE - $k) J=ti k:i(xj - xk)

i
ISH

i=0
k#j
n—d i+d y i+d 1
_ _1\é J _
i=0 j=i J 15;; J
n y; J ' i+d 1
— J (—1)° H —
= T —xj i 'ﬁ;; Tj— Xk
b
N T —z.

[en]

<
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4. RACIONALNI INTERPOLACE V BARYCENTRICKEM TVARU

kde :
J ' i+d 1
b, — —1)¢ .
=2 oIl —
i=j—d k=1
KA
Pro jmenovatel pak mame (protoze y; =1 pro j =0,1,...,n)
n—d n b
)\i == J .
Syt
i= 7=0
Interpolant r(x) tak mé opét tvar (4.1) s tim, ze
i Jtd 1
ai= Y (Y]] . (4.5)
= Ty — Tk
Jj=i—d k=j
k#i

4.5.3. Barycentrické vahy

Podivejme se nyni na barycentrické véhy (4.5). Zkusme pro né stanovit explicitni for-
muli pro ekvidistantni uzly. Vychazejme ze subsekce (subsekce 2.3.1). Stejnym postupem

dojdeme k ’
ﬁ 1 (=1t g
tLi—kh o htd \i-j)

9 ’ ’
Dosad'me a dostavame

T e B S )

j=i—d j=i—d

Protoze po dosazeni do formule (4.1) se ¢leny nezdvislé na i zkrati, muzeme pracovat se

zjednodusenymi vahami '
- d
= (=1)" E )
=1 (z —j)

j=i—d
Podivejme se jak vypadaji hodnoty |a}| pro ruznd d. Pro urceni hodnot téchto bary-
centrickych vah pak muzeme ziejmé vyuzit Pascaluv trojihelnik, ktery vidime na pravé
strane.

d=0 1,1,...,1,1 1
d=1 1,2,2,...,2,2,1 11
d=2 1,3,4,4,...,4,4,3,1 121
d=3 1,4,7,8,8,...,8,8,7,4,1 1331
d=4 1,5,11,15,16,16,...,16,16,15,11,5, 1 14641
d=5 1,6,16,26,31,32,32,...,32,32,31,26, 16,6, 1 1510105 1

Jak jiz bylo feceno, pro d = 0 dostavame vahy, jak je navrhl Berrut. Pro d = 1 pak mame
de facto véhy (2.4), samoziejmé ale na ekvidistantnich bodech.

33



4.5. FLOATER A HORMANN
4.5.4. Priklad

Ukazme si nyni priklad.

Algoritmus pro vypocet je opét z [2], strana 507, pouze zménime barycentrické vahy.
Toto jsem naprogramoval v MATLABu. Soubor barint.m obsahuje stejnojmennou funkci
a je prilohou k bakalarské praci. Dokumentace k nému je opét vytvorena pitkazem publish
a je dostupna ve slozce html v souboru barint.html nebo z MATLABu pomoci piikazu
showdemo barint. Program barint.m pak pracuje s vétsim mnozstvim barycentrickych
vah, viz. jeho dokumentace.

Aproximujme Rungeovu funkei R(z) a pro kazdé n vyberme nejlepsi d, vysledky vidime
v tabulce (tab. 4.1). Tabulku muzeme porovnat s obdobnou tabulkou pro Lagrangeovu
interpolaci na Cebysevovych uzlech, kterd odpovidd i barycentrické Lagrangeové inter-
polaci (tab. 1.1). Uvidime, ze jsme dosahli podobnych vysledku bez pouziti specidlnich
bodu. Interpolaci pro n = 10, d = 0 pak muzeme vidét na obrazku (obr. 4.2).

n | d | fad max. chyby interpolace
10 | 0 1072
20 1 1073
50 | 4 1077
100 | 9 10712
150 | 10 1071

Tabulka 4.1: Zavislost poctu uzlu n a fadu max. chyby interpolace Rungeovy funkce ba-
rycentrickou racionalni interpolaci na ekvidistantnich uzlech. Pro dané n je vzdy vybrano

e/

—‘R(X)
______ r(x), r(x) = R(x), r(x) ¢ R

1.2

10,10

0.8

0.6

0.4

0.2

-1 -08 -06 -04 -02 0 02 04 06 038 1

Obréazek 4.2: Rungeova funkce aproximovana barycentrickou racionalni interpolaci na
ekvidistantnich uzlech.
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4. RACIONALNI INTERPOLACE V BARYCENTRICKEM TVARU
4.6. Zaver

Barycentricka racionalni interpolace v podobé metody od Floatera a Hormanna nabizi
dobré vysledky bez nutnosti pouzivat specialni body. Sou¢asné v interpolantu nemuze
dojit k vyskytu bodu nespojitosti druhého druhu nebo neexistenci feSeni. Priklady pak
naznacuji, ze metoda se bude chovat stabilné, i kdyz prace tykajici se studia stability
dosud nevznikla.
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5. Zaveér

Cilem bakalarské prace bylo nastudovat zakladni fakta o barycentrické raciondalni in-
terpolaci a jejim specialnim piipadé — barycentrické Lagrangeové interpolaci. Tato fakta
byla nastudovana.

Barycentricka Lagrangeova interpolace se ukazuje jako dobry kandidat pro jedno-
rozmeérnou interpolaci a dokonce jiz nasla uplatnéni v projektu Chebfun spadajicim pod
University of Oxford.

Barycentricka racionalni interpolace se také jevi jako dobra volba pro jednorozmérnou
interpolaci, ackoliv jesté nebylo provedeno dukladné studium jeji numerické stability.

Dalsim cilem bakalarské prace pak byla elementarni implementace barycetrické ra-
cionalni interpolace v MATLABu. V piiloze bakaldiské prace je pak soubor barint.m
obsahujici stejnojmennou funkci a také jeho dokumentace ve formatu html.

Pro ucely bakalarské prace pak byla také naprogramovana metoda inverznich diferenci,
spadajici do klasické raciondlni interpolace. Piilohou bakalarské je proto také soubor
metinvdif .m, obsahujici stejnojmennou funkci, a opét jeho dokumentace v html formatu.
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LITERATURA

Seznam priloh

1. CD s bakalafskou praci (pdf), programy metinvdif.m a barint.m (oboji function
m-file do MATLABu) a slozkou html obsahujici dokumentaci ke zminénym programum
ve formatu html.

2. CD s programy metinvdif.m a barint.m (oboji function m-file do MATLABu) a
slozkou html obsahujici dokumentaci ke zminénym programum ve formatu html.
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