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Abstrakt

Cielom tejto prace je podat’ zdkladny prehl'ad pojmov a vysledkov klasickej diferencialne;j
geometrie kriviek. Zameriame sa na geodetické krivky a popiSeme ich zakladné vlastnosti.
Ukazeme si geodetiky na niektorych Specidlnych plochach. Ukézeme si aplikaciu s
animaciami. K prikladom st nakreslené ilustrujuce obrazky, k ich vytvoreniu sme pouzili
vhodny software.

Summary

The aim of the thesis is to give a survey of basic results from the classical theory of curves. A
special attention will be paid to geodesics and their properties. In particular, we treat
geodesics on some special surfaces. We treat one application with animations. All examples
will be illustrated by pictures, which were drawn by meas of mathematical software.
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Uvod

Diferencidlna geometria je dnes jednou zo samostatnych ¢asti matematiky. Jej vznik je
spojeny najmé s menom L. Eulera (1707-1783) a G. Mongea (1746-1818). Historicky
sa diferencidlna geometria najskor rozvijala ako ¢ast matematickej analyzy. Napriklad
pojem derivacia funkcie je motivovany geometrickym problémom néjdenia dotyc¢nice ku
grafu tejto funkcie (tzv. zékladna iloha diferencidlneho poc¢tu). Na podklade prac G.
F. Gaussa (1777-1855) sa diferencidlna geometria definitivne stala samostatnou castou
matematiky. V minulom storoc¢i sa z klasickej diferencidlnej geometrie kriviek a ploch
vyvinula sicasna moderna diferencialna geometria, ktora skima obecnejsie geometrické
objekty - diferencovatelné variety. Tato praca vsak bude venovand klasickej diferencialne;j
geometrii.

Moderna diferencialna geometria sa stala vyjadrovacim prostriedkom teoretickej fizyky
a tym ulahéila rozvoj takych disciplin ako je kvantovd mechanika a obecnd tedria relativity.
Naproti tomu klasicka diferencidlna geometria stale nachadza uplatnenie v praktickych
oboroch ako je geodézia, kartografia a vo vela praktickych dlohdch, ktoré nie si dostatocne
popisané v ceskej a slovenskej literature.

Predlozend praca ma nasledovnu struktaru:

V 1. kapitole popiseme zakladné pojmy z diferencidlnej geometrie kriviek a ploch.
Zacneme vektorovou funkciou, nasledne vyjadrenie krivky. Ukazeme si vyjadrenie plochy,
doty¢nicové vlastnosti plochy a 1. kapitolu zakonéime vektormi na ploche.

V 2. kapitole popiseme geodetické krivky. Této kapitola je hlavnou éastou tejto prace.
Zacneme Gaussovymi rovnicami. Uk4zeme si geodetickd krivost na ploche, Clairautove
plochy. Na koniec 2. kapitoly si ukdzeme numerické riesenie geodetik. Jeden vykreslovacim
programom je prilozeny na cd.

V 3. kapitole popiseme aplikdciu geodetickych kriviek. Ako aplikdciu si vyberieme
pohyb bodu viazaného na plochu.

Teoretické partie pouzivané v préci sme prevzali z literatiry, najma z [1]. Vlastné
vysledky préce predstavuju priklady v kapitolach 2 az 3 vratane software pre nase vypocty.
Hlavnou ¢astou préce je druhd kapitola, kde vykreslime niekolko geodetik na specidlnych
plochach ( Clairautovych) v ich redlnom tvare. Potom si vypo¢itame numericky geodetiky,
geodetické kruznice a geodetickd polarnu sturadnicovi siet na inych plochach. K uréeniu
geodetik na Clairautovych plochach sme pouzili software Maple. Numericky vypocet
geodetik, geodetickych kruznic a geodetickych polarnych suradnicovych sieti je napro-
gramovany v Matlabu. Poslednd kapitola obsahuje simulaciu pohybu bodu po paraboloide.
Do tohto vypoctu pridame gravitacné zrychlenie, aby sme sa priblizili k redlnemu modelu.
Tento pohyb je spracovany ako matlabovska animécia a je vlozeny v praci pod obrazkom.
Okrem tohto si v kapitoldch za teériou vysvetlujice priklady. Teéria aj priklady st do-
plnené ndzornymi obrazkami.



Kapitola 1

Zakladné pojmy

1.1 Diferencialna geometria kriviek

1.1.1 Vektorové funkcie

Pri pouziti vektorového poctu v diferencialnej geometrii sa stretneme s vektorovou funkciou
jednej premennej.
Vyslovime si definiciu tejto funkcie:

Definicia 1.1 Bud J jednorozmerny interval J C E;. Predpis, ktory kazdému éislu ¢ € J
priradzuje prave jeden vektor z€ R3, voldme vektorovi funkciu jednej (redlnej) premennej.
Pre tuto funkciu pouzivame zapisu

T=x (t), teJ (1.1)

Vektorovii funkciu (1.1) budeme podrobnejsie zapisovat takto:

T= [x1(t), zo(t), z3(t)], teJ (1.2)
kde z(t), za(t), x3(t) s funkcie (o spoloé¢nom definicnom intervale J), ktoré pre kazdé
t € J urcuji siradnice vektoru = (t).

Pre vektorovi funkciu (1.2) moZeme zaviest pojmy spojitosti, limity a derivécie, a to
napr. pomocou tychto definici:

Definicia 1.2 O vektorovej funkcii (1.2) povieme, ze je spojitd v bode to € J, ak si v
tomto bode funkcie x1(t), z2(t), x3(t) spojité.

Definicia 1.3 Predpokladajme, ze existuju limity

a; = thj% x1(t), ag = tlgg xa(t), az= thg}) x3(t).

Potom limitou vektorovej funkcie (1.2) pre t — ty rozumieme vektor a uréeny vztahom
a= (ay, as, as) a piseme



Definicia 1.4 Nech existuji v danom bode t, € J derivécie 2 (to), z5(to), x5(to). Potom
derivdciou vektorovej funkcie (1.2) v danom bode ty € J rozumieme vektor [ (to), 5 (to), x5 (to)]-

7
Tuto derivéaciu oznacujeme = (tp) a plati
ﬁ, T (tg+h) — = (to)

T (to) = lim 7

= [ (t0), 75(t0), 73(t0)] -

Definicia 1.5 Ak existuje v kazdom bode ¢ € J derivédcia vektorovej funkcie (1.2), je

7 . .
x (t),t € J opét vektorovou funkciou. Derivéciu tejto funkcie pokial existuje, ozna¢ime

2 (t) anazveme druhou derivdciou vektorovej funkcie x=x (t) atd.

7, predchadzajucich vykladov vyplyva, ze pojmy spojitosti, limita, derivacia su pre
vektorové funkcie definované celkom obdobne ako pre realne funkcie realnych premennych.
Platia tu preto, ako sa d4 podrobne dokazat, obdobné pravidld pre poéitanie limit a
derivacii ako pre pocitanie limit a derivéacii realnych funkcii jednej realnej premennej.
Uvedme strucne len najnutnejsie pravidld, ktoré sa tykaji derivacii vektorovych funkeif
E, 3 definovanych na spoloé¢nom intervale J. Plati ze

— —\/ —/ —/
(aj:b) =a + p,

— —\/ — - — —/ ~
(axb):a,xb+axb atd.,

kde - je skalarny sucin a x je vektorovy sucin.

1.1.2 Vyjadrenie krivky, dizka obliku krivky
Parametrické rovnice a vektorova rovnica krivky

Budeme sa zaoberat tedriou kriviek. Budeme pracovat v trojrozmernom euklidovskom
priestore Fj3, v ktorom je dand kartézska sustava suradnic.
Vyslovime si najprv definiciu regularnej krivky:

Veta 1.1 Majme dané tri funkcie
T = l’l(t), To = [EQ(lf), T3 = ZL‘3(t), (13)
ktoré spliuju predpoklady:

a) Funkcie (1.3) st redlne funkcie redlnej premennej ¢ definované na spoloénom otvorenom
intervale J.

b) Vo vsetkych bodoch intervalu J su vsetky funkcie (1.3) spojité i so svojimi aspon
prvymi derivaciami.

c) Vo vsetkych bodoch intervalu J plati
dl‘l 2 dl’Q 2 dfﬂg 2
— — — . 1.4
( dt ) * ( dt ) * dt 70 (1.4)
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d) Dvom roznym bodom t,ty z intervalu J priraduji funkecie (1.3) v priestore E3 dva
rozne body [z1 (t1), @2 (t1) 5 (t1)], [21 (t2) s 22 (t2) , 23 (£2)] -

Ak s1 splnené hore uvedené predpoklady, potom mnozinu vsetkych bodov p(t) € Es, ktorej
suradnice xq (t) , x2 (t), z3 () su dané rovnicami (1.3) volame reguldrnou krivkou (strucne
krivkou). Rovnice (1.3) voldme parametrickymi rovnicami tejto krivky.

Regularna krivka je zrejme jednoznacne urcena svojimi parametrickymi rovnicami
(1.3). Hladajme jej struénejsie vyjadrenie. Kazdému éislu ¢ z intervalu J odpovedd na
krivke bod p(t). Priradme tomuto bodu tzv. sprievodca P (t). Mame tym na mysli vektor,
ktory je umiestneny svojim pociatoénym bodom do pociatku 0 kartézskej stustavy sturadnic
a ma svoj koncovy bod v bode p(t) (vid obr.1.1).

Ir X,
C p(t)
/— p(t) \ .
pP=p(t)

Pi

Obrézok 1.1:

Sprievodca P (t) mé rovnaké suradnice ako koncovy bod p(t). Bod p(t) sa meni
v zavislosti na hodnotéach parametru ¢, prebiehajuceho interval J. 7 tohoto dovodu i

— ~
sprievodca P je vektorovou funkciou parametru t. Tito vektorovi funkciu mézeme zapisat
vo tvare

—

P= (x1(t), x2(t), z3(t)) (1.5)

alebo celkom strucne

P=p (t). (1.6)

Rovnicu (1.6)[a teda i rovnicu (1.5)] volame vektorovou rovnicou danej krivky. Rozpisa-
nim vektorovej rovnice (1.6) dostdvame tri parametrické rovnice (1.3). Vektorové vyja-
drenie krivky je zrejme strucnejsie a elegantnejSie ako vyjadrenie parametrické. Budeme
preto vektorové vyjadrenie pouzivat ¢o najcastejsie.

Parametrizacia oblikom

Predpokladajme, ze pomocou vektorovej rovnice p=p (t),t € J je dand reguldrna krivka
C. Bud ty lubovolné, pevne zvolené cislo z intervalu J. Na intervale J si definujme
predpisom

11



dl’l de’Q 2 dl’g
N (Y (Y e a
funkciu s(t). Funkcia s(t) je definovana v celom intervale J a vola sa oblikom krivky C.
Ozna¢me p (ty) a p(t) body, odpovedajice na krivke C' hodnotam parametru ¢, a t.

V diferencidlnom a integralnom pocte sa definuje dizka krivky a dokazuje sa, ze tato
dizka medzi bodmi p (o) a p(t) je rovna &fslu |s(t)|. Ak je t < to, je i s(t) <0 a &islo s(t)
vyjadruje priamo dizku krivky C medzi jej bodmi p(to) a p(t). V pripade, ze t < to, je
s(t) < 0 a dlzka medzi uvedenymi bodmi je dané ¢islom —s(t), resp |s(t)|. Funkciu s(t)
mozeme vyjadrif struénejsie. Pouzijeme k tprave (1.7) nasledovné oznacenie

dp
dt ’

da}l . d.’IZ‘Q . d.ﬁCg

ary . d4ry . 4T3 1.8
a T T T g (1.8)

. —
T1= resp. P=

mozeme pisat

= / \/(:tl)2 + (d2)" + (3) dt, (1.9)

respektive

t
:/ P - Ddt. (1.10)
to

Ozna¢me s (t) derivaciu funkcie s(t). Z rovnic (1.9) a (1.10) vyplyva, ze

-  —

. . 2 . 2 . 2
s (t) = \/(xl) + (22) "+ (23) =V - p. (1.11)
Odtialto a z (1.4) plynie, ze pre vietky t € J je 5% 0. K funkcii s = s(t),t € J mbzeme
teda zostrojit inverzniu funkciu
t=1(s), sel.
Z (1.11) spocitame, ze pre derivéciu tejto inverznej funkcie plati

d 1 1 1
d—j o : : - = . (1.12)
S : : : N
V@) + (@) + () Vpp
Kedze v celom intervale J je 5 () # 0, ma i inverzng funkcia t = t(s) vsade v odpovedajiicom
intervale I derivaciu roznu od nuly. Funkcia t = ¢(s) je teda pripustnou funkciou a mozeme

~ . . . . . - - ,
preto pomocou nej previest na skimanej krivke o vektorovej rovnici P=p (t) reguldrnu
transforméaciu parametru. Dostanieme tak novi vektorovi rovnicu

p=p [t(s)], sel, (1.13)

resp. strucne

p=p(s), sel (1.14)



O rovnici (1.13), resp.(1.14) hovorime, Ze parametrom v tejto rovnici je oblik. Ako plynie
z predchadzajicich tvah, je dizka krivky medzi svojimi dvoma bodmi p (s1),p (s2), kde
s1 < S9, TOvna Cislu so — s1. Preto sa tiez ¢asto hovori, ze obluk krivky je taky parameter
na krivke, ktory ,,meria” jej dizku.

1.1.3 Dotyc¢nica a oskulacna rovina krivky
Dotyc¢nica krivky

Medzi vSetkymi priamkami, ktoré prechadzaji danym bodom regularnej krivky, existuje
jedna vyznamna priamka, ktora sa vola dotycnica.
Bud C krivka popisana vektorovou rovnicou

p=p (t), telJ (1.15)

Na krivke C' si zvolme dva rézne body p (to) a p (to 4+ h) (vid obr.1.2). Sprievodné vektory

Obrazok 1.2:

oboch bodov oznaéfme P (to) a P (to + h). Priamka prelozend oboma bodmi p(t) a
p (to + h) je tzv. secnica krivky C. Tito secnicu mozeme zadat i inym sposobom. Je totiz
urc¢end bodom p (t), ktorym prechddza, a vektorom s nim rovnobeznym, teda vektorom

P (to+h)— D (ty), (1.16)

resp. vektorom s nim kolinedrnym

P (to+h)— D (o)
h

Myslime si, ze bod p(ty) je na krivke C' zvoleny pevne. S bodom p(ty+ h) sa ,,prib-
lizujeme” k pevnému bodu p (¢y). Toto ,,priblizovanie” realizujeme tak, Ze stile zmensuje-
me ¢islo |h|. Pri tomto ,,priblizovani” skiimand se¢nica meni (obecne) svoju polohu. Do-
hodneme sa, Ze limitnt polohu tejto se¢nice pre h — 0 budeme rozumiet priamku, ktora
prechddza bodom p (ty) a je rovnobezna s vektorom, ktory je limitou vektorovej funkcie
(1.17) pre h — 0. Predchadzajtice tivahy ndm umoziuji vyslovit nasledovnt definiciu:

(1.17)

13



Definicia 1.6 Bud p (ty) bod regularnej krivky C' popfsanej vektorovou rovnicou (1.15).
Dotyénicou krivky C' v jej bode p () rozumieme priamku, ktord je pre A — 0 limitnou
polohou seénice, prechadzajicou bodom p (ty) a dalsim bodom p (t, + h) krivky C. Bod
p (to) volame dotykovym bodom danej dotyénice.

7 definicie, ktord sme vyslovili, neni jasné, ¢i v kazdom bode regularnej krivky existuje
doty¢nica. Vsimnime si tejto otdzky blizsie. Z bodu b) definicie regularnej krivky vyplyva,
ze pre h — 0 limita vektorovej funkcie (1.17) vzdy existuje a plati

— —

P (to+h)— P (t)

lim (1.18)

Z bodu ¢) uvedenej definicie potom plynie, ze p (to) je vzdy nenulovym vektorom. Kedze

dotycnica v bode p (to) je rovnobeznd s vektorom p (to), ktory vzdy existuje a je nenulovy,
je tato dotycnica jednoznacne urcena. Vznika este otazka, ¢i sa tato doty¢nica nezmeni,
ak prejdeme na krivke C' pomocou regularnej transformécie parametru k novej rovnici

p=p [t(D)], Fel. (1.19)
Ukéazeme, ze ziadna zmena v tomto zmysle nenastava. Plati totiz
dp dp di
dt dt dt (1.20)

Doty¢nica v prislusnom bode krivky popisanej v rovnicou (1.19) je rovnobezna s nenulovym

vektorom d p /dt, ktory je kolinedrny, ako plynie z (1.20), s vektorom d p /dt. Pred-
chddzajice tivahy mozeme zhrnit do vety:

Veta 1.2 V kazdom bode regularnej krivky existuje prave jedna dotycnica. Ak je krivka
popisand vektorovou rovnicou (1.15), potom dotyénica tejto krivky zostrojend v jej bode

p (to) je rovnobezna s vektorom P (to) a ma vektorvi rovnicu

Y=D (to) + A P (to),

kde A € (—o0,+00) a 5 je oznacenie pre sprievodny vektor bezného bodu uvazovanej
dotycnice.

Oskula¢na rovina krivky

Kazdé rovina, ktord prechadza dotycnicou regularnej krivky, sa vola dotycnicovou rovi-
nou krivky. Dotykovym bodom dotycnicovej roviny rozumieme dotykovy bod dotyc¢nice,
ktorého sme dotycnicovou rovinou prelozili. Danym bodom krivky prechddza teda cely
zvazok dotycnicovych rovin. V tomto svizku existuje vSak vyznamnd dotycnicova rovina,
nazyvajtica sa oskulaénd rovina. Jej definiciou a zdkladnymi vlastnostami sa budeme v
tomto paragrafe zaoberaf.

Majme pomocou vektorovej rovnice

—

p=p (1), telJ (1.21)

dani reguldrnu krivku C. 'V bode p (to) krivky C' zostrojme dotyé¢nicu t. Dotyénicou t
a dalsim bodom p (to+ h),h # 0 krivky C prelozme doty¢nicovi rovinu a ozna¢me ju
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7,C. Rovina 7,C' je uréend bodom p(ty), ktorym prechddza, a dvoma vektormi s fnou
rovnobeznou

— —

P (t), P (to+h)— D (t) (1.22)

(vid. obr. 1.3). Rovina 7,C' je vak tiez rovnobeznd s vektormi

2_3 (to) . 9 P (to+h)— ph2(t0) —h P (t)

ktoré si linedrnou kombinaciou vektorov (1.22). Myslime si, Ze bod p (ty) je na krivke C'

(1.23)

Obréazok 1.3:

zvoleny pevne. S bodom p (¢ + h) sa ,,priblizujeme” k bodu p (ty) tak, ze stile zmensujeme
¢islo |h|. Pri tomto ,,priblizovani” meni (obecne) skimand dotycnicova rovina 7,C' svoju
polohu. Dohodneme sa, ze limitni polohu tejto dotyc¢nicovej roviny pre h — 0 budeme
rozumiet rovinu, ktora prechddza bodom p (fy) a je rovnobeznéa s dvoma vektormi, ktoré
si pre h — 0 limitou vektorovych funkecii (1.23). Oznacenie, ktoré sme zaviedli, ndm
umoziiuje vyslovit nasledovni definiciu:

Definicia 1.7 Bud p (ty) bod reguldrnej krivky C popisanej vektorovou rovnicou (1.21).
Oskulacénou rovinou krivky k v jej bode p(ty) rozumieme rovinu, ktord je pre h — 0
limitnou polohou roviny, ktord je dotyénicou rovinou krivky C' v bode p (o) a prechddza
dalstm bodom p (to + h) krivky C.

Skumajme, za akych podmienok existuje jednoznacéne v danom bode krivky oskulacna
rovina. Zrejme

— — —

Odtialto vyplyva nasledovnd veta.
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Veta 1.3 V kazdom bode p (o) krivky C' existuje oskulaénéd rovina a je rovnobezna s
vektormi

D (to), D (to) . (1.24)
Ak oba vektory (1.24) st linedrne nezavislé, existuje v bode p (ty) préave jedna oskulaénd

rovina. V pripade, Ze oba vektory su linearne zavislé, je kazda dotycnicova rovina zostro-
jend v bode p (ty) sucasne oskulacnou rovinou.

X3
A X,
t
p(s)
N
yd B(s) \n

0
\x:

Obrézok 1.4:

Vsimneme si prvého pripadu, kedy v danom bobe p (¢y) krivky C' existuje prave jedna
oskula¢nd rovina 7,C. Bodom p (t) prelozme v oskula¢nej rovine 7,C' priamku kolmu na
doty¢nicu ¢t krivky C' (obr.1.4 Viavo). Thto priamku volame hlavnd normdla. Budeme ju
oznacovat n.

1.1.4 Krivost

Predpokladajme, ze regularna krivka C' je dana vektorovou rovnicou

p=p(s), sel, (1.25)

.
v ktorej parameter s je oblikom. Vektor P (s) je pre kazdé s € I jednotkovym dotycnicovym

— 1!

.
vektorom krivky C. Vektory P (s) a P (s) si potom rovnobezné s oskula¢nou rovinou,
zostrojenou ku krivke C' v jej bode p(s).

—1 v ~
Definicia 1.8 Vektor P (s) volame vektor krivosti krivky C' v bode p(s). Velkost tohoto
vektoru oznacime r(s) (struéne ) a voldme krivost krivky C' v bode p(s).

Vyjdeme z rovnice

VAN

p-p=1,

ktord je zrejme splnend pre vietky s € I. Derivujeme obe strany rovnice podla parametru
s, dostavame
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7N s

p -p +p-p =0,
teda po uprave

—! =

2p -p =0. (1.26)

—/! -
To vsak znamend, ze v kazdom bode p(s) krivky C' je vektor P (s) bud nenulovym

vektorom, kolmym na dotycnicovy vektor p (s), alebo nulovym vektorom.
I

~ —/
Predokladajme, Ze vo skimanom bode nastdva prva moznost, tj. P #0,Pp 1L p.

—1

TA4to moznost nastdva iba vtedy, ak vektor P je rovnobezny s hlavnou normélou n krivky
C' (vid obr. 1.4). Zostrojme pomocou rovnice
—!!
- P

7

p

(1.27)

— —! —
jednotkovy vektor n, kolinedrny s vektorom P . Vektor n volame jednotkovym vektorom
—/!

hlavnej normdly. Kedze |P | = k, mozeme pisaf

— 1!

P =kn. (1.28)

.

Zavedieme si pre jednotkovy dotycnicovy vektor P oznacenie

[ —

t=D .
Geometricky vyjadruje krivost x odchylku krivky od priamky.

1.2 Diferencialna geometria pléch

1.2.1 Vyjadrenie plochy

V tejto kapitole sa venujme §ttidiu ploch. Budeme pracovat v trojrozmernom euklidovskom
priestore 3. Kazdému bodu X, ktory lezi v priestore Ej3, priradime kartézske siradnice
T1, T, T3 a budeme pisat

X = [z1, 29, 23] . (1.29)
Sprievodca bodu X oznaéime z a podobne ako v (1.29) budeme pisat
T= (21,22, 13) . (1.30)
Vyslovime si definiciu regularnej plochy:
Definicia 1.9 Majme dané tri funkcie
r1 = 21 (ut, u?),
Ty = mo(u', u?), (1.31)
T3 = 23(ut, u?),

premennych u', u?, ktoré splituju tieto predpoklady:
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a) Funkcie (1.31) st reédlne funkcie redlnych premennych definované na spoloénej oblasti
Q.

b) Vo vsetkych bodoch oblasti €2 st funkcie (1.31) spojité a maji spojité vsetky parcidlne
derivacie az do tretieho radu.

c) Vo vsetkych bodoch oblasti {2 m4 matica

Ozy Oxy  Ozg
19 19 1

| o e 132
au2a 327 8u2

hodnost rovni dvom.

d) Dvom réznym bodom oblasti €2 priradzuju funkcie (1.31) dva rézne body v priestore
Es.

Ak su splnené hore uvedené predpoklady, potom mnozinu vsetkych bodov X € FEjs,
ktorych suradnice x1, s, 3 st dané rovnicami (1.31), volame reguldrnou plochou (niekedy
strucne plochou). Rovnice (1.31) volame parametrickymi rovnicami tejto plochy.

Poznamka 1.1 Premenné u', u? v rovniciach (1.31) rozliSujeme hornymi indexmi, namies-
to Uy, Ua.

Poznamka 1.2 Oblast Q z predchddzajiicej definicie je mnozina bodov, ktord lezi v
lubovolne zvolenej (pomocnej) rovine w a ktora je suvisla a v rovine w otvorend. Pripomen-
me si, ze mnozina bodov je stvisld, ak sa daju kazdé dva jej body spojit lomenou ¢iarou,
ktora lezi v danej mnozine. Mnozina bodov je v rovine w otvorena, ak sa da okolo kazdého
jeho bodu opisat v rovine w okolie, ktoré celé patri do tejto mnoziny.

Poznamka 1.3 V rovine w, v ktorej lez{ oblast , si myslime, Ze je zvolena kartézska
ststava stradnic. Bod, ktory lez v rovine a m4 stradnice u', u? oznaéme symbolom
[u,u?]. Pridrzime sa tohoto oznatenia, a mozeme povedaf, Ze parametrické rovnice
(1.31) priradzujt kazdému bodu [u', u?] z oblasti 2 bod X (niekedy budeme pisat obsirne
X (u*,u?)) leziaci v priestore F3. Dohodneme sa, ze ¢isla u', u? budeme volat krivociarymi
sturadnicami bodu X.

Kazd4 reguldarna plocha je uréend svojimi parametrickymi rovnicami (1.31). Hiadajme
stru¢nejsie vyjadrenie plochy. Bodu [u!,u?] z oblasti  odpovedd na ploche prislusny
bod X so svojim sprievodcom z (via obr. 1.5). Sprievodca je teda vektor z vektorovou
funkciou premennych u!, u?.

Thto vektorovi funkciu mozeme zapisovat vo tvare

T= (:1:1 (ul, u2) , T (ul,u2) , T3 (ul, u2)) (1.33)
alebo celkom struc¢ne
r=7 (u',u?) (1.34)

Rovnicu (1.34) (a teda i rovnicu (1.33)) volame vektorovou rovnicou danej plochy. Vek-
torové vyjadrenie plochy je zrejme oproti parametrickému vyjadreniu ploch struénejsie a
prehladnejsie, budeme ho preto vo viésine pripadov pouzivat.
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Obréazok 1.5:

Transformacia parametrov na ploche

T1 istt plochu je mozné zapisat pomocou roznych vektorovych rovnic. Budeme skimat,
ako spolu také rovnice stuvisia. Zavedieme si nasjkor pojem pripustného zobrazenia oblasti
Q2 na oblast Q. Urobime tak v nasledovnej definicii:

Definicia 1.10 Priradme kazdému bodu [u', u?] oblasti Q roviny w pomocou rovnic
7=t (udu?),
v =1 (u',u?) (1.35)
bod [u',u?] roviny @. Nech st splnené tieto predpoklady:

a) Funkcie (1.35) s vo vSetkych bodoch oblasti € spojité i so vietkymi svojmi parcidlnymi
derivaciami az do tretieho radu.

b) Vo vsetkych bodoch oblasti ) platia pre tzv. Jakobidn zobrazenie

oul  ou?
oul’ oul
i g | A0
Ou?’  Ou?

c) Rovnice (1.35) priradzuji dvom réznym bodom oblasti 2 dva rézne body roviny w.
Vsetky body [u!,u?, ] zostrojené pomocou rovnic (1.35) vyplnia v rovine @ oblast .

Ak st splnené hore uvedené predpoklady, potom hovorime, Ze rovnicami (1.35) je
uréené pripustné zobrazenie oblasti 2 na oblast €.

Ako plynie z definicie, odpovedaji si body oboch oblasti €2,  vzadjomne jednoznaéne.
Mozeme teda z rovnic (1.35) vypocitat nezndme u',u? ako funkcie premennych u',u? a
pisat

u' =l (EI,EQ) ,
v = (T w?),  [u,u?] eq. (1.36)

D4 sa ukazat, Ze vo vietkych bodoch oblasti Q st funkcie (1.36) spojité i so vietkymi
svojmi parcidlnymi derivaciami az do tretieho radu a ze prislusny Jakobidn zobrazeni je

rozny od nuly. Spliuju teda funkcie (1.36) predpoklady formulované v predchadzajice;j
definicii a my moézeme vyslovit vetu:
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Veta 1.4 Nech funkcie (1.35) urcuju pripustné zobrazenie oblasti {2 na oblast Q. Potom
funkcie (1.36) urcuji pripustné zobrazenie oblasti Q na oblast 2.

O zobrazeniach ur¢enych rovnicami (1.35) a (1.36) hovorime, ze st navzdjom inverzné.
V priestore E3 nech je dana reguldrna plocha vektorovou rovnicou

— =

r=z (u',u?), [u',u?] € Q. (1.37)
Skiimajme teraz vektorovi rovnicu

=7 (u' (@, @), (@, 7)), [0,%2] eq, (1.38)
ktorej prava strana vznikla zlozenfm funkcif (1.37) a (1.36). Bodom [u',u’] € Qa [a', 7] €

Q, ktoré si spolu viazané vztahmi (1.35), resp. (1.36), priradzujui v priestore E3 vektorové
rovnice (1.37) a (1.38) tomu istému bodu. Dostdvame tak vysledok:

Veta 1.5 Rovnice (1.37) a (1.38) st vektorovymi rovnicami tej istej plochy.

Ak prejdeme pri stidiu plochy od jednej vektorovej rovnice k druhej (pomocou pripust-
ného zobrazenia), hovorime, ze sme na danej ploche urobili reguldrnu transformaciu para-
metrov.

1.2.2 Dotyc¢nicové vlastnosti ploch
Krivka na ploche

Dolezitym pojmom v tedrii ploch je pojem krivky na ploche. Zavedieme si ho nasledovnou
definiciou:

Definicia 1.11 bud z=x (u',u?), [u',u?] € Q, vektorovéa rovnica regulérnej plochy S.
Bud

u' = u'(t) (1.39)
dve funkcie, ktoré maju tieto vlatnosti:

a) Funkcie (1.39) su redlne funkcie redlnej premennej ¢, definované na spoloénom intervale

(a,b).

b) Vo vsetkych bodoch intervalu (a,b) st funkcie (1.39) spojité i so svojimi derivaciami
aspon prvého radu.

c) V ziadnom bode intervalu (a, b) nie su funkcie i (t) sucasne rovné nule.

d) Dvom réznym bodom z intervalu (a, b) priradzuje funkcia (1.39) dva rézne body oblasti
Q.

Ak st splnené hore uvedené predpoklady, potom mnozinu vSetkych bodov y, ktoré su
urcené vektorovou rovnicou
y== (u(t),u*(t)), t€ (a,b) (1.40)

volame krivkou na ploche S. Rovnice (1.39) volame vnitorngmi parametrickymi rovnicami
(struéne rovnicami) krivky na ploche. Rovnica (1.40) je tzv. vektorovd rovnica krivky na
ploche.
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Dotyénicova rovina a normala plochy
Bud X Iubovolny bod (regularny) plochy S. Bud (1.40) vektorové rovnica Iubovolnej

krivky, ktord lezi na ploche S a prechddza bodom X. Definujme si doty¢nicovy vektor.

Definicia 1.12 Dotycnicovy vektor y krivky na ploche S je definovany vztahom

s_dy

Cdt
Dotyénicovy vektor je nenulovym vektorom. Derivujme zlozent funkciu (1.40) podla
parametru ¢. Dostanieme tak vztah

S o dut S du?

=T{ —+ Ty —

Y=ttt s
kde . -
S I 2T Bz

Tento vztah mozeme strucne zapisat vo tvare

Y=z . (1.41)
Z rovnice (1.41) plynie, ze doty¢nicovy vektor zostrojeny k tejto krivke v bode X je
linedrnou kombinaciou vektorov 51, 7. Odtialto plynie spravnost vety:

Veta 1.6 Vsetky priamky, ktoré sa dotykaji regularnej plochy v danom jej bode X, lezia
v jednej rovine.

Ozna¢éme 7xS rovinu z prechddzajicej vety a budeme tito rovinu volat dotyénicovd
rovina plochy, bod X potom dotykovym bodom dotycCnicovej roviny. Priamka, ktora
prechadza bodom X kolmo k doty¢nicovej rovine 7x.5, je tzv. normdla plochy. Nenulovy
vektor, ktory je rovnobezny s touto normalou, volame normdlovym vektorom plochy S.

1.2.3 Vektory na ploche
Kontravariantné suradnice vektorov

V tomto paragrafe sa nauc¢ime ratacej metéde, ktord ndm umozni rychlo a prehladne
pracovat s vektormi leZiacimi v jednej dotyénicovej rovine plochy.

Bud r=1x (u!, u?) vektorova rovnica plochy S. Bud 7x.S dotyénicovd rovina zostrojend
v lubovolne, ale pevne zvolenom bode X plochy S. Oznacme 51, T, stiradnicové vektory
roviny 7xS a n jednotkovy normalny vektor. Lubovolny vektor E, ktory lezi v dotycnicovej
rovine 7x.5, je mozné vyjadrit ako linedrnou kombinéciou stradnicovych vektorov 51, Zs.
Mobzeme teda pisat

a=z;d' (1.42)
a vyslovit nasledovnu definiciu:

Definicia 1.13 Cisla a', a® v rozklade (1.42) voldme kontravariantngmi siradnicami vek-
toru a.

21



V zdujme struéného vyjadrovania sa dohodneme, ze dvojéislia a', a® budeme struéne
znacit a’ a Ze budeme ho budeme volat vektorom (niekedy tiez kontravariantnym vek-
torom).

Skalarny siicin vektorov

Zvolme si v dotyénicovej rovine dva vektory

—  — i - — .
a=x;a b=ux;

)

a vypocitame ich skalarny siacin. Zrejme plati ze
—_ = — .
a-bp=w;, r;alt.

Zavedieme si oznacenie

- —

Gij =T+ Tj, (1.43)
a mozeme skaldrny sicin oboch vektorov zapisat v prehladnej forme
a - b= giad'l, (1.44)
Definicia 1.14 Cisla gi; dané vztahom (1.43) sa volaju keoficienty prvej zdkladnej formy.
Pri pocitani prikladov pouzivame casto oznacenie
E = gn, F = g12 = g1, G = go,

Pouzijeme vlastného skalarneho sicinu, aby sme odvodili dolezité tvrdenie o tychto
¢islach. Plati veta:

Veta 1.7 Cislo ¢, definované rovnicou

g11, Y12
= 1.45
g ' 921, Y22 ‘ ( )

je vacsie ako nula.
— —
Dokaz. Oznacéme ¢ uhol vektorov x1, 5 a piSeme

—  — —

T+ To= T

—

To| COS .

Odtialto a z rovnic (1.45) a (1.43) plynie, ze

2

— — —
x|, T1| |To| cosp 2= 2,
g=1|,_'"_ 02 :‘xl ’xz sin® o > 0.0
Zol| |T1|COSP, Lo
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Kovariantné sitradnice vektoru

A — . . ~ . . . ~ 7 . 7’ 7~
Bud a vektor leziaci v dotyc¢nicovej rovine 7x.S. Vypocitajme skaldrny sicin tohoto vek-
/7 . 7 . . - ~ . A~ 7’ )d
toru so suradnicovymi vektormi z; a oznacme ich a;. Mozeme teda pisat

- =

a; =T;- a (1.46)

a vyslovit definiciu:
~ . P . . g
Definicia 1.15 Cisla ay, as z rovnice (1.46) volame kovariantné siradnice vektoru a.

Odvodime vztahy, ktorymi st navzajom viazané kovariantné a kontravariantné siradnice
vektorov. Z rovnic (1.46), (1.42) a (1.43) plynie, ze

— —

—  —
a; =T; - a=T; - l’j

Clj,
teda .
a; = gijaj. (147)

Poslednd rovnica ndm umoziiuje vypocitat kovariantné stradnice a; pomocou kontrava-
riantnych suradnic a’.

Predpokladajme ze su naopak dané kovariantné siradnice a;. Vypocitame kontrava-
riantné suradnice.

Rozopiseme podrobne rovnice (1.47). Dostavame tak systém dvoch linedrnych rovnic

_ 1 2
a1 = gna + giea’,

1 2
Qs = 214" + gooa

re nezname kontravariantné suradnice a', a®. V predchéfzajicom odstavei sme si dokézali
) )

ze determinant g tejto sustavy je rozny od nuly. Mame teda zaruceni jednoznacéni exis-
tenciu rieSenia. Jednoduchy vypocet, ktorého prevedenie nechame citatelovi, nam dava
vysledok

ol = G221 — g1202 &2 = —g2101 + 91102
g ’ g
Oznacime
n_ 92 2 _ 91
g ) g )
gt =22 P (1.48)
g g

mozeme hladané riesenie sustavy rovnic zapisat v elegantnom tvare

al = ga;. (1.49)
Vysledok, ku ktorému sme dospeli, zhrnieme do vety:
Veta 1.8 Bud &’ kontravariantné a a; kovariantné sturadnice vektoru E, ktoré lezia v

dotyénicovej rovine 7xS plochy S. Potom st stradnice a’ a a; spolu viazané rovnicami
(1.47) a (1.49).
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Zobrazenie a rozvinutie plochy na plochu

Dalej budeme studovat pojem rozvinutie plochy na plochu. Zavedieme si vsak obecnejsi
pojem, ktorym je tzv. reguladrne zobrazenie plochy na plochu. Urobime tak v nasledovnych
dvoch definiciach:

Definicia 1.16 Povieme, ze je dané vzdjomne jednoznacné zobrazenie jednej plochy na
druhi plochu, ak je urcené pravidlo, ktoré kazdému bodu jednej plochy priradzuje prave
jeden bod druhej plochy a obratene kazdému bodu druhej plochy priradzuje prave povodny
bod prvej plochy.

Definicia 1.17 Povieme, Ze vzajomne jednoznacéné zobrazenie plochy na plochu je re-
quldrnym zobrazenim, ak na jednej z oboch ploch je mozné urobit reguldrnu transforméciu
parametrov, po ktorej kazdé dva navzajom si odpovedajice body oboch ploch maji na
oboch plochach zhodné krivociare suradnice.

Zvlastnym pripadom regularneho zobrazenia plochy na plochu je tzv. rozvinutie plochy
na plochu. Tento pojem si zavedieme v nasledovnej definicii.

Definicia 1.18 Regularne zobrazenie plochy na plochu nazveme rozvinutie plochy na
plochu, ak toto reguldrne zobrazenie priradzuje kazdej krivke leziacej na jednej ploche
krivku rovnakej dlzky leziacej na druhej ploche.

Koeficienty druhej zakladnej formy

Bud =z (u!,u?),[u,u?] € Q, vektorovd rovnica (reguldrnej) plochy S. Vektorové
funkcie
vi=zq (u',u?), To=z,5 (u'u?), n=n (u'u?), (1.50)

uréuji v kazdom bode [ut,u?] plochy S dva stiradnicové vektory 1,z a jednotkovy

— . 7 Y ./ KX ~ . 7z
normdlovy vektor n. Derivovanim vektorovych funkcii (1.50) dostaneme dalsie vektorové
funkcie. Zavedme si pre ne oznacenie

— —

82 T 0 Ez P
out Oul  Oul 7 Oul v

V pevne zvolenom bode [u!, u?] plochy S definujeme rovnicami

hij = — n; - (1.51)
Styri cisla hyj.
Definicia 1.19 Cisla h;; dané vztahom (1.51) sa volaju koeficienty druhej zdkladnej formy

Poznamka 1.4 Z dovodu struénosti zapisujeme casto vektorové funkcie vo tvare 51,
T9,m,2,; atd, namiesto toho aby sme pisali 71 (u!,u?), 7o (u',u?),n (u',u?), 7 (u',u?)
atd. Tym sa zbavujeme moznosti presne rozlisit funkciu od jej funkénej hodnoty vy-
pocitanej v konkrétnom bode plochy. Oba pojmy musime teda rozlisit iba v zmysle textu,

v ktorom su uvedené.
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Kapitola

Geodetické krivky

2.1 Gaussove rovnice

V kazdom bode plochy S zostrojme vektory T, o, n a nazveme ich Frenetovym trojhra-

- = = —

nom plochy Hladajme vztahy, ktoryml su vektory xn, x12, To1, Tog, N1, Ny (pouzivame
~, : _ Bxl I 02 oy d
oznacenie 5611— Gt = mui gy 1= 8u1) vyjadrené ako linearne kombinacie vektorov

g — — ~ . . , .
T1, T, n Frenetovho trojhranu. Dostanieme celkom Sest rovnic. Dve z nich s tzv. Wein-
gartenove rovnice

— PR

N .

Dalsie styri tzv. Gaussove rovnice si odvodime teraz. Plati veta:

Veta 2.1 V kazdom bode plochy su splnené rovnice (tzv. Gaussove rovnice)
Tiy=Tf Ty +hy 0 (2.1)
kde ¢isla I'}; (tzv. Christoffelove symboly) st urcené relaciami
Fk _Hw =t ", (2.2)
kde ¢'* znaéf inverznt maticu k g.

. ’ . - . , .o, S —
Dokaz. Vyjadrime si vektory z;; ako linearne kombindcie vektorov xy, x4, n. Preto
iSeme
p — E
Tij= Aij T +aij n . (23)

Vynasobime skalarne obe strany rovnice (2.3) vektorom 7 a prihliadneme k tomu, ze

-  —

— —
n-xri=hyj, n-r;=0 n-n=1,

dostavame vztah
aij = hi] (24>

Vynésobime skaldrne obidve strany rovnice (2.3) vektorom z; a prihliadneme k oznaceniu
(2.2), dostavame postupne rovnice

Ez‘j : El: Afjgkz

Ty - Ty= Agjp
Pouzijeme vysledkov (2.5) a (2.4) k tdprave rovnice (2.3), okamzite dostdvame rovnicu
(2.1).0
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Priklad 2.1 Pre koeficienty prvej zédkladnej formy FE, F, G mame Christoffelove symboly

vyjadrené vztahmi:

GE, —-2FF,+ FFE,

-FE,+2FF, — EE,

Fil = 29 ) F%l = 29 )
GE, — FG, EG, - FE,
[y =Ty = T [y =15 = TR (2.6)
—-FG, + GF, — GG, EG, - 2FF,+ FG,
F%2: i F%lz * , 9=EG-F~
2¢g 29

2.2 Geodeticka krivost kriviek na ploche

Polozme na ploche S dvoma bodmi M, N vsetky mozné krivky. Hladajme medzi tymito
krivkami krivku, ktord je na ploche S najkratsou spojnicou oboch bodov. Cely problém
lahko vyriesime, ak je plocha S rovinou. V takom pripade polozime bodmi M, N priamku
a krivka (tj. tusecka), ktord je castou tejto priamky medzi bodmi M, N, je hladanou
najkratsou spojnicou. Priamka v rovine je charakterizovana tym, ze ma v kazdom svojom
bode krivost rovni nule. Zavedieme pojem geodetickej krivosti krivky leziacej na ploche,
ktorym zobecnime pojem krivosti krivky leziacej v rovine. V nasledovnom odstavci 2.3
vyhladdme na ploche vsetky krivky, ktorych geodetickd krivost je rovnd nule a nazveme
ich geodetickymi krivkami. D4 sa ukézat, ze pokial existuje na ploche najkratia spojnica
dvoch bodov, potom je tato spojnica geodetickou krivkou.

Pristupime k zavedeniu geodetickej krivosti krivky na ploche. Polozme na ploche S
lubovolne, ale pevne zvolenym bodom X krivku C. Bud z== (u', u?) vektorova rovnica
plochy S a Y=z [ut(s), u?(s)] vektorové rovnica krivky C, v ktorej parameter s je oblikom.
Zostrojme v bode X vektory ml, :L‘g, n Frenetovho trojhranu plochy S, doty¢nicovou rovi-
nou 7x9S a normalu n plochy S, jednotkovy dotycnicovy vektor y krivky C' a konecne
vektor krivosti y krlvky C (vid obr.2.1).

Obrazok 2.1: Geodetickd krivost

! N7

Vyjadrime si najprv vhodnym sposobom vektory ¥ a ¥ .
rovnicu krivky C' ako zlozent funkciu, dostaneme vztah

Derivujeme vektorovi




Odtialto a z rovnice (2.1) plynie, ze

— 1 d*u’ Cdw duF\ - du’ du’ —
= =— Lo— — |z, +hyi— — 1. 2.7
Y (d82+Jkds ds) +]ds ds (2.7)
Definicia 2.1 Cislo Ky uréené na ploche S vztahom
— —/ !
fig:<n><y)'?/ (2.8)

voldme geodetickou krivostou krivky C' v bode X.

Geometricky sa jedns o velkost kolmého priemetu vektoru krivosti 5” do doty¢nicovej
roviny 7yS. Geodetickd krivost, pokial nie je nulovd, moéze mal rozne znamienko. Z
rovnice (2.8) vyplyva, ze znamienko geodetickej krivosti nemd ziadny hlbsi geometricky
vyznam, lebo zavisi na orientacii normély 7 a na orientdcii krivky C.

2.3 Geodetické krivky na ploche

Na ploche existuju krivky, ktoré maju radu analogickych vlastnosti s priamkami v rovine.
Su to tzv. geodetické krivky. Ich definiciu si teraz vyslovime. Urobime tak tymto
sposobom.

Definicia 2.2 Krivku na ploche volame geodetickou krivkou (struéne geodetikou), ak v
kazdom bode tejto krivky je geodetickd krivost rovna nule.

Odvodime si najprv niektoré jednoduché vlastnosti geodetickych kriviek. Platia nasle-
dovné vety:

Veta 2.2 Krivka C' na ploche S je geodetickou krivkou plochy S prave vtedy, ak v kazdom
bode krivky C, v ktorom jej krivost nie je rovna nule, normala plochy S splyva s hlavnou
normalou krivky C' (teda oskula¢nd rovina krivky C' prechddza normalou plochy).

Dékaz Bud C geodetikou. Potom musi v kazdom jej bode podla (2.7) platif rovnice

— ! du' dw —
= hy— —n
ds ds
. o —I
Pokial je krivost krivky C' nulovd, su vektory ¥ , n nenulové a obidve skimané priamky
splyvaji. Naopak, ak obidve skiimané priamky splyvaji, potom musi platit, ako plynie z

rovnice (2.7), ‘fs“; + 1% ddisj % = 0 a krivka C' je geodetikou. UJ

Veta 2.3 Krivka je geodetickou krivkou v danej rovine prave vtedy, ak je v tejto rovine
priamkou (alebo ¢astou priamky).

Jednoduchy dokaz vety prenechdme ¢itatelovi.

Veta 2.4 Pri rozvinuti jednej plochy na druhu rozvinu sa vsetky geodetiky prvej plochy
do geodetik druhej plochy.
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Dokaz. Zavedieme si na oboch plochach zhodné stustavy krivociarych suradnic, plati
pre prvé zakladné tenzory oboch ploch rovnost

1 2
Yij=Yij -

Odtialto plynie
[k —pk
ij i

To vsak znamend, ze kazda krivka, ktord je geodetikou na jednej ploche, musi byt i
geodetikou na druhej ploche a obratene. [

V predchéadzajucich vetach sme uviedli jednoduché zakladné vlastnosti geodetickych
kriviek. Hladajme teraz diferencialnu rovnicu geodetickych kriviek. Zo vzorca (2.7) plynie,
ze krivka na ploche je geodetickou krivkou prave vtedy, ak v kazdom svojom bode vyhovuje
rovnici

dPut o du du®
ds? ik ds ds

Dostali sme tak sustavu dvoch diferencialnych rovnic druhého radu pre dve nezname

= 0. (2.9)

funkcie u = wui(s). Z predokladu, ze vektorovd funkcia = (u',u?) mé spojité parcidlne
derivécie podla premennych u',u? az do treticho radu, plynie, ze funkcie Fék 7z rovhice
(2.9) maji spojité parcidlne derivdcie podla premennych u',u? aspon prvého rdadu. Na
zéklade viet z tedrie o diferencidlnych rovnic moézeme tvrdit:

Veta 2.5 Bud ¢ priamka, ktord sa danej plochy dotyka v bode X. Potom existuje na
danej ploche (lokalne) préve jedna geodetické krivka, ktord prechddza bodom X a dotyka
sa v nom doty¢nice t.

Pri stadiu geodetickych kriviek sa neustdle objavuje analdgia medzi geodetickymi
krivkami na ploche a priamkami v rovine. Pristipme k poslednému problému. V rovine je
priamka najkratsou spojnicou dvoch bodov. Vznik4 otdzka, ¢i maji analogickd vlastnost
i geodetické krivky na ploche. Odpoved na tito otdzku je kladnd, ale s tym, ze prislusni
vetu budeme formulovat ,,opatrnejsie”, napr. tymto sposobom:

Veta 2.6 Ak medzi vSetkymi krivkami, ktoré na regularnej ploche spojuji dva body, lezi
krivka najmensej dlzky, potom je tato krivka geodetickou krivkou.

Tito vetu nebudeme dokazovat. Pri dokaze vety je mozné postupovat metodami
variacného poctu.

Priklad 2.2 KedZe v rovine su g;; konstantné funkcie, tak ich parcidlne derivécie su
nulové. Christoffelove symboly roviny su Ffj = 0, takze geodetiky roviny su jednoznacne

L L2 2 PN . -
urcené systémom rovnic ZT;L =0, ZTQ’ = 0, (a prislusnymi poc¢iatotnymi podmienkami, t;.
bodom a smerovym vektorom). RieSenie je potom v tvare u = ¢15 + ¢2,v = ¢35 + ¢4, kde
1, C9, C3, ¢4 SU integracné konstanty, takze sme odvodili zndmu skutocnost, ze v rovine su

geodetickymi krivkami priamky.

Priklad 2.3 Uvedieme si inti plochu a poktsime sa znova néjst geodetikcké krivky. Mé-
me katenoid s vektorovou rovnicou 2= (2 cosh (%) sin(u), v, 2 cosh (%) cos(u)). Potom koe-
ficienty prvej zakladnej formy st

E = 4cosh <g>2, F=0, G = cosh (g)Q
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Dosadenim do rovnic (2.6) dostavame Christoffelove symboly

(Y
1
I}, = 5 tanh (g) , I2, =,
1 v

Zostavime diferencidlne rovnice geodetik (2.9).
u// — 0

1
v — 2tanh (%) u'? + 5 tanh <§) V2 =0

Riesenie druhej rovnice vo tvare v(s) je narocné, ¢asto az nemozné. V nasledovnej pod-
kapitole si ukdzeme, ako sa daji vyrdtat geodetiky dané explicitne u(v) , resp. v(u).

2.4 Clairautove plochy

Vyriesit analyticky sistavu diferencidlnych rovnic geodetik (2.9) je véeobecne velmi ndroéné.
Ale existuje jedna dolezita skupina ploch, pre ktoru sa tento vypocet redukuje na riesenie
integralov.

Definicia 2.3 Plocha, pre ktoru plati

E =F=G,=0 (2.10)
volame Clairautova plocha.

Takze koeficienty E(u,v) a G(u,v) su funkcie iba premennej v.
Sustava diferencélnych rovnic geodetik (2.9) sa ndm po zjednodusi na tvar

/
v+ =2u'v" =0,

E
E! G!
v — ﬁuﬂ + 251/2 0. (2.11)

7 viet o Clairautovovych plochach (vid.[4]) dostdvame uzitoény vztah pre vypocet
geodetik

\/E 02
/ vE + D, (2.12)
kde C' a D st integracné konstanty. N&s povodny problém riesenia diferencialnych rovnic
presiel na vypocet integréla, ale iba u tychto Specidlnych ploch spliujice podmienku (2.10).
Teraz si uvedieme geodetiky na niektorych sSpecidlnych plochach spliujice podmienku
(2.10).
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Astroidovy valec

Astroidovy valec mé vektorovi rovnicu 2= (acos?(u), asin®(u),v). Dosadime do vziahu
(2.12) a integriciou dostavame obecné riesenie geodetik. Geodetika je zakreslend na
obrézku 2.2 (vlavo), pricom parameter plochy je a = 2.

o= O (| sin(u) cos(u)| (9 cos?(u) + 4)2> D

sin(u) cos(u)

Cardioidovy valec

Cardioidovy valec mé vektorovii rovnicu z= (2a cos(u)(1+cos(u)), (2a sin(u)(14cos(u)), v).
Dosadime do vztahu (2.12) a integraciou dostdvame obecné rieSenie geodetik. Geodetika
je zakreslena na obrazku 2.2 (vpravo), pricom parameter plochy je a = 2. Tak ako v tomto
priklade, i v nasledovnych budeme uvadzat obecné riesenie geodetik, a za nim obrdzok s
danou plochou, na ktorej je zakreslena geodetika.

_sin(u) cos(u)
A Y B

Obrézok 2.2: Geodeticka krivka na astroidovom valci (vlavo) a cardioidovom valci (vpravo)

Valec Cayleysextic

Valec Cayleysextic ma vektorovd rovnicu = (u, acosh(u/a),v). Geodetika je zakreslend
na obrazku 2.3 (vlavo), kde parameter a = 2.

v = C (sin(u) cos(u) + u) + D.

Cykloidovy valec

Cykloidovy valec ma vektorovii rovnicu = (au — bsin(u), a — beos(u), v). Geodetika je

zakreslend na obrazku 2.3 (vpravo), kde parameter a = 1,b = 1.

sin(u) cos(u)

=C +D.

| sin(u)]
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Obrézok 2.3: Geodetickd krivka na valci Cayleysextic (vlavo) a cykloidovom valci (vpravo)

Deltoidovy valec

Deltoidovy valec mé vektorovi rovnicu z= (2a cos(u)(1 + cos(u)) — a,2a sin(u)(1 —
cos(u)),v). Geodetika je zakreslend na obrdzku 2.4 (vlavo), kde parameter a = 2.

sin (u) (2 cos (u) — 1>> +D.

1 — cos (u)

v="=C (sgn (142 cos (u))

Kosostvorcovy valec

Kosostvorcovy valec mé vektorovii rovnicu 2= (alcos(u)| cos(u), a| sin(u)| sin(u), v). Geode-
tika je zakreslend na obrazku 2.4 (vpravo), kde parameter a = 2.

v = C (|sin(u)|sin (u) sgn (cos (u))) + D.

Obrazok 2.4: Geodeticka krivka na deltoidovom valci (viavo) a kosostvorcovom valci (vpra-
Vo)

Semikubicky valec

. . 7 ’ v . - . . 7’
Semikubicky valec ma vektorovi rovnicu x= (u? u® v). Geodetika je zakreslend na

obrézku 2.5 (vlavo).
v =C(4+ 9u?)2sgn(u) + D.
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Tractrix valec

Tractrix valec mé vektorovi rovnicu = (asin(u),a (cos(u) + log (tan (%))), v). Dosa-
dime do vztahu (2.12) a integraciou dostdvame obecné riesenie geodetik. Geodetika je
zakreslend na obrézku 2.5 (vpravo), kde parameter plochy a = 2.

v=C <(log (Sinz(“))) sgn(cos(u))sgn(sin(u))) LD

B
\
B
B
] ‘ ;
j 1
Vs o .
# A z A /‘,/
2 24 v
4 —~—~ A E /2
‘ s /
5 . /o
3 i o1 s 375 3 .
" B ; u 0T
[} Jaa—
12—
X

u X > . y

&
7

|
B

h
2
o

/
—

Obréazok 2.5: Geodetickd krivka na semikubickom valci (vlavo) a tractrix valci (vpravo)

2.5 Numerické rieSenie geodetik

Vyriesit analyticky sistavu diferencidlnych rovnic geodetik (2.9) je véeobecne velmi nérocné.
Ale vdaka softweru ako je napriklad Matlab a Maple mozeme ttito sistavu riesit numericky.

Opicie sedlo

Opicie sedlo je dané vektorovou rovnicou z= (u, v, ud—3uv?). Na obrazku 2.6 je nakres}enych
120 geodetik zo stredu opicieho sedla, teda bodu [0,0]. Geodetiky maji rovnaku dlzku,
pricom s € (0, 2).

Obrazok 2.6: Geodetiky na Opicom sedle

Geodetickd kruznica na dvojdimenzionalnej ploche s danou metrikou je mnozina bodov
s konstantnou vzdialenostou od pevne daného bodu. Na nasledovnom obrizku 2.7 mame
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10 geodetickych kruznic zo stredu Opicieho sedla s rozostupom 0.2 . V dalsich prikladoch
budeme tiez volit konstantny rozostup geodetickych kruznic.

Obrazok 2.7: Geodetické kruznice na Opicom sedle

Pomocou geodetik a geodetickych kruznic si zostrojime Geodetickd poldrnu suradnicovi
siet, kde stred kruznic budeme znacit pociatkom geodetickych poldrnych siradnic. Na
obrazku 2.8 sa nachddza geodeticks poldrna stradnicova siet so stredu Opicieho sedla.

7
)

1l

7

i

Obrazok 2.8: Geodetickd polarna siradnicova siet na Opicom sedle

Perturbedms

—

Perturbedms je dany vektorovou rovnicou z= (u,v, “%,,—3 —uv? + a(uv + U2)), kde para-

meter plochy a = 1. Na obrazku 2.9 sa nachddza geodeticka poldrna stiradnicova siet danej
plochy. Tvori ju 120 geodetik a 10 geodetickych kruznic z bodu [0,0] , pricom s € (0, 5).

Handkerchief

Handkerchief je dany vektorovou rovnicou T= (u, v, “?3 +uv? + a(u? — v2)>, kde parame-

ter plochy a = 2. Na obrazku 2.10 sa nachddza geodeticka poldrna stradnicové siet danej
plochy. Tvori ju 120 geodetik a 10 geodetickych kruznic z bodu [0, 0], pricom s € (0, 6).
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Obrazok 2.9: Geodeticka

Obrézok 2.10: Geodetickd poldrna siradnicové siet na ploche Handkerchief

Shoe
. , . - W 02 [ (
Shoe je dany vektorovou rovnicou z= (u,v,% — % ). Na obrdzku 2.11 sa nachddza

geodetickd poldrna siradnicovd siet danej plochy. Tvorf ju 120 geodetik a 10 geodetickych
kruznic z bodu [0, 0], pricom s € (0, 20).

Obrazok 2.11: Geodetickd poldrna stradnicova siet na ploche Shoe
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Funnel

Funnel je dany vektorovou rovnicou z= (avcos(u),bvsin(u), clog(v)), kde parametry
plochy sia = 1,b = 2,c = 3. Na obrazku 2.12 sa nachadza geodeticka polarna siradnicova

siet danej plochy. Tvorf ju 120 geodetik a 10 geodetickych kruznic z bodu [0, 2], pricom
s € (0,2.5).
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Obrazok 2.12: Geodeticka polarna siradnicova siet na ploche Funnel

Astell

Astell je dany vektorovou rovnicou = ((acos(u)cos(v))?, (bsin(u) cos(v))?, (csin(v))3),
kde parametry plochy st a = 1,b = 2,¢ = 3. Na obrazku 2.13 sa nachadza geodeticka

poldrna siradnicové siet danej plochy. Tvori ju 120 geodetik a 10 geodetickych kruznic z
bodu [0.9,0.6], pricom s € (0,0.2).
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Obrazok 2.13: Geodetickd poldrna stradnicova siet na ploche Astell
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Kapitola 3

Aplikacia geodetickych kriviek

3.1 Pohyb bodu viazaného na plochu

Predpokladajme, ze v priestore E3 je dané vektorovou rovnicou E:E (21, T2, x3,) silové
pole. Zostrojme v priestore F5 lubovolnd plochu S a zapiseme jej vektorovd rovnicu vo
tvare x=12 (u',u?). Skiimajme pohyb hmotného bodu X za dalsieho predpokladu, ze pri
svojom pohybe nesmie bod X opustit plochu S. Predpokladajme, Ze tato geometricka pod-
mienka je uskutoénena pomocou tzv. wvizbovej sily, ktora v kazdej polohe pohybujiceho sa
bodu X posobi kolmo na prislusni dotycnicovi rovinu 7x S plochy S. Realizacia vazbove;j
sily je v praxi urobend pomocou mechanického zariadenia, ktoré moze byt napriklad naklo-
nens rovina alebo gulovd miska, v ktorej sa (bez trenia) pohybuje ,,malé olovend gulicka”
vplyvom gravitacnych sil.

Obréazok 3.1: Pohyb bodu viazaného plochou

Vychédzajme z nasledovnych predpokladov:

a) Bod X ma hmotu m a pohybuje sa po ploche S. Jeho pohybovi rovnicu budeme
zapisovat vo tvare

—

z (u'(t),u(t)). (3.1)

b) Pohyb bodu X na ploche S nastava tak, ze v kazdom case t, v ktorom uvazujeme
pohyb, je splnena rovnica

Y=
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mY=F + G, (3.2)

kde 5 je vhodnda vézbova sila, kolma na prislusni dotycnicovi rovinu 7x.S (Via
obr.3.1)

Vyslovené predpoklady pouzijeme v tejto definicii:

Definicia 3.1 Ak pohybujici sa bod X spliuje predchadzajice dva predpoklady, ho-
vorime o nom, ze je bodom viazanym na plochu S.

Vznikd otdzka, ako néjst funkcie u! = u'(t),u? = u?(t), ktorymi je urceny pohyb bodu
viazaného na plochu S. Nez pristiupime k rieseniu tohoto problému, vyjadrime si najprv
vhodnym sposobom vektor ?7, ktory je v danom case vektorom zrychlenia pohybujtceho

sa bodu X. Derivujme obe strany rovnice (3.1) podla parametru ¢. Dostanieme tak novi
rovnicu

du® —
Z; .
dt

Dalsim derivovanim oboch stran tejto rovnice zistime, ze

Y=

=5 (dzui r du? duk) - dut du’ = (3.3)

Y= —5 + T — — | @i +hy — ——n
ez % dt o dt Todtdt
Vyjdeme z rovnice (3.2). K jej vhodnej tiprave je potreba este vyjadrit v kazdom bode

plochy S vektory F', G pomocou vektorou 51, 52, ﬁ, ktoré tvoria v tomto bode Frenetov
trojhran plochy. Hladané vyjadrenie piSeme vo tvare

—

F=fiZ;+fn, G=qn. (3.4)
Pouzijeme rovnice (3.3) a (3.4) k dprave rovnice (3.2), dostanieme hladany vztah

d?u’ - dud duF . dut du’ o =
e, — 2= i ; hz we e e -0 .
(mdﬁ+mﬂkﬁ dt f>x+<Jdtdt f7>n0

Vhodnou volbou &sla v vzdy mézeme docielit toho, aby koeficient u vektoru n bol rovny
nule. Preto je posledna vektorové rovnica ekvivalentna so ststavou dvoch diferencidlnych
rovnic druhého radu
d*u’ ri du? duF

O funkciach F; v, [* predpokladdme, Ze majui vo vietkych bodoch spojité parcidlne derivécie
prvého radu. Na zdklade viet z tedrie diferencidlnych rovnic mozeme tvrdif, ze existuje
(lokédlne) prave jedna stistava rieSeni u! = u'(t),u? = u?(t), ktord vyhovuje pociatoénym
podmienkam

—fi=0. (3.5)

i i i
u = U, =y pre t

I
~
<

Tym sme dokazali vetu:
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Veta 3.1 Pohyb bodu viazaného na plochu S je jednoznacne stanoveny, ak pozname v
niektorom case jeho polohu na ploche S a vektor jeho rychlosti (ktory je ale dotyénicovym
vektorom plochy S ).

Priklad 3.1 Ukéazeme si pohyb bodu po paraboloide. Vektorova rovnica paraboloidu
je r= (vcos(u),vsin(u),v?). Hladdme funkcie u = u(t),v = v(t), ktoré popisuji dréhu
hladaného bodu. Obidve funkcie st riesenim sistavy diferencialnych rovnic (3.5) v ktorych
sme koli strucnosti pouzili oznacenie u' = u,u* = v. Christoffelove symboly T, st
1 v 4v
1 _pl 2 _ 2 _ :
Tp=Iy=" 1= I 1 I = FICEEE

ostatné
k
Vypoéitame stradnice f. V gravitacnom poli je vektor sily F' uréeny vztahom F=
(0,0,—mg). Vyjdeme z rovnice
ktoru skaldrne vynasobime vektorom Ej. Dostanieme tak vzorec

—

— i —
F.l’j:f jS.xj:fj7

ktory ndm umoziiuje vypocitat funkcie f;. Dostédvame vysledok

= (0, ~2mvg).
Funkcie f? vypocitame zo vzorca
=4,
Kde 11 _ Y22 1 12 Y21 22 _ 911 1
A L I

Teda zistime, ze

. 2mug
'=10,— .
/ ( ’ 4U2+1>

Pomocou predchédzajucich vypoctov zapiseme ststavu diferencidlnych rovnic (3.5) v koneé-

nom tvare.
du 1 du dv B

w o aa Y

d*v v du\? 4v dv\? 2vg 0
a2 4?41 (E) +41}2—|—1 (%) +41}2—|—1 -
Uvedieme si dve moznosti. V prvej bude g = 0, a v druhej g = 10. Trajektériu pohybu
gulicky sme rozdelili na rovnaké ¢asové intervaly, kde ¢ = 0.1 alebo ¢ = 0.05. Pokial sa
dielky pozdfz trajektérie predlzuju, tak gulicka zrychluje a naopak. Oblast parametrov
paraboloidu je (u,v) = (0,27) x (0,3). Pociatoéné podmienky sme v oboch pripadoch
zvolili rovnaké. Bod o parametrickych siradniciach w(0) = 1,v(0) = 2 a pociatocny
vektor rychlosti «/(0) = 2,0(0) = 2. Hmotnost gulicky nem4 ziadny vplyv na trajektériu.
V prvom pripade mame g = 0, ¢asovy interval ¢t = 0.05. V case t = 0.6 gulicka opusti
plochu.
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V druhom pripade mame g = 10. Casovy interval ¢ = 0.1 mame pre obrazky, pre
animaciu ho méame t = 0.05. Gulicka vo vnutri paraboloidu ,,obieha” po opakujucich sa
drahach. Tento pripad mame znézorneny v dvoch pohladoch.

]

) o

Obrazok 3.3: Pohyb bodu po paraboloide, g = 10

Obrézok 3.4: Pohyb bodu po paraboloide, ¢ = 10, pohlad zvrchu
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Zaver

Cielom prace bolo zoznamit sa so zékladmi diferencidlnej geometrie kriviek a ploch a s
teériou geodetickych kriviek a ukazat niektoré aplikécie, najmé fyzikdlne. Na nicktorych
plochéch sme sa snazili vykreslit geodetické krivky v redlnom tvare pomocou matema-
tického software Maple. Kedze sa ndm vzdy nepodarilo krivku vyjadrit explicitne, pouzili
sme software Matlab k urceniu dostatocného poc¢tu bodov, ktoré na krivke lezia. Presnejsie,
pre kazdy bod sme numericky riesili jednu nelinedrnu rovnicu alebo sustavu nelinearnych
rovnic. Pri urcovani geodetickych kriviek by sme sa bez numerického rieSenia neobisli.
Na zaver sme simulovali pohyb gulicky po paraboloide. Uviedli sme si dve moznosti.
Prvi bez gravitacného pola a druhd s gravitaénym polom. Pociatoéné podmienky sme
v oboch pripadoch zvolili rovnaké. Hmotnost gulicky nem4 ziadny vplyv na trajektériu.
Trajektoriu pohybu gulicky sme rozdelili na rovnaké casové intervaly. Pokial sa dielky
pozdlz trajektérie predlzuji, tak gulicka zrychluje a naopak. V prvom pripade za maly
casovy interval gulicka opusti plochu. V druhom pripade gulicka vo vnutri paraboloidu
,,obieha” po opakujicich sa drahach. Tento pripad méme zndzorneny v dvoch pohladoch.
Oba pripady st spracované ako animdcie. Celd praca naviac obsahuje vela prikladov
vratane obrazkov a animécii, ktoré tak jednoduchsie umoznia porozumiet uvedenej tedrii.
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