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Abstrakt
Tato bakalářská práce se zabývá algoritmy v́ıcerozměrné interpolace. V prvńı části je
studován problém interpolace nad rovinou. Dále je uvedeno zobecněńı Lagrangeovy inter-
polace pro př́ıpad v́ıce neurčitých. Diskutujeme zde také stupeň polynomu pro libovolné
pole. Součást́ı této práce je i funkčńı programový baĺık v prostřed́ı Mathematica, který
řeš́ı v́ıcerozměrnou interpolaci nad libovolným polem.

Summary
This bachelor’s work concerns to algorithms of the multivariate interpolation. The problem
of the interpolation over the plane is studied in the first part of this work. In the next
section, the multivariate Lagrange interpolation is described and the polynomial degree
is discussed. A Mathematica program package was developed, by this, the multivariate
interpolation over an arbitrary field can be solved.

Kĺıčová slova
Vı́cerozměrná interpolace, interpolačńı polynom, konečné pole

Keywords
Multivariable interpolation, interpolation polynomial, finite field
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HAVLÍČKOVÁ, A. Algoritmy interpolace polynomy v́ıce neurčitých. Brno: Vysoké učeńı
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”
Algoritmy interpolace polynomy v́ıce neurčitých“
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5.1 Notebook Test I456Points.nb . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 41
5.2 Notebook Test I456PointsFiniteField.nb . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 42

6 Závěr 43
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1. Úvod
Interpolace se využ́ıvá obvykle v numerické matematice. Jej́ım ćılem bývá nalézt

přibližné hodnoty funkce v nějakém intervalu, je-li hodnota této funkce známa pouze
v některých jiných bodech tohoto intervalu. Motivace pro v́ıcerozměrnou interpolaci ale
může být i jiná. Např́ıklad existuj́ı tzv. v́ıcerozměrné kryptografické systémy, které trans-
formuj́ı zprávu za pomoci několika polynomů v́ıce neurčitých. Nalezeńı těchto polynomů
při známé zprávě pak představuje kryptoanalytickou úlohu. Existuje také velké množstv́ı
praćı, které popisuj́ı interpolaci nad konečnými poli [1].

V naš́ı práci se zabýváme popisem algoritmů pro př́ıpad polynomů v́ıce neurčitých.
Diskutujeme také stupeň interpolačńıho polynomu pro konečná pole. Posledńım naš́ım
ćılem je vytvořeńı funkčńıho programového baĺıku v prostřed́ı Mathematica, který řeš́ı
v́ıcerozměrnou interpolaci nad libovolným polem.

Úvodńı kapitola práce pojednává o afinńı transformaci, kde odvozujeme matici této
transformace. V následuj́ıćı kapitole řeš́ıme interpolaci v rovině, kde využ́ıváme matici
afinńı transformace pro zjednodušeńı př́ıpad̊u. Interpolaci v rovině jsme vyřešili z hlediska
náročnosti pro 4, 5 a 6 bod̊u a to př́ımo, řešeńım soustavy rovnic. Zjǐst’ujeme zvláštńı
polohu podkladových bod̊u a následně řeš́ıme počet řešeńı proložeńı kvadriky zadanými
body. V kapitole o v́ıcerozměrné interpolaci řeš́ıme algoritmy nevyžaduj́ıćı řešeńı soustavy
rovnic. Uvád́ıme zde dva zp̊usoby, jak lze v́ıcerozměrnou interpolaci řešit Lagrangeovou
metodou. V posledńı kapitole pak popisujeme notebook řeš́ıćı v́ıcerozměrnou interpolaci
nad libovolným polem.

Ćılem naš́ı práce je tedy popsat algoritmy v́ıcerozměrné intepolace nad libovolným
polem a vytvořit funkčńı notebook, který bude tuto interpolaci řešit.
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2. AFINNÍ TRANSFORMACE

2. Afinńı transformace
Budeme se zabývat afinńımi transformacemi zobrazuj́ıćımi bod P = [x, y] na bod

Q = [x1, y1]. Tyto transformace zahrnuj́ı posunut́ı, otočeńı, změně měř́ıtka, zkoseńı, nebo
operaci vzniklé jejich skládáńım. Afinńı transformace zachovává kolinearitu mezi body a
poměry vzdálenost́ı na př́ımce. Obecně, afinńı transformace je složena z lineárńı transfor-
mace a posunut́ı.
Nyńı poṕı̌seme afinńı transformaci nad reálnými č́ısly, která zajist́ı, aby se libovolné dva
r̊uzné body o souřadnićıch [p1, p2], [q1, q2] zobrazili do bod̊u [0, 0] a [1, 0].

1. Posunut́ı o vektor (a, b): 1
X
Y

 =

 1 0 0
a 1 0
b 0 1

 ·
 1
x
y


X = a+ x
Y = b+ y
Bod [1, x, y] se posune do bodu [1, X, Y ].
2. Otočeńı o úhel ϕ: 1

X
′

Y
′

 =

 1 0 0
0 cosϕ − sinϕ
0 sinϕ cosϕ

 ·
 1
X
Y


X
′
= X · cosϕ− Y · sinϕ

Y
′
= X · sinϕ+ Y · cosϕ

3. Homotetie:  1
X
′′

Y
′′

 =

 1 0 0
0 k 0
0 0 k

 ·
 1
X
′

Y
′


X
′′

= k ·X ′

Y
′′

= k · Y ′

Z toho vypĺıvá
X
′′

= k · a · cosϕ+ k · x · cosϕ− k · b · sinϕ− k · y · sinϕ
Y
′′

= k · a · sinϕ+ k · x · sinϕ+ k · b · cosϕ+ k · y · cosϕ
A tedy matice celkové transformace je: 1

X
′′

Y
′′

 =

 1 0 0
k · a · cosϕ− k · b · sinϕ k · cosϕ −k · sinϕ
k · a · sinϕ+ k · b · cosϕ k · sinϕ k · cosϕ

 ·
 1
x
y


pro zjednodušeńı označ́ıme výslednou matici matićı A.
Nyńı zbývá pouze určit koeficienty a, b, k, ϕ.
a = −p1

b = −p2

ϕ = arctan
(
p2−q2
q1−p1

)
k =

√
1+

(
p2−q2
q1−p1

)2

·(q1−p1)

(q1−p1)2+(p2−q2)2
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Poté můžeme výslednou matici transformace zapsat ve tvaru:

A =



1 0 0

−p1·q1+p21−p2·q2+p22
(q1−p1)2+(q2−p2)2

q1−p1
(q1−p1)2+(q2−p2)2

q2−p2
(q1−p1)2+(q2−p2)2

−p2·q1+p1·q2
(q1−p1)2+(q2−p2)2

p2−q2
(q1−p1)2+(q2−p2)2

q1−p1
(q1−p1)2+(q2−p2)2


A jej́ı inverzńı matici ve tvaru:

A−1 =

 1 0 0
p1 q1 − p1 p2 − q2
q2 q2 − p2 q1 − p1


Nyńı si ukážeme použit́ı matice transformace na př́ıkladu. Mějme body P = [10, 2

√
2], Q =

[ 3
√

7, 1], R = [−2, 2
3
], S = [

√
5,−4]. Dosazeńım bod̊u P,Q do matice transformace dostáváme:

A =



1 0 0

−10· 3
√

7+102−2
√

2·1+(2
√

2)2

( 3√7−10)
2
+(1−2

√
2)

2

3√7−10

( 3√7−10)
2
+(1−2

√
2)

2
1−2

√
2

( 3√7−10)
2
+(1−2

√
2)

2

−2
√

2· 3
√

7+10·1
( 3√7−10)

2
+(1−2

√
2)

2
2
√

2−1

( 3√7−10)
2
+(1−2

√
2)

2

3√7−10

( 3√7−10)
2
+(1−2

√
2)

2


Vynásobeńım této matice př́ıslušnými body dostaneme ztransformované body o souřadnićıch

P1 = [0, 0], Q1 = [1, 0], R1 = [ 362−5·2
√

2+3·4
√

2−36· 3
√

7

3·(101−21+
√

2+4
√

2−20· 3
√

7+( 3√7)2)
, 16−3·21+

√
2+2· 3

√
7−3·2

√
2· 3
√

7

3·(101−21+
√

2+4
√

2−20· 3
√

7+( 3√7)2)
],

S1 = [96+3·2
√

2+4
√

2−10
√

5−10· 3
√

7+
√

5· 3
√

7

101−21+
√

2+4
√

2−20· 3
√

7+( 3√7)2
,−−50+

√
5−2

√
2·
√

5+4· 3
√

7+2
√

2· 3
√

7

101−21+
√

2+4
√

2−20· 3
√

7+( 3√7)2
].

Afinńı transformaci lze uvažovat i nad konečnými poli, ovšem s př́ıslušnými modifika-
cemi: např́ıklad nemá geometrický smysl uvažovat otočeńı o úhel ϕ.

4



3. INTERPOLACE NAD 4, 5 A 6 BODY V ROVINĚ

3. Interpolace nad 4, 5 a 6 body v
rovině

3.1. Čtyři body nad rovinou

Vězměme 4 r̊uzné body P = [p1, p2, p3], Q = [q1, q2, q3], R = [r1, r2, r3], S = [s1, s2, s3].
Označ́ıme P̂ = [p1, p2], Q̂ = [q1, q2], R̂ = [r1, r2], Ŝ = [s1, s2]. Bez újmy na obecnosti
lze předpokládat, že P̂ = [0, 0], Q̂ = [1, 0]. Toto jsme již ukázali v kapitole o afinńı
transformaci.

Hledáme kvadriku
a+ bx+ cy + dx2 + exy + fy2 = z

tzn. řeš́ıme :


1 p1 p2 p2

1 p1p2 p2
2

1 q1 q2 q2
1 q1q2 q2

2

1 r1 r2 r2
1 r1r2 r2

2

1 s1 s2 s2
1 s1s2 s2

2

 ·


a
b
c
d
e
f


=


p3

q3
r3
s3



Stručně (M · ~h) = ~v
Jde o soustavu lineárńıch rovnic. Pro rozhodnut́ı o jej́ı řešitelnosti muśıme zkoumat

hodnost matice M (znač́ıme rank M).

Vezměme naši volbu P̂ , Q̂. Pak

M =


1 0 0 0 0 0
1 1 0 1 0 0
1 r1 r2 r2

1 r1r2 r2
2

1 s1 s2 s2
1 s1s2 s2

2


Dále vezměme podmatici N jako prvńı čtyři sloupce z matice M .

Plat́ı: rank N ≤ rank M ≤ 4 .
Budeme nyńı zkoumat hodnost N :

N =


1 0 0 0
1 1 0 1
1 r1 r2 r2

1

1 s1 s2 s2
1


je zřejmé, že 4 ≥ rank N ≥ 2. Poznamenejme dále, že př́ıpady r1 = r2 = 0 a

s1 = s2 = 0 nemohou nastat.
Vezměme daľśı podmatici U (2.-4. řádek N a 2.-4. sloupec N):

U =

 1 0 1
r1 r2 r2

1

s1 s2 s2
1


Stač́ı vyšetřit rank U , protože rank N = 1 + rank U .
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3.1. ČTYŘI BODY NAD ROVINOU

Nejprve vyšetř́ıme, kdy jsou lineárně závislé 1. a 3. sloupec. evidentně tehdy, když
r1 = r2

1 a současně s1 = s2
1.

Jsou tedy čtyři možnosti:
α) r1 = s1 = 0
β) r1 = 0 s1 = 1
γ) r1 = 1 s1 = 0
δ) r1 = s1 = 1
Tyto možnosti dále analyzujme.
α)

Uα =

 1 0 1
0 r2 0
0 s2 0


rank Uα = 2 (nemůže nastat r2 = 0 ani s2 = 0, protože P̂ 6= R̂, P̂ 6= Ŝ)
β)

Uβ =

 1 0 1
0 r2 0
1 s2 1


rank Uβ = 2 (nemůže nastat r2 = 0 ani s2 = 0, protože P̂ 6= R̂, Q̂ 6= Ŝ)
γ)

Uγ =

 1 0 1
1 r2 1
0 s2 0


rank Uγ = 2 (analogické jako β)
δ)

Uδ =

 1 0 1
1 r2 1
1 s2 1


rank Uδ = 2 (podobné zd̊uvodněńı)
Shrnut́ı: Jsou-li 1. a 3. sloupec v U lineárně závislé, pak je hodnost matice U vždy 2,

protože pak už nemůže nastat r2 = s2, nebot’ zadané čtyři body jsou r̊uzné.
Nyńı předpokládejme, že 1. a 3. sloupec v U jsou lineárně nezávislé. Hodnost U může

být rovna 2 pouze tehdy, je-li 2.sloupec lineárńı kombinaćı 1. a 3. sloupce, tedy v tomto
př́ıpadě, je-li k-násobkem jejich rozd́ılu.

Tzn. r2 = k · (r2
1 − r1) a s2 = k · (s2

1 − s1)
Př́ıpad k = 0 označ́ıme ε: ε)

Uε =

 1 0 1
r1 0 r2

1

s1 0 s2
1


rank Uε = 2 (r1 6= 1, s1 6= 1, r1 6= s1 )
Př́ıpad k 6= 0 označme ϕ: ϕ)

Uϕ =

 1 0 1
r1 k(r2

1 − r1) r2
1

s1 k(s2
1 − s1) s2

1
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3. INTERPOLACE NAD 4, 5 A 6 BODY V ROVINĚ

rank Uϕ = 2 (r1 6= 1, r1 6= 0)
Ve všech ostatńıch př́ıpadech je rank U = 3, tzn. že rank N = 4, tzn. rank M = 4 a

také rank (M |~v) = 4 (hodnost rozš́ı̌rené matice), tedy počátečńı soustava má nekonečně
mnoho řešeńı závislých na 2 libovolných parametrech.

Rozeberme nyńı znovu př́ıpady α) až ϕ).
α)P̂ = [0, 0], Q̂ = [1, 0], R̂ = [0, r2], Ŝ = [0, s2], tj. P̂ , R̂, Ŝ lež́ı na př́ımce x = 0.

Obr 3.1 3 body na př́ımce

M =


1 0 0 0 0 0
1 1 0 1 0 0
1 0 r2 0 0 r2

2

1 0 s2 0 0 s2
2


rank M = 4 (protože r2 6= s2)
Věta: V př́ıpadě α existuje nekonečně mnoho řešeńı závislých na 2 libo-

volných parametrech.
β)P̂ = [0, 0], Q̂ = [1, 0], R̂ = [0, r2], Ŝ = [1, s2]. Body lež́ı na dvou rovnoběžných

př́ımkách o rovnićıch x = 0, x = 1.
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3.1. ČTYŘI BODY NAD ROVINOU

Obr 3.2 body na dvou rovnoběžkách

M =


1 0 0 0 0 0
1 1 0 1 0 0
1 0 r2 0 0 r2

2

1 1 s2 1 s2 s2
2


rank M = 4 (protože s2 6= 0)
γ) bude obdobné jako β)
Věta: V př́ıpadech β, γ existuje nekonečně mnoho řešeńı závislých na 2

libovolných parametrech.
δ)P̂ = [0, 0], Q̂ = [1, 0], R̂ = [1, r2], Ŝ = [1, s2], tj. Q̂, R̂, Ŝ lež́ı na př́ımce x = 1.

Obr 3.3 3 body na př́ımce

8



3. INTERPOLACE NAD 4, 5 A 6 BODY V ROVINĚ

M =


1 0 0 0 0 0
1 1 0 1 0 0
1 1 r2 1 r2 r2

2

1 1 s2 1 s2 s2
2


rank M = 4 (protože r2 6= s2, r2 6= 0, s2 6= 0)
Věta: V př́ıpadě δ existuje nekonečně mnoho řešeńı závislých na 2 libo-

volných parametrech.
ε)P̂ = [0, 0], Q̂ = [1, 0], R̂ = [r1, 0], Ŝ = [s1, 0], tj. všechny 4 body lež́ı na př́ımce y = 0.

Obr 3.4 4 body na př́ımce

M =


1 0 0 0 0 0
1 1 0 1 0 0
1 r1 0 r2

1 0 0
1 s1 0 s2

1 0 0


rank M = 3 (protože r1 6= 1, s1 6= 1)

rank(M |~v) = rank


1 0 0 p3

1 1 1 q3
1 r1 r2

1 r3
1 s1 s2

1 s3


Tato hodnost může být jak 3 (nekonečně mnoho řešeńı závislých na 3 libovolných

parametrech), tak 4 (řešeńı neexistuje).
Zbývá určit, kdy nastane která možnost (podmı́nky pro p3, q3, r3, s3). Hodnost

rozš́ı̌rené matice je 3 pro př́ıpady:
p3 = q3 = r3 = s3 = a
p3 = 0 q3 = b r3 = b · r1 s3 = b · s1

p3 = 0 q3 = c r3 = c · r2
1 s3 = c · s2

1

a, b, c ∈ R
a jejich lineárńı kombinace. V ostatńıch př́ıpadech kvadrika neexistuje. Na závěr můžeme

vyslovit shrnut́ı:
Věta: Lež́ı-li body P̂ , Q̂, R̂, Ŝ na př́ımce o rovnici y = 0 a souřadnice p3, q3,

r3, s3 nelež́ı na žádné křivce o rovnici z = a · x2 + b · x + c, kde (a, b, c) ∈ F, kde

9



3.2. PĚT BODŮ NAD ROVINOU

z ∈ {p3, q3, r3, s3}, x ∈ {p1, q1, r1, s1}, pak řešeńı neexistuje a pro př́ıpad P̂ , Q̂, R̂,
Ŝ lež́ıćıch na př́ımce o rovnici y = 0 a splňuj́ıćı rovnici z = a · x2 + b · x + c, kde
(a, b, c) ∈ F, kde z ∈ {p3, q3, r3, s3}, x ∈ {p1, q1, r1, s1} existuje nekonečně mnoho
řešeńı závislých na 3 libovolných parametrech.

ϕ)P̂ = [0, 0], Q̂ = [1, 0], R̂ = [r1, k · (r2
1 − r1)], Ŝ = [s1, k · (s2

1 − s1)], tj. P̂ , Q̂, R̂, Ŝ
lež́ı na parabole o rovnici y = k · (x2 − x).

Obr 3.5 4 body na parabole

M =


1 0 0 0 0 0
1 1 0 1 0 0
1 r1 k · (r2

1 − r1) r2
1 r1 · k · (r2

1 − r1) k2 · (r2
1 − r1)2

1 s1 k · (s2
1 − s1) s2

1 s1 · k · (s2
1 − s1) k2 · (s2

1 − s1)
2


rank M = 4 (protože r2 6= s2, r2 6= 0, s2 6= 0)
Věta: V př́ıpadě ϕ existuje nekonečně mnoho řešeńı závislých na 2 libo-

volných parametrech.
Věta: V ostatńıch př́ıpadech existuje nekonečně mnoho řešeńı závislých na

2 libovolných parametrech.

3.2. Pět bod̊u nad rovinou

Vezměme pět r̊uzných bod̊u P = [p1, p2, p3], Q = [q1, q2, q3], R = [r1, r2, r3], S = [s1, s2, s3],
T = [t1, t2, t3].Označ́ıme P̂ = [p1, p2], Q̂ = [q1, q2], R̂ = [r1, r2], Ŝ = [s1, s2], T̂ = [t1, t2].
Lze předpokládat, že P̂ = [0, 0], Q̂ = [1, 0]. Toto jsme již ukázali v kapitole o afinńı
transformaci.
Hledáme kvadriku

a+ bx+ cy + dx2 + exy + fy2 = z

Řeš́ıme soustavu:

10



3. INTERPOLACE NAD 4, 5 A 6 BODY V ROVINĚ


1 p1 p2 p2

1 p1p2 p2
2

1 q1 q2 q2
1 q1q2 q2

2

1 r1 r2 r2
1 r1r2 r2

2

1 s1 s2 s2
1 s1s2 s2

2

1 t1 t2 t21 t1t2 t22

 ·


a
b
c
d
e
f


=


p3

q3
r3
s3

t3


Jde o soustavu lineárńıch rovnic, pro rozhodnut́ı o jej́ı řešitelnosti muśıme zkoumat

hodnost matice M (znač́ıme rank M ).

Vezměme naši volbu P̂ , Q̂. Pak

M =


1 0 0 0 0 0
1 1 0 1 0 0
1 r1 r2 r2

1 r1r2 r2
2

1 s1 s2 s2
1 s1s2 s2

2

1 t1 t2 t21 t1t2 t22


Dále vezměme podmatici N jako prvńıch 5 sloupc̊u z matice M .
Plat́ı: rank N ≤ rank M ≤ 5.
Budeme nyńı zkoumat hodnost N :

N =


1 0 0 0 0
1 1 0 1 0
1 r1 r2 r2

1 r1r2
1 s1 s2 s2

1 s1s2

1 t1 t2 t21 t1t2


je zřejmé, že 5 ≥ rank N ≥ 3 (př́ıpady r1 = r2 = 0 , s1 = s2 = 0 a t1 = t2 = 0

nemohou nastat).
Vezměme daľśı podmatici U (2.-5. řádek a 2.-5. sloupec):

U =


1 0 1 0
r1 r2 r2

1 r1r2
s1 s2 s2

1 s1s2

t1 t2 t21 t1t2


Stač́ı vyšetřit rank U , protože rank N = 1 + rank U .
Nejprve vyšetř́ıme, kdy je 1. a 3. či 2. a 4. sloupec lineárně závislý. Vyjde nám 21

možnost́ı :
α) r1 = s1 = t1 = 0
β) r1 = 0 s1 = 0 t1 = 1
γ) r1 = 0 s1 = 1 t1 = 0
δ) r1 = 1 s1 = 0 t1 = 0
ε) r1 = 0 s1 = 1 t1 = 1
ζ) r1 = 1 s1 = 0 t1 = 1
η) r1 = 1 s1 = 1 t1 = 0
ϑ) r1 = 1 s1 = 1 t1 = 1
ι) r2 = 0 s2 = 0 t2 = 0

11



3.2. PĚT BODŮ NAD ROVINOU

κ) r2 = 0 s2 = 0 t2 = 1
λ) r2 = 0 s2 = 1 t2 = 0
µ) r2 = 1 s2 = 0 t2 = 0
ν) r2 = 0 s1 = k t2 = 0
ξ) r1 = k s2 = 0 t2 = 0
o) r2 = 0 s2 = 0 t2 = k
π) r1 = k s2 = 0 t1 = k
ρ) r2 = 0 s1 = k t1 = k
σ) r1 = k s1 = k t2 = 0
τ) r1 = k s1 = k t1 = k
υ) r2 = k · (1− r1) s2 = k · (1− s1) t2 = k · (1− t1)
ϕ) r2 = k · (r1 − r2

1) s2 = k · (s1 − s2
1) t2 = k · (t1 − t21)

Tyto možnosti dále analyzujme.
α)

Uα =


1 0 1 0
0 r2 0 0
0 s2 0 0
0 t2 0 0


rank Uα = 2

(nemůže nastat r2 = 0 ani s2 = 0 ani t2 = 0)
β)

Uβ =


1 0 1 0
0 r2 0 0
0 s2 0 0
1 t2 1 t2


rank Uβ = 3

(nemůže nastat r2 = 0 ani s2 = 0 ani t2 = 0).
Obdobně γ a δ

ε)

Uε =


1 0 1 0
0 r2 0 0
1 s2 1 s2

1 t2 1 t2


rank Uε = 3

(nemůže nastat r2 = 0 ani s2 = 0 ani t2 = 0).
Obdobně ζ a η

ϑ)

Uϑ =


1 0 1 0
1 r2 1 r2
1 s2 1 s2

1 t2 1 t2


rank Uϑ = 2

12



3. INTERPOLACE NAD 4, 5 A 6 BODY V ROVINĚ

(nemůže nastat r2 = 0 ani s2 = 0 ani t2 = 0)
ι)

Uι =


1 0 1 0
r1 0 r2

1 0
s1 0 s2

1 0
t1 0 t21 0


rank Uι = 2

(nemůže nastat r1 = 0 ani r1 = 1)
µ)

Uµ =


1 0 1 0
r1 1 r2

1 r1
s1 0 s2

1 0
t1 0 t21 0


rank Uµ = 3

(nemůže nastat s1 = 1 ani s1 = 0 ani t1 = 1 ani t1 = 0).
Obdobně κ a λ

ν)

Uν =


1 0 1 0
r1 0 r2

1 0
s1 0 s2

1 0
k t2 k2 k · t2


rank Uν = 3

(nemůže nastat r1 = 0 ani r1 = 1 ani s1 = 0 ani s1 = 1).
Obdobně ξ a o

ρ)

Uρ =


1 0 1 0
r1 0 r2

1 0
k s2 k2 k · s2

k t2 k2 k · t2


rank Uρ = 3

(nemůže nastat r1 = 0 ani r1 = 1).
Obdobně π a σ

τ)

Uτ =


1 0 1 0
k r2 k2 k · r2
k s2 k2 k · s2

k t2 k2 k · t2


rank Uτ = 3

(př́ıpady k = 0 ani k = 1 jsme již zkoumali).

13



3.2. PĚT BODŮ NAD ROVINOU

υ)

Uυ =


1 0 1 0
r1 k · (1− r1) r2

1 k · r1 · (1− r1)
s1 k · (1− s1) s2

1 k · s1 · (1− s1)
t1 k · (1− t1) t21 k · t1 · (1− t1)


rank Uυ = 3

(nemůže nastat r1 = 1)
ϕ)

Uϕ =


1 0 1 0
r1 k · (r1 − r2

1) r2
1 k · r1 · (r1 − r2

1)
s1 k · (s1 − s2

1) s2
1 k · s1 · (s1 − s2

1)
t1 k · (t1 − t21) t21 k · t1 · (t1 − t21)


rank Uϕ = 3

(nemůže nastat r1 = 1 ani r1 = 0)
Shrnut́ı: V ostatńıch př́ıpadech, je-li jeden sloupec lineárńı kombinaćı zbývaj́ıćıch 3,

pak je rank U = 3.
Jinak je rank U = 4, tzn. rank N = 5⇒ rank M = 5, tedy nastává nekonečně mnoho

řešeńı závislých na 1 libovolném parametru.

Rozeberme nyńı znovu př́ıpady α) až τ).
α)P̂ = [0, 0], Q̂ = [1, 0], R̂ = [0, r2], Ŝ = [0, s2], T̂ = [0, t2], tj. P̂ , R̂, Ŝ, T̂ lež́ı na

př́ımce o rovnici x = 0.

Obr 3.6 4 body na př́ımce

M =


1 0 0 0 0 0
1 1 0 1 0 0
1 0 r2 0 0 r2

2

1 0 s2 0 0 s2
2

1 0 t2 0 0 t22
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3. INTERPOLACE NAD 4, 5 A 6 BODY V ROVINĚ

rank M = 4

Splňuj́ı-li body P,Q,R, S, T rovnici z = a · y2 + b · y + c, kde (a, b, c) ∈ F, kde
z ∈ {p3, q3, r3, s3, t3}, y ∈ {p2, q2, r2, s2, t2}, pak je hodnost rozš́ı̌rené matice rovna
4 a existuje nekonečně mnoho řešeńı závislých na 2 libovolných parametrech.
Pokud body P,Q,R, S, T tuto rovnici nesplňuj́ı, je hodnost rozš́ı̌rené matice
rovna 5 a řešeńı neexistuje.

β)P̂ = [0, 0], Q̂ = [1, 0], R̂ = [0, r2], Ŝ = [0, s2], T̂ = [1, t2],tj. 3 body lež́ı na př́ımce o
rovnici x = 0 a 2 body lež́ı na př́ımce o rovnici x = 1.

Obr 3.7 body na dvou rovnoběžkách

M =


1 0 0 0 0 0
1 1 0 1 0 0
1 0 r2 0 0 r2

2

1 0 s2 0 0 s2
2

1 1 t2 1 t2 t22


rank M = 5

Obdobně γ, δ.
V př́ıpadech β, γ, δ existuje nekonečně mnoho řešeńı závislých na 1 libo-

volném parametru.
ε)P̂ = [0, 0], Q̂ = [1, 0], R̂ = [0, r2], Ŝ = [1, s2], T̂ = [1, t2], tj. 3 body lež́ı na př́ımce o

rovnici x = 1 a 2 body lež́ı na př́ımce o rovnici x = 0.

15



3.2. PĚT BODŮ NAD ROVINOU

Obr 3.8 body na dvou rovnoběžkách

M =


1 0 0 0 0 0
1 1 0 1 0 0
1 0 r2 0 0 r2

2

1 1 s2 1 s2 s2
2

1 1 t2 1 t2 t22


rank M = 5

Obdobně ζ, η.
V př́ıpadech ε, ζ, η existuje nekonečně mnoho řešeńı závislých na 1 libo-

volném parametru.
ϑ)P̂ = [0, 0], Q̂ = [1, 0], R̂ = [1, r2], Ŝ = [1, s2], T̂ = [1, t2], tj. 4 body na př́ımce o

rovnici x = 1.

Obr 3.9 4 body na př́ımce
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3. INTERPOLACE NAD 4, 5 A 6 BODY V ROVINĚ

M =


1 0 0 0 0 0
1 1 0 1 0 0
1 1 r2 1 r2 r2

2

1 1 s2 1 s2 s2
2

1 1 t2 1 t2 t22


rank M = 4

Splňuj́ı-li body P,Q,R, S, T rovnici z = a · y2 + b · y + c, kde (a, b, c) ∈ F, kde
z ∈ {p3, q3, r3, s3, t3}, y ∈ {p2, q2, r2, s2, t2}, pak je hodnost rozš́ı̌rené matice rovna
4 a existuje nekonečně mnoho řešeńı závislých na 2 libovolných parametrech.
Pokud body P,Q,R, S, T tuto rovnici nesplňuj́ı, je hodnost rozš́ı̌rené matice
rovna 5 a řešeńı neexistuje.

ι)P̂ = [0, 0], Q̂ = [1, 0], R̂ = [r1, 0], Ŝ = [s1, 0], T̂ = [t1, 0], tj. 5 bod̊u na př́ımce o
rovnici y = 0.

Obr 3.10 5 bod̊u na př́ımce

M =


1 0 0 0 0 0
1 1 0 1 0 0
1 r1 0 r2

1 0 0
1 s1 0 s2

1 0 0
1 t1 0 t21 0 0


rank M = 3

Splňuj́ı-li body P,Q,R, S, T rovnici z = a · x2 + b · x + c, kde (a, b, c) ∈ F, kde
z ∈ {p3, q3, r3, s3, t3}, x ∈ {p1, q1, r1, s1, t1}, pak je hodnost rozš́ı̌rené matice rovna
3 a existuje nekonečně mnoho řešeńı závislých na 3 libovolných parametrech.
Pokud body P,Q,R, S, T tuto rovnici nesplňuj́ı, je hodnost rozš́ı̌rené matice
rovna 4 a řešeńı neexistuje.

µ)P̂ = [0, 0], Q̂ = [1, 0], R̂ = [r1, 1], Ŝ = [s1, 0], T̂ = [t1, 0], tj. 4 body na př́ımce o
rovnici y = 0.

17



3.2. PĚT BODŮ NAD ROVINOU

Obr 3.11 4 body na př́ımce

M =


1 0 0 0 0 0
1 1 0 1 0 0
1 r1 1 r2

1 r1 1
1 s1 0 s2

1 0 0
1 t1 0 t21 0 0


rank M = 4

Obdodně κ, λ.
Splňuj́ı-li body P,Q,R, S, T rovnici z = a · x2 + b · x + c, kde (a, b, c) ∈ F, kde

z ∈ {p3, q3, r3, s3, t3}, x ∈ {p1, q1, r1, s1, t1}, pak je hodnost rozš́ı̌rené matice rovna
4 a existuje nekonečně mnoho řešeńı závislých na 2 libovolných parametrech.
Pokud body P,Q,R, S, T tuto rovnici nesplňuj́ı, je hodnost rozš́ı̌rené matice
rovna 5 a řešeńı neexistuje.

ν)P̂ = [0, 0], Q̂ = [1, 0], R̂ = [r1, 0], Ŝ = [s1, 0], T̂ = [k, t2] , tj. 4 body na př́ımce o
rovnici y = 0.

Obr 3.12 4 body na př́ımce

18



3. INTERPOLACE NAD 4, 5 A 6 BODY V ROVINĚ

M =


1 0 0 0 0 0
1 1 0 1 0 0
1 r1 0 r2

1 0 0
1 s1 0 s2

1 0 0
1 k t2 k2 k · t2 t22


rank M = 4

Pozn.( t2 = 1, t2 = 0 jsme zkoumali již dř́ıve)
V př́ıpadě ν existuje nekonečně mnoho řešeńı závislých na 1 libovolném

parametru.
ρ)P̂ = [0, 0], Q̂ = [1, 0], R̂ = [r1, 0], Ŝ = [k, s2], T̂ = [k, t2], tj. 3 body lež́ı na př́ımce o

rovnici y = 0 a 2 body lež́ı na př́ımce o rovnici x = k.

Obr 3.13 body na kolmićıch

M =


1 0 0 0 0 0
1 1 0 1 0 0
1 r1 0 r2

1 0 0
1 k s2 k2 k · s2 s2

2

1 k t2 k2 k · t2 t22


rank M = 5

V př́ıpadě ρ existuje nekonečně mnoho řešeńı závislých na 1 libovolném
parametru.

τ)P̂ = [0, 0], Q̂ = [1, 0], R̂ = [k, r2], Ŝ = [k, s2], T̂ = [k, t2], tj. 2 body lež́ı na př́ımce o
rovnici y = 0 a 3 body lež́ı na př́ımce o rovnici x = k.

19



3.2. PĚT BODŮ NAD ROVINOU

Obr 3.14 body na kolmićıch

M =


1 0 0 0 0 0
1 1 0 1 0 0
1 k r2 k2 k · r2 r2

2

1 k s2 k2 k · s2 s2
2

1 k t2 k2 k · t2 t22


rank M = 5

V př́ıpadě τ existuje nekonečně mnoho řešeńı závislých na 1 libovolném
parametru.

υ)P̂ = [0, 0], Q̂ = [1, 0], R̂ = [r1, k · (1− r1)], Ŝ = [s1, k · (1− s1)], T̂ = [t1, k · (1− t1)],
tj. 4 body lež́ı na př́ımce o rovnici y = k · (1− x).

Obr 3.15 4 body na př́ımce

M =


1 0 0 0 0 0
1 1 0 1 0 0
1 r1 k · (1− r1) r2

1 k · r1 · (1− r1) k2 · (1− r1)2

1 s1 k · (1− s1) s2
1 k · s1 · (1− s1) k2 · (1− s1)

2

1 t1 k · (1− t1) t21 k · t1 · (1− t1) k2 · (1− t1)2
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3. INTERPOLACE NAD 4, 5 A 6 BODY V ROVINĚ

rank M = 4

Splňuj́ı-li body P,Q,R, S, T rovnici z = a · x2 + b · x + c, kde (a, b, c) ∈ F, kde
z ∈ {p3, q3, r3, s3, t3}, x ∈ {p1, q1, r1, s1, t1}, pak je hodnost rozš́ı̌rené matice rovna
4 a existuje nekonečně mnoho řešeńı závislých na 2 libovolných parametrech.
Pokud body P,Q,R, S, T tuto rovnici nesplňuj́ı, je hodnost rozš́ı̌rené matice
rovna 5 a řešeńı neexistuje.

ϕ)P̂ = [0, 0], Q̂ = [1, 0], R̂ = [r1, k · (r1 − r2
1)], Ŝ = [s1, k · (s1 − s2

1)], T̂ = [t1, k · (t1 − t21)],
tj. 5 bod̊u lež́ı na parabole o rovnici y = k · (x− x2).

Obr 3.16 5 bod̊u na parabole

M =


1 0 0 0 0 0
1 1 0 1 0 0
1 r1 k · (r1 − r2

1) r2
1 k · r1 · (r1 − r2

1) k2 · (r1 − r2
1)2

1 s1 k · (s1 − s2
1) s2

1 k · s1 · (s1 − s2
1) k2 · (s1 − s2

1)
2

1 t1 k · (t1 − t21) t21 k · t1 · (t1 − t21) k2 · (t1 − t21)2


rank M = 5

V př́ıpadě ϕ existuje nekonečně mnoho řešeńı závislých na 1 libovolném
parametru.

V ostatńıch př́ıpadech existuje nekonečně mnoho řešeńı závislých na 1 li-
bovolném parametru.

3.3. Šest bod̊u nad rovinou

Vezměme 6 r̊uzných bod̊u P = [p1, p2, p3], Q = [q1, q2, q3], R = [r1, r2, r3], S = [s1, s2, s3],
T = [t1, t2, t3], U = [u1, u2, u3]. Označ́ıme P̂ = [p1, p2], Q̂ = [q1, q2], R̂ = [r1, r2], Ŝ =
[s1, s2], T̂ = [t1, t2], Û = [u1, u2]. Lze předpokládat, že P̂ = [0, 0], Q̂ = [1, 0]. Toto jsme již
ukázali v kapitole o afinńı transformaci.
Hledáme kvadriku

a+ bx+ cy + dx2 + exy + fy2 = z
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Řeš́ıme soustavu:

1 p1 p2 p2
1 p1p2 p2

2

1 q1 q2 q2
1 q1q2 q2

2

1 r1 r2 r2
1 r1r2 r2

2

1 s1 s2 s2
1 s1s2 s2

2

1 t1 t2 t21 t1t2 t22
1 u1 u2 u2

1 u1u2 u2
2


·



a
b
c
d
e
f


=



p3

q3
r3
s3

t3
u3


Jde o soustavu lineárńıch rovnic, muśıme zkoumat hodnost maticeM (znač́ıme rankM).

Vezměme naši volbu P̂ , Q̂. Pak

M =



1 0 0 0 0 0
1 1 0 1 0 0
1 r1 r2 r2

1 r1r2 r2
2

1 s1 s2 s2
1 s1s2 s2

2

1 t1 t2 t21 t1t2 t22
1 u1 u2 u2

1 u1u2 u2
2


Vezměme podmatici U (2.-6. řádek a 2.-6. sloupec):

U =


1 0 1 0 0
r1 r2 r2

1 r1r2 r2
2

s1 s2 s2
1 s1s2 s2

2

t1 t2 t21 t1t2 t22
u1 u2 u2

1 u1u2 u2
2


Stač́ı vyšetřit rank U , protože rank M = 1 + rank U . Pro lepš́ı názornost budeme

zkoumat zvlášt’ matici V , která vznikne z 2.,4. a 5. sloupce matice U . Je zřejmé, že
rank U = rank V + 2.

Nejprve vyšetř́ıme, kdy je 1. a 3. či 2.,4. a 5. sloupec lineárně závislý. Vyjde nám 26
možnost́ı :

α) r1 = s1 = t1 = u1 = 0
β) r1 = 0 s1 = 0 t1 = 0 u1 = 1
γ) r1 = 0 s1 = 0 t1 = 1 u1 = 0
δ) r1 = 0 s1 = 1 t1 = 0 u1 = 0
ε) r1 = 1 s1 = 0 t1 = 0 u1 = 0
ζ) r1 = 0 s1 = 0 t1 = 1 u1 = 1
η) r1 = 0 s1 = 1 t1 = 1 u1 = 0
ϑ) r1 = 1 s1 = 1 t1 = 0 u1 = 0
ι) r1 = 1 s1 = 0 t1 = 1 u1 = 0
κ) r1 = 1 s1 = 0 t1 = 0 u1 = 1
λ) r1 = 0 s1 = 1 t1 = 0 u1 = 1
µ) r1 = 1 s1 = 1 t1 = 1 u1 = 0
ν) r1 = 1 s1 = 1 t1 = 0 u1 = 1
ξ) r1 = 1 s1 = 0 t1 = 1 u1 = 1
o) r1 = 0 s1 = 1 t1 = 1 u1 = 1
π) r1 = 1 s1 = 1 t1 = 1 u1 = 1
ρ) r2 = 0 s2 = 0 t2 = 0 u2 = 0
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σ) r1 = k · (1 + r2) , s1 = k · (1 + s2) , t1 = k · (1 + t2) , u1 = k · (1 + u2)
τ) r2 = 1 s2 = 1 t2 = 1 u2 = 1
υ) r2 = r1 s2 = s1 t2 = t1 u2 = u1

ϕ) r2 = 0 s2 = 0 t2 = 0 u2lib.
χ) r1 = l s1 = l t1 = l u1 = l
ψ) r1 = k · r2 s1 = k · s2 t1 = k · t2 u1 = k · u2

ω) r2 = l s2 = l t2 = l u2 = l
αα) r2 = k · (r2

1 − r1) s2 = k · (s2
1 − s1) t2 = k · (t21 − t1) u2 = k · (u2

1 − u1)
αβ) r2

2 = k · (r2
1 − r1) s2

2 = k · (s2
1 − s1) t

2
2 = k · (t21 − t1) u2

2 = k · (u2
1 − u1)

Tyto možnosti dále analyzujme.
α)

Uα =


1 0 1 0 0
0 r2 0 0 r2

2

0 s2 0 0 s2
2

0 t2 0 0 t22
0 u2 0 0 u2

2


rank Uα = 3

(nemůže nastat r2 = 0 ani s2 = 0 ani t2 = 0 ani s2 = 0)
β)

Uβ =


1 0 1 0 0
0 r2 0 0 r2

2

0 s2 0 0 s2
2

0 t2 0 0 t22
1 u2 1 u2 u2

2


rank Uβ = 4

(nemůže nastat r2 = 0 ani s2 = 0 ani t2 = 0 ani u2 = 0)
Obdobně γ a δ a ε

ζ)

Uζ =


1 0 1 0 0
0 r2 0 0 r2

2

0 s2 0 0 s2
2

1 t2 1 t2 t22
1 u2 1 u2 u2

2


rank Uζ = 4

(nemůže nastat r2 = 0 ani s2 = 0 ani t2 = 0 ani u2 = 0)
Obdobně η a ϑ a ι a κ a λ

µ)

Uµ =


1 0 1 0 0
1 r2 1 r2 r2

2

1 s2 1 s2 s2
2

1 t2 1 t2 t22
0 u2 0 0 u2

2


rank Uµ = 4
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3.3. ŠEST BODŮ NAD ROVINOU

(nemůže nastat r2 = 0 ani r2 = 1) Obdobně ν a ξ a o
π)

Uπ =


1 0 1 0 0
1 r2 1 r2 r2

2

1 s2 1 s2 s2
2

1 t2 1 t2 t22
1 u2 1 u2 u2

2


rank Uπ = 3

(nemůže nastat r2 = 0 ani r2 = 1)
ρ)

Uρ =


1 0 1 0 0
r1 0 r2

1 0 0
s1 0 s2

1 0 0
t1 0 t21 0 0
u1 0 u2

1 0 0


rank Uρ = 2

(nemůže nastat r1 = 0 ani r1 = 1)
σ)

Uσ =


1 0 1 0 0

k · (1 + r2) r2 (k · (1 + r2))
2 r2 · (k · (1 + r2)) r2

2

k · (1 + s2) s2 (k · (1 + s2))
2 s2 · (k · (1 + s2)) s2

2

k · (1 + t2) r2 (k · (1 + t2))
2 t2 · (k · (1 + t2)) t22

k · (1 + u2) u2 (k · (1 + u2))
2 u2 · (k · (1 + u2)) u2

2


rank Uσ = 4

(nemůže nastat r2 = 0 ani r2 = 1)
τ)

Uτ =


1 0 1 0 0
r1 1 r2

1 r1 1
s1 1 s2

1 s1 1
t1 1 t21 t1 1
u1 1 u2

1 u1 1


rank Uτ = 4

(nemůže nastat r1 = 0 ani r1 = 1)
υ)

Uυ =


1 0 1 0 0
r1 r1 r2

1 r2
1 r2

1

s1 s1 s2
1 s2

1 s2
1

t1 t1 t21 t21 t21
u1 u1 u2

1 u2
1 u2

1


rank Uυ = 4

(nemůže nastat r1 = 0 ani r1 = 1)
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ϕ)

Vϕ =


0 0 0
0 0 0
0 0 0
0 0 0
u2 u2 · u1 u2

2


rank Vϕ = 1⇒ rank Uϕ = 3

(nemůže nastat u2 = 0)
χ)

Vχ =


0 0 0
r2 l · r2 r2

2

s2 l · s2 s2
2

t2 l · t2 t22
u2 l · u2 u2

2


rank Vχ = 2⇒ rank Uχ = 4

(nemůže nastat r2 = 0 ani r2 = 1)
ψ)

Vψ =


0 0 0
r2 k · r2

2 r2
2

s2 k · s2
2 s2

2

t2 k · t22 t22
u2 k · u2

2 u2
2


rank Vψ = 2⇒ rank Uψ = 4

(nemůže nastat r2 = 0 ani r2 = 1)
ω)

Vω =


0 0 0
l l · r1 l2

l l · s1 l2

l l · t1 l2

l l · u1 l2


rank Vω = 2⇒ rank Uω = 4

(nemůže nastat r1 = 0 ani r1 = 1)
αα)

Uαα =


1 0 1 0 0
r1 k · (r2

1 − r1) r2
1 k · r1 · (r2

1 − r1) k2 · (r2
1 − r1)2

s1 k · (s2
1 − s1) s2

1 k · s1 · (s2
1 − s1) k2 · (s2

1 − s1)
2

t1 k · (t21 − t1) t21 k · t1 · (t21 − t1) k2 · (t21 − t1)2

u1 k · (u2
1 − u1) u2

1 k · u1 · (u2
1 − u1) k2 · (u2

1 − u1)
2


rank Uαα = 4

(nemůže nastat r1 = 0 ani r1 = 1)
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αβ)

Uαβ =



1 0 1 0 0

r1
√
k · (r2

1 − r1) r2
1 r1 ·

√
k · r1 · (r2

1 − r1) k · (r2
1 − r1)

s1

√
k · (s2

1 − s1) s2
1 s1 ·

√
k · s1 · (s2

1 − s1) k · (s2
1 − s1)

t1
√
k · (t21 − t1) t21 t1 ·

√
k · t1 · (t21 − t1) k · (t21 − t1)

u1

√
k · (u2

1 − u1) u2
1 u1 ·

√
k · u1 · (u2

1 − u1) k · (u2
1 − u1)


rank Uαβ = 4

(Pro názornost bereme pouze kladnou odmocninu). (nemůže nastat r1 = 0 ani r1 = 1)
Jindy je rank U = 5, tzn. rank M = 6.
Rozeberme nyńı znovu př́ıpady α) až υ).
α)P̂ = [0, 0], Q̂ = [1, 0], R̂ = [0, r2], Ŝ = [0, s2], T̂ = [0, t2],Û = [0, u2], tj. P̂ , R̂, Ŝ, T̂

Û lež́ı na př́ımce o rovnici x = 0.

Obr 3.17 5 bod̊u na př́ımce

M =



1 0 0 0 0 0
1 1 0 1 0 0
1 0 r2 0 0 r2

2

1 0 s2 0 0 s2
2

1 0 t2 0 0 t22
1 0 u2 0 0 u2

2


rank M = 4

Splňuj́ı-li body P,Q,R, S, T, U rovnici z = a·y2+b·y+c, kde (a, b, c) ∈ F, kde z ∈
{p3, q3, r3, s3, t3, u3}, y ∈ {p2, q2, r2, s2, t2, u2}, pak je hodnost rozš́ı̌rené matice rovna
4 a existuje nekonečně mnoho řešeńı závislých na 2 libovolných parametrech.
Pokud body P,Q,R, S, T, U tuto rovnici nesplňuj́ı, je hodnost rozš́ı̌rené matice
rovna 5 a řešeńı neexistuje.

β)P̂ = [0, 0], Q̂ = [1, 0], R̂ = [0, r2], Ŝ = [0, s2], T̂ = [0, t2], Û = [1, u2], tj. 4 body na
př́ımce o rovnici x = 0 a 2 body na př́ımce o rovnici x = 1.
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Obr 3.18 body na dvou rovnoběžkách

M =



1 0 0 0 0 0
1 1 0 1 0 0
1 0 r2 0 0 r2

2

1 0 s2 0 0 s2
2

1 0 t2 0 0 t22
1 1 u2 1 u2 u2

2


rank M = 5

Obdobně γ a δ a ε. Splňuj́ı-li body P,Q,R, S, T, U rovnici z = a · y2 + b · y + c, kde
(a, b, c) ∈ F, kde z ∈ {p3, q3, r3, s3, t3, u3}, y ∈ {p2, q2, r2, s2, t2, u2}, pak je hodnost
rozš́ı̌rené matice rovna 5 a existuje nekonečně mnoho řešeńı závislých na 1
libovolném parametru. Pokud body P,Q,R, S, T, U tuto rovnici nesplňuj́ı, je
hodnost rozš́ı̌rené matice rovna 6 a řešeńı neexistuje.

ζ)P̂ = [0, 0], Q̂ = [1, 0], R̂ = [0, r2], Ŝ = [0, s2], T̂ = [1, t2], Û = [1, u2], tj. 3 body na
př́ımce o rovnici x = 0 a 3 body na př́ımce o rovnici x = 1.

Obr 3.19 body na dvou rovnoběžkách
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M =



1 0 0 0 0 0
1 1 0 1 0 0
1 0 r2 0 0 r2

2

1 0 s2 0 0 s2
2

1 1 t2 1 t2 t22
1 1 u2 1 u2 u2

2


rank M = 5

Obdobně η, ϑ, ι, κ, λ. Splňuj́ı-li body P,Q,R, S, T, U rovnici z = a · y2 + b · y+ c, kde
(a, b, c) ∈ F, kde z ∈ {p3, q3, r3, s3, t3, u3}, y ∈ {p2, q2, r2, s2, t2, u2}, pak je hodnost
rozš́ı̌rené matice rovna 5 a existuje nekonečně mnoho řešeńı závislých na 1
libovolném parametru. Pokud body P,Q,R, S, T, U tuto rovnici nesplňuj́ı, je
hodnost rozš́ı̌rené matice rovna 6 a řešeńı neexistuje.

µ)P̂ = [0, 0], Q̂ = [1, 0], R̂ = [1, r2], Ŝ = [1, s2], T̂ = [1, t2] , Û = [0, u2], tj. 4 body na
př́ımce o rovnici x = 1 a 2 body na př́ımce o rovnici x = 0.

Obr 3.20 body na dvou rovnoběžkách

M =



1 0 0 0 0 0
1 1 0 1 0 0
1 1 r2 1 r2 r2

2

1 1 s2 1 s2 s2
2

1 1 t2 1 t2 t22
1 0 u2 0 0 u2

2


rank M = 5

Obdobně ν, ξ, o. Splňuj́ı-li body P,Q,R, S, T, U rovnici z = a · y2 + b · y + c, kde
(a, b, c) ∈ F, kde z ∈ {p3, q3, r3, s3, t3, u3}, y ∈ {p2, q2, r2, s2, t2, u2}, pak je hodnost
rozš́ı̌rené matice rovna 5 a existuje nekonečně mnoho řešeńı závislých na 1
libovolném parametru. Pokud body P,Q,R, S, T, U tuto rovnici nesplňuj́ı, je
hodnost rozš́ı̌rené matice rovna 6 a řešeńı neexistuje.
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π)P̂ = [0, 0], Q̂ = [1, 0], R̂ = [1, r2], Ŝ = [1, s2], T̂ = [1, t2], Û = [1, u2], tj. 5 bod̊u na
př́ımce o rovnici x = 1.

Obr 3.21 5 bod̊u na př́ımce

M =



1 0 0 0 0 0
1 1 0 1 0 0
1 1 r2 1 r2 r2

2

1 1 s2 1 s2 s2
2

1 1 t2 1 t2 t22
1 1 u2 1 u2 u2

2


rank M = 4

Splňuj́ı-li body P,Q,R, S, T, U rovnici z = a · y2 + b · y+ c, kde (a, b, c) ∈ F, kde z ∈
{p3, q3, r3, s3, t3, u3}, y ∈ {p2, q2, r2, s2, t2, u2}, pak je hodnost rozš́ı̌rené matice rovna
4 a existuje nekonečně mnoho řešeńı závislých na 2 libovolných parametrech.
Pokud body P,Q,R, S, T, U tuto rovnici nesplňuj́ı, je hodnost rozš́ı̌rené matice
rovna 5 a řešeńı neexistuje.

ρ)P̂ = [0, 0], Q̂ = [1, 0], R̂ = [r1, 0], Ŝ = [s1, 0], T̂ = [t1, 0], Û = [u1, 0], tj. 6 bod̊u na
př́ımce o rovnici y = 0.

Obr 3.22 6 bod̊u na př́ımce
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M =



1 0 0 0 0 0
1 1 0 1 0 0
1 r1 0 r2

1 0 0
1 s1 0 s2

1 0 0
1 t1 0 t21 0 0
1 u1 0 u2

1 0 0


rank M = 3

Splňuj́ı-li body P,Q,R, S, T, U rovnici z = a · x2 + b · x+ c, kde (a, b, c) ∈ F, kde z ∈
{p3, q3, r3, s3, t3, u3}, x ∈ {p1, q1, r1, s1, t1, u1}, pak je hodnost rozš́ı̌rené matice rovna
3 a existuje nekonečně mnoho řešeńı závislých na 3 libovolných parametrech.
Pokud body P,Q,R, S, T, U tuto rovnici nesplňuj́ı, je hodnost rozš́ı̌rené matice
rovna 4 a řešeńı neexistuje.

σ)P̂ = [0, 0], Q̂ = [1, 0], R̂ = [k · (1 + r2), r2], Ŝ = [k · (1 + s2), s2], T̂ = [k · (1 + t2), t2],
Û = [k · (1 + u2), u2], tj. 2 body na př́ımce o rovnici y = 0 a 4 body na př́ımce o rovnici
x = k · (1 + y).

Obr 3.23 4 body na př́ımce

M =



1 0 0 0 0 0
1 1 0 1 0 0
1 k · (1 + r2) r2 (k · (1 + r2))

2 r2 · k · (1 + r2) r2
2

1 k · (1 + s2) s2 (k · (1 + s2))
2 s2 · k · (1 + s2) s2

2

1 k · (1 + t2) t2 (k · (1 + t2))
2 t2 · k · (1 + t2) t22

1 k · (1 + u2) u2 (k · (1 + u2))
2 u2 · k · (1 + u2) u2

2


rank M = 4

Splňuj́ı-li body P,Q,R, S, T, U rovnici z = a · y2 + b · y+ c, kde (a, b, c) ∈ F, kde z ∈
{p3, q3, r3, s3, t3, u3}, y ∈ {p2, q2, r2, s2, t2, u2}, pak je hodnost rozš́ı̌rené matice rovna
4 a existuje nekonečně mnoho řešeńı závislých na 2 libovolných parametrech.
Pokud body P,Q,R, S, T, U tuto rovnici nesplňuj́ı, je hodnost rozš́ı̌rené matice
rovna 5 a řešeńı neexistuje.
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τ)P̂ = [0, 0], Q̂ = [1, 0], R̂ = [r1, 1], Ŝ = [s1, 1], T̂ = [t1, 1], Û = [u1, 1], tj. 4 body na
př́ımce o rovnici y = 1 a 2 body na př́ımce o rovnici y = 0.

Obr 3.24 body na dvou rovnoběžkách

M =



1 0 0 0 0 0
1 1 0 1 0 0
1 r1 1 r2

1 r1 1
1 s1 1 s2

1 s1 1
1 t1 1 t21 t1 1
1 u1 1 u2

1 u1 1


rank M = 5

Splňuj́ı-li body P,Q,R, S, T, U rovnici z = a · x2 + b · x+ c, kde (a, b, c) ∈ F, kde z ∈
{p3, q3, r3, s3, t3, u3}, x ∈ {p1, q1, r1, s1, t1, u1}, pak je hodnost rozš́ı̌rené matice rovna
5 a existuje nekonečně mnoho řešeńı závislých na 1 libovolném parametru.
Pokud body P,Q,R, S, T, U tuto rovnici nesplňuj́ı, je hodnost rozš́ı̌rené matice
rovna 6 a řešeńı neexistuje.

υ)P̂ = [0, 0], Q̂ = [1, 0], R̂ = [r1, r1], Ŝ = [s1, s1], T̂ = [t1, t1], Û = [u1, u1], tj. 5 bod̊u
na př́ımce o rovnici x = y.

Obr 3.25 5 bod̊u na př́ımce
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M =



1 0 0 0 0 0
1 1 0 1 0 0
1 r1 r1 r2

1 r2
1 r2

1

1 s1 s1 s2
1 s2

1 s2
1

1 t1 t1 t21 t21 t21
1 u1 u1 u2

1 u2
1 u2

1


rank M = 4

Splňuj́ı-li body P,Q,R, S, T, U rovnici z = a · x2 + b · x+ c, kde (a, b, c) ∈ F, kde z ∈
{p3, q3, r3, s3, t3, u3}, x ∈ {p1, q1, r1, s1, t1, u1}, pak je hodnost rozš́ı̌rené matice rovna
4 a existuje nekonečně mnoho řešeńı závislých na 2 libovolných parametrech.
Pokud body P,Q,R, S, T, U tuto rovnici nesplňuj́ı, je hodnost rozš́ı̌rené matice
rovna 5 a řešeńı neexistuje.

ϕ)P̂ = [0, 0], Q̂ = [1, 0], R̂ = [r1, 0], Ŝ = [s1, 0], T̂ = [t1, 0], Û = [u1, u2],tj. 5 bod̊u na
př́ımce o rovnici y = 0.

Obr 3.26 5 bod̊u na př́ımce

M =



1 0 0 0 0 0
1 1 0 1 0 0
1 r1 0 r2

1 0 0
1 s1 0 s2

1 0 0
1 t1 0 t21 0 0
1 u1 u2 u2

1 u1 · u2 u2
2


rank M = 4

Splňuj́ı-li body P,Q,R, S, T, U rovnici z = a · x2 + b · x+ c, kde (a, b, c) ∈ F, kde z ∈
{p3, q3, r3, s3, t3, u3}, x ∈ {p1, q1, r1, s1, t1, u1}, pak je hodnost rozš́ı̌rené matice rovna
4 a existuje nekonečně mnoho řešeńı závislých na 2 libovolných parametrech.
Pokud body P,Q,R, S, T, U tuto rovnici nesplňuj́ı, je hodnost rozš́ı̌rené matice
rovna 5 a řešeńı neexistuje.

χ)P̂ = [0, 0], Q̂ = [1, 0], R̂ = [l, r2], Ŝ = [l, s2], T̂ = [l, t2], Û = [l, u2],tj. 4 body na
př́ımce o rovnici x = l a 2 body na př́ımce o rovnici y = 0.
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Obr 3.27 body na kolmićıch

M =



1 0 0 0 0 0
1 1 0 1 0 0
1 r1 r2 r2

1 l · r2 r2
2

1 s1 s2 s2
1 l · s2 s2

2

1 t1 t2 t21 l · t2 t22
1 u1 u2 u2

1 l · u2 u2
2


rank M = 5

Splňuj́ı-li body P,Q,R, S, T, U rovnici z = a · x2 + b · x + c · y2 + d · y + e, (rovnice
eliptického paraboloidu) kde (a, b, c, d, e) ∈ F, kde z ∈ {p3, q3, r3, s3, t3, u3}, x ∈
{p1, q1, r1, s1, t1, u1}, y ∈ {p2, q2, r2, s2, t2, u2}, pak je hodnost rozš́ı̌rené matice rovna
5 a existuje nekonečně mnoho řešeńı závislých na 1 libovolném parametru.
Pokud body P,Q,R, S, T, U tuto rovnici nesplňuj́ı, je hodnost rozš́ı̌rené matice
rovna 6 a řešeńı neexistuje.

ψ)P̂ = [0, 0], Q̂ = [1, 0], R̂ = [k · r2, r2], Ŝ = [k · s2, s2], T̂ = [k · t2, t2], Û =
[k · u2, u2],tj. 5 bod̊u na př́ımce o rovnici x = k · y.

Obr 3.28 5 bod̊u na př́ımce
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M =



1 0 0 0 0 0
1 1 0 1 0 0
1 k · r2 r2 k2 · r2

2 k · r2
2 r2

2

1 k · s2 s2 k2 · s2
2 k · s2

2 s2
2

1 k · t2 t2 k2 · t22 k · t22 t22
1 k · u2 u2 k2 · u2

2 k · u2
2 u2

2


rank M = 5

Splňuj́ı-li body P,Q,R, S, T, U rovnici z = a · y2 + b · y+ c, kde (a, b, c) ∈ F, kde z ∈
{p3, q3, r3, s3, t3, u3}, y ∈ {p2, q2, r2, s2, t2, u2}, pak je hodnost rozš́ı̌rené matice rovna
5 a existuje nekonečně mnoho řešeńı závislých na 1 libovolném parametru.
Pokud body P,Q,R, S, T, U tuto rovnici nesplňuj́ı, je hodnost rozš́ı̌rené matice
rovna 6 a řešeńı neexistuje.

ω)P̂ = [0, 0], Q̂ = [1, 0], R̂ = [r1, l], Ŝ = [s1, l], T̂ = [t1, l], Û = [u1, l],tj. 4 body na
př́ımce o rovnici y = l a 2 body na př́ımce o rovnici y = 0.

Obr 3.29 body na dvou rovnoběžkách

M =



1 0 0 0 0 0
1 1 0 1 0 0
1 r1 l r2

1 l · r1 l2

1 s1 l s2
1 l · s1 l2

1 t1 l t21 l · t1 l2

1 u1 l u2
1 l · u1 l2


rank M = 5

Splňuj́ı-li body P,Q,R, S, T, U rovnici z = a · x2 + b · x+ c, kde (a, b, c) ∈ F, kde z ∈
{p3, q3, r3, s3, t3, u3}, x ∈ {p1, q1, r1, s1, t1, u1}, pak je hodnost rozš́ı̌rené matice rovna
5 a existuje nekonečně mnoho řešeńı závislých na 1 libovolném parametru.
Pokud body P,Q,R, S, T, U tuto rovnici nesplňuj́ı, je hodnost rozš́ı̌rené matice
rovna 6 a řešeńı neexistuje.

αα)P̂ = [0, 0], Q̂ = [1, 0], R̂ = [r1, k · (r2
1 − r1)], Ŝ = [s1, k · (s2

1 − s1)], T̂ = [t1, k · (t21 − t1)],
Û = [u1, k · (u2

1 − u1)],tj. 6 bod̊u na parabole o rovnici y = k · (x2 − x).
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Obr 3.30 6 bod̊u na parabole

M =



1 0 0 0 0 0
1 1 0 1 0 0
1 r1 k · (r2

1 − r1) r2
1 k · r1 · (r2

1 − r1) k2 · (r2
1 − r1)2

1 s1 k · (s2
1 − s1) s2

1 k · s1 · (s2
1 − s1) k2 · (s2

1 − s1)
2

1 t1 k · (t21 − t1) t21 k · t1 · (t21 − t1) k2 · (t21 − t1)2

1 u1 k · (u2
1 − u1) u2

1 k · u1 · (u2
1 − u1) k2 · (u2

1 − u1)
2


rank M = 5

Splňuj́ı-li body P,Q,R, S, T, U rovnici z = a · x4 + b · x3 + c · x2 + d · x + e, kde
(a, b, c, d, e) ∈ F, kde z ∈ {p3, q3, r3, s3, t3, u3}, x ∈ {p1, q1, r1, s1, t1, u1}, pak je hodnost
rozš́ı̌rené matice rovna 5 a existuje nekonečně mnoho řešeńı závislých na 1
libovolném parametru. Pokud body P,Q,R, S, T, U tuto rovnici nesplňuj́ı, je
hodnost rozš́ı̌rené matice rovna 6 a řešeńı neexistuje.

αβ)P̂ = [0, 0], Q̂ = [1, 0], R̂ =
[
r1,
√
k · (r2

1 − r1)
]
, Ŝ =

[
s1,
√
k · (s2

1 − s1)
]
, T̂ =[

t1,
√
k · (t21 − t1)

]
, Û =

[
u1,

√
k · (u2

1 − u1)
]
,tj. 6 bod̊u na hyperbole o rovnici y2 = k ·

(x2 − x).

Obr 3.31 6 bod̊u na hyperbole
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3.3. ŠEST BODŮ NAD ROVINOU

M =



1 0 0 0 0 0
1 1 0 1 0 0

1 r1
√
k · (r2

1 − r1) r2
1 r1 ·

√
k · (r2

1 − r1) k · (r2
1 − r1)

1 s1

√
k · (s2

1 − s1) s2
1 s1 ·

√
k · (s2

1 − s1) k · (s2
1 − s1)

1 t1
√
k · (t21 − t1) t21 t1 ·

√
k · (t21 − t1) k · (t21 − t1)

1 u1

√
k · (u2

1 − u1) u2
1 u1 ·

√
k · (u2

1 − u1) k · (u2
1 − u1)


rank M = 5

Splňuj́ı-li body P,Q,R, S, T, U rovnici z2 = a · x4 + b · x3 + c · x2 + d · x+ e, (rovnice
hyperbolického paraboloidu) kde (a, b, c, d, e) ∈ F, kde z ∈ {p3, q3, r3, s3, t3, u3},
x ∈ {p1, q1, r1, s1, t1, u1}, pak je hodnost rozš́ı̌rené matice rovna 5 a existuje
nekonečně mnoho řešeńı závislých na 1 libovolném parametru. Pokud body
P,Q,R, S, T, U tuto rovnici nesplňuj́ı, je hodnost rozš́ı̌rené matice rovna 6 a
řešeńı neexistuje.

V Ostatńıch př́ıpadech je rankM = 6, tedy soustava má právě jedno řešeńı.
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4. ALGORITMY VÍCEROZMĚRNÉ INTERPOLACE

4. Algoritmy v́ıcerozměrné
interpolace

4.1. Jednorozměrná Lagrangeova interpolace

Lagrange̊uv interpolačńı polynom pro zadané body [x1, y1], . . . , [xn, yn] definujeme jako

L :=
n∑
j=1

yj
n∏
i=1

i 6=j

X − xi
xj − xi

,

Označ́ıme-li stupeň interpolačńıho polynomu s, pak můžeme psát:

s ≤ n− 1.

Rovnost nastává pouze v př́ıpadě, kdy:

n∑
i=1

yi
n∏
j=1

j 6=i

1

xj − xi
6= 0.

Lagrangeovu jednorozměrnou interpolaci zobecńıme pro př́ıpad v́ıce neurčitých. Ukážeme
zde dva zp̊usoby.

4.2. Lagrangeova v́ıcerozměrná interpolace použit́ım

souhrnného vzorce

Pro výpočet v́ıcerozměrné Lagrangeovy interpolace můžeme použ́ıt souhrnný vzorec [3]

L :=
n∑
j=0

yj
m∏
k=1

n∏
i=0

i 6=j

Xk − xki
xkj − xki

,

kde m označuje dimenzi a n znač́ı počet bod̊u. Označ́ıme-li stupeň interpolačńıho poly-
nomu s, pak můžeme psát:

s ≤ m · (n− 1).

Rovnost nastává pouze v př́ıpadě, kdy:

∑
σ∈A3

yσ1

m−1∏
i=1

(xiσ2 − xiσ3) 6= 0,

kde σ = (σ1, σ2, σ3) a A3 je alternuj́ıćı podgrupa, což je podgrupa sudých permutaćı na
konečné množině. Postup výpočtu si zde ukážeme na př́ıkladu:

Mějme body: [3, 5, 8] , [2, 1, 3] , [−2, 4, 7].Pak

L := 8 · (x− 2

3− 2
· x+ 2

3 + 2
· y − 1

5− 1
· y − 4

5− 4
) + 3 · (x− 3

2− 3
· x+ 2

2 + 2
· y − 5

1− 5
· y − 4

1− 4
)+
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4.3. LAGRANGEOVA VÍCEROZMĚRNÁ INTERPOLACE POMOCÍ DETERMINANTŮ

+7 · ( x− 3

−2− 3
· x− 2

−2− 2
· y − 5

4− 5
· y − 1

4− 1
).

Vyřešeńım poté źıskáme hledaný interpolačńı polynom

L :=
53

240
x2y2 − 59

80
x2y − 7

30
x2 +

31

48
xy2 − 4

1

16
xy + 4

1

6
x− 1

37

40
y2 + 8

33

40
y − 2

2

5

Tento vzorec však lze použ́ıt jen v př́ıpadě, že bod nemá žádnou souřadnici shodnou s
jiným bodem. V opačném př́ıpadě bychom dostali děleńı nulou a tento vzorec bychom
použ́ıt nemohli. Pro tyto př́ıpady použijeme druhého zp̊usobu.

4.3. Lagrangeova v́ıcerozměrná interpolace pomoćı de-

terminant̊u

Tato kapitola je založena na článku [2].

Necht’ f = f(X1, ..., Xm) je polynom stupně s o m proměnných. Protože f má
(
s+m
s

)
=

n člen̊u, nutnou podmı́nkou je, že máme n r̊uzných bod̊u
(x1i, ..., xmi, yi) ∈ Rs+1, 1 ≤ i ≤ n, yi = f(x1i, ..., xmi) proto, aby byla f jednoznačně
definována. Jinými slovy f(X1, ..., Xm) =

∑
ei·1≤s αeiX

ei , kde αei jsou koeficienty f , X =
(X1, ..., Xm) je m-tice nezávisle proměnných f , ei = (e1i, ..., emi) je multiindex, jehož
položky jsou celá nezáporná č́ısla tvoř́ıćı uspořádaný rozklad č́ısla mezi 0 a s včetně a
1 = (1, ..., 1). ei · 1 :=

∑m
j=1 eji je obvyklý vnitřńı součin a Xei :=

∏m
j=1X

eji
j . Podle

známého Lagrangeova postupu budeme f psát ve formě
∑ρ
i=1 fili(X), kde li(X) je polynom

nezávislých proměnných X1, ..., Xm s vlastnost́ı, že když X je rovno i-té hodnotě, nebo
X = xi((x1, ..., xm) = (x1i, ..., xmi)), pak li(xi) = 1 a lj(xi) = 0(j 6= i). Abychom toho
dosáhli, uvažujme soustavu lineárńıch rovnic fi =

∑
ej ·1≤s αejx

ej
i , kde 1 ≤ i ≤ n. Z této

soustavy zkonstruujeme matici M = [x
ej
i ]:

M =



xe11 · · · x
eρ
1

...
...

xe1i · · · x
eρ
i

...
...

xe1ρ · · · xeρρ


Předpokládáme, že det(M) 6= 0. Ačkoliv bychom mohli řešit koeficienty αi v f inver-
továńım M (která, jak v́ıme, je čtvercová, protože počet rovnic výše uvedeného lineárńıho
systému je stejný jako počet koeficient̊u), toto neńı náš ćıl. Užitečnost Lagrangeovy inter-
polace je o tom, že můžeme určit f bez explicitńıho řešeńı pro koeficienty.

Pozn.: Je-li M singulárńı, pak koeficienty f nejsou jednoznačně určeny a f je nejed-
noznačný polynom. Proto f je jednoznačná tehdy a pouze tehdy, když M je regulárńı. V
opačném př́ıpadě je popis geometrické konfigurace ρ bod̊u, pro něž je det(M) = 0, složitý
problém (řešili jsme ve třet́ı kapitole pro 4, 5 a 6 bod̊u nad rovinou).
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4. ALGORITMY VÍCEROZMĚRNÉ INTERPOLACE

Necht’ ∆ = det(M). Nyńı uděláme substituci xj = X v M , dostáváme následuj́ıćı
matici Mj(X):

Mj(X) =



xe11 · · · x
eρ
1

...
...

Xe1 · · · Xeρ

...
...

xe1ρ · · · xeρρ


Necht’ ∆j(X) = det(Mj(X)). Dále uděláme substituci X = xi v Mj(X)(i 6= j), to

dává následuj́ıćı matici (Mj)i:

(Mj)i =



xe11 · · · x
eρ
1

...
...

xe1i · · · x
eρ
i

...
...

xe1i · · · x
eρ
i

...
...

xe1ρ · · · xeρρ


Poznamenejme, že i-tý řádek se v (Mj)i objevuje dvakrát. To znamená, že det(Mj)i = 0.
Jinými slovy, když X = xi, pak ∆j(xi) = 0(i 6= j). Nav́ıc konstrukćı X = xi ⇒ ∆i(X) =
∆. Z toho d̊uvodu

li(X) =
∆i(X)

∆

a dále

f =
ρ∑
i=1

fi
∆i(X)

∆
.

Mějme interpolaci nad Rm, pro n bod̊u. Vezměme kombinačńı č́ısla
(
m
0

)
,
(
m+1

1

)
,(

m+2
2

)
, . . . , obecně

(
m+s
s

)
. Z těchto č́ısel vybereme to, pro které plat́ı

(
m+s
s

)
≥ n. Pak s je

stupeň interpolačńıho polynomu.
Postup si ukážeme na př́ıkladu. Mějme body: [3, 5, 8], [2, 1, 3], [−2, 4, 7]. Řešeńı hledáme

ve tvaru: z = α1xi + α2yi + α3. Dostáváme tedy soustavu rovnic:

8 = 3α1 + 5α2 + α3

3 = 2α1 + α2 + α3

7 = −2α1 + 4α2 + α3

Dostáváme následuj́ıćı matice:

M =

 3 5 1
2 1 1
−2 4 1



M1 =

 x y 1
2 1 1
−2 4 1
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4.4. VÍCEROZMĚRNÁ INTERPOLACE NAD KONEČNÝMI POLI

M2 =

 3 5 1
x y 1
−2 4 1



M3 =

 3 5 1
2 1 1
x y 1


detM = −19, detM1 = −3x− 4y + 10, detM2 = −x+ 5y − 22, detM3 = 4x− y − 7.

Dosazeńım dostáváme:

z = 8
(−3x− 4y + 10)

−19
+ 3

(−x+ 5y − 22)

−19
+ 7

(4x− y − 7)

−19
=
−x+ 24y + 35

19
.

Ihned vid́ıme, že stupeň polynomu je v tomto př́ıpadě nižš́ı, než při použit́ı souhrnného
vzorce.

4.4. Vı́cerozměrná interpolace nad konečnými poli

Mějme pole Fpk . Plat́ı

xp
k

= x.

Věta: Uvažujme zobrazeńı ϕ : Fpk −→ Fpk definované ϕ(x) = xp. Pak ϕ je bijekce a
plat́ı

ϕk = ϕ ◦ . . . ◦ ϕ︸ ︷︷ ︸
k

: ϕk(x) = xp
k

= x

Důsledek: Malá Fermatova věta
Pro každé prvoč́ıslo p a každé celé č́ıslo a takové, že p neděĺı a (a neńı násobkem p), plat́ı

ap ≡ a (mod p).

Důsledek: Polynom xp
k

indukuje totéž zobrazeńı jako x.
Nyńı pro redukci stupně monomu použijeme xl 7−→ xl mod pk−1, jelikož plat́ı

xp
k

= x

xp
k−1 = 1

xl · xpk−1 = xl

xl+p
k−1 = xl

Označme s stupeň polynomu. Pak plat́ı

s ≤ pk − 2.

Nyńı tento vztah porovnejme se vztahem pro stupeň polynomu v́ıcerozměrné interpolace
použit́ım souhrnného vzorce. Řešme, jaká volba m,n nevyvolá nutnost redukce polynomu.

Vezměme si např́ıklad pole F4. Podle vzorce pro stupeň polynomu plat́ı s ≤ 2, tzn. že
maximálńı stupeň polynomu bude 2. Nyńı vezměme vzorec pro stupeň polynomu Lagran-
geovy v́ıcerozměrné interpolace a zkoumejme, kdy už je nutná redukce stupně polynomu.
Zjist́ıme, že pokud je m = 3, n = 2 či m = 2 a n = 3, je redukce polynomu již nutná. Pro
pole F8 nebo F9 docháźı k redukci polynomu při m = 2, n = 5 či m = 3 a n = 4.
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5. MANUÁL K NOTEBOOKU V PROSTŘEDÍ MATHEMATICA

5. Manuál k notebooku v prostřed́ı
Mathematica

Interpolaci nad rovinou pro 4, 5 a 6 bod̊u jsem řešila v programu Mathematica. Vy-
tvořila jsem dva notebooky. Prvńı z nich řeš́ı interpolaci nad reálnými č́ısly a druhý note-
book interpolaci nad konečnými poli. Pro správné fungováńı obou notebook̊u je nutné vy-
tvořit složku C : \ProgramFiles\WolframResearch\Mathematica\8.0\AddOns\Packages
\MultivariateInterpolation a zkoṕırovat do ńı soubor I456.m. Ted’ již přejděme k jed-
notlivým notebook̊um.

5.1. Notebook Test I456Points.nb

Nejprve muśıme nač́ıst soubor I456.m pomoćı př́ıkazu

�MultivariateInterpolation‘I456Points‘

Nyńı již můžeme zadávat body. Tento notebook řeš́ı interpolaci pro 4, 5 nebo 6 bod̊u
nad rovinou. Každý bod tud́ıž muśı mı́t 3 souřadnice, které jsou oddělené čárkou. Takže
např́ıklad 4 body zadáme následovně:

Body = {{5, 0, 2} , {1, 0, 1} , {2, 2, 0} , {3, 6, 1}}.

Nyńı si poṕı̌seme všechny procedury:
I456Info[Body] kontroluje, zda jsou body zadány správně. Je zde ošetřeno, aby každý

bod měl 3 souřadnice a podkladové body v rovině byly r̊uzné. Výstupem nám v našem
př́ıpadě bude:

Vı́cerozměrná interpolace nad rovinnými body {{5, 0} , {1, 0} , {2, 2} , {3, 6}}

I456ResSoust[Body, a, b, c, d, e, f ] řeš́ı soustavu rovnic, pro neznámé a, b, c, d, e, f . T́ım
máme určenou kvadriku a ihned vid́ıme, kolik existuje řešeńı, existuje-li v̊ubec nějaké. Náš
výstup bude ve tvaru

{{
b→ 23

20
− 6a

5
, d→ 1

20
· (−3 + 4a), e→ 1

90
· (−71 + 23a− 60c), f → 1

360
· (131− 38a+ 60c)

}}
I456LinTransf[Body] provede lineárńı transformaci zadaných bod̊u. Prvńı bod převede

do bodu {0, 0} a druhý do bodu {1, 0}. Pro naše body je výstupem:{
{0, 0} , {1, 0} ,

{
3
4
,−1

2

}
,
{

1
2
,−3

2

}}
Nejd̊uležitěǰśı procedurou celého notebooku je

I456PolohaPodBodu[Body], jej́ımž výstupem je počet řešeńı a př́ıpadná zvláštńı poloha
podkladových bod̊u. Pro vzorové zadáńı je výstupem

nekonečně mnoho řešenı́ závislých na 2 libovolných parametrech
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5.2. NOTEBOOK TEST I456POINTSFINITEFIELD.NB

Posledńı dvě procedury
I456KPobraz[Body] ,resp. I456KPobrazt[Body] nám vykresĺı zadané, resp. ztransformo-
vané podkladové body do kartézské soustavy souřadnic.

Obr 5.1 zadané body

Obr 5.2 ztransformované body

5.2. Notebook Test I456PointsFiniteField.nb

Tento notebook funguje obdobně jako notebook Test I456Points.nb. Můžeme ho použ́ıt
pro zjǐstěńı interpolace nad konečnými poli pro 4 body. Čtyři body zadáme následovně:

Body = {{k[0], k[0], k[3]} , {k[1], k[0], k[0]} , {k[1], k[5], k[0]} , {k[0], k[3], k[0]}}.

V tomto notebooku je jediná nová procedura s názvem
I456KPole[Body]. Výstupem je počet řešeńı a zvláštńı poloha podkladových bod̊u. V
našem př́ıpadě je výstup tvaru:

body ležı́ na dvou rovnoběžkách-nekonečně mnoho řešenı́ závislých na 2

libovolných parametrech.
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6. ZÁVĚR

6. Závěr
V bakalářské práci jsme řešili v́ıcerozměrnou interpolaci a diskutovali jsme stupeň

interpolačńıho polynomu. Také jsme se zabývali vytvořeńım notebooku, který tuto inter-
polaci bude řešit.

V úvodńı kapitole jsme zkonstruovali matici afinńı transformace, kterou využijeme ve
třet́ı kapitole. V té jsme řešili interpolaci 4, 5 a 6 bod̊u nad rovinou. Při řešeńı interpolace
jsme postupovali př́ımo, a to řešeńım soustavy rovnic. Ve čtvrté kapitole jsme se poté
zaměřili na v́ıcerozměrnou interpolaci nad libovolným polem. Tu jsme vyřešili nepř́ımo,
algoritmy nevyžaduj́ıćımi řešeńı soustavy rovnic. Pro vytvořeńı interpolačńıho polynomu
jsme použili Lagrangeovu metodu. V posledńı kapitole jsme popsali notebook v prostřed́ı
Mathematica, který řeš́ı v́ıcerozměrnou interpolaci nad libovolným polem.

V kapitole o interpolaci nad rovinou jsme prodiskutovali všechny možnosti, jak lze
proložit zadanými body kvadriku. Vypsali jsme všechny zvláštńı polohy podkladových
bod̊u a k nim př́ıslušná řešeńı. V následuj́ıćı kapitole jsme se zabývali v́ıcerozměrnou
interpolaćı. Tu jsme řešili dvěma zp̊usoby, nejdř́ıve souhrnným vzorcem a poté pomoćı
determinant̊u. V obou př́ıpadech je zde uveden vzorec pro stupeň interpolačńıho polynomu
a názorný př́ıklad. Dále jsme se zabývali stupněm interpolačńıho polynomu nad konečnými
poli. V posledńı kapitole jsme pak popsali jednotlivé procedury funkčńıho notebooku v
prostřed́ı Mathematica, který řeš́ı v́ıcerozměrnou interpolaci nad libovolným polem.
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