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Abstrakt

Tato bakalarska prace se zabyva algoritmy vicerozmérné interpolace. V prvni casti je
studovan problém interpolace nad rovinou. Déle je uvedeno zobecnéni Lagrangeovy inter-
polace pro pripad vice neurcitych. Diskutujeme zde také stupen polynomu pro libovolné
pole. Soucasti této prace je i funkéni programovy balik v prostiedi Mathematica, ktery
fesi vicerozmérnou interpolaci nad libovolnym polem.

Summary

This bachelor’s work concerns to algorithms of the multivariate interpolation. The problem
of the interpolation over the plane is studied in the first part of this work. In the next
section, the multivariate Lagrange interpolation is described and the polynomial degree
is discussed. A Mathematica program package was developed, by this, the multivariate
interpolation over an arbitrary field can be solved.
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Vicerozmérnd interpolace, interpolacni polynom, kone¢né pole
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1. Uvod

Interpolace se vyuziva obvykle v numerické matematice. Jejim cilem byvéa nalézt
priblizné hodnoty funkce v néjakém intervalu, je-li hodnota této funkce znama pouze
v nékterych jinych bodech tohoto intervalu. Motivace pro vicerozmérnou interpolaci ale
muze byt i jind. Napriklad existuji tzv. vicerozmérné kryptografické systémy, které trans-
formuji zpravu za pomoci nékolika polynomu vice neurcitych. Nalezeni téchto polynomu
pri znamé zpraveé pak predstavuje kryptoanalytickou ulohu. Existuje také velké mnozstvi
praci, které popisuji interpolaci nad konec¢nymi poli [1].

V na8i praci se zabyvame popisem algoritmu pro piipad polynomu vice neurcitych.
Diskutujeme také stupen interpolacniho polynomu pro konecné pole. Poslednim naSim
cilem je vytvoreni funkéniho programového baliku v prostiedi Mathematica, ktery resi
vicerozmérnou interpolaci nad libovolnym polem.

Uvodni kapitola prace pojednava o afinni transformaci, kde odvozujeme matici této
transformace. V nasledujici kapitole fesime interpolaci v roviné, kde vyuzivame matici
afinni transformace pro zjednoduseni pripadu. Interpolaci v roviné jsme vyresili z hlediska
narocnosti pro 4,5 a 6 bodi a to pifmo, fesenim soustavy rovnic. Zjistujeme zvlastni
polohu podkladovych bodu a nasledné resime pocet feseni prolozeni kvadriky zadanymi
body. V kapitole o vicerozmérné interpolaci fesime algoritmy nevyzadujici feSeni soustavy
rovnic. Uvadime zde dva zpusoby, jak 1ze vicerozmérnou interpolaci fesit Lagrangeovou
metodou. V posledni kapitole pak popisujeme notebook fesici vicerozmérnou interpolaci
nad libovolnym polem.

Cilem nasi préace je tedy popsat algoritmy vicerozmeérné intepolace nad libovolnym
polem a vytvorit funkéni notebook, ktery bude tuto interpolaci tesit.



2. AFINNI TRANSFORMACE

2. Afinni transformace

Budeme se zabyvat afinnimi transformacemi zobrazujicimi bod P = [z,y]| na bod
Q) = [x1,11]. Tyto transformace zahrnuji posunuti, otoceni, zméné métitka, zkoseni, nebo
operaci vzniklé jejich sklddanim. Afinni transformace zachovava kolinearitu mezi body a
pomeéry vzdalenosti na piimce. Obecné, afinni transformace je slozena z linearni transfor-
mace a posunuti.
Nyni popiseme afinni transformaci nad redlnymi ¢isly, kterd zajisti, aby se libovolné dva
ruzné body o soutadnicich [py, ps], [¢1, g2] zobrazili do bodu [0, 0] a [1,0].

1. Posunuti o vektor (a,b):

1 1 00 1
X |=]lal0O0 x
Y b 0 1 Y
X=a+zx
Y=b+y
Bod [1, z,y| se posune do bodu [1, X, Y].
2. Otoceni o thel p:
1 1 0 0 1
X | =10 cosp —sing || X
Y’ 0 singp cosy Y
X' =X -cosp—Y -sing
Y' =X -sing+Y -cosg
3. Homotetie:
1 1 00 1
X" |=]10%k0 X'
Y’ 00 k Y’
X//:k_X/
Y//:k»,Y/

7 toho vypliva
X'"=k-a-cosp+k-z-cosp—k-b-sing—k-y-siny
Y'=k-a-sing+k-x-sing+k-b-cosp+k-y-cosp
A tedy matice celkové transformace je:

1 1 0 0 1
X" |=| k-a-cosp—k-b-sing k-cosp —k-sing || x
Y’ k-a-sinpg+k-b-cosp k-sing k-cosp Yy

pro zjednoduseni oznac¢ime vyslednou matici matici A.
Nyni zbyva pouze urcit koeficienty a, b, k, ¢.

a=-n
b= —ps

_ pP2—q2
p = arctan (r—m)

q1—P1

o \/ 1+<M)2'(Q1—P1)

(q1—p1)%+(p2—q2)?



Poté muzeme vyslednou matici transformace zapsat ve tvaru:

1 0 0

*Pl-Q1+Z§*p2-qz+g§ q%—p1 5 qg—pz .
(qg1—p1)°+(g2—p2) (g1—p1)*+(q2—p2) (g1—p1)°+(g2—p2)

—pz-g1+p1~q2 5 pg—qz 5 q%—m 5
(g1—p1)"+(g2—p2) (g1—p1)°+(q2—p2) (g1—p1)°+(g2—p2)

A jeji inverzni matici ve tvaru:

1 0 0
A= p a—-pm -
q2 42 — P2 q1 —P1

Nynf si ukdzeme pouziti matice transformace na prikladu. Mé&jme body P = [10,2V2], Q =
[V7,1], R = [-2, 2], S = [v/5, —4]. Dosazenim bodt P, ) do matice transformace dostavame:

'3
1 0 0
—10- Y7+102—2V2.14(2V2)2 3710 1-2V2
A = (€’ﬁ—10)2+(1—2\/§)2 (\3ﬁ—10)2+(1—2\/§)2 (%—10)2+(1—2\/§)2
—2V2. ¥74101 2v2_q Y710
(%—10)2+(1—2\/§)2 (\3ﬁ—1o)2+(1—2~/5)2 (%—10)2+ 1—2\/5)2

Vynasobenim této matice prislusnymi body dostaneme ztransformované body o soutradnicich
_ _ _ 362-5-2V243.4v2_36. /7 16—3-21+V24 0. §/7_3.90v2. §/7
Py = 10,0}, @ = [1,0], By = [3-(101—21+\/§+4¢§_2o- VT+(¥7)2) 7 3-(101—21+V214V2 2. §ﬁ+(?ﬁ)2)]’
g — [96+3-2\/§+4\/5710\/5710-%+\/5-\3ﬁ _750+\/572¢5-\/5+4-§”ﬁ+2\/§-€’ﬁ}
1 101-21+V244V220. Y7+ (V7)2 7 101-21+V244V2_20. Y74+(I7)2
Afinni transformaci lze uvazovat i nad konec¢nymi poli, ovSem s prislusnymi modifika-

cemi: naptiklad nema geometricky smysl uvazovat otoceni o thel ¢.




3. INTERPOLACE NAD 4,5 A 6 BODY V ROVINE

3. Interpolace nad 4,5 a 6 body v
roviné

3.1. Ctyfi body nad rovinou

Oznacime P = [p1,pa], @ = [q1, ¢, [r1,72], S = [s1,52]. Bez jmy na obecnosti
lze predpokladat, ze P = [0,0], @ [1,0]. Toto jsme jiz ukdzali v kapitole o afinni
transformaci.

Hleddame kvadriku

Vézmeéme 4AI'101ZIlé bOdy -AP = [p17p27p3j7 Q = [QI7Q2193]7 R = [7”1,7”2,7’3], S = [81782783]'
R =

a+bx + cy + da® + exy + fy* =z

tzn. fesime :

a

I p1 pe pf Pip2 P% b p3

I o1 @ Q% 4192 q% c _ qs

1 7 1y 12 riry 73 d | | rs

1 s sy 87 5189 S2 e S3
/

Struéné (M - h) =
Jde o soustavu linedrnich rovnic. Pro rozhodnuti o jeji feSitelnosti musime zkoumat
hodnost matice M (zna¢ime rank M).

Vezméme nasi volbu ]5, Q Pak

1 0 0 O 0 0
M= 1 1 0 1 0 (L
1 ry re 1y mre 15
1 51 s9 s% S189 s%

Déle vezméme podmatici N jako prvni ¢tyii sloupce z matice M.
Plati: rank N < rank M < 4.
Budeme nyni zkoumat hodnost V:

1 0 0 O
1 1 0 1
N = 1 ry ry 13
1 s1 sy 52

je ziejmé, ze 4 > rank N > 2. Poznamenejme déle, ze pripady r1 =7, =0 a
$1 = 8o = 0 nemohou nastat.
Vezméme dalsi podmatici U (2.-4. fadek N a 2.-4. sloupec N):

1 0 1

2

U=|m ro 7]
S1 S9 S%

Staci vysSettit rank U, protoze rank N = 1 + rank U.



3.1. CTYRI BODY NAD ROVINOU

Nejprve vysetiime, kdy jsou linedrné zavislé 1. a 3. sloupec. evidentné tehdy, kdyz
r1 = r? a soutasné s; = s3.

Jsou tedy ¢tyfi moznosti:

a)ry=s5=0

/6) T = 0 S1 = 1

v)ri=1s=0

5) T = 81 = 1

Tyto moznosti déle analyzujme.

a)
1 0 1

Ua = 0 T2 0

0 S9 0

rank U, = 2 (nemuze nastat ro = 0 ani s, = 0, protoze P+R, P+ S”)
B3)

1 0 1
Ug = 0 T2
1 S92 1

rank U = 2 (nemuze nastat 7 = 0 ani s, = 0, protoze P+R, Q+ 5‘)
)

1 0 1
U,y = 1 T2 1
0 S9 0
rank U, = 2 (analogické jako [3)
9)
1 0 1
U5 = 1 T2 1
1 S9 1

rank Us = 2 (podobné zduvodneéni)

Shrnuti: Jsou-li 1. a 3. sloupec v U linedrné zavislé, pak je hodnost matice U vzdy 2,
protoze pak uz nemuze nastat 7o = s, nebot zadané ¢tyii body jsou rizné.

Nyni predpokladejme, ze 1. a 3. sloupec v U jsou linearné nezavislé. Hodnost U muze
byt rovna 2 pouze tehdy, je-li 2.sloupec linearni kombinaci 1. a 3. sloupce, tedy v tomto
pripadé, je-li k-nasobkem jejich rozdilu.

Ten.ro=k-(ri —ry)asy=Fk-(s2—s1)

Pripad k = 0 oznacime e: €)

1 0 1
UE = 1 0 7’%
s; 0 s
rank U, =2 (r1 # 1,81 £ 1, # 51 )
Pripad k # 0 oznacme ¢: @)
1 0 1
Uy=| r k(ri—r) r?

s1 k(s?—s1) s2



3. INTERPOLACE NAD 4,5 A 6 BODY V ROVINE

rank U, =2 (ry # 1, 11 #0)

Ve vsech ostatnich ptripadech je rank U = 3, tzn. ze rank N = 4, tzn. rank M = 4 a
také rank (M|v) = 4 (hodnost rozsitené matice), tedy pocateéni soustava ma nekonecné
mnoho feSeni zavislych na 2 libovolnych parametrech.

Rozeberme nynf{ znovu pifpady a) az ). o
a)P =10,0], @ =[1,0], R=1[0,73], S = [0, s9], tj. P, R, S lezi na piimce x = 0.

Obr 3.1 3 body na pfimce

2.09

05F

10 0 00 O
110 1 0 0
M=11 r, 00 13
1 0 s, 00 s2

rank M = 4 (protoze ry # s9)

Véta: V pripadé a existuje nekone¢né mnoho reseni zavislych na 2 libo-
volnych parametrech.

B)P = [0,0], @ = [1,0], R = [0,73), S = [1,s,]. Body lezi na dvou rovnobéznych

piimkach o rovnicich x =0, x = 1.



3.1. CTYRI BODY NAD ROVINOU

Obr 3.2 body na dvou rovnobézkach

1.0 L ]
08|
0.6
04
02
0.2 04 D.Iﬁ 0.8 1.=D
1 0 0 0 0 O
11 0 1 0 O
M= 10 T2 0 0 7’%
1 1 s9 1 s9 3%

rank M = 4 (protoze sy # 0)
) bude obdobné jako 3)
Véta: V pripadech (3,7 existuje nekonecné mnoho teSeni zavislych na 2

libovolnych parametrech. X o
)P =1[0,0], Q@ =[1,0], R=[1,7q], S =[1, s9], tj. @, R, S lezi na piimce = = 1.

Obr 3.3 3 body na pfimce

2_0: [
1.5+
1.0 L ]
0.5

0.2 0.4 O.Iﬁ 0.8 1?0




3. INTERPOLACE NAD 4,5 A 6 BODY V ROVINE

10 0 0 0 O
110 1 0 0
M= 11 rg 1 7y 12
1 1 s9 1 s9 s%

rank M = 4 (protoze 19 # s9, 19 # 0, s3 # 0)
Veéta: V pripadé § existuje nekone¢né mnoho feSeni zavislych na 2 libo-
volnych parametrech.

A ~ A

€)P =1[0,0], Q =[1,0], R = [r1,0], S = [s1,0], tj. véechny 4 body lez{ na pFimce y = 0.

Obr 3.4 4 body na pfimce

1.0F

05F

=6
=%
=%

0.5

&
=]
=]
in
ey

05}k

1 0 00 0O

1101 00

M=14 rr 0 r2 00

1 s 082 00

rank M = 3 (protoze m # 1, 51 # 1)

1 0 0 D3
-\ 1 1 1 qs
rank (M |U) = rank Lo r2 |
1 s; s s3

Tato hodnost muze byt jak 3 (nekonetné mnoho feseni zdvislych na 3 libovolnych
parametrech), tak 4 (FeSeni neexistuje).

Zbyva urcit, kdy nastane kterd moznost (podminky pro ps, g3, 73, s3). Hodnost
rozsitené matice je 3 pro pripady:
P3 =43 =73 =353=40a
p3=0 qggs=b 1r3=0b-1 s3=0b-9
p3 =0 @z=c Tr3=c-1} S3=c-5%
a, b, ceR

a jejich linearni kombinace. V ostatnich piipadech kvadrika neexistuje. Na zavér muzeme
vyslovit shrnuti:

Véta: Lezi-li body ]5, Q, ﬁ’, S na primce o rovnici y = 0 a soufadnice ps, g3,
r3, s3 nelezi na zZddné kf¥ivce o rovnici z = a-2?> +b-z + ¢, kde (a,b,c) € F, kde

9



3.2. PET BODU NAD ROVINOU

2 € {ps, 5,75, 53} © € {pr, 1,71, 51}, pak Fedent neexistuje a pro piipad P, Q, &,
S lezicich na pfimce o rovnici y = 0 a spliujici rovnici z =a-22+b-x + ¢, kde
a,b,c) € F, kde z € {p3,q3,73,53}, * € {p1,q1,71,51} existuje nekonetné mnoho

feSeni zavislych na 3 libovolnych parametrech.

g&)]5 = 10,0], Q = [1,0], R = [ri, k- (rd — )], S = [s1,k - (57 — s1)], tj. ]5, @, ]:2, S

lezi na parabole o rovnici y = k - (2% — x).

Obr 3.5 4 body na parabole

ot .
4l
3l
2 L ]
1L
0.‘5 lﬁ} 135 2.0 2.‘5 3.0
1 0 0 0 0 0
ol 0 1 0 0
T B =) R ok (rE =) K2 (r? — )P
1 sy k-(s?2—s1) 82 s1-k-(s2—s1) k*-(s?—s1)?

rank M = 4 (protoze ry # s9, r9 # 0, s3 # 0)

Véta: V pripadé ¢ existuje nekonecné mnoho reseni zavislych na 2 libo-
volnych parametrech.

Véta: V ostatnich pripadech existuje nekoneéné mnoho reseni zavislych na
2 libovolnych parametrech.

3.2. Pét bodu nad rovinou

Vezméme pét riznych bodt P = [py, p2, ps], @ = [q1, G2, g3], B = [r1,79, 73], S = [s1, 52, s3],
T = [t1,t2,t3].Oznacime P = [py,py], Q@ = [q1, 2], R = [r1,79], S = [s1,82], T = [t,ta].
Lze predpoklddat, ze P = [0,0], @ = [1,0]. Toto jsme jiz ukdzali v kapitole o afinn{
transformaci.

Hledame kvadriku

a+bx+cy+da® + exy + fy’ =2

Resime soustavu:

10



3. INTERPOLACE NAD 4,5 A 6 BODY V ROVINE

L pr p2 piop 5 "

1 DiP2 Dy b b3
I g1 @ Q% 4142 q% c qs
1L ry rg 72 ryiry 12 1=
1 s1 59 3% 5189 s% S3
1t b £ ity 12 ¢ s

f

Jde o soustavu linearnich rovnic, pro rozhodnuti o jeji fesitelnosti musime zkoumat
hodnost matice M (zna¢ime rank M ).

Vezméme nasi volbu P, Q Pak

10 0 0 0 O
1 1 0 1 0 O
M=1|1r 7 72 rry 73
1 s; s 87 5180 S5
1ty ty 12 tyty t3

Daéle vezméme podmatici N jako prvnich 5 sloupcu z matice M.
Plati: rank N <rank M <5.
Budeme nyni zkoumat hodnost /V:

1 0 0 0 0
1 1 0 1 0
N=1|11 r mr Tf T1T9
1 s1 s9 s% 5189
1ty to 2 tity

je ziejmé, ze 5 > rank N > 3 (piipady r1 =10 =0, 8 =ss =0at; =t, =0
nemohou nastat).
Vezméme dalsi podmatici U (2.-5. fadek a 2.-5. sloupec):

1 0 1 0

Ty TP TiTy
S1 S 8% 51852
ty ty 2 tyity

U:

Staci vysettit rank U, protoze rank N = 1 4 rank U.

Nejprve vysetiime, kdy je 1. a 3. ¢i 2. a 4. sloupec linearné zavisly. Vyjde nam 21
moznosti :

a)ri=8 =1t =0

ﬂ)ﬁ:Osl:Otlzl

’}/)7’1:051:1t1:0
(5) T1:181:Ot1:0

C)Tl—lslz()tl—l
7’])7’1:181:1151—0
19)T1:181—1t1—1

11



3.2. PET BODU NAD ROVINOU

K/)TQZOSQZOtQ:]_
)\)T2:O$2:1t2:0
M)T2:152:Ot2:0
'rgzOslzk:tg:O

7”2:]6’(1—7“1) 82:]{3'(1—81) tQZk(l_tl)
O)ro=k-(ri—7r}) so=Fk-(sy —s2) ta =k (t; — 1?)
Tyto moznosti déle analyzujme.

a)

U, =

oo o~
N

o
cocoo

rank U, = 2

(nemuze nastat 7o = 0 ani so = 0 ani ty = 0)

B)

1 0 1 0
o oo
Us=10 s 0 0
1 t9 1 t9
rank Ug = 3
(nemuze nastat 7o = 0 ani s = 0 ani t, = 0).
Obdobné v a ¢
€)
1 0 1 0
10 ry 00
Ue_ 1 S9 1 S9
1 t9 1 t,
rank U, =3
(nemuze nastat 1o = 0 ani so = 0 ani ty = 0).
Obdobné ¢ an
V)
1 01 0
. 1 T9 1 9
Uﬁ_ 1 59 1 59
1 ta 1 t
rank Uy = 2

12



3. INTERPOLACE NAD 4,5 A 6 BODY V ROVINE

(nemuze nastat 7o = 0 ani so = 0 ani ty = 0)

1)

1 01 0
. T1 0 ’I"% 0
U= s; 0 s7 0
tp 0 20

rank U, = 2

(nemuze nastat r; =0 ani r, = 1)
1)

1 01 O
1o
U = s; 0 s2 0
tp 0 2 0

rank U, = 3

(nemuze nastat s; = 1 ani s =0 ani {; = 1 ani ¢; = 0).
Obdobneé x a A
V)

1 0 1 0
'm0 0
UV o S1 0 S% 0
kE oty K k-t
rank U, = 3

(nemuze nastat r; =0 ani 7, = 1 ani s; = 0 ani s; = 1).

Obdobné ¢ a o

p)
1 0 1 0
. T1 0 T’% 0
Up - k S9 ]C2 k - S9
E oty k* k-ty
rank U, = 3
(nemuze nastat r; = 0 ani r = 1).
Obdobné m a o
7)
1 0 1 0
. k (] k2 k- T2
UT_ k S92 ]{’2 ]{5'82
E oty k? k-ty
rank U, = 3

(piipady £ =0 ani k = 1 jsme jiz zkoumali).
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3.2. PET BODU NAD ROVINOU

v)

1 0 1 0
g |n k-(1—ry) 72 k-ri-(1—m)
v S1 ]{?(1—81) S? k"Sl'(l—Sl)
ty k-(1—t) ¢ Ek-ty-(1—1t)

rank U, = 3
(nemuze nastat r; = 1)
%)
1 0 1 0

ry o ke(rp—1%) r? kery-(
s1 k-(s1—8%) s7 k-s;-(s;—s?)
(

ty k(i —t3) 2 k-t

U, =

rank U, = 3

(nemuze nastat r; = 1 ani r, = 0)

Shrnuti: V ostatnich piipadech, je-li jeden sloupec linearni kombinaci zbyvajicich 3,
pak je rank U = 3.

Jinak je rank U = 4, tzn. rank N = 5 = rank M = 5, tedy nastava nekonecné mnoho
feseni zavislych na 1 libovolném parametru.

Rozeberme nyn{ znovu pifpady a) az 7). ) o
a)P = 10,0}, @ = [1,0], R = [0,15], S = [0,s5], T" = [0,%2], tj. P, R, S, T lezi na

primce o rovnici x = 0.

Obr 3.6 4 body na pfimce

19

e

100 00 0
110100
M=]|120mr, 00 7
1082008%
10 ¢, 00 3
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3. INTERPOLACE NAD 4,5 A 6 BODY V ROVINE

rank M =4

Splnuji-li body P,Q, R,S,T rovnici z = a-y*> +b-y + ¢, kde (a,b,c) € F, kde
z € {ps,qs,73, 53, t3}, y € {pa, qa, 72, $2,t2}, pak je hodnost rozsitené matice rovna
4 a existuje nekonecné mnoho resSeni zavislych na 2 libovolnych parametrech.
Pokud body P, Q,R,S,T tuto rovnici nesplnuji, je hodnost rozsifrené matice
rovna 5 a reSeni neexistuje.

~ ~ X ~

B)P =[0,0], Q = [1,0], R = [0, 9], S = 0, s9], T = [1,ts],tj. 3 body lezi na piimce o
rovnici x = 0 a 2 body lezi na piimce o rovnici z = 1.

Obr 3.7 body na dvou rovnobézkach

4t .
e
29
1l
0.2 0.4 O.IG 0.8 1?0
1 0 0 0 0 O
11 0 1 0 O
M=1]110 r, 00 r%
1 0 S9o 0 0 Sg
11ty 1 ty ¢
rank M =5

Obdobné v, 4.
V pripadech [,7,6 existuje nekone¢né mnoho feSeni zavislych na 1 libo-
volném parametru.

~ ~ A A

)P =1[0,0], Q = [1,0], R =[0,73], S = [1, 5], T = [1, 5], tj. 3 body lezi na pifmce o
rovnici x = 1 a 2 body lezi na piimce o rovnici z = 0.

15



3.2. PET BODU NAD ROVINOU

Obr 3.8 body na dvou rovnobézkach

4t °
3 [ ]
2
1k
02 0.4 O.Iﬁ 0.8 1?0
10 0 00 0
110 1 0 0
M=|[10mr, 00 r2
1 1 s9 1 59 82
11 ty 1 ty 13
rank M =5

Obdobné ¢, n.

V pripadech ¢, (,n existuje nekonecné mnoho feSeni zavislych na 1 libo-
volném parametru.

0P = 1[0,0], Q = [1,0], R = [1,73], S = [1,s0], T = [1,t3], tj. 4 body na pifmce o
rovnici x = 1.

Obr 3.9 4 body na pfimce

4t °

3 °

2 ]
1h

: ®

02 04 0.6 0.8 L0

16



3. INTERPOLACE NAD 4,5 A 6 BODY V ROVINE

10 0 0 0 O
110 1 0 0

M=]111 r, 1 nr r%
1 1 s9 1 s9 s%
11 ty 1 ty t3
rank M =4

Splnuji-li body P,Q, R,S,T rovnici z = a-y*> +b-y + ¢, kde (a,b,c) € F, kde
z € {ps,qs,73, 53,13}, y € {pa, qa, 72, $2,t2}, pak je hodnost rozsifené matice rovna
4 a existuje nekonecné mnoho reseni zavislych na 2 libovolnych parametrech.
Pokud body P,Q,R,S,T tuto rovnici nesplinuji, je hodnost rozsifené matice
rovna 5 a reSeni neexistuje.

L)P = [0,0], Q = 1, 0], R = [r1,0], S = [s1,0], T = [t1,0], tj. 5 bodu na pifmce o
rovnici y = 0.

Obr 3.10 5 bodu na ptimce

1.0}

05F

—~
o
we
=

05k

1 0 0 0 0O
1 1.0 1 00
M=|1r 07r 00
1 S1 0 S% 00
1 ¢, 0 t3 00
rank M =3

Splnuji-li body P,Q, R,S,T rovnici z = a-z*> +b-x + ¢, kde (a,b,c) € F, kde
z € {ps,qs,rs,S3,t3}, * € {p1,q1,71, $1,t1}, pak je hodnost rozsifené matice rovna
3 a existuje nekonec¢né mnoho reseni zavislych na 3 libovolnych parametrech.
Pokud body P,Q,R,S,T tuto rovnici nespliuji, je hodnost rozsifené matice
rovna 4 a reSeni neexistuje.

u)fD = [0, 0], Q= 1, 0], R = [r1, 1], S = [s1,0], T = [t1,0], tj. 4 body na pifmce o
rovnici y = 0.

17



3.2. PET BODU NAD ROVINOU

Obr 3.11 4 body na piimce

1.0F L]
08
0.6:
0.4}
02
e 2 ? e
1 0 0 0 0 O
1 1.0 1 0 O
M=|1mr 17 r 1
1 s34 08 00
1 ¢t 0t 00
rank M =4

Obdodné &, \.

Spliuji-li body P,Q, R,S,T rovnici z = a-z*>+b-x + ¢, kde (a,b,c) € F, kde
z € {ps,qs, 73, 53,13}, * € {p1,q1,71, 51,11}, pak je hodnost rozsifené matice rovna
4 a existuje nekonecné mnoho resSeni zavislych na 2 libovolnych parametrech.
Pokud body P, @, R,S,T tuto rovnici nesplnuji, je hodnost rozsifené matice
rovna 5 a reSeni neexistuje.

1/)15 = [0,0], Q= [1,0], R = [r1,0], S = [s1,0], T = [k, ts] , tj. 4 body na piimce o
rovnici y = 0.

Obr 3.12 4 body na piimce

10k )
0.8
0.6+

0.4}

—§
rogy
iy
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3. INTERPOLACE NAD 4,5 A 6 BODY V ROVINE

1 0 0 O 0 0

1 1 0 1 0 0

M=|1r 0 7’% 0 0

1 S1 0 S% 0 0

1 k ty k* k-ty 13
rank M =4

Pozn.( ty = 1,ty = 0 jsme zkoumali jiz diive)

V pripadé v existuje nekone¢cné mnoho resSeni zavislych na 1 libovolném
parametru.

p)P =1[0,0], Q = [1,0], R = [r1,0], S = [k, s3], T = [k, t5], tj. 3 body lezf na pFimce o
rovnici y = 0 a 2 body lezi na ptimce o rovnici x = k.

Obr 3.13 body na kolmicich

20F L ]
15+
1.0 L ]
0.3 —
D.IS 1.=D 1.IS 2.=D 25 3.ID
1 0 0 0 0
1 1 0 1 0 0
M = 1 T 0 7’% 0 0
1 k sy k* k-sy s3
1 k ty k* k-ty t

rank M =5

V pripadé p existuje nekonecné mnoho tresSeni zavislych na 1 libovolném
parametru.

T)P =10,0], Q@ = [1,0], R = [k, ], S = [k, s3], T = [k, ts], tj. 2 body lezi na piimce o
rovnici y = 0 a 3 body lezi na pfimce o rovnici x = k.

19



3.2. PET BODU NAD ROVINOU

Obr 3.14 body na kolmicich

3.0: [ ]
2.0; L]
15+
1.0 [ ]
0.3
05 1.=0 135 2.‘0 25 3.0
10 0 O 0 0
11 0 1 0 0
M=|1%k r k* k-ry 12
1 k sy k* k-sy s
1k ty K k-ty t3

rank M =5

V pripadé 7 existuje nekone¢né mnoho treseni zavislych na 1 libovolném
pararr}etru. X X X X

U)P = [0,0], Q = [1,0], R = [Tl,k : (1 — 7”1)], S = [Sl,k . (1 — 51>], T = [tl,k' : (1 — t1>],
tj. 4 body lezi na piimce o rovnici y = k- (1 — x).

Obr 3.15 4 body na piimce

2 3 4
—0.5
—1.0 L ]
—15}
—20fF [ ]
=235
—30} L ]

1

I
— e e

3]

20



3. INTERPOLACE NAD 4,5 A 6 BODY V ROVINE

rank M =4

Splnuji-li body P,Q, R,S,T rovnici z = a-z*> +b-x + ¢, kde (a,b,c) € F, kde
z € {ps,qs,7s,S3,t3}, * € {p1,q1,71, 51,11}, pak je hodnost rozsifené matice rovna
4 a existuje nekonecné mnoho reseni zavislych na 2 libovolnych parametrech.
Pokud body P, Q,R,S,T tuto rovnici nesplnuji, je hodnost rozsifrené matice
rovna 5 a reSeni neexistuje. ) A

)P =1[0,0],Q =[1,0], R=[r, k- (r1 — 7‘%)], S =s1,k-(s1— S%)]? T =tk (t— t%)L
tj. 5 bodu lezi na parabole o rovnici y = k - (x — 2?).

Obr 3.16 5 bodu na parabole

&

1 0 0 0 0 0
11 0 1 0 0
M=|1r k-(ri—=72 r} k-ri-(ri—72) k* (ry —ri)?
1 s1 k-(s1—8%) s k-si-(sy—s%) k% (51— %)
1t k-(t1—13) ¢ o (t =) K (t —t3)?

rank M =5

V pripadé ¢ existuje nekonecné mnoho reSeni zavislych na 1 libovolném
parametru.

V ostatnich pripadech existuje nekonecné mnoho teSeni zavislych na 1 li-
bovolném parametru.

3.3. Sest bodu nad rovinou

Vezméme 6 riznych bodi P = [p1, pa, ps|, @ = [q1, 2, q3], R = [r1,72,73], S = [81,32, 33]
T = [ti,ta,t3], U = [u1,up,u3]. Oznacime P = [p1,po], Q = [q1,q2), R = [r1,72), S
[s1,82], T = [t1,ta], U = [uy, ug]. Lze predpokladat, ze P = [0,0], @ = [1,0]. Toto jsme jiz
ukazali v kapitole o afinni transformaci.
Hleddme kvadriku

a+br +cy + do* +exy + fy’ = 2
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3.3. SEST BODU NAD ROVINOU

Resime soustavu:

L pr p2 p1 pip2
I @1 g Q% 4192
1 r r% 179
1 s1 39 s% 5189
1ty ty 12 tity
1 owy us ud ujusg

D3 a
g b
3 c
s d
t2 e
U3 f

Jde o soustavu linearnich rovnic, musime zkoumat hodnost matice M (znacime rank M).

Vezméme nasi volbu P, Q Pak

™
S1
131
Uy

L)
52
2
Uz

— = = = =

Vezméme podmatici U (2.-6. fadek a 2.-6.

0
T
S2
to
L)

3
.
G
ui

T
5182
tito
U1U2

sloupec):

0
T
5152
t1ta
U2

0
3

2
Uy

Staci vysettit rank U, protoze rank M = 1 4 rank U. Pro lepsi nazornost budeme
zkoumat zvlast matici V, kterd vznikne z 2..4. a 5. sloupce matice U. Je zfejmé, Ze

rank U = rank V + 2.

Nejprve vysetiime, kdy je 1. a 3. ¢i 2.,4. a 5. sloupec linearné zavisly. Vyjde nam 26

moznosti :
a)ri=8 =t =u; =0

ﬁ)rlz()sl:()h:Oul:l
)

)

Y T1:081:0t1:1U1:0
)ri=0s1=1¢t,=0u; =0
e)ri=1s5=0t=0u; =0
C)r1:031:0t1:1u1:1
n)T1:081:1t1:1U1:0
19)7“1:181:1151:0U1:0

~

YJri=1s=0t=1u; =0
)ri=15=0t=0u; =1
)7’12051:1t1:0u1:1
)lelslzltlzlulzo
)T1:131:1t120u1:1
Jri=1s=0t=1u; =1
Jri=0s1=1t; =1u; =1
)lelslzltlzlulzl
)T’QZOSQZOtQZO’LLQ:O

> X

RN=

m

)

s
p
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3. INTERPOLACE NAD 4,5 A 6 BODY V ROVINE

)Tl:k'(1+r2)731:k'(1+82)7t1:k'(1+t2)7u1:k'(1+u2)
T)T2:182:1t2:1u2:1
)Ta =11 S =81 ta =t us = wy

) 12 =0 89 =0ty = 0 uylib.
X)lelslzltlzlulzl
77[))T’lzk"T’QSlzk'SQtlzk'tgulzk"UQ
w)TQZZSQZZtQZZUQZZ

aa)rg=k-(ri—r)so=k-(st—s))ta=k- (2 —t1) ug =k (u} —u)
af)rs=Fk-(ri —r)ss=k-(s]—s1) t3=k-(t] —t1) ug = k- (uf —uy)
Tyto moznosti dale analyzujme.

@)
1 0 1.0 0
0 1 0 0 12
Us=|0 s 00 s
0 to 0 0 2
0 up 0 0 u
rank U, = 3
(nemuze nastat 1 = 0 ani so = 0 ani t; = 0 ani s3 = 0)
B3)
1 01 0 O
0 ro 0 0 72
Us=|0 s, 0 0 s
0 t, 0 0 ¢t
T ouy 1 uy ul
rank Ug = 4

(nemuze nastat 7o = 0 ani so = 0 ani t = 0 ani us = 0)

Obdobné vy a d a €

¢)
1 01 0 O
0 r, 0 0 73
UC = 0 S9 0 O S%
1ty 1 ty t2
T ouy 1 uy ul
rank Uy = 4

(nemuze nastat 1o = 0 ani so = 0 ani t = 0 ani us = 0)

Obdobnénavacaral

1)
1 01 0 0
1 o 1 r%
Us=|1 s2 1 s5 53
1Lty 1 ty 3
0 up 0 0 wul
rank U, = 4
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3.3. SEST BODU NAD ROVINOU

(nemuze nastat ro = 0 ani 75 = 1) Obdobné v a £ a o

m)
1 0 1 0
1 T2 1 T2
Uﬂ,: 1 S92 1 S92
1t 1 t
1 U9 1 U2
rank U, = 3
(nemuze nastat 7o = 0 ani ro = 1)
p)
1 0 1 0
rr 0 r2 0
U=|s1 0 s 0
tb 0 2 0
U1 0 UI% 0
rank U, =
(nemuze nastat r; = 0 ani r, = 1)
o)
1 0 1
k (1+7’2> ) (k(l"‘?”Q))Q
Us=| k-(1+s2) sz (k-(L+52))
k (1+t2) ) <k<1+t2))2
k (1+U2) Ua (k(1+U2))2
rank U, =4
(nemuze nastat ro = 0 ani 7o = 1)
7)
1 01 0
r1 1 r% r1
U= s1 1 s s
th 1 2 4
w1 ud oy
rank U, =4
(nemuze nastat r; =0 ani r, = 1)
v)
1 0 1 0
T T T‘% ’T‘%
Uy=1| 51 s1 51 52
ty t 28

rank U, = 4

(nemuze nastat r; =0 ani r = 1)

24

o O O O O

To -
So

Usg -

—_ = == O

T3
83

2
15

uj



3. INTERPOLACE NAD 4,5 A 6 BODY V ROVINE

V, =

o O OO
o O OO
o O O

0

Uy U Uy U
rank V,, = 1 = rank U, = 3

(nemuze nastat us = 0)

X)
0 0 0
ry l-ry T2
Vi=| s2 159 3%
ty l-ty 12

Uy l-uy ud
rank V, =2 = rank U, =4

(nemuze nastat 7o = 0 ani r, = 1)

)
0 0 0
ry ker: r:
Vo= s2 k-s3 s
ty k-t3 t3

uy k-ul ul
rank Vi, = 2 = rank Uy = 4

(nemuze nastat ro = 0 ani 1o = 1)

w)
0 0 0
I 1-r [2
Vo= 1 1-55 2
I -ty [?
I 1wy [?

rank V, =2 =rank U, =14

(nemuze nastat r; = 0 ani r, = 1)

aq)
1 0 1 0 0
ri k-(rF—r) r? kerp-(rf—r) k% (r?—rp)?
U= | s1 k-(s3—51) s7 k-si-(st—s1) Kk*-(s?—s1)?
th k-(2—t) 2 k-ty-(3—t) k(2 —1ty)?
up ke (ud—w) vl okeup-(ud—w) K (ud—uyp)?

(nemuze nastat r; =0 ani r = 1)
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3.3. SEST BODU NAD ROVINOU

rank Uyp = 4

(Pro ndzornost bereme pouze kladnou odmocninu). (nemuze nastat r; = 0 ani r; = 1)
Jindy je rank U = 5, tzn. rank M = 6.
Rozeberme nyni znovu pripady «) az v).
)P =10,0], Q = [1,0], R =[0,75), S = [0, 0], T = [0,85],U = [0,us), tj. P, R, S, T

U lezi na piimce o rovnici x = 0.

Obr 3.17 5 bodu na piimce

10 0 00 O

11 0 10 O

. 1 0 T9 0 0 ’I“g

M=119 sy 0 0 s2

1 0 ta 00 ¢
rank M =4

Spliuji-li body P,Q, R, S,T,U rovnici z = a-y*+b-y+c, kde (a,b,c) € F, kde z €
{ps,q3,73, S3,t3,us}, y € {pa, g2, 72, S2, t2, us }, pak je hodnost rozsifené matice rovna
4 a existuje nekonec¢né mnoho reseni zavislych na 2 libovolnych parametrech.
Pokud body P,Q, R,S,T,U tuto rovnici nesplinuji, je hodnost rozsiirené matice
rovna 5 a reSeni neexistuje.

~ ~ ~ A ~ A

ﬁ)P = [Oa 0]7 Q = [1,0], R = [07T2]7 S = [0782]7 T = [OatQ]a U= [1,’&2], tJ 4 bOdy na

piimce o rovnici x = 0 a 2 body na piimce o rovnici z = 1.
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3. INTERPOLACE NAD 4,5 A 6 BODY V ROVINE

Obr 3.18 body na dvou rovnobézkéch

4t °
e
2
e
02 0.4 O.Iﬁ 0.8 1?0
10 0 0 0 O
11 0 1 0 0
110 7m0 0 73
M=119 s, 0 0 32
10 t, 0 0 2
1 1 wu 1 wy u%
rank M =5

Obdobné v a § a e. Spliuji-li body P,Q, R, S,T,U rovnici z =a-y*+b-y+c, kde
(a,b,c) € F, kde z € {ps,qs,73,3,t3,u3}, ¥y € {p2,qo, 72, S2,t2,us}, pak je hodnost
rozsSirené matice rovna 5 a existuje nekonecné mnoho resSeni zavislych na 1
libovolném parametru. Pokud body P,Q, R,S,T,U tuto rovnici nesplnuji, je
hodnost rozsifené matice rovna 6 a reSeni neexistuje.

OP =10,0], Q =[1,0], R=[0,75), S = [0,55], T = [1,5), U = [1,u3], tj. 3 body na

piimce o rovnici = 0 a 3 body na ptfimce o rovnici x = 1.

Obr 3.19 body na dvou rovnobézkach

4t )
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3.3. SEST BODU NAD ROVINOU

10 0 0 0 O
11 0 1 0 O
. 10 9 0 O T%
M= 1 0 S9 0 0 8%
11 ty 1 ty 3
11 uy 1 uy ul

rank M =5

Obdobné n, 9, ¢, k, A\. Splnuji-li body P,Q, R, S,T,U rovnici z = a-y*+b-y+c, kde
(a,b,c) € F, kde z € {ps,qs,73,3,t3,u3}, ¥y € {p2, 2,72, S2,t2,u2}, pak je hodnost
rozsitené matice rovna 5 a existuje nekonecné mnoho feSeni zavislych na 1
libovolném parametru. Pokud body P,Q,R,S,T,U tuto rovnici nesplnuji, je
hodnost rozsitrené matice rovna 6 a reSeni neexistuje.

WP =10,0], Q =[1,0, R=[1,75], S = [1,55], T = [L,t5] , U = [0, us], tj. 4 body na
piimce o rovnici x = 1 a 2 body na piimce o rovnici z = 0.

Obr 3.20 body na dvou rovnobézkach

i
3 L 2
2 ®

10 0 0 0 O
110 1 0 O
11 e 1oy 13
M= 1 1 s5 1 s 83
11 ty 1 ty t3

rank M =5

Obdobné v, &, o. Spliuji-li body P,Q,R,S,T,U rovnici z = a-y> +b-y + ¢, kde
(a,b,c) € F, kde z € {ps,qs,73,83,t3,u3}, ¥y € {p2, o, 72, S2,t2,us}, pak je hodnost
rozSitené matice rovna 5 a existuje nekone¢né mnoho fresSeni zavislych na 1
libovolném parametru. Pokud body P,Q,R,S,T,U tuto rovnici nesplnuji, je
hodnost rozsifené matice rovna 6 a reSeni neexistuje.
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3. INTERPOLACE NAD 4,5 A 6 BODY V ROVINE

~ ~ A ~ ~ A~

W)P = [070]a Q = [170]7 R = [17742}7 S = []—732]7 T = [17t2]7 U= [17u2]7 tJ 5 bodi na

piimce o rovnici x = 1.

Obr 3.21 5 bodu na piimce

at .

=
L 2

1 0 0 0 0 O
11 0 1 0 O
11 e 1oy o1}
M = 1 1 s5 1 89 82
11 &t 1ty t5
11 uy 1 uy ul

rank M =4

Spliuji-li body P,Q, R, S,T,U rovnici z = a-y>*+b-y+c, kde (a,b,c) € F, kde z €
{ps,qs, 3, S3,t3,us}, y € {pa, qo, 72, 2, t2, us }, pak je hodnost rozsifené matice rovna
4 a existuje nekonecné mnoho reseni zavislych na 2 libovolnych parametrech.
Pokud body P,Q, R,S,T,U tuto rovnici nesplnuji, je hodnost rozsirené matice
rovna 5 a reSeni neexistuje.

p)P =1[0,0], Q = [1,0], R = [r1,0], S = [51,0], T = [t1,0], U = [uy,0], tj. 6 bodii na

piimce o rovnici y = 0.

Obr 3.22 6 bodu na piimce

1.0F

—~$
rogh
er's
=
e

05t
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3.3. SEST BODU NAD ROVINOU

1 0 0 0 00

1 1.0 1 00

. 1 T1 0 T’% 0 0

M= 1 S1 0 S% 00

1 t, 0 2 00

1 uy 0 u? 00
rank M =3

Spliuji-li body P,Q, R, S,T,U rovnici z = a-2>+b-x +c, kde (a,b,c) € F, kde z €
{ps,qs, s, s3,t3,us}, x € {p1,q1, 71, 51,11, u1 }, pak je hodnost rozsifené matice rovna
3 a existuje nekoneé¢né mnoho feSeni zavislych na 3 libovolnych parametrech.
Pokud body P,Q, R,S,T,U tuto rovnici nesplinuji, je hodnost rozsirené matice
rovna 4 a feSeni neexistuje. ) A

o)P=10,0],Q =[1,0], R=[k- (L +r2),ro), S = [k-(1+52),8), T = [k- (1 +tz), 2],
U= [k - (1 + u2),us], tj. 2 body na piimce o rovnici y = 0 a 4 body na pfimce o rovnici
r=Fk-(1+y).

Obr 3.23 4 body na piimce

af .
3 ®
2 L ]
1 L]
? 2 3 -'i 5
1 0 0 0 0 0
1 1 0 1 0 0
vl 1k (I+ry) ro (k-(1+r))? ro-k-(1+ry) 73
Tl 1 k- (T4se) se (B-(1489)% sy k- (1+sy) s
1 k-(1+t) to (k-(1+t))? to-k-(1+t) ¢3
1 k-(1+u) up (k- (14wu))? ug-k-(1+u) u3
rank M =4

Spliuji-li body P,Q, R, S,T,U rovnici z = a-y*+b-y+c, kde (a,b,c) € F, kde z €
{ps,qs, 73, S3,t3,us}, y € {pa, qa, 2, 2, t2, us }, pak je hodnost rozsifené matice rovna
4 a existuje nekonecné mnoho reseni zavislych na 2 libovolnych parametrech.
Pokud body P,Q, R,S,T,U tuto rovnici nesplnuji, je hodnost rozsirené matice
rovna 5 a reSeni neexistuje.

30



3. INTERPOLACE NAD 4,5 A 6 BODY V ROVINE

~ ~ ~ ~ ~

VP =10,0], Q = [1,0], R = [r1,1], S = [s1,1], T = [t1,1], U = [uy, 1], tj. 4 body na
piimce o rovnici y = 1 a 2 body na ptimce o rovnici y = 0.

Obr 3.24 body na dvou rovnobézkach

l,l]r [ ] L ] L ] L]
0.8}
0.6:
0.4}
0.2
1= 2 3 -'11 5
1 0O 0 0 0
1 1 0 1 0 O
R O A CT|
M= 1 sg 1 s s 1
1ty 18 t; 1
1 w1 u% u 1
rank M =5

Spliuji-li body P,Q, R, S, T,U rovnici z = a-2*>+b-x+c, kde (a,b,c) € F, kde z €
{ps,qs, 73, s3,t3,us}, x € {p1,q1, 71, 51,11, u1 }, pak je hodnost rozsifené matice rovna
5 a existuje nekonecné mnoho FeSeni zavislych na 1 libovolném parametru.
Pokud body P, Q, R,S,T,U tuto rovnici nesplnuji, je hodnost rozsitrené matice
rovna 6 a reSeni neexistuje.

V)P =10,0], Q = [1,0], R = [r1,m], S = [s1,51], T = [t1,t], U = [u1,w1], tj. 5 bodi

na ptimce o rovnici x = y.

Obr 3.25 5 bodu na piimce

5t L ]

ta
L ]

=]
w
e
w
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3.3. SEST BODU NAD ROVINOU

0 0 0 0 0
1 0 1 0 0
rn oo ory o ri
S1 S S1 ST 51
ty t 28 8

I
— = s
O
[
o

rank M =4

Spliuji-li body P,Q, R, S,T,U rovnici z = a-2*+b-x +c, kde (a,b,c) € F, kde z €
{ps,qs, 73, s3,t3,us}, x € {p1,q1, 71, 51,11, u1 }, pak je hodnost rozsirené matice rovna
4 a existuje nekonecné mnoho reseni zavislych na 2 libovolnych parametrech.
Pokud body P,Q, R,S,T,U tuto rovnici nesplinuji, je hodnost rozsirené matice
rovna 5 a reSeni neexistuje.

©)P =10,0], Q = [1,0], R = [r1,0], S = [51,0], T = [t1,0], U = [uy, us],tj. 5 bodt na

piimce o rovnici y = 0.

Obr 3.26 5 bodu na piimce

1.0F [ ]
08
0.6:
0.4}
02
? 2 H ? 5
1 0 0 O 0 0
1 1 0 1 0 0
|1 0 0 0
M=1 s; 0 s 0 0
1t 0 2 0 0
1w u u% U7+ Us u%

rank M =4

Spliuji-li body P,Q, R, S,T,U rovnici z = a-2>+b-x +c, kde (a,b,c) € F, kde z €
{ps,qs, 73, s3,t3,us}, x € {p1,q1, 71, 51,11, u1 }, pak je hodnost rozsifené matice rovna
4 a existuje nekonecné mnoho resSeni zavislych na 2 libovolnych parametrech.
Pokud body P,Q, R,S,T,U tuto rovnici nesplnuji, je hodnost rozsirené matice
rovna 5 a reSeni neexistuje.

X)P =10,0], Q = [1,0], R = [l,r3], S = [I,s5], T = [I,ts], U = [I,us],tj. 4 body na

piimce o rovnici = [ a 2 body na pfimce o rovnici y = 0.
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3. INTERPOLACE NAD 4,5 A 6 BODY V ROVINE

Obr 3.27 body na kolmicich

4t .

ta
®

=9

05

1 0 0 O 0 0
1 1 0 1 0
M= 1 r 7y rz [-1y 7‘%
1 81 s9 s7 l-s9 55
1ty ty 13 1ty t3
1w uy uj l-uy u3

rank M =5

Splituji-li body P,Q,R,S,T,U rovnici z =a-2>+b-x+c-y*>+d-y+ e, (rovnice
eliptického paraboloidu) kde (a,b,c,d,e) € F, kde z € {ps3,q3,73,83,t3,u3}, * €
{p1,q1,71, 81, t1,u1}s y € {pa, G, 72, S2, t2, U2}, pak je hodnost rozsifené matice rovna
5 a existuje nekonecné mnoho feSeni zavislych na 1 libovolném parametru.
Pokud body P,Q, R,S,T,U tuto rovnici nesplnuji, je hodnost rozsirené matice
rovna 6 a reSeni neexistuje. ) ) )

)P = [0,0], @ = [1,0], R = [k-ro,ra], S = [k-52,8], T = [k-ta,ta], U =

[k - ug, ug),tj. 5 bodu na piimce o rovnici = = k - y.

Obr 3.28 5 bodu na pifimce

5k L]

=
[ ]

=
.
o
o
=

33



3.3. SEST BODU NAD ROVINOU

1 0 1 0 0

U G ST O T O W

M k-ry 19 k‘2~7“§ /{;~7’§ r%
k-sy sg k*-si k-s3 s
kety to K*-t2 k-t3 t3
k

Uy upy k?eud o k-ould o ud

rank M =5

Spliuji-li body P,Q, R, S,T,U rovnici z =a-y>+b-y+c, kde (a,b,c) € F, kde z €
{ps, qs, r3, S3,t3,us}, y € {pa, qo, 2, 2, t2, us }, pak je hodnost rozsifené matice rovna
5 a existuje nekone¢né mnoho feSeni zavislych na 1 libovolném parametru.
Pokud body P,Q, R,S,T,U tuto rovnici nesplinuji, je hodnost rozsirené matice
rovna 6 a reSeni neexistuje.

w)P =10,0], Q = [1,0], R = [r,1], S = [s1,], T = [t1,1], U = [uy,1],tj. 4 body na

piimce o rovnici y = [ a 2 body na primce o rovnici y = 0.

Obr 3.29 body na dvou rovnobézkéch

2.0: [ ] L ] L ] [ ]
1.5
1.0:
0.5:
1= 2 3 -'1‘- 5
1 0 0 0 0 0
1 1 0 1 0 0
I IR ST A R C N &
M= 1 s 1 s sy 12
Loty 1t 1ty I2
Towu 1 owd 1w 12
rank M =5

Spliuji-li body P,Q, R, S,T,U rovnici z = a-2>+b-x +c, kde (a,b,c) € F, kde z €
{ps,qs, 73, s3,t3,us}, x € {p1,q1, 71, 51,11, u1 }, pak je hodnost rozsifené matice rovna

5 a existuje nekonecné mnoho feSeni zavislych na 1 libovolném parametru.
Pokud body P, @, R,S,T,U tuto rovnici nesplnuji, je hodnost rozsirené matice
rovna 6 a reSeni neexistuje. R R
aa)P=[0,0],Q = [1,0], R =[ry, k- (r{ —r)], S = [s1,k - (s] —s1)], T = [t1, k- (] — t1)],
U = [uy, k- (u? — uy)],tj. 6 bodl na parabole o rovnici y = k - (2* — x).
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3. INTERPOLACE NAD 4,5 A 6 BODY V ROVINE

Obr 3.30 6 bodu na parabole

201 )
15+
L ]
101
< L]
L ]
T 2 3 4 5
1 0 0 0 0 0
1 1 0 1 0 0
A — 1 r k-(ri—=r) 3 k-ri-(r2—mr) k- (ri—r)?
1 51 k-(s2—s1) s k-s;-(s2—s1) Kk*-(s3—s1)°
1ty k-(B—=t) & k-ty-(t3—t1) k(13 —1)?
Low k- (ud—w) ud keuy-(ud—u) k- (ud —uy)?
rank M =5

Spliuji-li body P,Q,R,S,T,U rovnici z = a-2*+b-2>+c- 22 +d-z + e, kde
(a,b,c,d,e) € F, kde z € {ps,qs,rs, S3,t3,us}, © € {p1,q1,71, 51, t1,u1 }, pak je hodnost
rozsitené matice rovna 5 a existuje nekonecné mnoho feSeni zavislych na 1
libovolném parametru. Pokud body P,Q,R,S,T,U tuto rovnici nesplnuji, je
hodnost rozsitrené matice rovna 6 a reSeni neexistuje.

af)P = [0,0], Q = [1,0], B = |ry,\Jk- (3 =r)], § = [s1,\/k-(s3—s1)], T =
k- (B —t)], U =
(2? — x).

{ul, k- (u? — ul)},tj. 6 bodii na hyperbole o rovnici y? = k -

Obr 3.31 6 bodt na hyperbole
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3.3. SEST BODU NAD ROVINOU

T1

51

— = = = =

Uy

0 0 0 0
0 1 0 0
VE-(ri—=r) ri o Jk-(ri=r) k-(r?—ry)
k-(s2—5s1) 87 s1-4/k-(s2—51) k-(s?—s1)
VE- (tF—t1) t§ ti-k-BBT—t) k-(5—t)
ke(ui—w) ui wnyJke (el —w) k- (uf—u)
rank M =5

Spliuji-li body P,Q, R, S,T,U rovnici 22 =a-2*+b-23+c-2*+d -z +e, (rovnice
hyperbolického paraboloidu) kde (a,b,c,d,e) € F, kde z € {ps,qs3,73, 3, t3,u3},
r € {p1,q1,71,81,t1,u1}, pak je hodnost rozsifené matice rovna 5 a existuje
nekonecné mnoho feSeni zavislych na 1 libovolném parametru. Pokud body
P,Q,R,S, T, U tuto rovnici nesplnuji, je hodnost rozsifené matice rovna 6 a

reSeni neexistuje.

V Ostatnich pripadech je rankM = 6, tedy soustava ma pravé jedno reSeni.
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4. ALGORITMY VICEROZMERNE INTERPOLACE
4. Algoritmy vicerozmeérné
interpolace

4.1. Jednorozmeérna Lagrangeova interpolace

Lagrangeuv interpola¢ni polynom pro zadané body [z1,v1], ..., [Tn, ys] definujeme jako
" — x;
L=
Z Yj I[l v — 2
7]

Oznac¢ime-li stupen interpolacniho polynomu s, pak muzeme psat:

s<n-—1.
Rovnost nastava pouze v piipadeé, kdy:
n n 1
Z v 1l - # 0.
j=1 .7 IZ
J#i

Lagrangeovu jednorozmeérnou interpolaci zobecnime pro piipad vice neurcitych. Ukazeme
zde dva zpusoby.

4.2. Lagrangeova vicerozmérna interpolace pouzitim
souhrnného vzorce

Pro vypocet vicerozmérné Lagrangeovy interpolace muzeme pouzit souhrnny vzorec [3]

L=y I

7=0 klz() _l’lﬁ
i#]

kde m oznacuje dimenzi a n zna¢i pocet bodu. Oznacime-li stupen interpolacniho poly-
nomu s, pak muzeme psat:
s<m-(n-—1).

Rovnost nastava pouze v pripadé, kdy:
m—1
Z You H (1'1'02 - xiﬂs) 7& Oa
o€A3 i=1

kde o = (01, 09,03) a A3 je alternujici podgrupa, coz je podgrupa sudych permutaci na
konecné mnoziné. Postup vypoctu si zde ukazeme na prikladu:
Meéjme body: [3,5,8],(2,1,3],[—2,4, 7].Pak

x—2 x+2 y—-1 y- 4
3-2 3+2 5-1 5—4

x—3 x+2 Y=5 y- 4
2-3 2+2 1-5 1-4

)+

L:=8( )+3-(
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4.3. LAGRANGEOVA VICEROZMERNA INTERPOLACE POMOCI DETERMINANTU

r—3 x—2 y—>5 y—1
—2-3 —-2-2 4-5 4-1

Vyftesenim poté ziskame hledany interpola¢ni polynom

+7-( ).

53 59 7 31 1 1 37 33 2
L= —a% — —2%y — —a2*+ —ay®* —4— d-g —1—y* 4+ 8=y —2=
210" TR0" Y T3 T T T T w0 Y T
Tento vzorec vsak lze pouzit jen v pripadé, ze bod nema zadnou soufadnici shodnou s
jinym bodem. V opacném piipadé bychom dostali déleni nulou a tento vzorec bychom
pouzit nemohli. Pro tyto pripady pouzijeme druhého zpusobu.

4.3. Lagrangeova vicerozmeérna interpolace pomoci de-
terminantu

Tato kapitola je zaloZena na clanku [2].

Necht f = f(Xj, ..., X;n) je polynom stupné s o m proménnych. Protoze f ma (stm) =
n clenu, nutnou podminkou je, ze mame n ruznych bodu
(T ooy Ty ¥i) € R 1 <4 < ny y; = f(214, ..., Ts) Proto, aby byla f jednoznacéné
definovana. Jinymi slovy f(X1,..., Xim) = Ye.1<s X, X, kde a, jsou koeficienty f, X =
(X1,..., X;n) je m-tice nezavisle proménnych f, e; = (ey;,...,ey;) je multiindex, jehoz
polozky jsou celd nezaporna cisla tvorici usporddany rozklad ¢isla mezi 0 a s vcetné a
1 =(1,...,1). e -1 := Y7 e; je obvykly vnitini soucin a X® := [, X;”. Podle
zndmého Lagrangeova postupu budeme f psat ve formeé 3%, f:1;(X), kde ;(X) je polynom
nezavislych proménnych X, ..., X,, s vlastnosti, ze kdyz X je rovno i-té hodnoté, nebo
X =x,((z1, ..., Tm) = (T1iy -y Ti)), Pak li(x;) = 1 a lj(x;) = 0(j # ¢). Abychom toho
dosahli, uvazujme soustavu linedrnich rovnic f; = 3¢ 1< aejxfj , kde 1 <@ < n. Z této

e

soustavy zkonstruujeme matici M = [x;’]:

T T

M=\ = xs*
= i i

er ... €p

Ly zy

Predpokladdme, ze det(M) # 0. Ackoliv bychom mohli fesit koeficienty «; v f inver-
tovanim M (kterd, jak vime, je ¢tvercovd, protoze pocet rovnic vyse uvedeného linedrniho
systému je stejny jako pocet koeficient1), toto neni nas cil. Uzitecnost Lagrangeovy inter-
polace je o tom, ze muzeme urcit f bez explicitniho feSeni pro koeficienty.

Pozn.: Je-li M singularni, pak koeficienty f nejsou jednoznacné urceny a f je nejed-
nozna¢ny polynom. Proto f je jednoznacna tehdy a pouze tehdy, kdyz M je regularni. V
opa¢ném piipadé je popis geometrické konfigurace p bodu, pro néz je det(M) = 0, slozity
problém (fesili jsme ve tieti kapitole pro 4,5 a 6 bodu nad rovinou).
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4. ALGORITMY VICEROZMERNE INTERPOLACE

Necht A = det(M). Nyni udéldme substituci z; = X v M, dostdvame nésledujici
matici M;(X):

e

x{t xy”

Mi(X)=| X .. X
e1 €p

Lp Ly

Necht A;(X) = det(M;(X)). Dale udéldme substituci X = z; v M;(X)(i # j), to
déavé nasledujici matici (M;);:

€
xf x,”
el €p
T, Ly
(M;); = | :
el €p
Ly Ly
el ep
Ly Ly

Poznamenejme, ze i-ty fadek se v (M;); objevuje dvakrat. To znamend, ze det(M;); = 0.

Jinymi slovy, kdyz X = z;, pak Aj(x;) = 0(i # j). Navic konstrukei X = z; = Aj(X) =
A. Z toho duvodu

1(x) = 20
a dale b A
f:;fi A

Méjme interpolaci nad R™, pro n bodu. Vezméme kombinacni ¢isla (73), (m;ﬂ),
(m; 2), ..., obecneé (m:5> Z téchto cisel vybereme to, pro které plati <m+5) > n. Pak s je

stupen interpola¢niho polynomu.
Postup si ukazeme na piikladu. Méjme body: (3,5, 8], [2, 1, 3], [—2, 4, 7]. ResSeni hleddme
ve tvaru: z = a1x; + any; + as. Dostavame tedy soustavu rovnic:

g8 = 3041 + 50(2 + aj3
3 = 20&1 + o + Q3
7 —201 + 4das + ag

Dostavame nasledujici matice:

3 5 1
M = 2 11
-2 41
z y 1
M, = 2 11
-2 41
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4.4. VICEROZMERNA INTERPOLACE NAD KONECNYMI POLI

3 5 1
M2 = X y 1
-2 4 1
3 5 1
Ms=1|2 11
z y 1

detM = —19,detM; = —3x — 4y + 10, det My = —x + by — 22, det M3 = 4o —y — 7.

Dosazenim dostavame:
(=32 — 4y + 10) +3(—x+5y—22) +7(4x—y—7) _ —3:—1—241/—1—35‘

—19 —19 —19 19
Ihned vidime, ze stupen polynomu je v tomto pripadé nizsi, nez pii pouziti souhrnného
vzorce.

z2=28

4.4. Vicerozmeérna interpolace nad koneénymi poli

Meéjme pole Fx. Plati
= .

Véta: Uvazujme zobrazeni ¢ : Fe — Fyi definované ¢(x) = 2P. Pak ¢ je bijekce a

plati
k
pr=po...op:ph@)=a" =z
—_———
k
Dusledek: Mala Fermatova véta

Pro kazdé prvocislo p a kazdé celé ¢islo a takové, ze p nedéli a (a neni nasobkem p), plati
a? = a (mod p).

Disledek: Polynom 2P indukuje totéz zobrazeni jako x.

Nyni pro redukci stupné monomu pouzijeme ! [ mod pk_l, jelikoz plati

— X

k
=z

k_

=1
Kk

2P =g

k_
xl—&—p 1 _ ZEZ

Oznacme s stupen polynomu. Pak plati
s < pk — 2.

Nyni tento vztah porovnejme se vztahem pro stupen polynomu vicerozmérné interpolace
pouzitim souhrnného vzorce. Resme, jakd volba m, n nevyvold nutnost redukce polynomu.

Vezmeéme si napiiklad pole Fy. Podle vzorce pro stupen polynomu plati s < 2, tzn. ze
maximalni stupen polynomu bude 2. Nyni vezméme vzorec pro stupen polynomu Lagran-
geovy vicerozmérné interpolace a zkoumejme, kdy uz je nutna redukce stupné polynomu.
Zjistime, ze pokud je m = 3, n = 2 ¢i m = 2 a n = 3, je redukce polynomu jiz nutna. Pro
pole g nebo Fy dochézi k redukci polynomu piim =2, n=5¢im=3 an = 4.
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5. MANUAL K NOTEBOOKU V PROSTREDI MATHEMATICA

5. Manual k notebooku v prostredi
Mathematica

Interpolaci nad rovinou pro 4,5 a 6 bodu jsem feSila v programu Mathematica. Vy-
tvorila jsem dva notebooky. Prvni z nich fesi interpolaci nad realnymi ¢isly a druhy note-
book interpolaci nad konecnymi poli. Pro spravné fungovani obou notebooku je nutné vy-
tvorit slozku C' : \ ProgramFiles\Wol framResearch\ M athematica\8.0\ AddOns\ Packages
\MultivariateInterpolation a zkopirovat do ni soubor 1456.m. Ted jiz prejdéme k jed-
notlivym notebookum.

5.1. Notebook Test 1456Points.nb

Nejprve musime nacist soubor 1456 .m pomoci ptrikazu

< MultivariateInterpolation‘ 1456 Points’

Nyni jiz muzeme zadavat body. Tento notebook tesi interpolaci pro 4,5 nebo 6 bodu
nad rovinou. Kazdy bod tudiz musi mit 3 souradnice, které jsou oddélené carkou. Takze
napiiklad 4 body zadame néasledovné:

Body = {{5,0,2} ,{1,0,1},{2,2,0},{3,6,1}}.

Nyni si popiseme vSechny procedury:

1456Info[Body| kontroluje, zda jsou body zadany spravné. Je zde osetieno, aby kazdy
bod mél 3 soutadnice a podkladové body v roviné byly ruzné. Vystupem nam v nasem
piipadé bude:

Vicerozm&rna interpolace nad rovinnymi body {{5,0},{1,0},{2,2},{3,6}}

I456ResSoust|[Body, a, b, ¢, d, e, f] fesi soustavu rovnic, pro neznamé a, b, ¢, d, e, f. Tim
mame urcenou kvadriku a ihned vidime, kolik existuje feseni, existuje-li viibec néjaké. Nas
vystup bude ve tvaru

{p—5B-% d— 5 (-3+4a), e— g (~T1+23a—60c), f— 5 - (131 —38a + 60c)} }

I456LinTransf[Body| provede linedrni transformaci zadanych bodu. Prvni bod prevede
do bodu {0,0} a druhy do bodu {1,0}. Pro nase body je vystupem:

(100 0113} {51

N

I1456PolohaPodBodu[Body|, jejimz vystupem je pocet feseni a piipadnéd zvlastni poloha
podkladovych bodu. Pro vzorové zadani je vystupem

nekoneZnd& mnoho feSeni zavislych na 2 libovolnych parametrech
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5.2. NOTEBOOK TEST 1456POINTSFINITEFIELD.NB

Posledni dvé procedury
1456KPobraz|[Body| ,resp. I1456KPobrazt[Body| nam vykresli zadané, resp. ztransformo-
vané podkladové body do kartézské soustavy soutradnic.

Obr 5.1 zadané body

6 L ]
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e

Obr 5.2 ztransformované body

5.2. Notebook Test 1456 PointsFiniteField.nb

Tento notebook funguje obdobné jako notebook Test I456Points.nb. Muzeme ho pouzit
pro zjisténi interpolace nad konec¢nymi poli pro 4 body. Ctyti body zadame nasledovné:

Body = {{k[0], k[0, k[3]} , {k[1], K[0], K[O]} , {K[1], K[5], K[O]} , {K[0], k[3], k[0 } }-

V tomto notebooku je jedind nova procedura s nazvem
1456KPole[Body|. Vystupem je pocet feseni a zvlastni poloha podkladovych bodu. V
nasem pripadé je vystup tvaru:

body lezi na dvou rovnob&zZkdch-nekonen& mnoho feSeni zavislych na 2
libovolnjch parametrech.
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6. ZAVER
6. Zaveér

V bakalarské praci jsme fesili vicerozmérnou interpolaci a diskutovali jsme stupen
interpola¢niho polynomu. Také jsme se zabyvali vytvorenim notebooku, ktery tuto inter-
polaci bude Tesit.

V tvodni kapitole jsme zkonstruovali matici afinni transformace, kterou vyuzijeme ve
treti kapitole. V té jsme tesili interpolaci 4,5 a 6 bodt nad rovinou. Pfi feSeni interpolace
jsme postupovali pfimo, a to feSenim soustavy rovnic. Ve ¢tvrté kapitole jsme se poté
zameérili na vicerozmérnou interpolaci nad libovolnym polem. Tu jsme vyftesili neptimo,
algoritmy nevyzadujicimi feSeni soustavy rovnic. Pro vytvofeni interpolacniho polynomu
jsme pouzili Lagrangeovu metodu. V posledni kapitole jsme popsali notebook v prostiedi
Mathematica, ktery tesi vicerozmérnou interpolaci nad libovolnym polem.

V kapitole o interpolaci nad rovinou jsme prodiskutovali vSechny moznosti, jak lze
prolozit zadanymi body kvadriku. Vypsali jsme vSechny zvlastni polohy podkladovych
bodu a k nim piislusna feseni. V nasledujici kapitole jsme se zabyvali vicerozmérnou
interpolaci. Tu jsme Tesili dvéma zpusoby, nejdiive souhrnnym vzorcem a poté pomoci
determinantu. V obou piipadech je zde uveden vzorec pro stupen interpolaé¢niho polynomu
a nazorny priklad. Dale jsme se zabyvali stupném interpola¢niho polynomu nad koneénymi
poli. V posledni kapitole jsme pak popsali jednotlivé procedury funkéniho notebooku v
prostfedi Mathematica, ktery fesi vicerozmérnou interpolaci nad libovolnym polem.
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