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Uvod

Markov Chain Monte Carlo (MCMC) metody jsou dilezita tfida algoritmu, kterd
nam umozinuje simulovat slozité stochastické systémy. V praxi vétSinou stojime pred
pravdépodobnostniho rozdéleni a na zaklad¢ téchto dat odhadnout parametry tohoto
rozdéleni (napf. stfedni hodnotu nebo rozptyl). Jednou z moznosti, jak mizeme téchto
vysledkli dosahnout, je vyuziti bayesovského piistupu. Avsak v mnoha ptipadech se
setkdvame s problémy, jak bychom méli vhodné wurcit bayesovské aposteriorni
rozd¢leni. Pro tyto pfipady vznikly MCMC metody, pomoci nichz vytvotime Markoviv
fetézec a po dostatecné velkém poctu krokl rozdé€leni pravdépodobnosti tohoto fetézce
bude konvergovat k nasemu cilovému rozdé¢leni. Jednoduse feceno, snazime se najit
takovy Markoviv fetézec, jehoz stacionarni rozdéleni se za ur¢itych podminek bude
rovnat naSemu cilovému rozdéleni. V praxi se MCMC metody pouZzivaji napf.:
k vypoctu slozitych integrald, k odhadu stochastické volatility, k feseni optimaliza¢nich
problémti pomoci metody simulovaného Zihani a nebo k restaurovani digitalnich
obrazka. Je ziejmé, ze v poslednich letech MCMC algoritmy hraji vyznamnou roli
v mnoha oblastech vyzkumu — mtizeme se s nimi setkat ve statistice, v ekonometrii, ve

fyzice, v chemii, v biologii a vypocetni technice.

Cilem diplomové préace bude nastudovat teorii Markov Chain Monte Carlo
metod a tuto teorii aplikovat na data.

Teoreticka ¢ast prace seznamuje ¢tenafe s tématem diplomové prace - MCMC
metodami. V prvni kapitole uvadim zékladni pojmy z oblasti Markovovych fetézci,
potiebné pro vytvoreni MCMC algoritmt, a bayesovskeho modelu s apriorni hustotou,
kterd ndm umozni urcit rozdéleni pravdé€podobnosti na zakladé¢ znadmych dat a nadmi
navrzeného modelu. V druhé kapitole se vénuji samotnym MCMC metodam, kde
popisuji Monte Carlo integraci, dulezitou pro odhad stiedni hodnoty funkce pies hustotu
pravdépodobnosti, a skryté Markovovy fetézce, u kterych si odvodime rekurzivni
vzorec pro apriorni rozdéleni. Posledni, tieti kapitola se vénuje metodé¢ Resampling
a MCMC filtraim - Importance Sampling, Sequential Importance Sampling a obecnému
Sequential Monte Carlo filtru. MCMC filtry pouzivame v piipadé, kdy chceme

odhadnout data na zaklad¢ pozorovani.



Prakticka ¢ast prace bude soucasti teoretické ¢asti, pficemz teoretické poznatky
budou nasledné vysvétlovany na praktickych ptikladech. Pro provedeni veSkerych
poticbnych vypoc¢ti budu pouzivat software R. Soucasti prace je piilozené CD

obsahujici skripta k jednotlivym piikladim.



1. Zakladni pojmy

V této kapitole se budu vénovat teoretickym zakladim Markovovych fetézct
a bayesovskemu modelu, které jsou vyznamné pro pochopeni MCMC modeli.
V' prvni podkapitole Markovovych fetézcti vysvétlim definice zakladnich pojmi —
nahodny proces, Markovovy fetézce s diskrétnim stavem, homogenni Markovuv fetézec
s diskrétnim stavem a zejména stacionarni rozd¢leni, dilezitou vlastnost rozdéleni
pravdépodobnosti nerozlozitelnych Markovovych fetézca pro n — o, které vyuziji pfi
simulacich rozdéleni pravdépodobnosti MCMC metod. Ve druhé podkapitole za pomoci
bayesovského principu objasnim a odvodim aposteriorni hustotu, kterdA nam umozni
odhadnout parametry nezndmého rozdé€leni pravdépodobnosti za pomoci znameho
rozdéleni pravdépodobnosti.

Podkapitola Markovovy fetézce vychazi z literatury [4], [5], [6] a podkapitola
bayesovsky model vychazi ze zdroju [3], [12].

1.1. Markovovy Fetézce

V teorii pravdépodobnosti je ndhodny proces, neboli stochasticky proces chapan
jako paralelni pojem deterministického procesu. U deterministického procesu existuje
pouze jedind moznost vysledku v Case, naproti tomu stochasticky proces vyuziva
neur¢itost v budoucim vyvoji a Kjejimu popisu nam pomahd rozdéleni
pravdépodobnosti. I pfesto, Ze madme zadanou pocate¢ni podminku, musime pocitat
stim, ze Vv piipadé stochastického procesu nastiva vice moznosti, kterymi se mize
proces vydat v zavislosti na mife pravdépodobnosti. Posloupnost nahodnych veli¢in,
jako nejjednodussi piipad nahodného procesu, pouzivam k zavedeni Markovovych

fetézcu.

Definice 1 Nahodny proces je posloupnost nahodnych veli¢in {X,,t eT}, Které jsou

definované na pravdépodobnostnim prostoru (Q, A,P). Pro ptipomenuti v oboru
pravdépodobnosti a matematické statistiky v pravdépodobnostnim prostoru chapeme Q
jako mnozinu vSech elementarnich jevii, A jako mnozinu moznych jeviia P je potom

pravdépodobnost, ktera definuje zobrazeni mnoziny moznych jeva na intervalu <O,1> .



Procesy poté muzeme rozdélit podle ¢asu nebo stavi. Je-li mnozina T =Z nebo
T=N,, jednd se o nahodny proces s diskrétnim ¢asem. Pokud T =(a,b), kde
—ow<a<b<oo, mluvime o ndhodném procesu se spojitym casem. Déle oznafime
S jako mnozinu hodnot nahodnych veli¢in X,. V pfipadé, ze ndhodné veli¢iny X,
nabyvaji pouze diskrétnich hodnot, jednd se o néhodny proces s diskrétnimi stavy
a mnozina S je kone¢na nebo nekonecna spocetnd. Pro ndhodny proces se spojitymi
stavy plati, ze nahodné veli¢iny nabyvaji hodnot z néjakého intervalu a mnozina S je

nespocetna. Pro tcel této prace uzivam nahodné procesy s diskrétnim Casem, ale

s libovolnou mnozinou stavu.

Jiz vime, co ndm vyjadfuje pojem nahodny proces. Proto se mohu dale zabyvat
specidlnim pfipadem nahodného procesu s diskrétnimi stavy majici markovskou
vlastnost.

Uvazujeme pravdépodobnostni prostor (Q,A,P) a nahodné¢ veliiny
Xos X1, X5, které na tomto prostoru nabyvaji pouze celociselnych hodnot. Necht’
mame mnozinu S celych ¢isel i takovych, ze i €S pravé tehdy, kdyz existuje ne N,

pro které plati P(X, =i)>0.

Definice 2 Markovovym fetézcem s diskrétnim ¢asem nazveme ndhodny proces
{X,,ne Ny} v mnozing stavii S, jestlize plati:

P(Xn+1 = j/xo =g, Xy =l Xy =y, X, = i): P(Xn+1 = j/Xn = i)v
provn,n e {012,...}, Vi, j,ig, iy, I, € S takova, ze
P(Xy =igs Xy =iy X, , =i, ,, X, =1)>0.

n-1? n

V piedchozim odstavci jsem objasnila ndhodnou posloupnost s markovskou vlastnosti,
kde pravdépodobnostni rozdéleni budouciho stavu systému v ¢ase n+1, zname-li stav
ptitomny n a minuly n-1n-2,...0, je stejny, jako kdyz zndme jen stav ptitomny.
Jinak feCeno, pravdépodobnost budouciho stavu systému nezéavisi na minulosti, ale

pouze na pritomnosti.



V piipadé, Ze je nadefinovana podminéna pravdépodobnost
py(n.n+1)=P(X,, = j/X, =i)i jeS,

nazyva se pravdépodobnosti piechodu prvniho fadu. Pak pro dané i, jeS tato

podminéna pravdépodobnost predstavuje takovou pravdépodobnost, ze se systém v Case

n+1bude nachazet ve stavu j za podminky, Ze se v ¢ase n nachazi ve stavu i.

Obecné pravdépodobnosti pfechodu zavisi na Casovém parametru n, jelikoz

popisuji vyvoj né¢jakého stavového systému ménného v Case.

Definice 3 Homogenni Markoviv fetézec s diskrétnim Casem je takova posloupnost,

kde pravdépodobnosti pfechodu nezavisi na ¢ase n

p;(n,n+1)=p,.i,jeS,
0<p; <ii,jeS, > p;=Lies,
jeS
tj. pro dané i, j e Splati, ze pravdépodobnost piechodu nezavisi na Case, ve kterém

dany pfechod nastava.

Dale uvaZzujeme pouze homogenni fetézce.

V této chvili miizeme sestavit matici pravdépodobnosti ptechodu P, nebot’ pro

kazdé ieS, pro které existuje ne N, jsou definovany podminéné pravdépodobnosti

P(X,=i)>0,t. p; =P(X,, = j/X, =i) aplati

Poo  Por  Po
p— Pio P P - =(pij)i,jes'

p20 le p22

Matice pravdépodobnosti ptrechodl je Ctvercova a ma konecny ¢i nekonecny pocet

fadkd v zavislosti na mnoziné stavi S. Jeji prvky jsou nezaporna cCisla a soucet



pravdépodobnosti pirechodu kazdého tadku je roven jedné. Pak takto urcenou matici
nazyvame stochastickou matici.

Pro urceni pravdépodobnostniho rozd€leni homogenniho Markovova fetézce
v konkrétnim stavu a v daném ¢ase potiebujeme matici pravdépodobnosti piechodu (viz
str. 9) a pocateéni rozdéleni. Potom stav, ve kterém Markoviv fetézec zacina, je

podminén znalosti tzv. pocate¢niho rozdéleni
p{® = P(Xy=i)=p2(x)i€eS,

pro které plati 0<p@<lieS a Zpi("):l,ies, nebot nahodné jevy

ieS

A’ = (X0 = i),i € S tvofti tplny systém jevl (skupinu jevi).

Méame-li urené pocate¢ni pravdépodobnosti, potom je muzeme zapsat jako

jednotlivé slozky fadkového vektoru

p® =(p®, p®, p?...). (@)

Jelikoz soucet vSech téchto slozek je roven jedné, pak tento vektor nazyvame tzv.
pravdépodobnostnim vektorem, ktery v ¢ase 0 urcuje pravdépodobnost toho, v jakém
stavu se systém nachazi. Jinak feceno, pravdépodobnostni vektor urcuje rozdeleni

pravdépodobnosti ndhodné veliciny X, .

Definice 4 Pravdépodobnost pfechodu Markovova fetézce ze stavu i do stavu

j po n krocich (tj. pravdépodobnost ptechodu n-tého fadu) znacime
p(n) = P(Xm+n = J/Xm = I)’I’J = S’

je-li m>0,n>0.
Je evidentni, ze pravdépodobnost piechodu po jednom kroku je rovna p = p,,

potom pravdépodobnost piechodu v nultém kroku mtizeme uréit nasledovné

10



. :é‘..:
Pt =% 70 je -l # |

{l,je-li i=j,

Definice 5 Absolutni pravdépodobnosti jednotlivych stavi v ¢ase n jsou
nepodminéné  pravdépodobnosti pi(") =P(X, =i)ieS,neNy, které uréuji
pravdépodobnost toho, Ze systém se v ¢ase n nachézi ve stavu i .}

Protoze nahodné jevy A" = (X _=i)ie$S tvoii plnou skupinu jevir pro kazdé ne N,

plati pro absolutni pravdépodobnosti vztahy

0<p'<lieS, > pl=lies.

ieS

Jak pocate¢ni pravdépodobnosti, tak i absolutni pravdépodobnosti pro libovolné ne N,

muzeme zapsat pomoci pravdépodobnostniho vektoru
p™ =(p{", p™, p{"....).

Uvazujeme-li p'" nahodné veli¢iny X, Vv &ase N, potom miizeme fict, e podatecni
pravdépodobnost uréena vztahem (1) je specialnim pfipadem rozdéleni
pravd&podobnosti p™ pro n=0.

Véta 1 Vztahy platici pro libovolné ne N, j € S jsou nasledujici

pi™ =>"pp,

seS

pi" =3 ppy).

seS

Nyni si uvedeme pro nas nejdilezitéjsi charakteristiku Markovovych fetézci —
stacionarni rozdéleni. Tato vlastnost popisuje chovani fetézce ve stabilnim stavu
Vv ptipadé, ze ho pozorujeme dostate¢né dlouhou dobu. Ale abychom jej mohli bez

problému urcit, potiebujeme znat pojmy, jako jsou pfechodny stav, trvaly stav, trvaly

! Pro uptesnéni - absolutni pravd&podobnosti pi(”) v ¢ase N odliSujeme od piedeslych pravdépodobnosti

prechodu N -tého tadu pi(j”) ze stavu | dostavu | pomoci dolnich indexii.
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stav nulovy a nenulovy, periodicky ¢i neperiodicky a také nerozlozitelny Markoviv
fetézec.

Nejprve si zavedeme podminénou pravdépodobnost fij(“), kterd charakterizuje dobu

navratu systému do urcitého stavu. Neboli fika, ze se systém v ¢ase 0 nachazel ve stavu

i adostavu jse poprve dostane pravé v n—tém kroku. Potom pro n>1 plati

£ =P(X, =j/X,=0,X, #jl<r<n),

[

fij(O) =0, fij(l) =p;, i, jeS.

Definice 6 Rekneme, Ze stav i €S je

1. trvaly, je-li f; =1, tj. pravdépodobnost toho, ze systém se v ¢ase 0 nachazel ve

stavu i a nékdy se do tohoto stavu i vrati, je rovna 1. Dale si uréime stéedni

dobu prvniho névratu do stavu i, kterd je rovna
Hi = anii(n) : 2
n=1

Potom trvaly stav i € S nazyvame

a) nenulovy, je-li x; < oo, tj. sttedni doba prvniho navratu do stavu i je
konec¢na a posloupnost (2) tedy konverguje.
b) nulovy, je-li x4, =0, tj. sttedni doba prvniho navrtu do stavu i je
nekonec¢na a posloupnost (2) diverguje.

2. prechodnym, je-li f; <1, tj. existuje kladna pravdépodobnost toho, ze se systém

do stavu ijiz nikdy nevrati.

Definice 7 Zavedeme oznaceni d, pro nejvétsiho spolecného délitele ¢isel n>1,
kde pi” > 0. Stav i €S se nazyva
1. periodicky s periodou d;, je-li d, >0.

2. neperiodicky, je-li d, =1.

12



Pted uvedenim posledniho pojmu — nerozlozitelnost Markovova fetézce, ktery je
nutny ke spravnému urcéeni stacionarniho rozdéleni, potiebujeme znét, co je to uzaviena
mnozina a dosazitelnost z daného stavu.

Definice 8 Stav j e Sse nazyva dosazitelny ze stavu ieS, existuje-li ¢islo n>0
takove, ze pi(j”) >0. Vzijemné¢ dosazitelné¢ stavy budeme oznacovat za sousledné.
Jestlize pro stav ie S plati rovnost p; =1 , nazyvame jej pohlcujicim (absorpénim)

stavem.

Definice 9 Uzaviena mnozina je takova neprazdna mnozina C — S, pro kterou plati
p =0VieC,VjeC,VneN,,

tj. zadny stav vn¢ C neni dosazitelny z zadného stavu uvniti C. Uzavér mnoziny C je

nejmensi uzaviena mnozina, kterd obsahuje mnozinu C.

Definice 10 Rekneme, ze Markovuv fetézec je nerozlozitelny Vv piipadé€, ze neexistuje
jind uzaviena mnozina stavl, nez je mnozina vSech stavit S. V opaéném piipadé

mluvime o rozlozitelném fetézci.

Definice 11 Uvazujeme homogenni Markoviv fetézec {Xn, ne N} S mnozinou stavil S
a matici pravdépodobnosti pfechodu P . Potom stacionarni rozdéleni # daného fetézce

je  rozdéleni  pravdépodobnosti = {ﬁ e S} na mnozin¢ S, .

7;20,j€S,) s =1, pro které plati

T =Zﬂkpkj, jeSs.

keS

Pouzijeme-li vektor 7T=(7Z'0,7I1,7Z2’_.), muizeme predchozi zapis zapsat pomoci

nasledujiciho vztahu
nP.

e
I
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Véta 2 V nerozlozitelném Markovovém fetézci
1. neexistuje stacionarni rozdé€leni v ptipadé, Ze jsou vSechny jeho stavy ptfechodné
nebo vSechny trvalé.
2. existuje staciondrni rozd€leni a je jediné v piipadé€, ze jsou vSechny jeho stavy
trvalé nenulove.
a) Jestlize jsou vSechny stavy neperiodické, potom pro stacionarni

pravdépodobnosti plati

7y =lim pf”’ >0, i, jes,

7, =lmp"”>0, jes.

) N—o0

b) Jestlize jsou vSechny stavy periodické, plati

1.2. Bayesovsky model

Abychom ziskali bayesovsky model, musime vychazet ze zakladniho
bayesovského principu.

Ptedpokladejme, ze mame dvé spojité nahodné veli¢iny A a B definované na
pravdépodobnostnim prostoru (Q,«4.P), potom podminéna hustota pravdépodobnosti

nahodné veli¢iny A za podminky B je definovana takto

p(AnB)

p(B) P(B)>0.

p(A/B)=

sdruzenou hustotu pravdépodobnosti p(A N B) vypocitame jako

p(AnB)=p(A/B)p(B)  (3)

14



a to same plati i pro
p(AnB)=p(B/A)p(A). (4

Bayesovo pravidlo, pak vyplyva z rovnosti vyse uvedenych vztahi (3) a (4), ze které

ziskame nasledujici rovnici

p(B/A)= %, p(B)>0, (5)

kde ¢itatel je sdruzena hustota pravdépodobnosti p(An B) a p(B) je marginalni

hustota pravdépodobnosti. Tento vzorec plati i pro diskrétni nahodné veli¢iny, kdy ndm

sta¢i pouze nahradit hustotu pravdépodobnosti pravdépodobnostni funkci.

Piedpokladame, ze madme vysledek pokusu B, ktery mize byt vyvolan nékterou

z alternativ A A, ..., A, . Pocet alternativ je konecny a jednotlive alternativy se navzajem

vylucuji, tj. jsou disjunktni a také tvofi Uplny systém jevli (neboli mnozinu vsech

moznych vysledki)
ANA =g, Ua=2,

i,j=12,...n; i# ], ¢ je nemozny jev, Qjisty jev,

muzeme psat

i=1 i=1

)= penc)- o2 (Ua |- 5 Ua )| 3 oln o) 3 aa iera)

Kazda zalternativ (hypotéz) ma né&jakou pravdépodobnost, je-li zndm vysledek
pozorovani, méfeni atd. Z matematického hlediska se tedy zajimame o podminénou

pravdépodobnost alternativy A,, k=12,...n, pii zndmé hodnot¢ B zapiSeme

Bayesovym vzorcem nasledovné

15



o(a /)= PANB)_ p(A)B(B/A) _ p(AJR(E/A)
B Solaea)

Uvazujeme rozpojitou nahodnou veli¢inu ®, ktera mulze nabyvat konecné

mnoha hodnot @ =46,,..., 6. Potom pomoci vhodn¢ zvoleného experimentu chceme

11 Y-
ziskat informaci o téchto hodnotach. Ziskana informace je tedy realizace opét rozpojité
veli¢iny, kterd reprezentuje vysledky naSeho experimentu. Muzeme vidét, ze tyto
hodnoty se v kazdém provedeném pokusu lisi, coz je zpisobeno tim, ze pozorovana
veli¢ina je svym charakterem nahodna. Tuto nahodnou veli¢inu pak budeme znadit
pomoci ¢&. Jednotlivé vysledky (alternativy) tedy nesou informaci o kazdé mozné
hodnoté pozorovani a mizeme je pouzit pro odhad skute¢né hodnoty.

Jejich vzijemny vztah nésledn¢ odvodime pomoci Bayesova Vvzorce.
Predpokladame-li, ze hodnota zjistované rozpojité nahodné velic¢iny je @, pak pomoci
této hodnoty dojdeme kvysledku pozorovani x sdanou pravdépodobnosti

p(§ =X/@ = 0). Jde tedy o ur€eni podminéné pravdépodobnosti, pro kterou plati

_Jo—pg)- PE=xn0=0)_ p(§=x)p(©=0/¢=x)_ p(x)p(0/x)
Pe=x/0=0=" 0 =0) p(6-0) o0)

Ve skuteénosti vSak stojime pied problémem, kdy zname pouze vysledky
experimentu X = X,,.., X,, jejichz chovani je popsané pomoci hodnot 6 =46,,..,6,,,
pticemz tyto hodnoty jsou neznamé. A my pomoci dat X = X,,.., X, chceme ziskat

n&jaké informace o téchto hodnotach @, neboli 0 hodnoté odhadované veli¢iny @ .
Ktomu opét pouzijeme Bayestv pfistup, ktery ndm umozni urcit pravdépodobnost
p(& = x/© =) jednotlivych alternativ (hypotéz) nahodné veli¢iny @ , pri¢emz zname

vysledek experimentu x

_pii—y - P@=005=x) p(©=0)p(5=x/0=0)
o= =)= 0 )

Jelikoz chceme na zakladé realizace X ziskat informace o hodnotach @, budeme dale

uvazovat podminénou hustotu pravdépodobnosti p(ﬁ/ X)
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o(0/x)= PLO)P(x/0) ©)

p(x

V rovnici (6) budeme ignorovat hodnotu ve jmenovateli, jelikoz v sobé nezahrnuje

zadné informace o hodnotach @ . Odtud dostaneme ptiblizny vztah
p(6/x}op(x/6)p(6).

Potom p(@/x) nazveme aposteriorni hustotou, ktera je proporcionalnim
sou¢inem apriorni hustoty p(@) a vérohodnostni funkce p(x/@). Jinak feceno, tento
vzorec nam umozni ur€it rozd€leni parametri na zakladé znamych dat a némi
navrzeného modelu. Apriorni hustota p(@) vsobé zahruje viechny informace
0 parametru @ nezavisle na datech x (nezavisi na vysledku pokusu). Vérohodnostni
funkce p(x/8) je jiz diive zminéna podminéna hustota pravdépodobnosti, pomoci niz
generujeme data. Aposteriorni hustota p(0/ x) nam dava informaci o parametrech @

v zavislosti na datech x (zavisi na vysledku pokusu).

Piiklad 1 Uvazujeme apriorni normalni rozdéleni 6 ~ N(Ho,r(f) a model vyjadiujici
zévislost X na @, tj. (X/0)~ N(H,O'Z) se znamymi parametry o*,6, a r.. Zaprvé nas
zajima aposteriorni rozd&leni (8/X =x)~ N(Hl,rf), za predpokladu apriorniho
rozdéleni A a B, které je opét normalni a ziskdme ho z rovnic 6, = w8, +(1—w)x
ar’ =1,"+0 " kde w= T(-)z/(l'(;z +o"2) [11].

Méame nasledujici informace

e Apriorni rozdéleni A: 6 ~ N(900,102)

e Apriorni rozdéleni B: 6 ~ N(900,1002)

e Model: (X/6)~ N(,40?)

e Pocet realizaci pro X je 200

2 Znaménko o vyjadfuje pfimou timérnost.
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Zadruhé chceme vypocitat 95% konfidenéni intervaly pro samotny parametr &, ale také
pro @ jen na zakladé parametru X . Zajima nas, jak moc se od sebe 1isi rozptyly odhadu

parametru @ v ptipadé aposteriorniho rozdéleni A a B.

A.V piipad¢ apriorniho rozdéleni A pouzijeme nésledujici postup
1. V prvnim kroku uzitim p¥ikazu ,,rnorm* v programu R si vygeneruji jednu hodnotu
parametru 6 =896,4695 [10].

> theta0=900

> tau0=10

> theta=rnorm(1,mean=theta0,sd=tau0)

> theta

[1] 896.4695

Ve druhém kroku si vygeneruji N =200 hodnot pro parametr X, pro ktery plati
(X/6)~ N(896,4695,40° ).

> tau=40

> N=200

> Xtheta=rnorm(N,mean=theta,sd=tau)

Ve tfetim kroku chceme vypoéitat vdhu w=7;?/ (rg 2 + 0’2) vyjadiujuci relativni
informaci v apriornim rozdéleni. Vysledna hodnota je w=0,9411765. Potom mtuzeme
urtit 6, =wl, +(l-w)x a 7;°=7,"+0c >, které potiebujeme pro vypocet
aposteriorniho rozdéleni. Vypocitané hodnoty jsou €, =899.7638 a 7, =9.701425 .

> x=mean(Xtheta)

> w=(tau0)"(-2)/((tau0)"(-2)+(tau)*(-2))

[1] 0.9411765

> thetal=w*(theta0)+(1-w)*x

[1] 899.7638
> taul1=(tau0)"(-2)+(tau)(-2)

[1] 0.010625
> taul=(taull)"(-(1/2))

[1] 9.701425
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V poslednim kroku chceme ziskat aposteriorni rozdgleni (6/X =x)~ N(6,,72). Po

dosazeni vysledki ze tfetiho kroku vygenerujeme 100 hodnot z normalniho rozdéleni
(6/X,H,)~ N(899.7638 ,9.701425 ). Odhadnuta hodnota je & = 900.2002.

> thetaX=rnorm(100,mean=(thetal),sd=(taul))

> estimatetheta=mean(thetaX)

> estimatetheta

[1] 900.2002

2. Nyni si zkonstruujeme konfiden¢ni intervaly

- 95% konfidencni interval pro parametr &
> L =estimatetheta-1.96*(taul)/((x)"(1/2))
[1] 898.2987
> P=estimatetheta+1.96*(taul)/((x)"(1/2))
[1] 902.1017

- 95% konfiden¢ni interval pro @ jen na zakladé parametru X
> X=mean(Xtheta)
> L=X-1.96*tau/((N)"(1/2))
[1] 890.4412
> P=X+1.96*tau/((N)"(1/2))
[1] 901.5286

Na obrézku (Obr.1) pak mizeme vidét, jak moc se od sebe lisi rozdéleni ¢etnosti pro

parametr 4.
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Obr. 1 Rozdéleni ¢etnosti pro samotny parametr &

apro @ jen na zakladé parametru X v piipadé A

B. U apriorniho rozdéleni B pouzijeme stejny postup, jako v ptipadé apriorniho
rozdélelni A. (viz Prtiloha). Z vygenerovanych hodnot ziskame aposteriorni rozdéleni
(6/X,H,)~ N(885.0105,37 .13907 ), které opét bude normalni. Odhad @ je pak roven
hodnoté 880,5503. Grafy 95% konfiden¢nich intervalti parametru € za ptredpokladu
apriorniho rozdéleni 6 ~ N(900,1002) znazorniuje (Obr. 2). 95% konfidenéni interval
pro samotné 6 je (878.1001,883.0005) a pro 6 jen na zakladé X je
(877.0684,888.1559 ).

Histogram of Xtheta Histogram of thetaX
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]
20

Frequency
20
|
Frequency
15

10

10

[ T T T T 1 [ T T 1
750 800 850 900 950 1000 800 850 900 950
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Obr. 2 Rozdéleni Eetnosti pro samotny parametr &

apro @ jen na zakladé parametru X v piipadé B
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V piipadé, Ze wuvazujeme nediskrétni margindlni vérohodnostni funkci,

vyjadiime ji pomoci integralu nasledovné
p(x) = [ p(x/@)p(@)Xo . (7)

Pak aposteriorni hustotu p(@/x) ziskime vyuzitim marginalniho rozd&leni p(x) ze

vztahu (6)
0(6/x) = p(x/0)p(6) __ p(x/0)p(6)

p(x)  [p(x/6)po)o

A jako posledni vztah, ktery v této podkapitole uvedu, je aposteriorni stfedni hodnota

E(9(0)/x)= [ g(0)p(6/x)d0,
kde g(@) je funkce, ktera nas zajima.

Blize se tomuto vztahu budu vénovat v Monte Carlo integraci (viz str. 22 - 33).
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2. MCMC metody

MCMC metody jsou nejvice vyuzivané v piipadech, kdy chceme generovat
z n&jakého pravdépodobnostniho rozdéleni, které je slozité a neumime z ného generovat
ptimo. Proto zkonstruujeme Markoviv fetézec, jehoz stacionarni rozdéleni je
pozadované rozdé€leni. Simulujeme Markovovy fetézce a po dostatecné velkém poctu
krokt dostaneme piiblizné vybér z daného rozdéleni za podminky, Ze jsou spinény jisté
predpoklady na fetézec, které zaruci, Ze limitni rozd€leni existuje a splyva se
stacionarnim.

V nésledujici kapitole se budu vénovat Monte Carlo integraci a skrytym
Markovovym fetézcim a MCMC metodam.

Tato kapitola vychazi ze zdroju [3], [8], [9], [13], [14], [15].

2.1. Monte Carlo integrace

Za historicky prvni piiklad vyfeSeny metodou Monte Carlo se povazuje znama
Buffonova uloha o jehle z 18.stoleti, jejiz vysledkem je experimentalni vyjadieni
Ludolfova ¢isla 7 [1], [2], [3].

Necht’ uvaZujeme rovinu a na ni narysované rovnobézné primky od sebe vzdaleny
v délce L. Jaka je pravdépodobnost, Ze jehla délky | <L, ktera je hazena ndhodné na
uvazovanou rovinu, protne nékterou z piimek?

Je ziejmé, ze jehla muze protnout jen jednu pfimku. Jednotlivé piimky jsou
rovnobézné s osou x. Poloha jehly je potom dana dvéma charakteristikami —

vzdalenosti stiedu jehly od nejblizsi ptimky q, kterou ozna¢ime d, a Uhlem ¢ mezi
jehlou a pfimkou . Mohou tedy nastat dveé situace. Jehla mize protnout piimku

(Cervena jehla), ale také nemusi (modra jehla) (viz Obr.3). Za nahodnost se zde
povazuje stejna pravdépodobnost jakékoliv polohy stfedu a jakékoliv orientace Uhlu

zminéné jehly, kdy tyto dvé nahodilé proménné jsou vzajemné nezavislé.
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Obr. 3 Vzajemna poloha piimky a jehly

Abychom urcili pravdépodobnost toho, zda jehla protne jednu pfimku, musime

vychézet z obdélniku 0<d s% a 0<@<xm naobrazku (Obr. 4). Protnuti, neboli
pfizniva situace nastane v piipadé, Ze bude platit podminka d SIESingo. Potom pro

obdélnik07CD, jehoz celkova plocha je S=%7z, potfebujeme vypocitat obsah

vysrafované plochy S’'=|—=sindg, ktera reprezentuje soucet vSech piiznivych

O ) N
N | —

moznosti, které reprezentuji vSechny ptipady protnuti jehly s pfimkou.

L2

Obr. 4 Mnozina vSech moZnosti S @ mnozina piiznivych moznosti S’

Pravdépodobnost p  tedy odhadneme pomérem pfiznivych  hoda

m (vySrafované plochy S') a vSech celkovych hodd jehlou n (celkové plochy
obdélniku S)
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p_s_'_£2 ¢ 2! g”_g[‘cos]o_|[1+1]_2_|
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2 2 2
m_2
n_ Lz’
2In
e
Lm

. . y . . 2In
Nakonec pouzijeme Bernoulliovu vétu, a tim pro n — o bude vyraz ™ konvergovat
m

K hodnoté 7. V pozd&jsich letech se zjistilo, ze tato metoda neni pro piesny vypocet
Ludolfova c¢isla ptilis efektivni. To ovSem neznamend, ze neni dobrou metodou. Tato
metoda je vyuzivana napftiklad pfi vypoctu stiedni hodnoty nahodné veli¢iny pomoci
i n€kdy piilis slozitého integralu, ktery za pomoci vhodného algoritmu a velkého poctu

pokusli dokaZzeme snadno odvodit.

Priklad 2 Nyni se pokusime o ur¢eni hodnoty Ludolfova ¢isla [3]. Predpokladame

jednotkovou kruznici, ktera ma stied v poc¢atku souradnicového systému (viz Obr. 5).

! P 7 , A

1
1 rp |

Obr. 5 Jednotkova kruznice a jednotkovy ¢tverec
(zdroj: FABIAN, F., KLUBIER., Z. Metoda Monte Carlo a moznosti jejiho uplatnéni)
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Dale mame jednotkovy ¢tverec PABC. Potom vygenerujeme N nahodnych ¢isel

z rovnomérného rozdéleni na intervalu (0,1). Z takto vygenerovanych hodnot vytvoiime
uspoiadané dvojice, které uréuji soufadnice bodia D' = [X,iD, yg],i =1,...,N . V ptipadg,

ze plati d = ﬂ(x,iD )2 +(yiD )2 <1, jedna se o zdafily pokus. Podobné jako v Buffonové

Uloze o jehle, hodnotu Ludolfova ¢&isla vypoditime uzitim geometrické

pravdépodobnosti. Jednotkovy ¢tverec ma obsah S =1 a zajimé nds obsah vysrafované

. S’
oblasti S'= %72’ r?. K tomu vyuzijeme pravdépodobnost p = % ~4

padnuti bodu

D' do vysrafované plochy S°. Odhad pravdépodobnosti p ziskdme pomoci relativni
Cetnosti p°, ktera zhodnocuje provedené pokusy. Celkovy pocet pokusu je N =100000

a podet pokusii, kdy bod D' padne do vysrafované oblasti S° je m, tj. jedna se

o .1 m i . 4m
o pfiznivy jeva p= Z;z r’-~ N a pfiblizna hodnota Ludolfova ¢isle je 7 ~ N

1. Vykreslime si jednu ¢tvrtinu kruhu v jednotkovém ctverci
> x=seq(0,1,length=100)
> y=sqrt(1-x"2)
> plot(x,y,type="1")

10

08
1

04

02
1

0o
|

00 0z 04 06 08 10

X

Obr. 6 Jedna ¢tvrtina kruhu v jednotkovém étverci
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2. Odhadneme hodnotu Ludolfova cisla
> set.seed(2565103)
> N=100000
>m=0
> for(i in 1:N){
+ xd=runif(1)
+ yd=runif(1)
+ d=ifelse((xd"2+yd"2)"(1/2)<1,1,0)
+ m=m+d
+}
> pi=(4*m/N)
[1] 3.14116

Metoda Monte Carlo je tfida algoritmt, kterd ndm umoznuje simulovat sloZité
systémy zaloZzené na mnohokrat opakovanych nahodnych pokusech. Tyto algoritmy
vyuzivaji jak poznatky zteorie pravdépodobnosti, tak i matematické analyzy
a vypocetni techniky. Zakladni mySlenka této metody spociva ve zjisténi vztahu mezi
jednotlivymi pravdépodobnostnimi charakteristikami ndhodnych procesti a veli¢inami,
jez jsou feSenim uloh matematické analyzy. Proto na zékladé¢ vypoctenych odhada
jednotlivych statistickych charakteristik mizeme napiiklad snadno vypocitat urcité
integraly, urCit feSeni systému linearnich rovnic, nalézt kofeny rovnic nebo vypocitat
hodnoty funkce. Kvalita vysledkd ziskanych metodou Monte Carlo zavisi na vhodné
zvoleném generatoru nahodnych cisel, vypocetnim algoritmu, ale také na kontrole

ptesnosti dosazenych vysledkii.

Dale se pokusim piiblizit metodu Monte Carlo pomoci slabého zékona velkych
Cisel a centralni limitni véty [3], [15].
Nejprve si  ukazeme, jak probihd samotnd Monte Carlo integrace.

Predpokladejme spojitou nahodnou veli¢inu & definovanou na intervalu (a,b) hustotou

pravdépodobnosti p(X). A necht’ mame ndhodnou veli¢inu

n=g(&),
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coz je spojita funkce ndhodné veli¢iny & .
A ptedpokladdme-li, Ze existuje stfedni hodnota ndhodné veli¢iny u, potom

plati nasledujici zapis

b

E=Eu=E,[0()]=[o(&p(x)dx, (8

a

ktery znamena, Ze integral vyjadiuje oCekavanou hodnotu funkce g(ff) pies hustotu

pravdépodobnosti p(x).

Necht mame nahodnou veli¢inu & vyjadiujici néjakou hodnotu, kterou chceme
spocitat. Informace o této hodnoté ziskame provedenim experimentu, a to tak, Ze
dostaneme nezavislé vysledky jako hodnoty X = X,,..., X, nahodné veli¢iny &. Je mozné

napsat

y=9(x),

kde y je posloupnost hodnot nahodné veli¢iny . Ziskali jsme tak realizace ndhodné
veli¢iny Yy, které jsou opét nezdvislé jako hodnoty X a maji stejné rozdéleni
pravdépodobnosti.

Na feSeni daného problému se mizeme divat ze dvou hledisek [3]. Prvni piistup
vychazi ze slabého zakona velkych ¢isel a druhy pfistup pouziva k vypoctu centralni

limitni vétu pro nezavislé a stejné rozdélené nahodné veliCiny.

1. Na zacatku tlohy pfedpoklddame existenci stfedni hodnoty ndhodné veliciny,
tj. plati E|g(§) <oo a proto mizeme k feSeni dané tlohy pouzit slaby zakon
velkych Cisel napfiklad s vyuZitim ChinCinovy véty, kterd neklade Zadné
podminky na rozptyl.

Jestlize mame nezavislé nahodné veli¢iny g4,..., ¢, Se Stejnym

rozdélenim pravdépodobnosti a kone¢nou stiedni hodnotou E , pak pro

<g]=1,

libovolné & > Oplati

1 n
H;#i -E

lim p(
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n P
tj. lzui—)E pro n — .
N3

Provedeme-li dostateény pocet pokust n, pomoci kterych ziskdme nezavislé

vysledky x;hledané nahodné veli¢iny &, potom ziskdme ptiblizny stochasticky

odhad E hledaného integralu E (stfedni hodnoty), ktery je roven aritmetickému

praméru

. Druhy pfistup, jak uz bylo feceno, vychéazi z centralni limitni véty.
Uvazujeme nezavislé ndhodné veli¢iny z,..., i, se stejnym rozdélenim
pravdépodobnosti, konecnou stfedni hodnotou E a kone¢nym nenulovym

rozptylem o ve tvaru

o7 = o(s1)= {90 EF p(x)

potom plati

i 72'”' 1 z—uzd
P <z|=—=—[ezdu, (@
e A

o POV . . - s
t]. aritmeticky primér E = —Z g; ma asymptoticky normalni rozdéleni se
i=1

stfedni hodnotou E a smérodatnou odchylkou o, definovanou vztahem

Za piedpokladu splnéni uvedenych podminek ve vyrazu (9), mizeme

Vv aplikacich pouzit vztahu
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PQE—E‘< O';ta):a.

Tento vztah jsme ziskali nasledujici Upravou

n—oo N \/ﬁ 272-
— t _u?
limP| —t, < E-E <t, —Ljeru,
n—o O-n \/ﬁ 271- 1,

. E-E 2 % 5
lim P| | ——=|<t, |=—=—|¢€ 2 du,
n-e [Gn/\/n a} \/27r‘([

lim P(]E — E‘ < G:ta)= 20(t,)-1,

N—o0

PQE—E‘<£):0(.

V prvnim kroku jsme dosadili za A=-t, aza B=t, pro t,>0. Ve

druhém kroku jsme integral upravili do vhodné&jsi podoby. Déle jsme nahradili

t, -u®
ve vzorci nasledujici hodnoty o /</n=0" a _[e 2 du=d(t,). Vysledny

1
N2m
vzorec jsme ziskali dosazenim koneéné chyby & =o.t >0 a spolehlivosti

o =20(t,)-1, kterou volime tak, aby «>095. Potom pomoci vztahu

1+ . .
d)(ta):Ta pro zvolenou spolehlivost a miizeme z tabulek pro normalni

rozdéleni urcit t, .

Uvazujeme-li pfipustnou chybu ¢ = Int , £>0 a spolehlivost «, je

\/ﬁav

mozné pii znamém rozptylu o uréit nutny pocet pokusti

. (10)

mizeme tedy napsat



PQE— E‘<£)~a ,

E~E.

Pak pfiblizna hodnota ndhodné veli¢iny E pfi zvolenych hodnotich «o

a £ >0 je opét dana znamym vztahem

—_ 1 1&
E—HZYi _Hzgi'

i=1 i=1

V praxi se ¢asto setkame s ulohami, ve kterych vétsinou nezname rozptyl

o’ potfebny pro stanoveni dostate¢ného poétu pokusti n. Proto se pro uréeni
této veliCiny pouzivéa iteracni postup, kdy si zvolime pocet pokusi n=n,

a pomoci nasledujiciho vztahu ur¢ime piibliznou hodnotu rozptylu ofo

n, &

ol - L3 [g<xi>—i_”z°g<xi>} ot

o

Ziskanou hodnotu ofo pak dosadime do vztahu (10) a dostaneme

ptiblizny pocet pokust n. V piipadé, ze n>n, je potieba provést dodatecné

pokusy.

Piiklad 3 Metodou Monte Carlo, pouzitim vzorce (8), chceme vypocitat integral

1
1-x?)*?dx = .[ g(x)p(x)dx. Ptikazem ,runif* generujeme nahodnou veli¢inu
0

x definovanou na intervalu (01), kdy poget pozorovani je roven 1000 000,

tj. generujeme data z pravddpodobnostni hustoty p(x)=1. Nadefinujeme spojitou

funkci g(x) = (1-x?)*? a vypo¢itame otekavanou hodnotu integralu [10]. Pro kontrolu

je skute¢na hodnota integralu pfiblizné rovna 37/16 = 0.5890486225. Potom vysledna
hodnota se 1i$i 0 0,0002135225.

> x=runif(1000000)
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> gx=(1-(x"2))(3/2)
> estimate=mean(gx)
> estimate

[1] 0.5888351

V ptipad¢, ze dany algoritmus spustim znovu, dostaneme jiny vysledek nez
v predchozim piipadé, i kdyz ptikazy jsou stejné. Je to zplsobeno tim, ze opravdu
pracujeme s nahodnou veli¢inou X a generatorem nahodnych ¢isel. Pokud bychom
chtéli zachovat stejné vysledky, neboli zajistit vygenerovani stejnych hodnot, museli
bychom pouzit ptikaz ,,set.seed* (viz Ptiklad 5).

> x=runif(1000000)

> gx=(1-(z"2))"\(3/2)

> estimate=mean(gx)

> estimate

[1] 0.5893236

Priklad 4 Opét se pokusim pomoci metody Monte Carlo vypoditat
1

integral [ [cos(500)+sin(200)'d6 = 0,965 [11]. V prvnim kroku si vykreslime graf
0

vyjadiujici vztah mezi vygenerovanymi hodnoty 6 na intervalu (01) a funkci

h(€) = [cos(508)+sin(200)]*, kdy pravdépodobnostni hustota normélniho rozdéleni
N(0,1) je rovna p(@)=1. Potom €,,...,0, jsou nezavislé stejné rozd&lené nahodné

veli¢iny opét z N(0,1). Vysledna hodnota je 0 0,0012057 mensi.

0.0 0.2 04 0.6 0.8

Obr. 7 VVztah mezi hodnotami € a funkci h(t9)
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> pdf(file="Integral4.pdf",width=15,height=10)

> par(mfrow=c(2,1))

> thetal=seq(0,1,length=100000

> theta2=(cos(50*thetal)+sin(20*thetal))"2

> plot(thetal,theta2,xlab="",ylab=""",main=""type="1",col="red",ylim=c(0,5))
> theta=runif(1000000)

> gtheta=(cos(50*theta)+sin(20*theta))"2

> estimate=mean(gtheta)

> estimate

[1] 0.9637943

Piiklad 5 Nyni si ukaZeme, jak pomoci metody Monte Carlo integrace vypocitame

integrél, jehoz integra¢ni meze jsou jiné nez a=0 a b=1. Uvazujeme integral

2
Ie‘xdx =0,86466472, potom ocekavanou hodnotu tohoto integralu vypocitime pomoci
0

vzorce |

:(b_a)w

, kde n vyjadiuje pocet nahodné vygenerovanych vzorkt

z normalniho rozdéleni y,,...,y, ~ R(a,b). Pro zajimavost uvadim, ze se tato metoda
nazyva piiblizna Monte Carlo integrace (,,crude) [7].

> n=100000

>a=0

> b=2

> set.seed(780257)

> x=runif(m,0,2)

> y=exp(-X)

> odhadl=(b-a)*(sum(y)/n)

> odhadl

[1] 0.8634333

Vyhoda metody Monte Carlo spo¢iva vtom, ze ¢im vice mame nahodnych

cvwr

Prvni problém vznika v ptipad¢, kdy mame vicerozmérnou hustotu pravdépodobnosti

p(x). Potom je pro nas obtizné z takovéto hustoty ziskat vzorky. Druhy problém je
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samotné ziskavani vzorkll z hustoty pravdépodobnosti p(X), jelikoz slozitost odbéru

vzorku roste s n.

Na zavér této podkapitoly bych se chtéla kratce zminit o nejznamé&;jsim algoritmu
MCMC metod, a tim je Metropolistiv-Hastingstv algoritmus [4], ktery pro nalezeni
feSeni vyuziva stacionarni rozd&leni (viz str. 13 - 14).® Tato metoda je zaloZena na
nalezeni Markovova fetézce {X,,ne N,} se stacionirnim rozd&lenim {z,,i e S}, ktery
realizujeme pro n — .

Pro snaz$i porozuméni budeme predpokladat pouze diskrétni rozdéleni

{ﬂ'i e S} s kone¢nou mnozinou stavii S . Dale uvazujeme prvky t; stochastické matice
T :(tij )i jcs» PO které plati, Zze t; >0, pravé kdyz t; > 0. Metropolisiiv-Hastingstiv

algoritmus pfeméni matici T na matici pravdépodobnosti prechodu P :(pij )i s

Markovova fetézce {Xn ,ne NO}, ktery ma stacionarni rozdéleni m = (7[1, Ty peeny 7Z'n)
s maticovym zapisem z = P . Akceptacni pomér je uréen vztahem
it

a; =—Li,jeSi=]
s

Pravdépodobnost piechodu ze stavu ido stavu j znacime t;, potom v piipadé a; >1

fetézec piejde ze stavu ido stavu j. Pokud a; <1 znamena to, Ze si hodime faleSnou
minci a a; bude znacit pravdépodobnost padnuti rubu. Padne-li rub, fetézec znovu

prejde do stavu . Nastane-li opacny piipad, fetézec zlstane ve stavu i. Z tohoto

vykladu mizeme formalné zapsat prvky matice P vztahem

t; proi = j,a; >1,
py =1ty proi = j,a; <1,
t; + Ztik(l_aik) proi = j.

kg <1

3 Ugel je pouze nastinit vyuziti stacionarniho rozd&leni v MCMC metodach. Metropolitiv Hastingstiv
algoritmus neni pro mou diplomovou praci stézejni a proto se jim dale v textu nebudu zabyvat.
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Pro novy fetézec plati vlastnost 7, p; = 7; p;; , proto mizeme psat

Z”ipij =Z7r,-p,-i :”12 Pi=7,Vies.

ieS ieS ieS

Potom rozdé¢leni pravdépodobnosti {ﬂ'i,i € S} je opravdu stacionarnim rozdélenim

Markovova fetézce {Xn ,ne NO} s matici pravdépodobnosti ptechodu P .

Pro piedstavu, zde na obrazku (Obr. 8) ukazi prubéh Metropolisova —
Hastingsova algoritmu. Graf zobrazuje vybér vzorkli z dvourozmémého MCMC
fetézce, ktery vyjadiuje slozity nelinearni vztah mezi dvéma parametry. Hodnoty
aposteriorniho rozdé¢leni zacinaji v levé Casti grafu, ale oproti tomu fetézec vychazi ze
startovaciho bodu. Z grafu je pak vidét, ze fetézec a aposteriorni rozdéleni budou mit

diky MCMC algoritmu od urc¢itého okamziku pfiblizné stejny pribéeh.

a Das R 215 a2 025 03 03s 04

Obr. 8 Metropolitiiv — Hastingstiv algoritmus
(zdroj: https://www.doria.fi/bitstream/handle
/10024/36631/ishn9789516976627.pdf)

2.2. Skryté Markovovy retézce

Abych mohla nadefinovat skryté markovské ftetézce, nejprve uvedu velmi

jednoduchy piiklad, ktery ndm umozni 1épe pochopit, ¢im se dale budu zabyvat. Na
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nasledujicim obrazku (Obr. 9) vidime posloupnost hodnot X, a y,. Na zakladé¢
pozorovani hodnot y, se snazime odhadnout hodnoty x,, které odhadneme pomoci

urcitych charakteristik.

Obr. 9 Skryty Markovuv fetézec

Definice 12 Skryty Markoviv fetézec je uréen posloupnosti {Xt,t eN }, neboli skrytymi
stavy procesu a pozorovéanimi {y,,t e N}, kde t je diskrétni dasovy index. Skryté stavy
jsou modelovany pomoci pocatecniho rozdéleni Markovova fetézce p(o)(xo)
a pravdépodobnosti piechodu p(xt/ X.,). Pro pozorovani plati, Ze jsou podminéné
nezévislé® vzhledem k danému procesu {x,,te N} a to s pravdépodobnosti p(y,/x,).

Potom skryty Markoviv fetézec je uren rovnicemi

p(x,),
p(xt/xt—1)7
p(y./%),

kde t>1. Oznatime jednotlivé  stavyXy ={X,,X,.. X} pi pozorovani
Yy = {yl, Yy e yt} Vv Case t. Pro snazsi pochopeni se dale v praci budu zamétovat pouze
na tento homogenni proces. To znamend, Ze jak prechodové p(x, /., ), tak i podmingné
pravdépodobnosti p(y, /x,) jsou nezavislé na ¢asovém indexu n. Ale v piipadg, Ze by

nas zajimal nehomogenni proces, Ize jej jednoduSe odvodit z homogenniho procesu.

* Uvazujeme tfi hodnoty a, b a ¢. Pak podmin&nou pravd&podobnost a za podminky b a ¢ mizeme zapsat
jako p(a/b,c). V ptipadé, ze p(a/b,c) nezavisi na hodnoté b pouzijeme vztah p(a/b,c)=p(a/c). Potom
fekneme, ze hodnota a je podminéné nezavisld na hodnoté b, kterd je uréena hodnotou c. In:
http://www.cedar.buffalo.edu/~srihari/CSE574/Chap8/8.5-ConditionalIndependence.pdf
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A to pouze za ptedpokladu, ze v celém modelu jsou znamy parametry, které nam urcuji
ptechodové pravdépodobnosti - parametry mezi hodnotami x,ay, .
Cilem je ziskat rekurzivni odhad® v Case okrajového rozd&leni p(X,, /Yy ),

véetné jeho charakteristik, mezi které patii marginalni, neboli filtra¢ni rozdéleni
p(xt /Y15 Ygseen yt): p(Xt /yﬂ). V ptipadé, Ze zname filtra¢ni rozdéleni, 1ze ho pouzit

k vypoctu ocekavané hodnoty a bodového odhadu.

Ocekavanou hodnotu vypocitame pomoci metody Monte Carlo

I ( ft ) =E P(Xo:/Yit) [ ft (XO:t )]

N

[ (%0 )P (X / Yae X,

pro funkce f : X" — R™". Mezi vhodné piiklady funkci napiiklad patii podminéna
sttedni hodnota, kde funkce méa tvar f (X, )=X,, a nebo podminéna kovariance
X, sfunkel (X )=x%X —Ep /ylt)[Xt]E;(Xt /ylt)[xt]. Vzorec okrajového rozd&leni

(X, /Yy ) Vychézi z Bayesovy véty a je dany aposteriornim rozdélenim

P(Xoe )P(Yar /Xo1)
p(yy)

— p(yl:t/XO:t)p(XO:t) .
_[ p(yl't [ Xox )p(XO:t )dXO:t

p(XO:t / Y ) =

Tuto rovnici jsme ziskali nasledujicim zptisobem. Pro odvozeni prvniho vzorce
vychazime ze vztahu (5), kde za znamé vysledky experimentu X povazujeme

posloupnost napozorovanych hodnot y, a chceme odhadnout posloupnost hodnot X,,
namisto neznamych parametrd €. V prvni rovnici za jmenovatele dosadime vyraz
p(yﬂ)z.[p(yﬂ/ Xo1 JP(Xo; JOXo, , ktery jsme opét ziskali podobnym zplisobem ze
vztahu (6).

Pro aposteriorni rozdéleni miizeme odvodit nasledujici rekurzivni vzorec [14]

® Rekurzivnim odhadem rozumime aktualizaci parametri algoritmu na zdkladé nové naméfenych dat.
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p(XO:t+1’ yl:t+1)
p Xo: +! y T+ = /N -
( 0:t 1/ Lt 1) p(y1;t+1)

_ P(Xe Ve /Xor Vi )P (Ko Vi)
P(Yea/ Yae )P (Y )

(Vs Xorn Yo )Py /X Y )P Vi)
P(Yia/ Ve JP(Yac)

PV /%) POt /% )P (X / Vi )P(Yi)
P(Yees/ Ya JP(Vie)

p(yHl/XtJrl)p(X’[Jrl/Xt)
P(Yea/Ve)

= p(XO:t /Y )

kde p(XOzt/ yn) je aposteriorni rozdéleni a zlomek vyjadiuje aposteriorni rozdéleni
v ¢ase t+1 za ptredpokladu znalosti hodnot y,,,. Jak mizeme vidét z nasledujiciho
obrazku (Obr. 10), pomoci rekurzivniho vzorce se snazime ziskat hodnoty y,,; a X,

v ¢ase t+1 za predpokladu, ze jsme vypocitali v§echny pfedchozi hodnoty X,, a Y, .

Obr. 10 Skryty Markoviv fetézec s apriornim rozdélenim

Marginalni rozd&leni p(X, /Y, ) také spliuje nasledujici rekurzi [14]

X _ p(X'[’ yl_‘t) _
p( t/ylit)_ p(yl:t) -

_ P/ % Yies)P(X/ Vid )P (Yars)
P(Y:/ Vs )P(Yies)

__ Plye/x R0 /yis)
[ Py /% )p(x, /e s Y,
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Zda se, ze vypocty jednotlivych vyrazli jsou jednoduché, ale vétSinou narazime na

problém pii vypoétu p(y,, ), marginalniho rozdéleni p(x,/y ), p(x./y,)a 1(f,).

Piiklad 6 Uvazujeme ndhodnou prochazku, ktera urCuje intenzitu pro Poissonovo

rozdéleni. Coz znamena, ze Y ~ Pois(exo(X)), kde X ~N(0,0.2), T vyjadfuje pocet

pozorovani a ,,set.seed” je pfikaz, ktery ndm umozni zopakovat pokus se stejnymi

nahodnymi ¢isly [10]. V nasem pfipad¢ nastavime generator nahodnych cisel tak, aby

byl stejny jak pro nahodnou veli¢inu X , tak i pro realizace nahodné veli¢iny Y .

> T=1000

> set.seed(8)

> X=rnorm(T,0,0.2"2)
> X=cumsum(X)+2

> Y=rpois(T,exp(X))

Prvni graf (Obr. 11) zobrazuje nahodnou veli¢inu X V zavislosti na ¢ase od 1:T

a bodovy graf naopak ukazuje vyvoj nahodné veli¢iny Y za ¢as T . Na dalsim grafu

(Obr. 12) muzeme vidét vyvoj nihodné veli¢iny exp(X) v zévislosti na &ase T.

T T T T T T
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cimn, mx)

o
o
oo o
wo o
2.
TwDOD 000
OBEGECOC SO0
GTED@OTED @O 000 O ©
@D COCODEER @000 o ]
COD ELONEOMIANE®: 00 ABe O o o e
D © DEDNED O TIOM 00T D o O @IOEe Wo O

o OCOMNECC 00N GRIHBCDONES @EGHCC O OENOM MRNHCO O G0 O

o aow

QO O a0 0O

@0 a0 0 dE

T T T T T T
0 200 400 600 800 1000

c(1,T)

Obr. 11 V§voj néhodnych velicin X a Y ~ Pois(exp( X))
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cimn, ms)
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Obr. 12 Exponenciala ndhodné prochazky

Piiklad 7 Nyni nas bude zajimat vztah mezi nahodnou prochazkou a normalnim
rozdélenim. Normdlni rozdéleni je vymezeno jednotkovym rozptylem a stiedni
hodnotou, ktera je ur¢ena pravé danou ndhodnou prochazkou, tj. Y ~ N(exp(X),l), kde
X ~N(0,0.2), T opét vyjadiuje pocet pozorovani.

> Y=rnorm(T,exp(X),1)
V algoritmu (viz Ptiloha) se zméni hodnota ndhodné veliiny Y , coz muzete vidét na

grafu (Obr. 13)

cimn, mi)

Obr. 13 Vyvoj ndhodné veli¢iny Y ~ N (exp( X ),1)
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Piiklad 8 Jako dalsi piiklad uvedu ndhodnou prochazku, kterd bude vyjadfovat
intenzitu pro exponencialni rozdéleni, tj. Y ~ EXp(exp(X),l), kde X ~ N(0,0.2),
T opét vyjadiuje poéet pozorovani (viz Piiloha).

> Y=rexp(T,exp(X))

cimn, ms)

Obr. 14 Vyvoj nahodné veli¢iny Y ~ EXp(eXp( X),l)

40



3. MCMC filtry

V této kapitole uvedu jednotlivé ¢asticové filtry Importance Sampling, Sequential
Importance Sampling a obecny Sequential Monte Carlo filtr. Filtry pouZivame
k odhadnuti pavodnich dat na zakladé¢ pozorovani, naptiklad se muze jednat
0 oc¢istovani namétfenych dat pii experimentu. Dale uvedu metodu Resampling, coz uz
neni ¢asticovy filtr, ale jedna se 0 nastroj, ktery fesi problém vznikajici pii filtrovani.

Kapitola byla vypracovana s vyuzitim zdroju [8], [9], [14], [15].

Predpokladejme, ze jsme schopni simulovat N nezavislych stejné rozdélenych
nahodnych vzorki. Néhodné vzorky {X(in,i =1.., N} budeme nazyvat Casticemi
uréenymi dle rozd&leni pravdépodobnosti p(X,, /V;, ). Empiricky odhad tohoto rozdéleni

ma tvar

N

1
Py (dXO:t / Yt ) = W z 5)((;:‘ (dXO:t )

Mira o, (dx,, ) z empirického odhadu P, (dx,,/y,,) je Diracova mira vzhledem ke

stavu X, .° Potom pro N &astic dostaneme odhad 1(f,) nasledovné

Iy (ft ) = '[ f, (XO:t )PN (XO:t /yl:t )jXO:t = I f, (XO:’( )PN (dXO:t /yl:t ) = %I’:‘Zl f, (X(iJ:t )

® Necht mnozina X je neprazdné a prvek X € X . Diracova mira &, je definovana na mnozing X
(s jakoukoliv o -algebrou viech podmnozin mnoziny X ) vzhledem ke stavu x nasledovné: J, (A) =1
pro Xe Aa 5X(A)= 0 pro X ¢ A. Diracova delta, neboli Diracova O - funkce je takové funkce, ktera

v nule nabyva nekone¢na a viude jinde ma hodnotu nulovou, tj. 5(X)= o pro X=0a 5(X) =0pro
X#0. Pro integral Diracovy o - funkce plati I5(X)dx =1. In: http://en.wikipedia.

—00

org/wiki/Dirac_measure, http://cs.wikipedia.org/wiki/Delta_funkce.

41



Tento odhad 1, (f,) je nestranny v piipadg, e aposteriorni rozptyl f,(x,,) odpovida

vztahu oF =E,, /yﬂ)[ff(xozt)]—lz(ft)<oo [9]. Potom rozptyl odhadu 1,(f,) je roven

2
o
var(l,(f,))= Wf' a uzitim silné¢ho zakona velkych cisel plati

LW(f) > 1(f). (12

Ze vztahu (12) je ziejmé, ze pro N — o rozptyl odhadu 1, (f,) konverguje skoro jisté
k odhadu I(f,). Navic, pokud plati o? <o, pak dle centralni limitni véty mézeme

napsat nasledujici vztah

INTL (F)=1(F)] = N(0,62),

N—0

kde = znaci konvergenci dle pravdépodobnosti.

Vyhoda této metody spocivd vtom, Ze zmnoziny ndhodnych vzorki
{xg:t Jd=1.., N} Ize snadno uréit jakoukoliv hodnotu I(f,). Mira konvergence pro tento
odhad je nezavisla vzhledem k integrované dimenzi. Oproti tomu, zadna metoda
deterministické numerické integrace nema takovou miru konvergence, pro kterou by
platilo, Ze se zvySujici se dimenzi integrace se konvergence snizuje.

Nevyhodou metody je, ze je obvykle nemozné otestovat okrajové rozdéleni
P(Xy: /Yy ) v kazdém &ase t, kdy v rozdéleni pravd&podobnosti p(X,, /Y, ) se vyskytuje
vice proménnych s piili$ slozitymi rozdélenimi a jedinou zndmou normujici konstantou.
V oblasti aplikované statistiky se proto zavedli Markov Chain Monte Carlo (MCMC)

metody, populérni pfistupy odbéru vzorki ze slozitych rozdéleni pravdépodobnosti.

3.1. Importance Sampling

Metoda Importance Sampling umi odhadnout vysledky simulace v ptipadé, kdy
mame vice nez jedno rozdéleni, nebo Vv ptipad¢, kdy je pro nas velmi obtizné ziskat

vzorky  z pravdépodobnostni hustoty  p(x). Proto musime zavést novou
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pravdépodobnostni hustotu q(x) nazyvajici se vyznamna funkce. Mtizeme ji zvolit tak,
7e vzorky budeme odebirat napf. z Gaussova (neboli normalniho) rozdéleni. Na obrazku

(Obr. 15) vidime, Ze stiedni hodnota pravdépodobnostni hustoty q(x) mé vysoce husté
Jinak feCeno, snazime se vygenerovat vzorky z q(X) tak, aby sco nejveétsi
pravdépodobnosti pokryvaly oblast nejvysSich hodnot p(x). Metoda Importance

Sampling je tedy zalozena na vybéru spravné vyznamné funkce q(x) .

Obr. 15 Vztah mezi pravdépodobnostnimi hustotami p(x) a q(x).
(zdroj: http://web.archive.org/web/20110531150413/http://ww

w.bioss.ac.uk/students/alexm/MCMCintroPresentation.pdf)

Predpokladejme funkci q(X,, /Y, ), kterd je zavisla na hodnotach y,, a jeji

dopIngk p(Xy, /Yy ) > pak fesime 1(f,) nasledovné

I (ft ) — .[ f, (XO:t )W(Xo:t )C‘I(Xo:t /Yt )Z]XO:t |

IW(XO:t )q(XO:t / y]_'t )jXO:t
kde w(x,, ) je tzv. vyznamna vaha
p(XO:t / y:L't)
w(x,, )= :
)= ot v
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V piipadé, 7e chceme ziskat Monte Carlo odhad I(f,), nasimulujeme N nezévislych
a stejné rozdélenych nahodnych veliCin {Xéit,i =1,.., N} dle vyznamne funkce

(%o / Ysr )

1 N
7th( Ot)‘N( Ot) N
IAN(fl)_ N '1 N :th(x(i):t)\ﬁti’
NZW(X(;:t) =

j=1

kde W, je normovana vyznamna vaha, kterou vypocitame ze vztahu

t n )
]
Z W(XO:t )
=1

i w(x.,) .

Pro N jdouci do nekonecna plati, ze odhad fN (ft) podle silného zékona velkych ¢isel
konverguje k 1(f,).
Tato metoda integrace muze byt interpretovana i jako metoda odbéru vzorku.

V tomto ptipadé okrajové rozd&leni p(X,, /Y, ) aproximuji pomoci

N

dXOt/ylt Z dXor

i=1

kde W, jsou diive definované normované vyznamné véahy a ox., (dx,, ) je Diracova mira
vzhledem ke stavu x,, . Pak odhad I,(f,) je funkce f,(x,,) integrované s ohledem na

empirické opatreni P, (dx,,/y,, ) a dostaneme

IAN (ft ) = .[ f, (XO:t )FA)N (dXO:t/le )

Metoda Importance Sampling je metodou obecné Monte Carlo integrace. Jeji
nevyhody spocivaji v rekurzivnim odhadu, kdy pfed samotnym odhadem

pravdépodobnostniho rozdéleni p(x(,:t / yﬂ) potiebujeme znat vSechny udaje y,,. Obecné
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také plati, ze pokazdé, kdy mame kdispozici nova data Yy,,, musime pfepocitat
normované vahy ptes vySe uvedeny algoritmus. Potom vypocetni slozitost této operace
se zvySuje ¢asem, coZ je pro nds nepiijemné.

Piiklad 9 Natomto ptikladu si ukazeme, jak vyuzit metodu Importance Sampling

2
K hrubému vypoctu integralu je_de:O,86466472, ktery jsme uz diive vypocitali

Monte Carlo integraci (viz Ptiklad 5) [7]. Budeme vychazet ze zjednoduSeného vzorce

b

_[f (x)dx = _[ X )dx = j x)dGx, kdy z funkce g(x) vybereme vzorky a na

zakladé¢ tohoto vybéru odhadneme % Mame tedy zadane hodnoty =09, T =2
g(x

afunkce f(x)=e™ e Ill-e ™).

1. Vygenerujeme hodnoty na intervalu (0,2) o délce 1 000 hodnot a na zakladé takto
ziskanych hodnot vypocitame funkci f(x)=e™*

> set.seed(286587)

> x=seq(0,2,length=1000)

> y=exp(-X)

> plot(x,y,type="1" xlab="x",ylab="f(X)=exp(-x)")

1.0

=expi-x)
08
1

(x)

04

0z
1

0o 05 10 15 20

Obr. 16 Graf funkce f(x)=e""
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2. Ve druhém kroku nas bude zajimat funkce g(x)=4e > /(e ™), kterou ziskame na
zaklad& nahodného vybéru x,,...,x, ~ R(0.1).

> n=100000

> lambda=0.9

>T=2

> x=runif(n,0,1)

> g=lambda*(exp(-lambda*x))/(1-exp(-T*lambda))

> hist(g,100)

Histogram of g

T T T T 1
07 08 09 10 11

g

Frequency
600 800 1000 1200
1 | 1 ]

400
I

200
1

0
L

05 06

Obr. 17 Graf funkce g(x)=1e ™™ /(1— e‘”)

2
3. Odhadneme hodnotu integralu J'e’xdx
0

> f=exp(-x)

> fg=fig

> |=sum(fg)/n
> |

[1] 0.8824199
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3.2. Sequential Importance Sampling

Sequential Importance Sampling na rozdil od Importance Sampling pfipousti
u vyznamné funkce v ¢ase t marginalni rozdéleni v Case t-1, potom pravdépodobnost

hustoty q(X,, /Yy, ) je definovana nasledovné

Q(Xom / Y1t ) = q(XO:—l/ Yita )Q(Xt / Xot-17 Y1t )’

q(XO:t /Y1:t ) = q(xo )H q(xk /XO:k—ll Yix ) :

k=1

Tato nova funkce umoziuje hodnotit rekurzivné v ¢ase normované vahy

ool p(yt /th )p(xtl/xtl—l) .
q(xtl /X(I):t—l’ yl't)

Sequential Importance Sampling je atraktivni algoritmus, pomoci né¢hoz ziskame
jen omezenou verzi vyznamnych odbért vzorkt. Je to zplisobeno tim, ze se zvySujicim
se t se vyznamné vahy W, stavaji vice asymetrickymi. CoZ znamena, e po nékolika
krocich v Gase zistava jen jedna Castice, kterd ma nenulové normované vahy a ostatni
jsou prakticky nulové. Castice s nenulovymi normovanymi vahami jsou ,.Gasticové
neefektivni®, zatimco castice s nulovymi vahami jsou ,,zbytecné“. Z tohoto hlediska
nedokazi tyto algoritmy adekvatné reprezentovat okrajové rozdéleni. Proto byla

zavedena dalsi metoda, ktera se nazyva Resampling.

3.3. Resampling

Hlavni myslenka metody Resampling je odstranéni ¢astic s nizkou normovanou
véahou W, a znasobeni &astic s velkymi normovanymi vahami, kdy vahy empirického
A N -~ .
rozdéleni Py (dXy /Yy )= > W SXy, (dX,, )  definované v Importance  Sampling
i=1

nahradime nenormovanymi vahami
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5 1S i o
Py (dXO:t / Yot ) = W Z N, 6Xoq (dXO:t )’

i=1

N/ je rovno poétu vysledki &astice x;,. Jednd se o celé ¢&islo, pro které plati
N . - . .

Z N, = N.Pokud N{ =0, ¢astice X, ,zanikne* .V piipadé N,; >0 nazyvame Castice
i=1

Xi; »zachovanymi“. N/ jsou zvolené tak, ze Py (dx, /Yy ) se blizi k P (dx,/ys)

Vv tom smyslu, Ze pro jakoukoliv funkci f, plati

[ 1Ot P (e / ) [ (0 Py (A /i)
Po vybérovém kroku jsou ,,zachované“ ¢astice x),, N; >0 pfiblizné rozdéleny podle
P(Xo: /Yy ). Existuje mmnoho zptsobti, jak spravné vybrat polet &astic N, .
O nejpouzivangjsim postupu se zminuje Gordon ve své knize z roku 1993. Touto

metodou ziskame ,,zachované“ Castice tak, ze udélame N krat vybér z diskrétniho
rozdéleni P, (dXy, /Yy )- Coz je ekvivalentni k vybéru, pfi kterém ziskame N vysledkd

z multinomického rozdéleni s parametrem W, .

Jak to vypada prakticky si muZzeme ukazat na nasledujicim obrézku (Obr. 18).
Uvazujeme deset ¢astic libovolného empirického pravdépodobnostniho rozdé€leni
ziskané filtrem Importance Sampling. Poznamenejme, ze Resampling zacina Vv Case
t—1 jako nevyvaZzené méfeni {Yti_l, N‘l}, které zajisti aproximaci pravdépodobnosti
piechodu p(X_,/Yy,). Pro kazdou &astici po&itime normované véhy s pouzitim
informaci z ¢asu t—1. To m4 za nasledek vyvazené méfeni {iti_l,vT/:_l}, které kazdé
Castici piifadi vahu W, , dle jeji vyznamnosti. Z obrazku lze rozpoznat, ze pata ¢astice
je nejvyznamnéjsi (ma nejvetsi vahu). Prvni, druhd, sedma a osma castice jsou
nevyznamné (maji nulovou vahu). Toto vyvazené méfeni udava aproximaci
pravdépodobnosti ptechodu p(XH / yLH). Nasledné prevzorkovani vybere nejvhodné;si
Sastice ziskané nevazenym métenim {X',, N}, které stale aproximuji p(X /Yy 1)-

Jinak feceno, nejvyznamnéjsi patou castici s nejveétsi vahou budeme uvazovat tiikrat,
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vyznamné ¢astice (Ctvrtou a Sestou) bereme dvakrat a méné vyznamné Castice (tfeti,

devatou a desdtou) uvazujeme jen jednou. S nevyznamnymi Casticemi, které maji

nulovou vahu déle nepracujeme. Samotna predikce je pak predstavena Casticemi, které

jsme ziskali z predchazejiciho kroku a vede k mefeni {X',N*} v gase t aproximujici

filtradni rozd&leni p(X,/y,_,). Stejny postup mizeme znova aplikovat na ziskané

¢astice.

i=1,...,N=10 particles
o o oo o ococo o ° (iff)l,N')

oo [ 1 ® {Xl 1‘7’ |U)}

Obr. 18 Resampling

V literatute se mizeme setkat se tfemi nejpouzivanéjsimi algoritmy metody Resampling

Systematic Resampling

. er o 1 Coas e : .
Uvazujeme castici U, ~ R{O,W} a ostatni Castice i=2,...,N definované

i1 0
vzorcem U, :Ul+IW, potom za predpokladu E =0 miZeme vypocitat
k=1

i i-1 i
N, =Huj DY WK <U, sZWtk}
k=1 k=1

Piiklad 10 Uvazujeme N =5 ¢astic a vahy W = i,i,g,i,i .
25 25 25 25 25

A nasim ukolem je vybrat opét stejny pocet vzorkd, které jsou na rozdil od

pavodnich ¢astic vybrany. Prvni nahodnou veli¢inu U, si vygenerujeme
v programu R pomoci piikazu ,U=runif(1,0,(1/N))", kdy U, - R[O,ﬂ mé

rovnomérné rozdéleni [10]. V nasem piipadé dostaneme U, =0,138346 . Ostatni
Castice U; vypocitame dle piedchoziho vzorce, tzn. U, =0,338346 ,

U,=0538346 , U, =0,738346 a U. =0,938346 . Jak tedy pozname, které
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Castice jsou méné ¢i vice vyznamné? Na nasledujicim obrézku (Obr. 19) vidime
pét intervalll, které jsme ziskali z vah. Jen pro pfipomenuti, soucet vah musi byt

roven 1. Potom jednotlivym casticim pfifadime vahu podle toho, do kterého

intervalu padnou. Castici U, , patfici do intervalu i,i , pfitadime véhu 3 .
25 25 25

U,U;e i 1 maji vahu E U, e E,Q ma vahu 4 a nakonec
2525 25 25 25 25
U, e 025 s véhou i
2525 25
U,=0,138348 U,=0,338348 U,=0,538348 U,=0,738348 U,=0,935346
— 4
D¥1,’25 4/75 " _’J 16!25 20{25 25f25

‘\f"

. N

Obr. 19 Systematic Resampling

Residual Resampling

Zvolime si &astice N| :|_NWtiJ a ndhodng vybereme castice N
z multinomického rozdéleni s parametry (Nt“‘ AT ) které ziskame ze vztahu
N =N/ + N

Piiklad 11 Vychézime ze stejného zadani jako v piipadé Systematic
Resampling. Zvolime si vektor vzorku N{ dle predeslého vzorce a obdrzime
nasledujici vysledek

(2 E (2 B 22 e

Tim jsme ziskali dva vzorky, kterym odpovida vaha rovna délce tietiho intervalu

( 4 16} tzn. 12 a jeden vzorek, kterému odpovida vaha o délce posledniho

25" 25 25

. 20 25 5

intervalu | —,— |, tzn. —.
25 25 25
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1025 4iz5 1625 2025 25/28
L - | —— - 5, 4

.o .E

Obr. 20 Zobrazeni vzorka dle I(I-tI = (0,0,2,0,1)

Nyni nam chybi dva vzorky a ty ziskdme z multinomického rozdéleni

S parametry (2,V7t“‘). V tomto momentu sem vstupuje ndhodnost. K tomu,

abychom mohli vygenerovat nové &astice, potfebujeme urit vektor vah W,*"

pro jednotlivé vzorky. Vektor vah je tedy ve tvaru E,E,A,E,O . Pokud
25 25 25 25

se na n¢j pozorné podivame, zjistime, Ze uvedené vahy maji ve tieti a paté slozce
niz8i hodnotu oproti piivodnimu vektoru vzork Nti . Je to zplisobeno tim, ze uz

jsme v prvnim kroku Residual Resampling z téchto intervald Castice vybrali.

JelikoZ soucet vSech sloZek vektoru neni roven jedné, musime ho dle znamého

w, . .
vzorce Vi = znormovat. Dostaneme vysledny vektor
W,
i=1
20 60 8 80
168 '168 '168 '168

Oj a multinomické rozdéleni stémito parametry

(2’(20 60 8 80

, , , 0||. Pokud vprogramu R pouzijeme piikaz
168’168’ 168’ 168 D Prod potzieme  p

,rmultinom®, mizeme naptiklad vygenerovat nahodné veli¢iny v ase, které jsou

zobrazeny na nasledujicim obrazku (Obr. 21) [10].
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t=1: 0 2 0 0 0

— -+
T T T T T T +

0 — 200168 ) BDI‘IEB| @168 @ ———~  1E3/1EG

- P "
T T T T T 4

— -
T T +

r T T T T T
0 —— 20168 s 80{168‘ 88168 ~—+—————————— 168/168

® ® . 8‘

Obr. 21 Vygenerované nahodné veli¢iny
z multinomického rozde€leni

Multinomial Resampling

Zde mame vzorky N z multinomického rozdéleni s parametry (N W )
Priklad 12 Opét uvazujeme N =5 castic a vahy W =W, W)
A abychom ziskali nahodny wvektor N :(Ntl,..., NIN), pouZijeme

multinomické rozdéleni s parametry 5, iigii . Vtomto
25 25 25 25 25

pfipad¢ vahy vyjadiuji pravdépodobnosti pro tiidy, ze kterych budeme
generovat jednotlive vzorky. Opét vyuzijeme program R a ptikaz ,,rmultinom*

[10]. Jednotlivé vysledky v case jsou zndzornény na obrazku (Obr. 22).

Napiiklad v ase t = 2 obdrzime nahodny vektor vzorkis N2° =(0,,3,0,1).
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t=1: 0 3 1 0 1
I|1125H_J 4;25 S T 15’;25' o 2525' s 'zsfzf
t=2: 0 1 3 0 1
I|”¢25IH—I’ ws . s e o
° I [ )
t=3: 0 1 2 1 1
'|1:'25'H_'; s25 1825 20;25 ' 25;25

"l s

Obr. 22 Multinomial Resampling

Metodou Resampling ziskame ¢éstice pfiblizné odpovidajici cilovému rozdéleni
Py (dXO:t / Vi ) , C0Z je zfejmé, protoZze mame zajem o odhad I (ft) pro N c¢astic. UZitim
empirického rozd&leni P, (dx,, /y, ) ziskame odhad sniz&im rozptylem neZ je ten,
ktery bychom ziskali uZitim empirického rozdéleni Py (dxy /Yy, ). Nicméné dileZitou
vyhodou této metody je, ze ndm umoziuje odstranit ¢astice s nizkou vahou s vysokou
pravdépodobnosti. Tato skutecnost je pro nas velmi uzitend. Nechceme pievadét
Castice snizkou vahou, ale chceme =zaméfit nase vypocetni usili s velkou
pravdépodobnosti na oblasti s vyznamnymi ¢asticemi. Je zfejmé, Ze mlze také nastat
i situace, kdy vyfadime Castice s nizkou vahou v ¢ase n, avSak v ¢ase n+1 mohou mit
vysokou vahu. V tom ptipadé je Resampling nesetrnou metodou. Pfed uzitim této
metody musime zvazit jeji vyhody i nevyhody. Nicméné tato metoda je z pohledu
odhadu prokazateln¢ prospésnd. Resampling zajisti stabilitu za cenu zvySeného Monte

Carlo rozptylu.
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3.4. Obecny Sequential Monte Carlo filtr

Metoda Sequentila Monte Carlo vyuziva poznatki z metod Seuquential
Importance Sampling a Resampling. Jak jsme jiz zminili, metoda Resampling efektivné
odstrafnuje ¢astice s nizkou vahou a znasobuje ¢astice s vysokou vahou. Je to vSak za
cenu okamzitého zavedeni né&kterych dalSich odchylek. Jestlize c¢astice maji
nestandartizované vahy s malym rozptylem, pak ptevzorkovaci krok by mohl byt
zbyteény. V disledku toho je v praxi rozumnéjsi pouzit Resampling pouze Vv piipad¢,
pokud rozptyl nestandartizovanych vah je vét$i nez pfedem stanovena hranice,
tzv. Effective Sample Size (ESS) — efektivni velikost vzorku, ktera v ¢ase n vypada
nasledovné

i=1

V jednoduchosti je interpretace takovd, ze vysledky Importance Sampling, které jsou
zaloZzené na tom, Ze N vazenych vzorki (pokud jde o odhad rozptylu) se blizi
k vysledkiim zalozenych na ESS dokonalych vzorcich z cilového rozdéleni. ESS nabyva

hodnot mezi 1 az N a pievzorkujeme je pouze tehdy, pokud jsou nizsi nez prah N .

L N R e s NI
Prah je obvykle roven N; = re Za alternativni kritérium Ize pouzit miru neurcitosti

i e ey, . i1 v ax e
vah {\Nt' } Jeji nejvyssi mozna hodnota je rovna W,' = N V ptipadé, Ze mira neurcitosti

nedosahuje této hodnoty, provedeme resample krok.
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Zaveér

Diplomové préce si kladla za cil objasnit teorii Markov Chain Monte Carlo
(MCMC) metod a tuto teorii aplikovat na data. Nejdiive jsem se vénovala Markovovym
fetézcim a bayesovskému modelu. Pouzila jsem ukazkovy piiklad, ktery vyjadfoval
vztah mezi apriornim a aposteriornim rozdélenim. Dale jsem se vénovala MCMC
metodam. Velky diraz jsem kladla na Monte Carlo integraci, pomoci které jsem
odhadla hodnoty slozitych integrali. V podkapitole skrytych Markovovych fetézcl jsem
vygenerovala nahodnou prochdzku, na zakladé¢ které jsem pak urcila intenzitu
Poissonova, normalniho a exponencionalniho rozdé¢leni. Posledni kapitola obsahovala
MCMC filtry a Resampling metodu, kterd obsahuje tii nejpouzivanéjsi algoritmy, které
jsou nasledn¢ vysvétleny na praktickém piikladu.

Diky této praci jsem se sezndmila s novymi metodami, které nejsou v nasi zemi
velmi rozsiteny. Naucila jsem se pracovat s matematickym programem R. Nejvétsi
problém mi ¢inila predstava aplikovatelnosti metod do realného zivota. V praci jsem
nevychéazela z reélnych dat, ale z dat nahodné vygenerovanych, aby byly postupy
a vysledky pro ¢tenaie 1épe pochopitelné.

Doufam, Ze tato prace bude piinosem nejen pro mé, ale i pro dal$i zajemce

0 MCMC algoritmy.
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Priloha

Piiklad 1 - Aposteriorni rozdéleni B

> theta0=900

> tau0=100

> theta=rnorm(1,mean=theta0,sd=tau0)
> tau=40

> N=200

> Xtheta=rnorm(N,mean=theta,sd=tau)
> x=mean(Xtheta)

> w=(tau0)(-2)/((tau0)(-2)+(tau)(-2))
[1] 0.137931

> thetal=w*(theta0)+(1-w)*x

[1] 885.0105

> taull=(tau0)"(-2)+(tau)(-2)

[1] 0.000725

> taul=(taull)"(-(1/2))

[1] 37.13907

> thetaX=rnorm(100,mean=(thetal),sd=(taul))
> estimatetheta=mean(thetaX)

[1] 880.5503

- 95% konfidenc¢ni interval pro theta

> |=estimatetheta-1.96*(taul)/((x)(1/2))
>L

[1] 878.1001

> P=estimatetheta+1.96*(taul)/((x)(1/2))
>P

[1] 883.0005

- 95% konfiden¢ni interval pro theta/X
> X=mean(Xtheta)

> L=X-1.96*tau/((N)(1/2))
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>L

[1] 877.0684

> P=X+1.96*tau/((N)"(1/2))
>Pp

[1] 888.1559

Priklad 7
> T=1000
> set.seed(8)
> X=rnorm(T,0,0.22)
> X=cumsum(X)+2
> Y=rnorm(T,exp(X),1)

Priklad 8
> T=1000
> set.seed(8)
> X=rnorm(T,0,0.2"2)
> X=cumsum(X)+2
> Y=rexp(T,exp(X))
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