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Abstrakt

Bakalářská práce se zabývá stanoveńım tvaru pr̊uhybové čáry u okrajových úloh z pružnosti
pevnosti. Existuje několik metod řešeńı okrajových úloh. Tato práce se věnuje metodě
Greenovy funkce. Poskytuje základńı přehled vlastnost́ı obyčejných diferenciálńıch rovnic,
představeńı metody Greenovy funkce a samotnou aplikaci poznatk̊u na modelech ohybu
nosńık̊u. Konkrétńı modely jsou řešeny pomoćı interaktivńıho programu vytvořeného v
software Matlab.

Abstract

This bachelor thesis deals with the determination of the shape of the deflection line for
boundary value problems in strength of materials. There are several methods for solving
boundary value problems. This thesis focuses on the Green’s function method. It provides
a basic review of the properties of ordinary differential equations, an introduction to
the Green’s function method and the actual application of the findings to beam bending
models. The concrete models are solved using an interactive program developed in Matlab
software.
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OBSAH OBSAH

Obsah
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1 ÚVOD

1 Úvod

Diferenciálńı rovnice představuj́ı v technické praxi velice d̊uležitou oblast. V rámci stroj́ı-
renského odvětv́ı se využ́ıvaj́ı např́ıklad v hydromechanice, termomechanice nebo v ob-
lasti pružnosti a pevnosti. V oblasti pružnosti a pevnosti se diferenciálńı rovnice využ́ıvaj́ı
např́ıklad ke stanoveńı tvaru pr̊uhybové čáry při známých okrajových podmı́nkách a
zat́ıžeńı. Znalost okrajových podmı́nek znamená, že známe pr̊uhyb, resp. natočeńı, či ve-
likost ohybového momentu na kraji intervalu, v našem př́ıpadě na kraji nosńıku. Použité
typy okrajových podmı́nek závisej́ı na uložeńı nosńıku.

Bakalářská práce se věnuje stanoveńı tvaru pr̊uhybové čáry dvou typ̊u uložeńı nosńıku.
Prvńım typem uložeńı je jednostranně vetknutý nosńık, t́ım druhým oboustranně po-
depřený. V práci bude představena hlavńı výhoda výpočtu řešeńı okrajových úloh s
využit́ım Greenovy funkce.

V předkládané práci se čtenář nejdř́ıve seznámı́ se základńımi vlastnostmi obyčejných
diferenciálńıch rovnic, s metodou nalezeńı řešeńı pomoćı variace konstant. Dále je představena
Greenova funkce a jej́ı vlastnosti, je také odvozena Greenova funkce pro LODR2 metodou
variace konstant. V kapitole č́ıslo 4 je metoda aplikována na modely z pružnosti pevnosti.
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2 MATEMATICKÝ APARÁT

2 Matematický aparát

V této kapitole budou představeny a definovány základńı typy a vlastnosti diferenciálńıch
rovnic. Dále však bude zaměřena předevš́ım na Obyčejné diferenciálńı rovnice, které
představuj́ı obsah práce. Matematické definice a věty byly čerpány z literatury [1], [3], [8],
[9], [10].

2.1 Diferenciálńı rovnice

Rovnici obsahuj́ıćı derivace jedné či v́ıce proměnných s ohledem na jednu či v́ıce nezávislých
proměnných nazveme Diferenciálńı rovnićı (zkráceně DR). V oblasti Diferenciálńıch rov-
nic rozlǐsujeme mezi dvěma základńımi typy rovnic:

1. Obyčejnou diferenciálńı rovnićı (zkráceně ODR) nazýváme rovnici, ve které se vy-
skytuje (resp. vyskytuj́ı) derivace hledané funkce jedné proměnné.

2. Parciálńı diferenciálńı rovnićı (zkráceně PDR) nazýváme rovnici, ve které se vysky-
tuj́ı parciálńı derivace hledané funkce dvou nebo v́ıce proměnných.

Řádem diferenciálńı rovnice pak rozumı́me nejvyšš́ı řád derivace hledané funkce v uvažované
DR.

Př́ıklad 2.1 (Př́ıklady DR).

d2y

dx2
+ 100

dy

dx
− 10y = e3x (2.1)

dx

dt
+

dy

dt
= 2x+ y, (2.2)

kde rovnice (2.1) představuje Obyčejnou diferenciálńı rovnici 2. řádu (ODR2) a (2.2)
Parciálńı diferenciálńı rovnici 1. řádu.

2.2 Obyčejné diferenciálńı rovnice

Uvažujme nyńı ODRn v tzv. Normálńım tvaru

y(n)(x) = f(x, y(x), y′(x), . . . , y(n−1)(x)), (2.3)

kde f je reálná funkce definovaná na okoĺı Ω ⊂ Rn+1. ODRn můžeme také zapsat ve tvaru

F (x, y(x), y′(x), . . . , y(n)) = 0,

kde F je reálná funkce n+2 proměnných (x, y, y′, . . . , y(n)).

Definice 2.2 (Řešeńı ODR). Řešeńım ODRn na intervalu I je každá funkce φ, která má
spojité derivace až do řádu n včetně a vyhovuje dané rovnici. Po dosazeńı funkce φ a
jej́ıch derivaćı do rovnice dostaneme identickou rovnost na intervalu I.

Druhy řešeńı ODRn
Necht’ je ODRn v normálńım tvaru, čili uvažujeme rovnici (2.3), pak rozlǐsujeme několik
typ̊u řešeńı této rovnice:
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2.3 Lineárńı obyčejné diferenciálńı rovnice 2 MATEMATICKÝ APARÁT

• Obecným řešeńım (zkráceně OŘ) rozumı́me funkci závisej́ıćı na obecných konstantách
c1, c2, . . . , cn takových, že každou př́ıpustnou volbou konstant dostaneme řešeńı pro
takovou rovnici.

• Partikulárńım řešeńım (PŘ) rozumı́me řešeńı, které dostaneme z OŘ pevnou volbou
konstant c1, c2, . . . , cn.

• Výjimečné (singulárńı) řešeńı nazveme takové řešeńı, které nelze źıskat žádnou vol-
bou konstant c1, c2, . . . , cn.

• Všechna řešeńı ODRn źıskáme jako sjednoceńı obecného a výjimečného řešeńı.

2.3 Lineárńı obyčejné diferenciálńı rovnice

Obyčejnou diferenciálńı rovnici nazýváme lineárńı, jestliže je tato rovnice lineárńı vzhle-
dem k hledané funkci i jej́ı derivaci (derivaćım). Zkráceně zapisujeme LODR.

Př́ıklad 2.3 (LODR,NODR).
y′′ − 10y′ + 5y = 0 (2.4)

d2y

dx2
+ y2 = 0. (2.5)

Rovnice (2.4) představuje LODR2, kdežto rovnice (2.5) NODR2 (Nelineárńı ODR).

Definice 2.4. Lineárńı obyčejnou diferenciálńı rovnićı řádu n ≥ 2 nazýváme rovnici tvaru

an(x)y
(n) + an−1(x)y

(n−1) + · · ·+ a1(x)y
′ + a0(x)y = b(x), (2.6)

kde an(x), an−1(x), . . . , a1(x), a0(x), b(x) jsou spojité funkce proměnné x na intervalu I.
Rozlǐsujeme 2 typy LODRn podle tvaru pravé strany:

• b(x) = 0 pro ∀x ∈ I, pak se jedná o homogenńı LODRn

an(x)y
(n) + an−1(x)y

(n−1) + · · ·+ a1(x)y
′ + a0(x)y = 0. (2.7)

Někdy se můžeme setkat s následuj́ıćım zkráceným zápisem homogenńı LODRn

Ly = 0,

kde
Ly := an(x)y

(n) + an−1(x)y
(n−1) + · · ·+ a1(x)y

′ + a0(x)y.

• b(x) ̸= 0 pro nějaké x ∈ I, pak řekneme, že se jedná o nehomogenńı LODRn

an(x)y
(n) + an−1(x)y

(n−1) + · · ·+ a1(x)y
′ + a0(x)y = b(x).

Za předpokladu, že jsou funkce ai(x), i = 0, 1, . . . , n konstantńı, čili ai(x) = ai,
ai ∈ R, ai ̸= 0, i = 0, 1, . . . , n, pak rovnici (2.6) můžeme napsat následovně

any
(n) + an−1y

(n−1) + · · ·+ a1y
′ + a0y = b(x), ∀x ∈ I. (2.8)

Rovnice (2.8) je LODRn s konstantńımi koeficienty.
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2 MATEMATICKÝ APARÁT 2.3 Lineárńı obyčejné diferenciálńı rovnice

2.3.1 Homogenńı rovnice

Zaměřme se nyńı bĺıže na vlastnosti řešeńı homogenńı rovnice (2.7), čili rovnice bez pravé
strany.

Věta 2.5. Množina všech řešeńı homogenńı rovnice (2.7) tvoř́ı vektorový prostor di-
menze n.

Definice 2.6 (Lineárńı nezávislost). Řekneme, že funkce f1(x), f2(x), . . . , fk(x) defino-
vané na I jsou lineárně nezávislé na I, jestliže rovnost

α1f1(x) + α2f2(x) + · · ·+ αkfk(x) = 0 ∀x ∈ I, ∀α ∈ R, (2.9)

plat́ı pouze pro α1 = α2 = · · · = αk = 0.

Definice 2.7 (Wronského matice). Necht’ funkce f1(x), f2(x), . . . , fk(x) maj́ı na I derivace
až do řádu (k − 1), pak čtvercovou matici

f1(x) · · · fk(x)
f ′
1(x) · · · f ′

k(x)
...

. . .
...

f
(k−2)
1 (x) · · · f

(k−2)
k (x)

f
(k−1)
1 (x) · · · f

(k−1)
k (x)

 (2.10)

nazveme Wronského matićı na I a jej́ı determinant nazýváme wronskián.

Necht’ plat́ı vztah (2.9), který opakovaně derivujeme až do vzniku čtvercové soustavy pro
α1, α2, . . . , αk:

α1f1(x) + · · ·+ αkfk(x) = 0

α1f
′
1(x) + · · ·+ αkf

′
k(x) = 0

...
...

α1f
(k−1)
1 (x) + · · ·+ αkf

(k−1)
k (x) = 0,

za předpokladu, že tato soustava má pouze jediné řešeńı a t́ım je řešeńı 0, čili
α1 = α2 = · · · = αk = 0, je třeba, aby matice (2.10) byla regulárńı alespoň pro jedno
x ∈ I.

Věta 2.8. Necht’ y1(x), y2(x), . . . , yn(x) jsou řešeńı rovnice (2.7) na I. Pak jsou tyto
funkce na I lineárně nezávislé ⇐⇒ Jejich Wronskián je nenulový pro nějaké x ∈ I.

D̊ukaz. Z věty 2.5 v́ıme, že množina všech řešeńı homogenńı rovnice (2.7) tvoř́ı vektorový
prostor dimenze n.

Poznámka 2.9 (Fundamentálńı systém řešeńı). Každá n-tice lineárně nezávislých řešeńı
rovnice (2.7) se nazývá fundamentálńı systém řešeńı rovnice (2.7).

Řešeńı každé homogenńı rovnice (2.7) můžeme psát ve tvaru

y = c1y1 + c2y2 + · · ·+ cnyn, c1, . . . , cn ∈ R, (2.11)

kde y1, y2, . . . , yn tvoř́ı fundamentálńı systém řešeńı a konstanty c1, . . . , cn představuj́ı
vhodné konstanty. Výše uvedený vztah (2.11) představuje obecné řešeńı rovnice (2.7).
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2.3 Lineárńı obyčejné diferenciálńı rovnice 2 MATEMATICKÝ APARÁT

Metoda variace konstant

Věta 2.10 (Variace konstant pro LODR2). Obecné řešeńı rovnice

a2y
′′ + a1y

′ + a0y = b(x) a2 ̸= 0 (2.12)

s konstantńımi koeficienty a2, a1, a0 lze vyjádřit ve tvaru

y(x) = yh + yp = yh(x) + y1(x)

∫
W1(x)

W (x)
dx+ y2(x)

∫
W2(x)

W (x)
dx,

kde yh = c1y1(x) + c2y2(x) je obecné řešeńı homogenńı části rovnice (2.12), W (x) je
wronskián jej́ıho fundamentálńıho systému a W1(x),W2(x) jsou determinanty vytvořené z
wronskiánu W (x) nahrazeńım prvńıho (resp. druhého) sloupce vektorem pravých stran.

D̊ukaz. Předpokládáme, že jsme již nalezli řešeńı homogenńı části lineárńı rovnice (2.12)

yh = c1y1(x) + c2y2(x). (2.13)

Dále předpokládáme, že obecné řešeńı lineárńı rovnice (2.12) bude mı́t stejný tvar jako
řešeńı homogenńı části rovnice, avšak s rozd́ılem takovým, že ve vzorci (2.13) nahrad́ıme
konstanty c1, c2 neznámými funkcemi c1(x), c2(x). Nahrazeńım konstant funkcemi jsme
provedli tzv. Variaci konstant. Budeme dále tedy hledat řešeńı ve tvaru

y(x) = c1(x)y1(x) + c2(x)y2(x), c1(x), c2(x) =? (2.14)

Následně muśıme určit prvńı derivaci (2.14)

y′ = c′1y1 + c1y
′
1 + c′2y2 + c2y

′
2, (2.15)

kdy vhodnou volbou funkćı c1(x), c2(x) stanov́ıme vhodnou doplňuj́ıćı podmı́nku, kterou
je požadavek, aby

c′1(x)y1 + c′2(x)y2 = 0. (2.16)

Následně tuto podmı́nku dosad́ıme do (2.15) a výsledný tvar znovu zderivujeme. Dosta-
neme poté výsledné vztahy pro prvńı a druhou derivaci

y′ = c1y
′
1 + c2y

′
2,

y′′ = c1y
′
1 + c1y

′′
1 + c′2y

′
2 + c2y

′′
2 .

Dosazeńım výše uvedených vztah̊u pro funkci y(x) a jej́ıch derivaćı do rovnice (2.12) a
menš́ı úpravou obdrž́ıme

c1(a2y
′′
1 + a1y

′
1 + a0y1) + c2(a2y

′′
2 + a2y

′
2 + a0y2) + a2(c

′
1y

′
1 + c′2y

′
2) = b(x). (2.17)

Dı́ky předpokladu, že y1, y2 jsou řešeńı př́ıslušné homogenńı rovnice, muśı být výrazy v
závorkách rovny nule a tud́ıž úpravou (2.17) dostaneme

c′1y
′
1 + c′2y

′
2 =

b(x)

a2
. (2.18)

Rovnice (2.18) představuje druhou podmı́nku. Nyńı už můžeme řešit soustavu lineárńıch
rovnic (2.16) a (2.18) (

y1 y2
y′1 y′2

)(
c′1(x)
c′2(x)

)
=

(
0

b(x)
a2

)
. (2.19)
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2 MATEMATICKÝ APARÁT 2.3 Lineárńı obyčejné diferenciálńı rovnice

Soustava pro neznámé funkce c′1(x), c
′
2(x) je vždy jednoznačně řešitelná, jelikož determi-

nant matice soustavy je wronskián lineárně nezávislých řešeńı y1, y2 př́ıslušné homogenńı
rovnice a z věty 2.8 již v́ıme, že je nenulový. Řešeńı soustavy (2.19) nalezneme pomoćı
Cramerova pravidla pro řešeńı soustav lineárńıch rovnic

c′1(x) =
W1(x)

W (x)
, c′2(x) =

W2(x)

W (x)
, (2.20)

kde

W =

∣∣∣∣y1 y2
y′1 y′2

∣∣∣∣ , W1 =

∣∣∣∣ 0 y2
b(x)
a2

y′2

∣∣∣∣ a W2 =

∣∣∣∣y1 0

y′1
b(x)
a2

∣∣∣∣ .
Po integraci výše uvedených vztah̊u (2.20) dostaneme

c1(x) =

∫
W1(x)

W (x)
dx+ k1 c2(x) =

∫
W2(x)

W (x)
dx+ k2,

kde k1, k2 ∈ R. Následně námi vyjádřené vztahy pro c1(x), c2(x) dosad́ıme do předpokládaného
tvaru řešeńı (2.14), kdy po roznásobeńı dostaneme obecné řešeńı rovnice (2.12) ve tvaru,
který jsme požadovali

y(x) = yh + yp = k1y1(x) + k2y2(x)︸ ︷︷ ︸
yh

+ y1(x)

∫
W1(x)

W (x)
dx+ y2(x)

∫
W2(x)

W (x)
dx︸ ︷︷ ︸

yp

.

Př́ıklad 2.11. Metodou variace konstant spoč́ıtáme obecné řešeńı nehomogenńı rovnice

y′′ + y = sinx.

Řešeńı:

1. Homogenńı část
Nejdř́ıve vypoč́ıtejme homogenńı část rovnice ve tvaru

y′′ + y = 0,

kde budeme hledat kořeny charakteristické rovnice P (λ).

P (λ) = λ2 + 1 = 0

λ = ±i, a = 0, b = 1;

y1(x) = eax cos bx = cosx

y2(x) = eax sin bx = sinx

Obecné řešeńı homogenńı rovnice je tedy

yh = c1 cosx+ c2 sinx c1, c2 ∈ R.

7
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2. Nehomogenńı část, kdy b(x) = sin x
Předpokládáme řešeńı nehomogenńı rovnice ve tvaru

y(x) = c1(x)y1(x) + c2(x)y2(x) = c1(x) cosx+ c2(x) sinx,

kde c1(x), c2(x) jsou hledané funkce. Ze vztah̊u odvozených pro řešeńı nehomogenńı
rovnice pomoćı MVK dostáváme soustavu lineárńıch rovnic pro c′1, c

′
2(

cosx sinx
− sinx cosx

)(
c′1(x)
c′2(x)

)
=

(
0

sinx

)
.

Pro samotné určeńı funkćı c1(x), c2(x) vypočteme determinanty W,W1,W2:

W =

∣∣∣∣ cosx sinx
− sinx cosx

∣∣∣∣ = 1,

W1 =

∣∣∣∣ 0 sinx
sinx cosx

∣∣∣∣ = − sin2 x, W2 =

∣∣∣∣ cosxs 0
− sinx sinx

∣∣∣∣ = cosx sinx.

c′1 =
W1

W
= − sin2 x c1 = −

∫
sin2 x dx

c′2 =
W2

W
= cosx sinx c2 = −

∫
cosx sinx dx

Dopoč́ıtáme nyńı funkce c1(x), c2(x)

c1(x) = −
∫

sin2 x dx = −
∫

1− cos 2x

2
dx = −

∫ (
1

2
− cos 2x

2

)
dx =

= −1

2

∫
(1− cos 2x) dx = −1

2

[
x− sin 2x

2

]
= −1

2
x+

sin 2x

4
+ k1

c2(x) =

∫
cosx sinx dx =

 cosx = t
− sinx dx = dt
dx = − 1

sinx
dt

 =

∫
−t dt = −t2

2
+ k1 =

= −cos2 x

2
+ k2

Obecné řešeńı dostaneme t́ım, že výsledné funkce c1(x), c2(x) dosad́ıme do předpokládaného
řešeńı.

y(x) = y2c1(x) + y2c2(x) = cos x

[
−1

2
x+

2 sinx cosx

4
+ k1

]
+ sinx

[
−cos2 x

2
+ k2

]
=

= −1

2
x cosx+

cos2 x sinx

2
+ k1 cosx+ k2 sinx− cos2 x sinx

2
=

= k1 cosx+ k2 sinx− 1

2
x cosx

Obecné řešeńı je tedy tvaru

y(x) = k1 cosx+ k2 sinx− 1

2
x cosx
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2 MATEMATICKÝ APARÁT 2.4 Okrajové úlohy

2.4 Okrajové úlohy

V technické praxi se obvykle setkáme se situacemi, které vedou na okrajové úlohy. V
našem př́ıpadě se budeme věnovat deformaci nosńıku. Pr̊uhyb nosńıku je popsán funkćı
y(x), kdy x prob́ıhá interval I = ⟨a, b⟩, který představuje délku nosńıku, čili proměnná x
představuje prostorovou souřadnici. Samotnou rovnici uvažovanou na intervalu I muśıme
doplnit informacemi o situaci na konćıch nosńıku, tj. v bodech a, b.

Na rozd́ıl od počátečńıch úloh, ve kterých máme v podstatě jedinou možnost, jak
zadat počátečńı podmı́nky v jednom bodě, v př́ıpadě okrajových úloh lze zadat okrajové
podmı́nky r̊uznými zp̊usoby.

Z hlediska zkoumáńı existence a jednoznačnosti řešeńı jsou okrajové úlohy na rozd́ıl od
počátečńıch úloh obt́ıžněǰśı. Úloha má pro některé hodnoty okrajových podmı́nek právě
jedno řešeńı, pro jiné žádné řešeńı, nebo jich má nekonečně mnoho.

2.4.1 Okrajová úloha LODR2

Uvažujme rovnici druhého řádu
y′′ = f(x, y, y′)

na intervalu ⟨a, b⟩ se spojitou funkćı f(x, ξ, η). Rovnici muśıme doplnit dvěma podmı́nkami.
Podmı́nky obecně poṕı̌seme vztahy

αy(a) + βy′(a) = ya, (2.21)

γy(b) + δy′(b) = yb, (2.22)

kde a, b jsou koncové body intervalu I, v němž hledáme řešeńı a α, β, γ, δ jsou č́ısla vyho-
vuj́ıćı podmı́nce

|α|+ |β| ≠ 0,

|γ|+ |δ| ≠ 0.

Jestliže ya = yb = 0 (respektive ya, yb ̸= 0), hovoř́ıme o tzv. homogenńıch okrajových
podmı́nkách (respektive nehomogenńıch okrajových podmı́nkách).

Typy okrajových podmı́nek

Rozlǐsujeme 3 typy speciálńıch př́ıpad̊u okrajových podmı́nek:

• Dirichletovy okrajové podmı́nky
V podmı́nkách (2.21),(2.22) voĺıme α = γ = 1 a β = δ = 0. Okrajové podmı́nky
jsou pak tvaru:

y(a) = ya y(b) = yb.

V pružnosti pevnosti má tato podmı́nka význam velikosti pr̊uhybu nosńıku v krajńım
bodě.

• Neumannovy okrajové podmı́nky
V podmı́nkách (2.21),(2.22) voĺıme α = γ = 0 a β = δ = 1. Okrajové podmı́nky
jsou pak tvaru:

y′(a) = ya y′(b) = yb.

9
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V pružnosti pevnosti má tato podmı́nka význam velikosti pootočeńı nosńıku v
krajńım bodě.

• Robinovy okrajové podmı́nky
V podmı́nkách (2.21), (2.22) voĺıme α, β, γ, δ ̸= 0. Okrajové podmı́nky jsou pak
tvaru:

αy(a) + βy′(a) = ya, γy(b) + δy′(b) = yb,

Pro okrajové úlohy bohužel neplat́ı analogie Picardovy věty o jednoznačnosti počátečńı
(Cauchyho) úlohy. Na následuj́ıćım př́ıkladě si ukážeme problém jednoznačnosti řešeńı
okrajové úlohy.

Př́ıklad 2.12. Uvažujme nyńı lineárńı diferenciálńı rovnici druhého řádu tvaru

y′′ + y = 0 (2.23)

definovanou na intervalu ⟨0, π⟩. Picardova věta nám zaručuje jednoznačnost této úlohy
vzhledem k počátečńım podmı́nkám. Vhodnou volbou okrajových podmı́nek však doćıĺıme
stavu, kdy má okrajová úloha jediné řešeńı, resp. nekonečně mnoho řešeńı, resp. žádné
řešeńı. Obecné řešeńı diferenciálńı rovnice (2.23) je tvaru

y(x) = c1 cosx+ c2 sinx.

• Uvažujme následuj́ıćı okrajové podmı́nky

y(0) = 0,

y(π) = 0.

Pak dosazeńım do OŘ dostaneme

y(0) = c1 = 0,

y(π) = c2 sin π = c2 · 0 = 0.

Konstanta c2 může tedy nabývat libovolných hodnot, jelikož OP v bodě π bude
vždy splněna. Dostáváme tedy př́ıpad, kdy máme nekonečně mnoho řešeńı rovnice
(2.23).

• Následuj́ıćı volbou okrajových podmı́nek

y(0) = 0,

y(π) = A, kde A ̸= 0, A ∈ R

Pak dosazeńım do OŘ dostaneme

y(0) = c1 = 0,

y(π) = c2 sin π = c2 · 0 ̸= A.

Všimněme si, že jakoukoliv volbou konstanty c2 nemůžeme dosáhnout toho, že by
byla splněna druhá OP.

10
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• Posledńı volbou okrajových podmı́nek

y (0) = A,

y
(π
2

)
= B,

kde A,B ̸= 0, A,B ∈ R. Pak dosazeńım do OŘ dostaneme

y (0) = c1 = A,

y
(π
2

)
= c2 = B.

Vid́ıme, že v tomto př́ıpadě řešeńı existuje a je jediné.

V kapitole 4 se budeme věnovat stanoveńı tvaru rovnice pr̊uhybové čáry nosńıku na
základě výpočtu diferenciálńı rovnice s okrajovými podmı́nkami. Každé uložeńı nosńıku
má specifické okrajové podmı́nky. Pod́ıvejme se proto nyńı na okrajové podmı́nky pro
jednotlivé typy uložeńı, které budou dále uvažovány v 4.

Podmı́nky a obrázky v následuj́ıćıch odrážkách byly čerpány z [3] a z [6].

• Jednostranně vetknutý nosńık

Obrázek 2.1: Jednostranně vetknutý nosńık

Okrajové podmı́nky pro př́ıpad znázorněný na obrázku 2.1 jsou v př́ıpadě uvažováńı
LODR4 následuj́ıćı

Vetknutý konec v bodě x=0: y(0) = 0, (2.24)

y′(0) = 0,

Volný konec v bodě x=L: y′′(L) = 0,

y′′′(L) = 0. (2.25)

Jestliže však uvažujeme rovnici LODR2, je nutné předcházej́ıćı podmı́nky
(2.24)-(2.25) zredukovat na dvě:

Vetknutý konec v bodě x=0: y(0) = 0,

y′(0) = 0.

11
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Obrázek 2.2: Oboustranně podepřený nosńık

• Oboustranně podepřený nosńık

Okrajové podmı́nky pro př́ıpad znázorněný na obrázku 2.2 jsou v př́ıpadě uvažováńı
LODR4 následuj́ıćı

Podepřený konec v bodě x=0: y(0) = 0,

y′′(0) = 0,

Podepřený konec v bodě x=L: y(L) = 0,

y′′(L) = 0.

12
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3 Greenova funkce

V této kapitole bude uvedena definice Greenovy funkce a záležitosti ohledně existence a
jednoznačnosti řešeńı. Bude také odvozen vztah pro výpočet Greenovy funkce pro LODR2,
který bude potom aplikován na vybraných př́ıkladech z oblasti Pružnost pevnost.
Zp̊usob̊u, jak odvodit samotnou Greenovu funkci je hned několik. Např́ıklad odvozeńı s
využit́ım Fourierovy transformace nebo Laplaceovy transformace. Jelikož jsme si již dř́ıve
definovali metodu výpočtu nehomogenńı rovnice s využit́ım metody variace konstant, tak
odvod́ıme Greenovu funkci pomoćı této metody. V této kapitole ohledně Greenovy funkce
byly použity zdroje [2], [4].

Uvažujme interval I=⟨a, b⟩, který je uzavřený a konečný, dále uvažujme obecně dife-
renciálńı systém s okrajovými podmı́nkami

dx

dt
= P(t)x+ q(t), (3.1)

l(x) = c0, (3.2)

kde předpokládáme, že P je z prostoru integrovatelných funkćı X : I → Rn×n, q je z
prostoru integrovatelných funkćı X : I → Rn, c0 ∈ R a l je obecně lineárně ohraničený
operátor (v našem př́ıpadě OP). Společně s (3.1), (3.2) budeme uvažovat také homogenńı
úlohu

dx

dt
= P(t)x, (3.3)

l(x) = 0. (3.4)

Definice 3.1 (Greenova funkce). [2] Zobrazeńı G : I2 → Rn×n se nazývá Greenovou
matićı (funkćı) homogenńı úlohy (3.3), (3.4), jestliže:

• pro libovolné τ ∈ (a, b) jsou zúžeńı sloupc̊u matice G na intervaly ⟨a, τ) a (τ, b⟩
řešeńım systému (3.3), přičemž

G(τ+, τ)−G(τ−, τ) = E,

• G ∈ L∞(I,Rn×n) (množina měřitelných a ohraničených zobrazeńı X : I → Rn×n)
pro libovolné t ∈ I,

• pro libovolné q∈ L(I,Rn) vyhovuje vektorová funkce

x(t) =

∫ b

a

G(t, τ)q(τ) dτ

podmı́nce (3.4).

Věta 3.2. [2] Pro jednoznačnou řešitelnost úlohy (3.1),(3.2) je nutné a stač́ı, aby od-
pov́ıdaj́ıćı homogenńı úloha (3.3),(3.4) měla pouze triviálńı řešeńı. Jestlǐze je posledńı
podmı́nka splněna, pak řešeńı x úlohy (3.1),(3.2) lze psát ve tvaru

x(t) = x0(t) +

∫ b

a

G(t, τ)q(τ) dτ,

kde x0 je řešeńım úlohy (3.3),(3.2) a G je Greenova matice úlohy (3.3),(3.4).
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D̊ukaz. viz [2] strana 82, Věta 3.1..

Vı́ce teoretických poznatk̊u ohledně Greenovy funkce, jednoznačnosti řešeńı, či př́ıpadně
korektnosti, nalezne čtenář v literatuře [2].

Věta 3.3 (Greenova funkce pro okrajovou úlohu LODR2). Uvažujme nehomogenńı rov-
nici druhého řádu

y′′ + a1(x)y
′ + a0(x)y = b(x), tj. Ly = b(x) (3.5)

a k ńı př́ıslušnou homogenńı rovnici

Ly = 0, (3.6)

s obecnými okrajovými podmı́nkami

αy(0) + βy′(0) = 0, (3.7)

γy(l) + δy′(l) = 0. (3.8)

Pak řekneme, že Greenova funkce pro okrajovou úlohu LODR2 je následuj́ıćıho tvaru

G(x, ξ) =

{
u1(x)u2(ξ)

W (x)
jestlǐze 0 ≤ x ≤ ξ ≤ l,

u1(ξ)u2(x)
W (x)

jestlǐze 0 ≤ ξ ≤ x ≤ l,

kde W (x) představuje wronskián řešeńı homogenńı rovnice (3.6) a u1(x), u2(x) představuj́ı
jej́ı nezávislé řešeńı splňuj́ıćı podmı́nky (3.7), (3.8).

D̊ukaz. Nejprve stanovme řešeńı u1, u2 homogenńı části rovnice (3.5) splňuj́ıćı obecné
podmı́nky (3.7), (3.8)

Lu1 = 0 : αu1(0) + βu′
1(0) = 0, |α|+ |β| ≠ 0 (3.9)

Lu2 = 0 : γu2(l) + δu′
2(l) = 0, |γ|+ |δ| ≠ 0. (3.10)

Je třeba určit u1, u2 tak, aby byly lineárně nezávislé a tvořily tak fundamentálńı systém
řešeńı rovnice Lu = 0, čili chceme, aby wronskián byl nenulový.

W (x) =

∣∣∣∣u1(x) u2(x)
u′
1(x) u′

2(x)

∣∣∣∣ ̸= 0

Řešeńı nehomogenńı rovnice (3.5) s okrajovými podmı́nkami (3.7), (3.8) budeme hledat
ve tvaru

y(x) = z1(x)u1(x) + z2(x)u2(x), (3.11)

kde z1, z2 urč́ıme ze soustavy rovnic

z′1u1 + z′2u2 = 0

z′1u
′
1 + z′2u

′
2 = b,

kterou můžeme zapsat maticově následuj́ıćım zp̊usobem(
u1 u2

u′
1 u′

2

)(
z′1
z′2

)
=

(
0
b

)
.
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Neznámé konstanty z1, z2 vypoč́ıtáme pomoćı Cramerova pravidla

z′1(x) =
1

W (x)

∣∣∣∣ 0 u2(x)
b(x) u′

2(x)

∣∣∣∣ = −u2(x)b(x)

W (x)
, (3.12)

z′2(x) =
1

W (x)

∣∣∣∣u1(x) 0
u′
1(x) b(x)

∣∣∣∣ = u1(x)b(x)

W (x)
. (3.13)

Jestliže řešeńı hledané ve tvaru (3.11) splňuje okrajové podmı́nky (3.7), pak plat́ı

α[z1(0)u1(0) + z2(0)u2(0)] + β[z1(0)u
′
1(0) + z2(0)u

′
2(0)] = 0

γ[z1(l)u1(l) + z2(l)u2(l)] + δ[z1(l)u
′
1(l) + z2(l)u

′
2(l)] = 0

Jiným zp̊usobem zapsáno

z1(0) [αu1(0) + β u′
1(0)] + z2(0) [αu2(0) + β u′

2(0)] = 0

z1(l) [γ u1(l) + δ u′
1(l)] + z2(l) [γ u2(l) + δ u′

2(l)] = 0

Vzhledem k (3.9),(3.10) budou tyto vztahy splněny, jestliže

z1(l) = 0, z2(0) = 0. (3.14)

Pak vztahy (3.12),(3.13) spolu s podmı́nkami (3.14) představuj́ı dvě Cauchyho úlohy pro
neznámé funkce z1, z2. Řešeńım těchto dvou úloh budou funkce

z1(x) = − 1

W (x)

∫ x

l

u2(ξ)b(ξ) dξ,

z2(x) =
1

W (x)

∫ x

0

u1(ξ)b(ξ) dξ.

Po dosazeńı těchto řešeńı funkćı z1, z2 do (3.11) dostáváme hledané řešeńı úlohy (3.5) s
OP (3.7),(3.8) ve tvaru

y(x) =
u1(x)

W (x)

∫ l

x

u2(ξ)b(ξ) dξ +
u2(x)

W (x)

∫ x

0

u1(ξ)b(ξ) dξ. (3.15)

Jestliže poté zavedeme funkci G předpisem

G(x, ξ) =


u1(x)u2(ξ)

W (x)
pro 0 ≤ x ≤ ξ ≤ l,

u1(ξ)u2(x)
W (x)

pro 0 ≤ ξ ≤ x ≤ l,

(3.16)

můžeme vzorec (3.15) zapsat následovně:

y(x) =

∫ l

0

G(x, ξ)b(ξ) dξ. (3.17)
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Poznámka 3.4. Některé užitečné vlastnosti Greenovy funkce G

1. G je spojitá na Q = {[x, ξ] | 0 ≤ x ≤ L, 0 ≤ ξ ≤ L },

2. pro každé ξ ∈ ⟨0, L⟩má funkceG jako funkce proměnné x spojité (parciálńı) derivace
Gx, Gxx, až do řádu n na intervalech (0, ξ) a (ξ, L),

3. G je symetrická, tzn. G(x, ξ) = G(ξ, x),

4. (n−1) derivace funkceGmá v bodě x = ξ obecně skok o velikosti 1
an(ξ)

(n představuje

řád DR), tzn. pro n=2 a a2 = 1:

∂G(ξ+, ξ)

∂x
− ∂G(ξ−, ξ)

∂x
= 1

Existuje několik zp̊usob̊u, jak lze řešit ODR s využit́ım Greenovy funkce. V našem př́ıpadě
se nám v některých př́ıpadech výpočtu proto budou hodit vlastnosti Diracovy delta funkce
a tzv. Heavisideovy funkce.

Definice 3.5 (Diracova delta funkce). Necht’ β je pevně dané reálné č́ıslo. Pak zobrazeńı
δβ, které každé funkci α ∈ C0(−∞,∞) přǐrad́ı č́ıslo α(β), nazveme Diracovou δ funkćı
zapsanou jako:

⟨δβ, α⟩ = α(β). (3.18)

Někdy použ́ıváme zápisu δ(t) pro δ0 a δ(t− β) pro δβ. Vztah (3.18) můžeme zapsat také
symbolicky ∫ ∞

−∞
δ(t− β)α(t) dt = α(t), (3.19)

odkud speciálně pro α(t) = 1: ∫ ∞

−∞
δ(t− β) dt = 1.

Poznámka 3.6. Daľśı užitečnou funkćı je Heavisideova funkce, kterou źıskáme integraćı
Diracovy δ funkce následovně:

H(x− β) =

∫ x

−∞
δ(t− β) dt.

Pro Heavisideovu funkci plat́ı následuj́ıćı

H(x− β) =

{
0 pro x < β,

1 pro x > β.
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4 Aplikace Greenovy funkce

V této kapitole se již zaměř́ıme na samotnou aplikaci metody Greenovy funkce k určeńı
řešeńı okrajových úloh. Jak již bylo řečeno, zaměř́ıme se na př́ıklady z oblasti pružnosti
pevnosti. Budou řešeny některé typy př́ıklad̊u ohybu (jednostranně vetknutý nosńık, obou-
stranně podepřený nosńık). Obrázky jednotlivých uložeńı byly vytvořeny s využit́ım inter-
netové stránky Skyciv.com. Konkrétńı modely byly následně řešeny pomoćı interaktivńıho
programu vytvořeného v software MATLAB. V kapitole byla využita literatura [7].

Nejdř́ıve se pod́ıváme na vztah popisuj́ıćı pr̊uhyb nosńıku. Uvažujme proto jednostranně
vetknutý nosńık

Obrázek 4.1: Ohyb jednostranně vetknutého nosńıku, [7]

Pr̊uhyb nosńıku w(x) na obr. 4.1 můžeme obecně popsat vztahem

w′′(x) = ±Mo

EJ
(1 + (w′)2)

3
2 , (4.1)

kde w(x) znač́ı posun bodu střednice ve směru osy z, w′(x) je natočeńı střednice nosńıku,
Mo je ohybový moment vzhledem k ose y, J představuje kvadratický moment pr̊uřezu
okolo osy y a E je modul pružnosti v tahu. Vztah (4.1) představuje nelineárńı dife-
renciálńı rovnici 2. řádu, která je obt́ıžně řešitelná. Pro stanoveńı tvaru pr̊uhybové čáry se
proto zavád́ı několik zjednodušeńı. Za předpokladu, že nosńık na obrázku 4.1 považujeme
za št́ıhlý a dlouhý (délka L >> pr̊uměr d), lze provést linearizaci vztahu (4.1). Pro
dlouhý št́ıhlý nosńık plat́ı, že pootočeńı pr̊uřezu y′ ≈ 0, proto vztah (4.1) můžeme zapsat
následovně

w′′(x) = ±Mo

EJ
. (4.2)

Vztah (4.2) představuje lineárńı model, který muśı splňovat předpoklady lineárńı pružnosti:

• materiál tělesa je lineárně pružný (Hookeovský)

• všechny posuvy ve směru os jsou malé z hlediska vlivu na změnu geometrie tělesa

• okrajové podmı́nky jsou lineárńı
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Nakonec je potřeba vyšetřit znaménko u vztahu pro pr̊uhybovou čáru. Jelikož uvažujeme
rozložeńı os jako na obrázku 4.1 bude ve vztahu (4.2) mı́nus. Vztah se kterým bude dále
poč́ıtáno má výsledný tvar

w′′(x) = −Mo

EJ
.

V př́ıpadě popisu pr̊uhybové čáry s využit́ım diferenciálńı rovnice 4. řádu se využ́ıvá tzv.
Schwendlerových vztah̊u.

d2

dx2
M = −q

Pr̊uhyb nosńıku lze tedy psát ve tvaru diferenciálńı rovnice 4. řádu následovně

w(4)(x) = − q

EJ
,

kde q představuje liniové zat́ıžeńı p̊usob́ıćı na nosńık.

4.1 Jednostranně vetknutý nosńık

Budeme uvažovat př́ıpad, kdy je jeden konec nosńıku vetknutý a druhý konec je volný.

Př́ıklad 4.1. V prvńım př́ıkladě aplikujeme vztah pro výpočet pr̊uhybu nosńıku s využit́ım
Greenovy funkce, která byla odvozena v kapitole 3. Jde o speciálńı př́ıpad, kdy nám k
výpočtu pr̊uhybu stač́ı LODR2 namı́sto LODR4. Uvažujme śılu F p̊usob́ıćı na volném
konci nosńıku, obrázek 4.2.

Obrázek 4.2: Jednostranně vetknutý nosńık - śıla na volném konci

Pr̊uhyb nosńıku můžeme popsat rovnićı

EJy′′ = −Mo. (4.3)

Nejdř́ıve ze všeho je třeba určit pr̊uběh VSM (vnitřńı śıly, momenty) p̊usob́ıćı na nosńık
4.2. Čtenář se ohledně stanoveńı pr̊uběhu VSM (resp. ve starš́ı literatuře uvedeno jakožto
výsledné vnitřńı účinky) může v př́ıpadě zájmu v́ıce doč́ıst např́ıklad v literatuře [7].
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Z pr̊uběhu VSM zjist́ıme, že pr̊uběh Ohybového momentu Mo v našem př́ıpadě zaṕı̌seme
jako

Mo = −F (L− x), x ∈ ⟨0, L⟩.

Okrajové podmı́nky v př́ıpadě 4.2 jsou

y(0) = 0, y′(0) = 0.

Nyńı již můžeme přej́ıt k samotnému výpočtu pr̊uhybové čáry. V prvńım kroku urč́ıme
lineárně nezávislé řešeńı homogenńı části rovnice (4.3)

y′′ = 0.

Řešeńı homogenńı části je zřejmě

yh(x) = Ax+B.

Dvě nezávislá řešeńı homogenńı rovnice jsou tvaru

y1(x) = x y2(x) = 1.

Pro určeńı Greenovy funkce je potřeba vypoč́ıtat také wronskián řešeńı

W (x) =

∣∣∣∣x 1
1 0

∣∣∣∣ = −1.

Partikulárńı řešeńı rovnice (4.3) můžeme zapsat ve tvaru

yp(x) =

∫ x

0

G(x, ξ)b(ξ) dξ, (4.4)

kde b(ξ) představuje pravou stranu rovnice (4.3). Greenova funkce G(x, ξ) je pak tvaru

G(x, ξ) =
y1(ξ)y2(x)− y1(x)y2(ξ)

W (x)
=

ξ − x

−1
= (x− ξ). (4.5)

Dosazeńım Greenovy funkce (4.5) do tvaru partikulárńıho řešeńı (4.4) źıskáme

y(x) =

∫ x

0

G(x, ξ)b(ξ) dξ =

∫ x

0

(x− ξ)R(L− ξ) dξ, R = − F

EJ
.

Následnou integraćı a dosazeńım za R dostaneme

y(x) =
FLx2

2EJ
− Fx3

6EJ
,

kde funkce y(x) je funkćı pr̊uhybu nosńıku znázorněného na obrázku 4.2.
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Aplikace pro př́ıklad 4.1

Uvažujme nyńı př́ıklad uložeńı nosńıku znázorněného na obrázku 4.2. Nosńık splňuje
předpoklady pro lineárńı model. Vlastnosti uložeńı jsou zobrazeny na obrázku vlevo,
pr̊uhyb nosńıku můžeme vidět na pravé straně.

Obrázek 4.3: Jednostranně vetknutý nosńık se silou p̊usob́ıćı na konci nosńıku

V př́ıpadě, kdy je porušena podmı́nka linearizace, situace dopadne následovně:

Obrázek 4.4: Jednostranně vetknutý nosńık se silou p̊usob́ıćı na konci nosńıku

Všimněme si, že v př́ıpadě porušeńı předpokladu linearizace je rozd́ıl mezi lineárńım a
nelineárńım modelem značný.

Př́ıklad 4.2. V druhém př́ıkladě se zaměř́ıme na výpočet pr̊uhybové čáry za předpokladu
liniového zat́ıžeńı p̊usob́ıćı po celé délce nosńıku znázorněného na obrázku 4.5.

Pr̊uhyb nosńıku na obrázku 4.5 můžeme popsat rovnićı

EJy′′ =
q(L− x)2

2
,
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Obrázek 4.5: Jednostranně vetknutý nosńık - liniové zat́ıžeńı po celé délce

kde je velikost ohybového momentuMo určena z pr̊uběhu VSM. Okrajové podmı́nky úlohy
jsou totožné s OP v úloze 4.1. Jelikož jsou OP stejné, je i výsledný tvar řešeńı homogenńı
části totožný, s č́ımž souviśı i následný tvar Greenovy funkce. Jediný rozd́ıl ve výpočtu
samotného pr̊uhybu je zp̊usoben pouze odlǐsnou pravou stranou b(x). Dosazeńım pravé
strany b(x) a př́ıslušného tvaru Greenovy funkce (4.5) do tvaru partikulárńıho řešeńı (4.4)
dostaneme

y(x) =

∫ x

0

G(x, ξ)b(ξ) dξ =

∫ x

0

(x− ξ)
q(L− ξ)2

2EJ
dξ =

=
q

2EJ

∫ x

0

(x− ξ)(L2 − 2Lξ + ξ2) dξ =

=
q

2EJ

∫ x

0

xL2 − 2Lξx+ ξ2x− L2ξ + 2Lξ2 − ξ3 dξ =

=
q

2EJ

(
1

2
x2L2 − Lx3

3
+

x4

12

)
=

qx2

24EJ

(
6L2 − 4Lx+ x2

)
.

Výsledný vztah pro pr̊uhyb jednostranně vetknutého nosńıku s liniovým zat́ıžeńım po celé
délce nosńıku můžeme popsat vztahem

y(x) =
qx2

24EJ

(
6L2 − 4Lx+ x2

)
.

Aplikace pro př́ıklad 4.2

Uvažujme nyńı př́ıklad uložeńı nosńıku znázorněného na obrázku 4.5. Nosńık splňuje
předpoklady pro lineárńı model. Vlastnosti uložeńı jsou zobrazeny na obrázku vlevo,
pr̊uhyb nosńıku můžeme vidět na pravé straně.
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Obrázek 4.6: Jednostranně vetknutý nosńık - liniové zat́ıžeńı po celé délce

V př́ıpadě, kdy je porušena podmı́nka linearizace, situace dopadne následovně:

Obrázek 4.7: Jednostranně vetknutý nosńık - liniové zat́ıžeńı po celé délce

Opět si můžeme všimnout, že v př́ıpadě porušeńı předpokladu linearizace je rozd́ıl mezi
lineárńım a nelineárńım modelem značný.

V některých př́ıpadech užit́ı LODR2 neńı př́ılǐs vhodné. V daľśım př́ıkladě proto budeme
poč́ıtat s LODR4. Postup řešeńı je popsán např́ıklad v publikaci [5].

Př́ıklad 4.3. Necht’ máme jednostranně vetknutý nosńık, na který p̊usob́ı śıla F v obecné
vzdálenosti a od vetknutého konce, viz obrázek 4.8.

Budeme hledat řešeńı rovnice

y(4) = −Fδ(x− a)

EJ
(4.6)

s okrajovými podmı́nkami

y(0) = 0, y′(0) = 0, (4.7)

y′′(L) = 0, y′′′(L) = 0. (4.8)
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Obrázek 4.8: Jednostranně vetknutý nosńık se silou p̊usob́ıćı v obecné vzdálenosti

Jako v předchoźıch př́ıpadech vypoč́ıtáme nejdř́ıve řešeńı homogenńı části rovnice (4.6)
vyhovuj́ıćı okrajovým podmı́nkám (4.7),(4.8). Nezávislé řešeńı homogenńı části rovnice
(4.6) jsou

1, x, x2, x3,

1, (L− x), (L− x)2, (L− x)3.

Greenova funkce G(x, ξ) je poté obecně tvaru

G(x, ξ) =

{
A0(ξ) + A1(ξ)x+ A2(ξ)x

2 + A3(ξ)x
3 pro 0 ≤ x ≤ ξ ≤ L,

B0(ξ) +B1(ξ)(L− x) +B2(ξ)(L− x)2 +B3(ξ)(L− x)3 pro 0 ≤ ξ ≤ x ≤ L.

Jelikož již známe obecný tvar Greenovy funkceG(x, ξ) je potřeba dopoč́ıtat funkceAi(ξ), Bi(ξ)
pro i = 0, . . . , 3. Nejdř́ıve do G(x, ξ) dosad́ıme okrajové podmı́nky (4.7),(4.8)

y(0) = A0(ξ) = 0,

y′(0) = A1(ξ) = 0,

y′′(L) = B2(ξ) = 0,

y′′′(L) = B3(ξ) = 0.

Greenova funkce pro př́ıpad jednostranně vetknutého nosńıku vypadá obecně následovně

G(x, ξ) =

{
A2(ξ)x

2 + A3(ξ)x
3 pro 0 ≤ x ≤ ξ ≤ L,

B0(ξ) +B1(ξ)(L− x) pro 0 ≤ ξ ≤ x ≤ L.
(4.9)

Je však potřeba určit koeficienty A2(ξ), A3(ξ), B0(ξ), B1(ξ), které urč́ıme pomoćı vlast-
nost́ı z poznámky 3.4, předevš́ım z 3.4.2, 3.4.4, čili v́ıme, že G(x, ξ) má v ξ ∈ ⟨0, L⟩
spojité derivace až do řádu (n− 2) a v derivaci řádu (n− 1) pro x = ξ je skok o velikosti

1
an(ξ)

. Zapsáno pomoćı rovnic:

A2(ξ)ξ
2 + A3(ξ)ξ

3 = B0(ξ) +B1(ξ)(L− ξ),

2A2(ξ)ξ + 3A3(ξ)ξ
2 = −B1(ξ),

2A2(ξ) + 6A3(ξ)ξ = 0,

6A3(ξ) = 1.
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Soustava rovnic byla vyřešena využit́ım software Matlab

A2(ξ) = −ξ

2
, A3(ξ) =

1

6
,

B0(ξ) =
ξ3

6
− Lξ2

2
, B1(ξ) =

ξ2

2
.

Dosazeńım koeficient̊u do (4.9) dostaneme

G(x, ξ) =

{
− ξ

2
x2 + 1

6
x3 pro 0 ≤ x ≤ ξ ≤ L,

ξ3

6
− Lξ2

2
+ ξ2

2
(L− x) pro 0 ≤ ξ ≤ x ≤ L.

Drobnou úpravou dostaneme tvar

G(x, ξ) =

{
x2(x−3ξ)

6
pro 0 ≤ x ≤ ξ ≤ L,

ξ2(ξ−3x)
6

pro 0 ≤ ξ ≤ x ≤ L.
(4.10)

Je vhodné funkci (4.10) převést na jednu funkci uvažovanou na celém intervalu ⟨0, L⟩.
Pomůžeme si již dř́ıve zavedenou Heavisideovou funkćı následovně

G(x, ξ) =
x2(x− 3ξ)

6
+

(
ξ2(ξ − 3x)

6
− x2(x− 3ξ)

6

)
H(x− ξ),

G(x, ξ) =
x2(x− 3ξ)

6
+

(
(ξ − x)3

6

)
H(x− ξ). (4.11)

Rovnice (4.11) je Greenova funkce pro př́ıpad jednostranně vetknutého nosńıku (vetknut́ı
na levé straně). V tomto konkrétńım př́ıkladu uvažujeme tvar pravé strany reprezentuj́ıćı
zat́ıžeńı nosńıku

b(x) = −Fδ(x− a)

EJ
.

Z předchoźı kapitoly v́ıme, že řešeńı dostaneme ze vztahu (3.17), čili

y(x) =

∫ L

0

G(x, ξ)b(ξ) dξ = −
∫ L

0

[
x2(x− 3ξ)

6
+

(
(ξ − x)3

6

)
H(x− ξ)

]
Fδ(ξ − a)

EJ
dξ =

= −
∫ L

0

(
x2(x− 3ξ)

6

)
Fδ(ξ − a)

EJ
dξ −

∫ L

0

(
(ξ − x)3

6

)
Fδ(ξ − a)

EJ
H(x− ξ) dξ =

= − Fx2

6EJ
(x− 3a)− F

6EJ
(a− x)3H(x− a).

Rovnici pr̊uhybové čáry můžeme rozepsat dále na jednotlivé intervaly

y(x) =

{
Fx2

6EJ
(3a− x) pro 0 ≤ x ≤ a,

Fa2

6EJ
(3x− a) pro a ≤ x ≤ L.

Aplikace pro př́ıklad 4.3

Uvažujme nyńı př́ıklad uložeńı nosńıku znázorněného na obrázku 4.8. Nosńık splňuje
předpoklady pro lineárńı model. Vlastnosti uložeńı jsou zobrazeny na obrázku vlevo,
pr̊uhyb nosńıku můžeme opět vidět na pravé straně.
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Obrázek 4.9: Jednostranně vetknutý nosńık se silou p̊usob́ıćı v obecné vzdálenosti

V př́ıpadě, kdy je porušena podmı́nka linearizace, situace dopadne následovně:

Obrázek 4.10: Jednostranně vetknutý nosńık se silou p̊usob́ıćı v obecném vzdálenosti

Opět si můžeme všimnout, že v př́ıpadě porušeńı předpokladu linearizace je rozd́ıl mezi
lineárńım a nelineárńım modelem značný.

Př́ıklad 4.4. Uvažujme nyńı př́ıpad, kdy máme jednostranně vetknutý nosńık zat́ıžený
dvěma osamělými silami, obr. 4.11.

V tomto př́ıpadě budeme hledat řešeńı rovnice 4. řádu, která je tvaru:

y(4) = −F1δ(x− a) + F2δ(x− b)

EJ
.

Pravá strana b(x) je

b(x) = −F1δ(x− a) + F2δ(x− b)

EJ
. (4.12)
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Obrázek 4.11: Jednostranně vetknutý nosńık - dvě śıly v obecných vzdálenostech

Jelikož v tomto př́ıpadě máme stejné okrajové podmı́nky jako v úloze 4.3, můžeme využ́ıt
tvar Greenovy funkce vypoč́ıtaný v předchoźım př́ıkladu. Greenova funkce je tedy tvaru
(4.11):

G(x, ξ) =
x2(x− 3ξ)

6
+

(
(ξ − x)3

6

)
H(x− ξ).

Nyńı už nám stač́ı zase vypoč́ıtat integrál (3.17) s pravou stranou (4.12).

y(x) = y(x) =

∫ L

0

G(x, ξ)b(ξ) dξ = −
∫ L

0

[
x2(x− 3ξ)

6
+

(
(ξ − x)3

6

)
H(x− ξ)

]
F1δ(ξ − a) + F2δ(ξ − b)

EJ
dξ = −

∫ L

0

(
x2(x− 3ξ)

6

)
F1δ(ξ − a) + F2δ(ξ − b)

EJ
dξ−

−
∫ L

0

(
(ξ − x)3

6

)
F1δ(ξ − a) + F2δ(ξ − b)

EJ
H(x− ξ) dξ =

= − x2

6EJ
[F1(x− 3a) + F2(x− 3b)]− 1

6EJ

[
(a− x)3H(x− a) + (b− x)3H(x− b)

]
Po drobné úpravě źıskáme následuj́ıćı tvar pr̊uhybové čáry

y(x) =


x2

6EJ
[F1(3a− x) + F2(3b− x)] pro 0 ≤ x ≤ a,

1
6EJ

[F1a
2(3x− a) + F2x

2(3b− x)] pro a ≤ x ≤ b,
1

6EJ
[F1a

2(3x− a) + F2b
2(3x− b)] pro b ≤ x ≤ L.

Aplikace pro př́ıklad 4.4

Uvažujme nyńı př́ıklad uložeńı nosńıku znázorněného na obrázku 4.11. Nosńık splňuje
předpoklady pro lineárńı model. Vlastnosti uložeńı jsou zobrazeny na obrázku vlevo,
pr̊uhyb nosńıku můžeme opět vidět na pravé straně.
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4 APLIKACE GREENOVY FUNKCE 4.2 Oboustranně podepřený nosńık

Obrázek 4.12: Jednostranně vetknutý nosńık - dvě śıly v obecných vzdálenostech

4.2 Oboustranně podepřený nosńık

V daľśı části kapitoly se pod́ıváme na určeńı tvaru Greenovy funkce v př́ıpadě obou-
stranně podepřeného nosńıku a následné stanoveńı tvaru pr̊uhybové čáry. Nejdř́ıve budou
ilustrovány př́ıklady, které můžeme snadno vyřešit pomoćı Greenovy funkce pro LODR2.
Některé situace je pohodlněǰśı však řešit jako LODR4.

Př́ıklad 4.5. Prvńım př́ıpadem je nosńık na dvou podporách se silou F p̊usob́ıćı ve středu
nosńıku, viz obr. 4.13.

Obrázek 4.13: Oboustranně podepřený nosńık se silou F ve středu intervalu

Uvažujme LODR2 tvaru

y′′ = −Mo

EJ
. (4.13)

Z obrázku je patrné, že nosńık je symetrický, proto si ho můžeme rozdělit na dva intervaly
⟨0, L/2⟩ a (L/2, L⟩. Ve stanoveńı tvaru pr̊uhybové čáry se budeme zabývat intervalem
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⟨0, L/2⟩. Z pr̊uběhu VSM zjist́ıme, že ohybový moment Mo = FAx, kde FA = F
2
je reakčńı

śıla v levé podpoře A a x ∈ ⟨0, L/2⟩. Budeme se proto zabývat rovnićı

y′′ = −FAx

EJ
, x ∈ ⟨0, L/2⟩.

Okrajové podmı́nky pro uvažovaný interval jsou

y(0) = 0, y′
(
L

2

)
= 0. (4.14)

Dosazeńım okrajových podmı́nek do řešeńı homogenńı části rovnice (4.13) źıskáme dvě
nezávislá řešeńı rovnice tvaru

y1(x) = x, y2(x) = 1. (4.15)

Wronskián řešeńı je W (x) = −1. Dosazeńım (4.15) do vztahu (3.16) źıskáme Greenovu
funkci pro homogenńı část (4.13) s OP (4.14)

G(x, ξ) =

{
−ξ pro 0 ≤ ξ ≤ x ≤ L/2,

−x pro 0 ≤ x ≤ ξ ≤ L/2.

Dosazeńım Greenovy funkce a pravé strany do (3.17) dostaneme

y(x) =

∫ L

0

G(x, ξ)b(ξ) dξ =

∫ x

0

ξ2
FA

EJ
dξ +

∫ L/2

x

x
FA

EJ
ξ dξ =

=
FA

EJ

([
ξ3

3

]x
0

+ x

[
ξ2

2

]L/2
x

)
=

Fx

12EJ

(
3

4
L2 − x2

)
, x ∈ ⟨0, L/2⟩.

Aplikace pro př́ıklad 4.5

Uvažujme nyńı př́ıklad uložeńı nosńıku znázorněného na obrázku 4.13. Nosńık splňuje
předpoklady pro lineárńı model. Vlastnosti uložeńı jsou zobrazeny na obrázku vlevo,
pr̊uhyb nosńıku můžeme opět vidět na pravé straně.

Všimněme si opět rozd́ılu v př́ıpadě porušeńı podmı́nky linearizace.
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4 APLIKACE GREENOVY FUNKCE 4.2 Oboustranně podepřený nosńık

Obrázek 4.14: Oboustranně podepřený nosńık se silou F ve středu intervalu

Obrázek 4.15: Oboustranně podepřený nosńık se silou F ve středu intervalu - porušeńı
podmı́nky linearizace

Př́ıklad 4.6. Mějme nosńık zat́ıžený liniovým zat́ıžeńım q po celé délce prutu, viz obr.
4.16.

Budeme řešit LODR2 tvaru

y′′ =
(qx2 − qLx)

2EJ
, x ∈ ⟨0, L⟩, (4.16)

kde tvar pravé strany b(x) opět zjist́ıme z pr̊uběhu VSM. Okrajové podmı́nky pro styl
uložeńı podle obrázku 4.16 jsou

y(0) = 0, y(L) = 0. (4.17)

Výpočtem homogenńı části rovnice (4.16) s okrajovými podmı́nkami (4.17) dostáváme
dvě nezávislá řešeńı tvaru

y1(x) = x, y2(x) =
(
1− x

L

)
(4.18)
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Obrázek 4.16: Oboustranně podepřený nosńık - liniové zat́ıžeńı po celé délce nosńıku

Wronskián řešeńı je W (x) = −1. Dosazeńım nezávislých řešeńı (4.18) do vztahu (3.16)
dostaneme Greenovu funkci pro uložeńı dle obrázku 4.16 tvaru

G(x, ξ) =


−ξ
(
1− x

L

)
pro 0 ≤ ξ ≤ x ≤ L,

−x
(
1− ξ

L

)
pro 0 ≤ x ≤ ξ ≤ L.

(4.19)

Pro určeńı tvaru pr̊uhybové čáry pro př́ıpad znázorněný na obrázku 4.16 je potřeba
vypoč́ıtat integrál (3.17), kde G(x, ξ) představuje výše stanovenou Greenovu funkci (4.19)
a pravá strana b(x) = 1

2EJ
(qx2 − qLx).

y(x) =

∫ L

0

G(x, ξ)b(ξ) dξ = −
∫ x

0

ξ
(
1− x

L

) 1

2EJ
(qξ2 − qLξ) dξ−∫ L

x

x

(
1− ξ

L

)
1

2EJ
(qξ2 − qLξ) dξ =

qx

24EJ

(
L3 − 2Lx2 + x3

)
.

Rovnice pr̊uhybové čáry je tedy tvaru

y(x) =
qx

24EJ

(
L3 − 2Lx2 + x3

)
, x ∈ ⟨0, L⟩.

Aplikace pro př́ıklad 4.6

Uvažujme nyńı př́ıklad uložeńı nosńıku znázorněného na obrázku 4.16. Nosńık splňuje
předpoklady pro lineárńı model. Vlastnosti uložeńı jsou zobrazeny na obrázku vlevo,
pr̊uhyb nosńıku můžeme opět vidět na pravé straně.
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Obrázek 4.17: Oboustranně podepřený nosńık - liniové zat́ıžeńı po celé délce nosńıku

Obrázek 4.18: Oboustranně podepřený nosńık - liniové zat́ıžeńı po celé délce nosńıku

Všimněme si opět rozd́ılu mezi jednotlivými modely v př́ıpadě porušeńı linearizace.

V některých př́ıpadech je výhodněǰśı uvažovat LODR4 tak, jako tomu bylo již v př́ıkladech
na jednostranně vetknutý nosńık. Proto se nyńı pod́ıvejme na př́ıklady hledáńı tvaru
pr̊uhybové čáry oboustranně podepřeného nosńıku řešené využit́ım Greenovy funkce pro
LODR4.

Př́ıklad 4.7. Uvažujme nyńı opět nosńık uložený na dvou podporách se silou F p̊usob́ıćı
na nosńık v obecné vzdálenosti a od levé podpory, viz obr 4.19. Z obrázku vid́ıme, že se
nyńı budeme zabývat LODR4 tvaru

y(4) = −Fδ(x− a)

EJ
. (4.20)

Pro uložeńı podle 4.19 uvažujeme okrajové podmı́nky

y(0) = 0, y′′(0) = 0, (4.21)

y(L) = 0, y′′(L) = 0. (4.22)
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Obrázek 4.19: Oboustranně podepřený nosńık - śıla p̊usob́ıćı v obecné vzdálenosti

Nezávislá řešeńı homogenńı části rovnice (4.20) jsou

1, x, x2, x3,

1, (L− x), (L− x)2, (L− x)3.

Greenovu funkci G(x, ξ) obecně hledáme ve tvaru

G(x, ξ) =

{
A0(ξ) + A1(ξ)x+ A2(ξ)x

2 + A3(ξ)x
3 pro 0 ≤ x ≤ ξ ≤ L,

B0(ξ) +B1(ξ)(L− x) +B2(ξ)(L− x)2 +B3(ξ)(L− x)3 pro 0 ≤ ξ ≤ x ≤ L.

Dále je potřeba dopoč́ıtat př́ıslušné koeficienty Ai(ξ), Bi(ξ) pro i = 0, . . . , 3. Do Greenovy
funkce G(x, ξ) dosad́ıme okrajové podmı́nky (4.21),(4.22)

y(0) = A0(ξ) = 0,

y′′(0) = A2(ξ) = 0,

y(L) = B0(ξ) = 0,

y′′(L) = B2(ξ) = 0.

Greenova funkce pro př́ıpad oboustranně podepřeného nosńıku je tedy obecně tvaru

G(x, ξ) =

{
A1(ξ)x+ A3(ξ)x

3 pro 0 ≤ x ≤ ξ ≤ L,

B1(ξ)(L− x) +B3(ξ)(L− x)3 pro 0 ≤ ξ ≤ x ≤ L.
(4.23)

KoeficientyA1(ξ), A3(ξ), B1(ξ), B3(ξ) dopoč́ıtáme pomoćı vlastnost́ı z poznámky 3.4. Zapsáno
pomoćı rovnic následovně

A1(ξ)ξ + A3(ξ)ξ
3 = B1(ξ)(L− ξ) +B3(ξ)(L− ξ)3,

A1(ξ) + 3A3(ξ)ξ
2 = −B1(ξ)− 3B3(ξ)(L− ξ)2,

6A3(ξ)ξ = 6B3(ξ)(L− ξ),

6A3(ξ) + 6B3(ξ) = 1.

Soustava rovnic byla vypočtena pomoćı software Matlab následovně

A1(ξ) = −(2L2ξ − 3Lξ2 + ξ3)

6L
, A3(ξ) =

(L− ξ)

6L
,

B1(ξ) = −(L2ξ − ξ3)

6L
, B3(ξ) =

ξ

6L
.
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Dosazeńım vypočtených koeficient̊u do (4.23) dostaneme

G(x, ξ) =

{
−2L2ξ−3Lξ2+ξ3

6L
x+ (L−ξ)

6L
x3 pro 0 ≤ x ≤ ξ ≤ L,

− (L2ξ−ξ3)
6L

(L− x) + ξ
6L
(L− x)3 pro 0 ≤ ξ ≤ x ≤ L,

kdy drobnou úpravou źıskáme tvar Greenovy funkce následovně

G(x, ξ) =


x(L−ξ)(ξ2−2Lξ+x2)

6L
pro 0 ≤ x ≤ ξ ≤ L,

ξ(L−x)(ξ2−2Lx+x2)
6L

pro 0 ≤ ξ ≤ x ≤ L.

Opět si Greenovu funkci převedeme s využit́ım Heavisideovy funkce následovně

G(x, ξ) =
x(L− ξ)(ξ2 − 2Lξ + x2)

6L
+(

ξ(L− x)(ξ2 − 2Lx+ x2)

6L
− x(L− ξ)(ξ2 − 2Lξ + x2)

6L

)
H(x− ξ), x ∈ ⟨0, L⟩.

Drobnou úpravou źıskáme

G(x, ξ) =
x(L− ξ)(ξ2 − 2Lξ + x2)

6L
+

1

6
(ξ − x)3H(x− ξ). (4.24)

Tvar pr̊uhybové čáry źıskáme výpočtem (3.17), kde G(x, ξ) je námi vypočtená Greenova
funkce tvaru (4.24) s tvarem pravé strany

b(x) = −Fδ(x− a)

EJ
.

Řeš́ıme tedy integrál tvaru

y(x) =

∫ L

0

G(x, ξ)b(ξ) dξ = −
∫ L

0

(
x(L− ξ)(ξ2 − 2Lξ + x2)

6L
+

1

6
(ξ − x)3H(x− ξ)

)
Fδ(ξ − a)

EJ
dξ = − F

6EJL

∫ L

0

x(L− ξ)(ξ2 − 2Lξ + x2)δ(ξ − a) dξ−

F

6EJ

∫ L

0

(ξ − x)3H(x− ξ)δ(ξ − a) dξ.

Z vlastnosti Diracovy delta funkce (3.19) v́ıme, že

− F

6EJL

∫ L

0

x(L− ξ)(ξ2 − 2Lξ + x2)δ(ξ − a) dξ = − F

6EJL
x(L− a)(a2 − 2La+ x2),

pro a ∈ ⟨0, L⟩.

Můžeme si proto všimnout, že pr̊uhybová čára má následuj́ıćı tvar

y(x) = − F

6EJ

{
x
L
(L− a)(a2 − 2La+ x2) pro 0 ≤ x ≤ a,

x
L
(L− a)(a2 − 2La+ x2) + (a− x)3 pro a ≤ x ≤ L.
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Aplikace pro př́ıklad 4.7

Uvažujme nyńı př́ıklad uložeńı nosńıku znázorněného na obrázku 4.19. Nosńık splňuje
předpoklady pro lineárńı model. Vlastnosti uložeńı jsou zobrazeny na obrázku vlevo,
pr̊uhyb nosńıku můžeme opět vidět na pravé straně.

Obrázek 4.20: Oboustranně podepřený nosńık - śıla v obecné vzdálenosti

Př́ıklad 4.8. Máme oboustranně podepřený nosńık na který p̊usob́ı dvě osamělé śıly ve
vzdálenostech a, b od levé podpory. Viz obr 4.21.

Obrázek 4.21: Oboustranně podepřený nosńık - dvě śıly p̊usob́ıćı v obecných vzdálenostech

Budeme hledat řešeńı rovnice 4. řádu, která je tvaru

y(4) = −F1δ(x− a) + F2δ(x− b)

EJ
.

34



4 APLIKACE GREENOVY FUNKCE 4.2 Oboustranně podepřený nosńık

Pravá strana je tvaru

b(x) = −F1δ(x− a) + F2δ(x− b)

EJ
. (4.25)

Využijeme Greenovu funkci vypoč́ıtanou v předchoźı úloze 4.7 tvaru

G(x, ξ) =
x(L− ξ)(ξ2 − 2Lξ + x2)

6L
+

1

6
(ξ − x)3H(x− ξ).

Jelikož máme již Greenovu funkci, stač́ı nám vypoč́ıtat integrál (3.17), kde pravá strana
b(x) je tvaru (4.25).

y(x) =

∫ L

0

G(x, ξ)b(ξ) dξ = −
∫ L

0

(
x(L− ξ)(ξ2 − 2Lξ + x2)

6L
+

1

6
(ξ − x)3H(x− ξ)

)
F1δ(x− a) + F2δ(x− b)

EJ
dξ = −

∫ L

0

x(L− ξ)(ξ2 − 2Lξ + x2)

6L

F1δ(x− a) + F2δ(x− b)

EJ
dξ −

∫ L

0

1

6
(ξ − x)3

F1δ(x− a) + F2δ(x− b)

EJ
H(x− ξ) dξ.

Z vlastnosti Diracovy delta funkce (3.19) můžeme následně tvar pr̊uhybové čáry zapsat
ve tvaru

y(x) = − x

6EJL
(F1(L− a)(a2 − 2La+ x2) + F2(L− b)(b2 − 2Lb+ x2))−

−
∫ L

0

1

6
(ξ − x)3

F1δ(x− a) + F2δ(x− b)

EJ
H(x− ξ) dξ.

Pr̊uhybová čára má následuj́ıćı tvar

y(x) = − 1

6EJ



x
L
(F1(L− a)(a2 − 2La+ x2) + F2(L− b)(b2 − 2Lb+ x2))

pro 0 ≤ x ≤ a,

x
L
(F1(L− a)(a2 − 2La+ x2) + F2(L− b)(b2 − 2Lb+ x2)) + (a− x)3F1

pro a ≤ x ≤ b,

x
L
(F1(L− a)(a2 − 2La+ x2) + F2(L− b)(b2 − 2Lb+ x2))+

+(a− x)3F1 + (b− x)3F2

pro b ≤ x ≤ L.
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Aplikace pro př́ıklad 4.8

Uvažujme nyńı př́ıklad uložeńı nosńıku znázorněného na obrázku 4.21. Nosńık splňuje
předpoklady pro lineárńı model. Vlastnosti uložeńı jsou zobrazeny na obrázku vlevo,
pr̊uhyb nosńıku můžeme opět vidět na pravé straně.

Obrázek 4.22: Oboustranně podepřený nosńık - dvě śıly v obecných vzdálenostech
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5 ZÁVĚR

5 Závěr

Nalezeńı řešeńı okrajové úlohy diferenciálńı rovnice je v technické praxi hojně využ́ıváno
např́ıklad při výpočtu pr̊uhyb̊u nosńık̊u. Je hned několik možnost́ı samotného stanoveńı
řešeńı. Mezi nejznáměǰśı a na škole nejpouž́ıvaněǰśı metody řešeńı lineárńıch rovnic patř́ı
metoda variace konstant a metoda neurčitých koeficient̊u. Metoda variace konstant je
univerzálńı metodou, avšak bývá početně náročněǰśı. Na druhé straně metoda neurčitých
koeficient̊u je jednodušš́ı, ale existuje však pouze pro zvláštńı typy pravých stran.

V rámci práce jsem se však zaměřil na, mezi studenty většinou neznámou metodu,
metodu Greenovy funkce. Výhodou této metody oproti ostatńım je, že pro stejné okrajové
podmı́nky a stejný tvar homogenńı části rovnice dostaneme totožnou Greenovu funkci,
kterou dále využijeme k samotnému stanoveńı řešeńı. V pružnosti, pevnosti by to tedy
znamenalo, že by nám stačilo znát tvary Greenových funkćı pro jednotlivé typy uložeńı,
kdy rovnici pr̊uhybu bychom dostali pouhou superpozićı Greenovy funkce a pravé strany.
Někdy je však samotné nalezeńı Greenovy funkce velice náročné a mnohdy i nemožné.

Výsledky jednotlivých model̊u jsou zapracovány do interaktivńıho programu v Matlabu,
kde sám uživatel může zkoumat tvar pr̊uhybové čáry v závislosti na typu uložeńı a zat́ıžeńı.
Některé typy uložeńı nosńıku, implementované v Matlabu, umožňuj́ı uživateli porovnat
lineárńı a nelineárńı model. Rozd́ıly mezi modely jsou zřetelné po porušeńı předpoklad̊u
pro linearizaci modelu.

I přes veškerou snahu podat čtenáři výhody řešeńı pomoćı metody Greenovy funkce je
někdy snazš́ı okrajovou úlohu vyřešit bud’ př́ımou integraćı, či některou z výše zmı́něných
metod (MVK, MNK).
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[8] ČERMÁK, J., ŽENÍŠEK, A. Matematika III. Brno: CERM, 2001. ISBN 80-214-2010-
3.
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